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|  Deskriptive Statistik

61 Merkmale
Beispiel 1:

Bei allen Schiilern einer Schulklasse wurden die Korpergrofen gemessen und die
Haufigkeitsverteilung wurde in einer Haufigkeitstabelle festgehalten:

HIntervall* L | L .| L "
. —— =1
relative Haufigkeit | hy | he | ... | hy ;h’"
I,...,I, sind hier Léngenintervalle, z.B. Is := [120 cm;121 cm[ und Ay gibt den An-

teil der Schiiler an, deren Koérpergrole in das Intervall I, fallt. Man nennt die Eigenschaft
»KorpergroRe* ein Merkmal der Schiiler, bezeichnet die Schiiler als Merkmalstréger und die
jeweils gemessene Lange ,,vom Scheitel bis zur Sohle* als Merkmalsauspréagungen.

Bei Haufigkeitsverteilungen dieses Typs sollte stets die Gesamtzahl N der Merkmalstréger an-
gegeben werden, damit riickwirkend die Anzahlen der Merkmalstrager in den Klassen bestimmt
werden kdnnen.

Bei Langen und Gewichten macht es Sinn, bei Vergleichen von Differenzen oder Messwert-
verhéltnissen zu sprechen. Bei Temperaturen in Grad Celsius wird man keine multiplikativen Ver-
gleiche mehr machen (allenfalls bei Temperaturerh6hungen in der gleichen Richtung). Bei Verhal-
tensmerkmalen, wie Schulleistungen ist es Uiberhaupt erst einmal kldrungsbedirftig, ob man hier von
Auspragungen sprechen kann, die sich mit Hilfe vob MaRzahlen beschreiben und numerisch verglei-
chen lassen:

Beispiel 2:

Angenommen, eine Lehrperson ist in der Lage, bei einer in Mathematik unterrichteten Schul-
klasse mit 20 Schiilern bei je zwei Schillern a und b entscheiden zu kdnnen, wer Uber ein
Halbjahr betrachtet ,leistungsfahiger* war (eine sehr realitdtsferne Annahme!). Das Resultat
aller Einschatzungen konnte bei konsistenten Entscheidungen in folgender Form angegeben
werden:

1 <82 <...=<89 (Mita=<b :< awarschwécher als b)

Das ,,Merkmal“ Mathematikleistung besitzt wohl verschiedene Auspragungen, ist aber damit
noch nicht quantifiziert. Denkbar sind z.B. folgende ,,Quantifizierungen®:

Vorschlag 1: Man nehme den Rangplatz.

Vorschlag 2: Die Lehrperson gibt Noten mit Dezimalzwischenwerten.

Vorschlag 3: Die Lehrperson schétzt bei jedem Schiiler, wieviel % der verlangten Leistung er
durchschnittlich im Halbjahr gebracht hat.
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Dann konnte durchaus folgende Tabelle aus der Gegeniiberstellung der Varianten resultieren
(die Schiilerbezeichnungen sind dabei weggelassen):

Vorschl. 1| 1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

Vorschl.2 [ 5,5 5,1 4,8 4,4 4,2 4,0 3,7 3,5 3,2 3,1 3,0 2,9 2,8 2,7 2.4

Vorschl.3 |29 36 42 52 60 64 72 75 80 81 82 83 84 8 88

16 17 18 19 20
2,2 2,1 1,7 1,3 1,1
90 91 93 95 96

Tragt man hier die Bewertungen der Vorschldge 2 und 3 gegen die Rangziffern in einem Koor-
dinatensystem auf, so liegen die Punkte jeweils auf einer gekrimmten Linie:

Q
3
z %
1 1 100
2 h 80
x
3 ] . 60
4 40
5 20

Zay

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 Rang
Fig. 1

Ein Vergleich des ,,mittleren Rangplatzes* 10,5 mit dem gerundeten arithmetischen Mittelwert
3,2 der Noten und dem arithmetischen Mittelwert 74 der Prozentsétze zeigt, dass diese Werte
ihre jeweilige Wertereihe nicht in der gleichen Weise unterteilen. Der mittlere Rangplatz zer-
legt die Rangziffernmenge in eine untere und eine ober Halfte, die arithmetischen Mittelwerte
der beiden anderen Wertereihen sind gegeniiber der ,, Tabellenmitte” nach links verschoben.
Sieht man alle drei Quantifizierungen als erlaubt an, so ist nur der sogenannte Medianwert zur
Kennzeichung der ,,Merkmalsverteilungsmitte” angemessen.

Die beiden Beispiele gehdren zur Klasse der sogenannten quantitativen Merkmale. Bei solchen Merk-
malen ist es moglich, flr die Merkmalsauspragungen mindestens eine Kleinerrelation iber einen Ver-
gleich von Merkmalstragern zu definieren und eine damit vertragliche Abbildung ) der Menge M
der Merkmalstréager in die Menge IR der reellen Zahlen anzugeben. Man kennzeichnet quantitative
Merkmale durch die Freiheiten, die man bei der Wahl von ) hat, und unterscheidet im Wesentlichen
folgende Skalentypen:

Definition 1.1 (Ordinalskala)

Ein Merkmal heif3t genau dann ordinal skaliert, wenn es eine definierende strenge Ordungs-
relation < in der Menge M aller Merkmalstréger gibt und mindestens eine Abbildung
pw: M — IR mit

a<b <= pla) <p) firalle a,b € M
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oder
a<b <= p(a)>pd) firalle a,b € M

existiert.
Man nennt 4 eine Quantifizierung des Merkmals.

Wenn die Relation < nicht linear ist, gibt es mindestens zwei verschiedene Merkmalstrdger « und b,
fur die weder a < b noch b < « gilt. Dann muss fir die durch p zugewiesenen Werte offensichtlich
wu(a) = p(b) gelten. Also ist die durch

r~y = p(r) = py)

in M definierte Relation ~ eine nichttriviale Aquivalenzrelation. Wenn < linear ist, sind dagegen alle
Aquivalenzklassen von ~ einelementig.

Mit p ist auch jede mit Hilfe einer streng monotonen Transformation 7 : IR — IR definierte Abbil-
dung p* : M — IR mit p*(a) := 7(u(a)) eine Quantifizierung.

Werden Schulnoten auf der Basis von ,,Einschatzungen* vergeben, so haben sie wohl nur Ordinalska-
lenqualitét. Es sind zwar nicht beliebige streng monotone Transformationen erlaubt, trotzdem ist der
\orrat an Transformationen gréRer als bei den nun folgenden Skalentypen.

Definition 1.2  (Intervallskala)
Ein Merkmal heil3t genau dann intervallskaliert, wenn es neben einer strengen Ordungsrelation
< in der Menge M aller Merkmalstréger eine Relation <1 zum Vergleich von Paaren (a, b) und
(c,d) gibt, eine Abbildung 1 : M — IR mit

a<b < p(a) <pd) furalle a,b € M
und
(a,b) < (c,d) <= p(b)—pla) < p(d) — p(c) furalle a,b,c,d e M.

existiert und nur Abbildungen des Typs 1* : a — u - p(a) + v mitu,v € R und u # 0 als
Quantifizierungen erlaubt sind.

Bei intervallskalierten Merkmalen sind also nur streng monotone lineare Transformationen zwischen
Quantifizierungen zul&ssig. Beispiele fiir solche Skalen liefern Temperaturmessungen mit freier Wahl
des Nullpunkts und der Einheit (Fahrenheit- und Celsius-Skala).

Mit viel Aufwand koénnte man die Einschrankung der Menge aller Skalentransformationen auf li-
neare Transformationen durch explizite Angabe weiterer Relationen in M erzwingen, mit denen g
vertrdglich ist. Dies wiirde darauf hinauslaufen, dass fiir alle a,b,c,d € M mita < bund ¢ < d der

Quotient
p(b) — p(a)
p(d) — pu(c)
im Sinne der Vertréaglichkeit von x mit vierstelligen ,,Messrelationen in M interpretierbar ist.

Man kann sofort nachrechnen, dass bei Merkmalen mit Intervallskalenqualitdt die Berechnung des
arithmetischen Mittelwerts Sinn macht, da die ,relative Lage” dieses Wertes in einer Wertereihe
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nicht mehr von der Quantifizierung abhéngt. Wiirden die zu erbringenden Schulleistungen im Sin-
ne zahlbarer Einzelbausteine von einer ,,Normierungsbehorde festgeschrieben und dirften Noten
nur durch lineare Transformationen der Erfolgsquoten berechnet werden, so hatten diese Noten In-
tervallskalenqualitat und wirden die Interpretion von Durchschnittswerten auf der Merkmalsebene
erlauben.

Definition 1.3  (Verhaltnisskala)
Ein Merkmal heif’t genau dann verhaltnisskaliert, wenn es neben einer strengen Ordungsre-
lation < in der Menge M aller Merkmalstrager eine Relation <* zum Vergleich von Paaren
(a,b) und (c,d) gibt, eine Abbildung 1 : M — IR mit

a<b < pla) <pd) furalle a,b e M

und
(a,b) <* (c,d) <= pu(b):pla) < p(d): p(c) furalle a,b,c,d e M.

existiert und nur Abbildungen des Typs p* : @ — u - u(a) mitw € IR als Quantifizierungen
erlaubt sind.

Bei verhéltnisskalierten Merkmalen sind also nur proportionale Transformationen zwischen Quanti-
fizierungen zul&ssig. Beispiele fur solche Skalen liefern Langenmessungen mit freier Wahl der Mal-
einheit (z.B. Messung in Zoll und Zentimeter).

Definition 1.4  (Absolute Skala)
Ein Merkmal heif3t genau dann absolut skaliert, wenn es genau eine Abbildung p: M — IR
der Menge M aller Merkmalstréager gibt, die als Quantifizierung zulassig ist.

Die Messung der Temperatur in Grad Kelvin erfolgt auf einer solchen Skala, da sowohl der Nullpunkt
als auch die Einheit festgelegt sind. Auch Wahrscheinlichkeiten und Anzahlen werden auf absoluten
Skalen gemessen.

AbschlieRend soll ein weiterer ,,Subtyp” von Intervallskalen genannt werden, bei dem zwar die Ein-
heit, nicht aber der Nullpunkt festgelegt ist:

Definition 1.5 (Differenzenskala)
Ein Merkmal hei3t genau dann differenzenskaliert, wenn es neben einer strengen Ordungsre-
lation < in der Menge M aller Merkmalstréger eine Relation <1 zum Vergleich von Paaren
(a,b) und (c,d) gibt, eine Abbildung p : M — IR mit

a<b < p(a) <pd) furalle a,b e M

und
(a,b) < (c,d) <= () — pla) < p(d) — u(c) furalle a,b,c,d € M.

existiert und nur Abbildungen des Typs ©* : a — p(a) + v mitv € IR als Quantifizierungen
erlaubt sind.
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Einen Uberblick iiber die gebrauchlicheren Skalentypen bringt die folgende Tabelle, in der die Un-
terscheidung nach den den erlaubten Transformationen zwischen Quantifizierungen erfolgt. Dabei
wurde noch die sogenannte Nominalskala aufgenommen, bei der die Zuweisung von Zahlen zu Merk-
malstragern nur der Klassenbildung dient und GroRenvergleiche irrelevant sind.

T streng monoton (wachsend)

Skalentyp erlaubte Transformationen Beispiele
zwischen Quantifizierungen
Nominalskala 7: IR — IR, 7 injektiv Geschlecht, Muttersprache
. 7: R — IR, Schulnoten, Grad der
Ordinalskala

Angstlichkeit, Beliebtheitsgrad

Intervallskala

7: IR — 1R mit7(z) :=u-x + v;
veRT,velR

Korpertemperatur in Grad
Celsius und Fahrenheit

Verhaltnisskala

7:IR—1R mitr(z) :==u-ux;
ue R

Alter, Gewicht, Taschengeld

absolute Skala

7:IR— R mit7(z) ==

Anzahlen, Wahrscheinlichkeiten




1| Personlichkeitsmerkmale

§1 Ein probabilistisches Modell zur Schilerbewertung

Beispiel 2:

Ein Schiler habe in einem als Klassenarbeit gewerteten Test von 24 Teilaufgaben nur 10 geldst. Da
es bei der Prifung nur um Routinefertigkeiten ging, war fir das Bestehen an sich das 50%-Kriterium
angekundigt worden.

Standpunkt 1: 10 Teilaufgaben sind weniger als die Hélfte von 24. Also gibt es bestenfalls die Note
»mangelhaft flir das Testergebnis.

Standpunkt 2: Zufallseinfllisse sind bei der Bearbeitung nicht auszuschlieen. Daher sollte fiir das
Bestehen der Priifung nur verlangt werden, dass fir die Anzahl X geldster Teilaufgaben
E(X) > 12 gilt. Wenn die Hypothese H : E(X) > 12 bei 10 geldsten Teilaufgaben noch
glaubhaft ist, sollte kein ,,mangelhaft* gegeben werden.

Bei Standpunkt 1 wird die Bewertung an die beobachtete ,,Leistung“ gekoppelt, womit sich weitere
Diskussionen vermeiden lassen (so ist es in der Praxis an Schulen und Hochschulen weithin blich).
Interessanter sind die notigen Betrachtungen bei Anhdngern des zweiten Standpunkts.

Schreibt man dem Schidiler fir die Teilaufgaben jeweils im Moment der Inangriffnahme die (unbe-
kannten!) Losungswahrscheinlichkeiten p1, ..., pa4 zu, so gilt fir die Anzahl X geldster Aufgaben:

24 24
E(X)=> pi und V(X)=> pi(l—p)
=1 =1

. 1 & L o : )
Mit p := Y Zpi ergibt sich daraus sowohl die Beziehung E(X) = 24p als auch die Abschétzung
=1
V(X) < 24p(1 — p). Da die groRRere Varianz fiir den Schiiler zu einer ,,gutmitigeren” Beurteilung
fihrt, kann mit der Binomialverteilung mit den Parametern p = % und n = 24 gearbeitet werden,
wenn die Wahrscheinlichkeit von hdchstens 10 Erfolgen abgeschdtzt werden soll.

Verlangt wird ndmlich nach Standpunkt 2 offensichtlich, dass die Hypothese H : p > % gilt. Da fiir
eine mit den Parametern p = % und n = 24 binomialverteilte Zufallsgrofle Y die Wahrscheinlichkeit
P(Y < 10) noch tiber 10% liegt, sieht man den beobachteten Misserfolg noch nicht als ungewodhnlich
an und gibt daher kein ,,mangelhaft®.

Wir libertragen die zweite Sichtweise aus dem Beispiel auf den allgemeinen Fall:

Definition 2.1 Unter einem probabilistisch definierten Merkmal auf einer Menge M von Merk-
malstragern soll eine Menge 7 von Situationen, bei der es zu jeder Situation S genau eine
erwiinschte Reaktion Rg gibt, zusammen mit einer Funktion p : M x 7 — [0; 1] verstanden
werden.

Der Funktionswert von p fiir ein Paar (m, S) € M x 7 wird mit p(™(S) bezeichnet und gilt
als Wahrscheinlichkeit, dass der Merkmalstréger m in der Situation S die Reaktion Rg zeigt.
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Folgerung:

Gilt bei einem derartigen Merkmal fiir alle a,b € M, dass aus der Existenz von S* € 7 mit
p@(8*) < p®(S*) fiir alle S € 7T die Ungleichung p(®(S) < p®)(S) folgt, so lasst sich das
Merkmal mit Ordinalskalenqualitét durch folgendes Verfahren quantifizieren:

(D Wihle n Situationen Sy, ...,S, aus 7.

@ Definiere eine Quantifizierung p durch:
pom o ) = ip(m)(Sk)
"=

Besteht 7 nur aus endlich vielen Situationen und wird die Verwendung aller dieser Situationen in
Schritt () vorgeschrieben, so ist das mit dieser Einschrankung definierte Merkmal sogar absolut
skaliert.

Anmerkung: Bereits fiir einfache mathematische Fertigkeiten ist die oben angegebene schwache
Unabhéngigkeitsforderung nicht mehr ganz erfullt. So fallt zum Beispiel bei den
1 x 1-Aufgaben auf, dass es Schiller gibt, die unsicher bei der Multiplikation mit
0 sind. Ein solcher Schiiler kann bei den restlichen Aufgaben durchaus ,,besser” als
ein Mitschiiler m sein obwohl er m bei der Multiplikation mit O unterlegen ist.

§2 Binomialtests

Will man nicht andauernd mit Varianzabschatzungen arbeiten, so kann man zunéchst einmal mit einer
stark vereinfachten Variante probabilistischer Merkmale arbeiten. Wir schranken diese sofort auf die
\orlage von simultan prasentierten Aufgaben ein.

Definition 2.2  Ein Prifverfahren mit n dichotomen Items (=Bewertungseinheiten) a1, . .., a, heilt
binomial fur eine Probandenpopulation M
=
(1) Fur jeden Probanden m € M sind die Items aq, ..., a, Stochastisch unabhéngige Zu-

fallsversuche mit den moéglichen Ergebnisse 0 und 1.

(2) Fiir die Losungswahrscheinlichkeiten p, ™), ... p, (™) jedes Priiflings m gilt
(m) — — p, (M)
pt™ = =p,™.

Offensichtlich ist jedes durch ein binomiales Priifverfahren definierte Merkmal absolut skaliert, wenn
man die Losungswahrscheinlichkeit eines Probanden fiir ein Item als Quantifizierung vorschreibt.
Das Binomialmodell ist durch einen y2-Test priifoar?.

Wie lasst sich die Losungswahrscheinlichkeit p aus dem Binomialmodell (bzw. eine mittlere
Ldsungswahrscheinlichkeit in einem allgemeineren Testmodell) in Noten umwandeln? Das Problem

Die Mitteilung des Pr ufverfahrens erfol gt in einem sp ateren Abschnitt.
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besteht offensichtlich in der dazu notwendigen Unterteilung des Intervalls ]0; 1[. Man kann trefflich
daruiber streiten, ob die Teilpunkte

0,4, 0,55, 0,7, 0,85
der einheitlichen Bewertungsempfehlungen der KMK oder eine Unterteilung des Typs
0,5, 0,75, 0,875, 0,9375

»angemessen* sind. Dies liegt daran, dass solche Vorschldge von der Art der gepriiften Fertigkeit
abhangen.

Die verbindliche KMK-Empfehlung gilt furr schriftliche Prifungsleistungen, die in Form komplexer
Aufgaben mit mehrstufiger Bewertung erbracht wurden. Wirde man eine solche Aufgabe wie in
unserer Modellvorstellung nur mit O oder 1 bewerten, so ist wohl eine ,,Losungswahrscheinlichkeit”
von 0,4 in den meisten Fallen tatsachlich ,,gerade noch ausreichend”.

Fir Routinefertigkeiten scheint der zweite Vorschlag eher passend, diirfte jedoch z.b. fiir das Beherr-
schen des kleinen 1 x 1 noch nicht extrem genug sein.

Um eine einheitliche Behandlung solcher Fragen zu ermdglichen, betrachten wir erst einmal das
Problem, wie man Ldsungswahrscheinlichkeiten ,multiplikativ* vergleicht.

Redundanzmodell:

Angenommen, ein Schiler k wird folgendermafen gepriift:

(D k erhdlt eine zuféllig gewahlte Aufgabe a;. LOst er sie, so wird als Versuchsergebnis eine 1 notiert
und die Prufung ist beendet.

@ Lost k die Aufgabe a; (beim ersten Mal ist i gleich 1) nicht, so wird eine Aufgabe a;; zuféllig
gewahlt. Lost k diese Aufgabe, so wird die Nummer i+ 1 als Versuchsergebnis notiert und die Priifung
ist beendet. Ansonsten wird wieder eine Aufgabe préasentiert.

Je mehr Versuche ein Schiler braucht, desto leistungsschwécher erscheint er in der Priifung. Da der
\organg sich bei Fertigkeiten im Sinne der Definition 2.2 durch eine geometrische Verteilung mit der
Losungswahrscheinlichkeit p des Schiilers als Parameter beschreiben ldsst, kann aus der Versuchs-
dauer d die Wahrscheinlichkeit durch p := 5 geschatzt werden.

Unter dem Binomialmodell folgt aus dem Verfahren auch ein Zugang zum Vergleich von
Ldsungswahrscheinlichkeiten:
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Versuchlénge Y-

O & 6 0 ©
//////

4> o;»o;»o;»o;»o rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

P(Y=n) =p (1-p)*! Fig. 2

Hat nun ein Schiiler k bei der ersten Aufgabe dieselbe Chance fir den Prifungserfolg, wie ein Schiiler
j bei bei insgesamt n Aufgaben, so kann man k ,,n-mal so sicher wie j nennen.

Definition 2.3  Unter dem Binomialmodell heif3t ein Schiiler b n-mal so sicher wie ein Schiler a
<
Firr die Losungswahrscheinlichkeiten p(® und p® gilt p® = (1 — p(@)».

Folgerung: Man erhélt n in der Definition aus der Beziehung 1 — p(® = (1 — p(®))™ durch Logarith-

mieren in der Form
_ In(1—p®)

In(1—p@)°
Setzt man die so definierte Funktion auf ]0;1[*? fort, so erhdlt man ein VergleichsmafR fur
Losungswahrscheinlichkeiten:

Definition 2.4 Haben Schiller a und b fir eine Aufgabe ¢ die Losungswahrscheinlichkeiten p,, bzw.
pp Mit pg, pp €]0; 1], S0 heildt

In(1 — pyp)

In(1 — p,)

das Sicherheitsverhaltnis von b zu a beztglich Aufgabe 1.

0i(a,b) :=

Offensichtlich gilt o;(c,b) - 0;(b, a) = 0i(c, a) fir alle a, b, c einer Schilerpopulation.
Logarithmiert man das Sicherheitsverhéltnis noch einmal, so erhélt man ein additives MaR:

Definition 2.5 Haben Schiiler a und b fiir eine Aufgabe ¢ die Losungswahrscheinlichkeiten p,, bzw.
pp Mit pg, pp €]0; 1], S0 heilit

In(1 — pp)
In(1 — pg)

die Distanz von b zu a beziiglich Aufgabe 1.

di(a,b) :=In( ) =In(—1In(1 —pp)) — In(—In(1 — p,))
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Wiéhrend das Sicherheitsverhdltnis von der Wahl der Logarithmenbasis unabh&ngig ist, wiirde sich in
Definition 2.5 ein anderes Mal ergeben, wenn an Stelle des natiirlichen Logarithmus z.b. der dekadi-
sche Logarithmus verwendet worden waére.

In Definition 2.4 ist das Merkmal verhéltnisskaliert, da man zur Definition einer Quantifizierung einen
festen Bezugsschiiler bzw. dessen Losungswahrscheinlichkeit wahlen muss.

Im Falle der Definition 2.5 ergibt sich ein Merkmal mit Differenzenskalenqualitat, wenn aus-
schlieflich die Logarithmenbasis e verwendet werden darf. Bei freier Wahl der Logarithmenbasis
wirden sich je zwei verwendete Skalen stets durch eine lineare Transformationsvorschrift des Typs
pr—u-p~+ v mitwu > 0 ineinander tberfiihren lassen. Das Distanzmerkmal wére also wenigstens
noch intervallskaliert.

In dem Beispiel mit der Unterteilung des Intervalls ]0;1[ durch die Teilpunkte
0,5; 0,75; 0,875; 0,9375, ... ergibt sich fiir Schiler a, b und ¢ mit p, = 0,5, p, = 0,75 und
pe = 0,9375 (beziiglich einer Aufgabe) aus der letzten Definition

d(b,a) =In2 = 0,693, d(c,b) =In2 = 0,693, d(c,a) =In3 ~ 1,386 .

Nach Wahl einer Lésungswahrscheinlichkeit pg, die den Nullpunkt auf der Distanzskala festlegt, er-
gibt sich eine Transformation 7 des Intervalls |0; 1[ nach IR, deren Vorschrift z.b. fir po = 1 durch

1n(p) :=In(=In(1 —p)) — In(In(2))

gegeben ist. Wie der Graf von 7 zeigt, ist diese Transformation im Teilintervall |0, 3;0,7[ noch
naherungsweise linear. In der Néhe der Intervallenden wird dagegen die Spreizung des Intervalls
10; 1 sehr deutlich:
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n)t

L5 +

v

o -0

_0’5 4

~1,0 1

~15 1

Fig. 3

Der Graf ist zwar ,,S-formig™, jedoch nicht punktsymmetrisch beziiglich des Punktes (0,5;0). Er erin-
nert an die Transformation mit der Vorschrift

2
p— = arcsin(y/p)
™

die von K. J. KLAUER 1982 zur Definition von Teilpunkten des Einheitsintervalls mit der Begriindung
vorgeschlagen worden war, dass damit in allen Leistungsbereichen in etwa die Schatzunsicherheit des
transformierten Wertes gleich grof? wird.

Da die Schatzunsicherheit wohl kein MaRstab fiir theoretische Leistungsunterschiede sein kann,
diskutieren wir den KLAUERschen Vorschlag nicht weiter und wenden uns der Frage zu, wie man
Distanzen linear in die Ublichen Noten umrechnen kann. Offensichtlich reicht es dabei, (mittlere)
Ldsungswahrscheinlichkeiten p,, und p, mit p, < p, festzulegen, bei denen (vor der Rundung
auf die Ublichen Notenstufen) die Noten 4,49 bzw. 1,49 zu geben sind. Daraus resultiert dann eine
Notenfunktion mit der Vorschrift
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(2.4.1) vip):=b—a-In(—In(1l—p)) (O<p<1)
3In(—In(1 — py))
In(—In(1 —p,)) — In(—In(1 — py))

3
In(—In(1 —p,)) — In(—In(1 —p,))

mit b = 4,49 +

und a =

Beispiel (Routinefertigkeit):

Angenommen, fir eine Routinefertigkeit wird ein ,mittlerer* Beherrschungsgrad (das heifit
pu = 0, 5) als noch ausreichend angesehen. Einem Lerner » mit der Losungswahrscheinlichkeit
Py, SOl also die Note 4,49 gegeben werden. Soll einem Lerner o mit der Lésungswahrschein-
lichkeit p = p, := 0,9375 noch die Note sehr gut gegeben werden, so muss die Notenfunktion
mit der Vorschrift

v(p) := 3,697 — 2,164 In(In(1 — p))

verwendet werden. Wirde man an Stelle des natirlichen Logarithmus mit dem dekadischen
Logarithmus log arbeiten, so hétte die Vorschrift die Form

v(p) := 1,892 — 4,893 log(log(1 — p)) .

Im Falle v(p) > 6 ist die Note 6 zu erteilen. Falls sich v(p) < 1 ergibt, ist die Note 1 zu
erteilen. Fir die Notenstufen ergeben sich die (gerundeten!) Grenzen in folgender Tabelle:

Note | 5,49 | 4,49 | 3,49 | 2,49 | 1,49
Pmin | 0,35 | 0,50 | 0,67 | 0,83 | 0,94

Beispiel (KMK-Stufen):

Setzt man p,, = 0,5) und p, = 0, 85, so ergibt sich die Notenfunktion mit der Vorschrift
v(p) :==2,954 — 2,286 In(In(1 —p)) .
Fur die Notenstufen ergeben sich gerundet nahezu die Grenzen des KMK-Schlissels:

Note | (5,49) | 4,49 | 3,49 | 2,49 | 1,49
Pmin | (0,28) | 0,50 | 0,55 [ 0,71 | 0,85

Die Grenze zwischen den Noten mangelhaft und ungeniigend ist eingeklammert, da sie in den ur-
springlichen Richtlinien nicht angesprochen war.

Modellprifung bei Binomialtests: Wurde einer Schilerpopulation ein Test mit dichotom bewer-
teten Aufgaben vorgelegt, so lasst sich die Haltbarkeit der Binomialmodellierung unter der Un-
abhangigkeitsannahme von Definition 2.1 und der Zusatzannahme stochastisch unabhédngiger Test-
bearbeitungen aller Schiiler mit Hilfe des folgenden Satzes priifen?:

2ygl. LIND, D.: Probabilistische Testmodelle. Mannheim 1994. S. 154
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Satz 2.1 (Prufung des Binomialmodells)
Voraussetzung: Es sei A ein Test mit n Aufgaben (n > 3), die alle mit 0 oder 1 bewer-
tet werden. Dieser Test sei flir eine Schillerpopulation M mit N Schilern ein binomiales
Prufverfahren im Sinne der Definition 2.1 und die Testbearbeitungen aller Schiller seien sto-
chastisch unabhangig.

Fir alle Testpunktzahlen ¢ von 1 bis n— 1 sei die Anzahl der bei Aufgabe 7 erfolgreichen Schuler
mit Testpunktzahl ¢ mit Y;; bezeichnet.

Behauptung: Unter der Voraussetzung, fur ¢t = 1,...,n — 1 jeweils N; Schiiler mit der Punkt-
zahl ¢ zu beobachten, nahert sich die bedingte Verteilung der PrifgroRe

— 1 (Vi — £V,)?
§2.= "1y (e — M)
n=2== Np(1-3)
fir Ny,...,N; — oo asymptotisch der y2—\Verteilung mit n(n — 1) Freiheitsgraden.

Wir bezeichnen ab jetzt jeden Test .4, der die Voraussetzungen von Satz 2.1 in einer Probandenpopu-
lation M erfiillt, als Binomialtest fiir M.

Bevor wir die Anwendung des Satzes in einem Beispiel zeigen, soll noch der Fall eines Binomialtests
dikutiert werden, der nur aus zwei Items besteht. Hier kann bei der Anwendung eines bedingten Tests
nur die Gruppe der Probanden herangezogen werden, die lediglich eines der beiden Items erfolgreich
bearbeitet haben:

Angenommen, ein Test mit nur 2 Items ist fiir eine Probandengruppe M mit N Mitgliedern ein
Binomialtest. Dann gilt fir die Anzahlen Y7, und Y7, der Probanden, die nur das erste bzw. das zweite
Item erfolgreich bearbeiten: Unter der Voraussetzung, dal N, Probanden mit nur einem erfolgreich
bearbeiteten Item beobachtet werden (d.h. man setzt Y7, + Y12 = N7 voraus), hat die ZufallsgrofRe
Y11 wegen der fir jeden Probanden & geltenden Beziehung

Px® =1 x® 4+ xP =1 = px® =1nxF =0 x® +xP =1)
pr(1 — pr)
Pe(L = pr) + (1 = pr)pi

1
2

eine Binomialverteilung mit den Parametern n = Ny und p = % als bedingte Verteilung.

Fir N1 — oo strebt die Verteilung von
vy — 4

1
Vi
nach dem zentralen Grenzwertsatz gegen die Standardnormalverteilung. Damit strebt die Verteilung

der Variablen N
(Y11 — &4)? <: (Y11 — Y12)2>

1
v = 1)

fiir N1 — oo gegen die y2-Verteilung mit einem Freiheitsgrad.

Tragt man die Realisierungen x von Y77 und y von Y75 in eine Vierfeldertafel des Typs
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mit den Abk urzungen:

1 1 . .
= ne le: bel Item1 erfolgreich
2e U Y Ny ) ) .
1ne:  bei Item1 nicht erfolgreich
Znex | v N =Ny 2e¢:  bei Item 2 erfolgreich
N, N—N,| N e 9

2ne:  bei Item 2 nicht erfolgreich

ein, so gilt N1 = z + y und die Realisierung der Variablen in (1) 148t sich nach der bekannten Formel

)

berechnen. Falls x+y groRer als 40 ist, kann mit der x 2-Verteilung als Naherung fiir die Verteilung der
PrifgroRe gearbeitet werden. Ansonsten muB der Zahler des Quotienten in (2) durch (|z — y| — 1)2
ersetzt werden. Dies entspricht einer besseren Anpassung der Binomialverteilung von Y7; an die
Normalverteilung. Mit dieser Korrektur darf die y2-Naherung bis herunter zu = 4y = 10 verwendet
werden. Die Anwendung des resultierenden Priifverfahrens ist unter dem Namen x2-Test von Mc
NEMAR bekannt. Es kann auch verwendet werden, wenn lediglich zwei ausgewahlte Items aus einem
groeren Test verglichen werden sollen (eine Ubliche Priifmethode in der klassischen Testtheorie).
Wegen der dabei verschenkten Informationen sollte jedoch in solchen Fallen mit folgender Methode
gearbeitet werden;

Bildet man bei einem Binomialtest cal A mit n dichotomen Items (n > 2) die Klassen der Probanden,
diel, 2,...,n — 1 Items geldst (= erfolgreich bearbeitet ) haben, so l&sst sich flr die Loseranzahlen
Y- und Y;, zweier verschiedener Items » und s in der Testwertkategorie ¢ bei fest vorausgesetzten
KategoriengréRen Ny, ..., N,_1 folgender Satz beweisen:

Satz 2.2 Wird bei der Vorlage eines mindestens 3 Items enthaltenden Binomialtests in einer Proban-
denpopulation fir 1 < ¢ < n mit Y;; die Anzahl der beziiglich Item  erfolgreichen Probanden
mit dem Testwert ¢ bezeichnet, so gilt fir je zwei verschiedene Items s und ¢ des Tests:

Unter der Voraussetzung, fur ¢t =1,...,n — 1 jeweils N; Probanden mit Testwert ¢ zu beob-
achten, ist die bedingte Verteilung der PriifgroRe

G2 = n—1 f(Y},«—%Nt)Q—i—(YtS—%)Q 3
-2 & Ni(1-1)
fir Ny,..., N,,_1 — oo asymptotisch x2-verteilt mit 2 - (n — 1) Freiheitsgraden.

Die Priifung der Binomialtesthypothese fiir eine Population M durch das y2-Verfahren ist natiirlich
insofern problematisch, als man dabei mit der Nullhypothese

Ho:= ,,Fir jeden Probanden j aus M giltpgj) =...= pﬁlj).“

arbeitet. Da Hy erst beim Uberschreiten der zur gewahlten Wahrscheinlichkeit o fiir den Fehler
erster Art tabellierten Grenze s;(«) verworfen wird, entspricht dieses Vorgehen der Philosophie,
ein Modell solange beizubehalten, wie nicht massive Unvertraglichkeiten mit Beobachtungsdaten
auftreten. So arbeitet man bei kleineren Probandenzahlen trotz deutlicher Unterschiede zwischen
Ldsungshdufigkeiten mit der Binomialtestannahme, wenn diese noch nicht extrem genug sind.
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Bei sehr grofRen Probandenzahlen tritt dieses Problem nicht auf. Daflir nimmt jetzt die PriifgréRe
schon bei relativ geringen Unterschieden zwischen Losungsquoten einen signifikanten Wert an. Hier
muss eher tberlegt werden, ob man die vermuteten tatsdchliche Unterschiede im Schwierigkeitsver-
lauf der Items fiir so gering hélt, da man trotzdem mit dem einfacheren Binomialtestmodell arbeitet.

Beispiel
Wir demonstrieren fir jeden der diskutierten Félle die Priifung der Binomialtesthypothese:

Der Fall n = 2: Angenommen, die Testauswertung eines 2-l1tem-Tests ergab die Tabelle

le 1ne
2 | 4 12116 mit der korrigierten PrifgroRe
2 _ (o—121-1% _ 1
2ne | 10 4 |14 Slo;12 = 7 23 T 23-
14 16 | 30

Auch bei einer sehr skeptischen Einstellung scheint hier zunéchst die Binomialtestannahme
haltbar zu sein, da noch nicht einmal der kritische Wert s;(0, 50) ~ 0,455 Uberschritten ist.
Trotzdem ist das Uberwiegen verschiedener Bearbeitungen verdéchtig. Es kénnte durchaus der
Fall vorliegen, daR die Items nur im Populationsmittel ihrer Schwierigkeiten {ibereinstimmen
und Bearbeitungsfertigkeiten erfordern, die bei vielen Probanden nur alternativ verfiigbar sind.

Vergleich zweier Items aus einem groReren Test: Wir nehmen an, dal? die gerade betrachteten
beiden Items aus einem Test mit zwei weiteren Items 3 und 4 stammen, fiir den die vollstandige
Zusammenfassung der Testresultate folgendermalien aussieht:

Testwert ¢
1 2 3

Vi 8 6 0 |14

Ys 0 6 10 |16

Y; 0 5 10 |15

Yy 1 5 10 |16

N, 9 11 10 | 30

LN, 2,25 5,5 7,5
NE(1—%)] 1,688 2,750 1,875

(Der Wert 1,688 ist auf drei Nachkommastellen gerundet.)
Die PriifgroRe S%, fur die Items 1 und 2 hat den Wert

215 (8 —2,25)2 +(0—2,25)2 (6—5,5)2+(6—5,5)2
1z = 1,688 2,750

(0-17,5)2+ (10 — 7,5)?
~ &84,2.
+ 1,875 34,

Falls der Test ein Binomialtest ist, kann S%, als naherungsweise x2-verteilt angesehen werden.
Damit gilt
P(S%, > 84,2) < 0,01,
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da eine nach x? mit 6 Freiheitsgraden verteilte ZufallsgroRe bereits Werte von etwa 17 mit
weniger als der Wahrscheinlichkeit 0,01 lberschreitet (eine bliche Sprechweise fir diesen
Sachverhalt ist, der beobachtete Wert sei auf dem 1%-Niveau signifikant). Damit 1a3t sich die
Modellannahme gleicher Itemschwierigkeiten fiir die Items 1 und 2 mit einer niedrigeren Irr-
tumswahrscheinlichkeit als 0,01 ablehnen.

Prufung eines Gesamttests mit mehr als 2 Items: Angenommen, die Vorlage eines 4-Item-Tests
lieferte folgende Tabelle:

Testwert ¢
1 2 3
Y: 3 10 35 |48
Y, 5 15 30 |50
Y3 6 15 30 |51
Y, 4 20 25 |49
N, 18 30 40 |88
N 45 15 30
Nt(1—-1)3,375 7,5 7,5

Die PriifgroRe S7 hat den Wert

1

- 5(52+02+02+52)

1
2 2 2 2 2
54 ’ (3,375(, ’ ’ ’ )

1

T

(5% + 0% + 0? +52)) = 22,22,

Bei 9 Freiheitsgraden betrégt die Uberschreitungswahrscheinlichkeit fiir diesen Wert weniger
als 0,01 (es gilt s3(0,01) = 21, 7). Daher wiirde man auch in diesem Fall die Binomialtesthy-
pothese ablehnen.

AbschlieRend soll noch eine Empfehlung zur Handhabung des x2-Verfahrens bei Tests mit mindes-
tens 3 Items angegeben werden (sie folgt aus Betrachtungen zur Anpassung von Binomialverteilungen
an Normalverteilungen):

Faustregel: In jeder Testwertkategorie ¢ sollte die Anzahl N, der Probanden groRer als

1
sein. Ist dies nicht der Fall, so miissen Kategorien zusammengefafst werden. Falls man dabei die
entsprechenden Erwartungswerte £ N; addiert und auch die Summe der Varianzen Ny (1 — £)
bildet, resultiert bei m verbleibenden Kategorien eine PriifgroRe, die ndherungsweise nach y 2
mit m(n — 1) Freiheitsgraden verteilt ist.

Wird diese Regel z.b. auf den zuletzt betrachteten Fall des vorigen Beispiels angewendet, so
mul die niedrigste Testwertkategorie mit einer der beiden anderen zusammengefaf3t werden.
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Werden die Klassen mit ¢ = 1 und ¢ = 2 vereinigt, so ergibt sich die Tabelle:

Testwert ¢
1 oder 2 3

Yi 13 35 |48

Y5 20 30 | 50

Y;3 21 30 | 51

Y, 24 25 | 49

N 48 40 | 88
EY) 19,5 30
V()| 10,875 17,5

Jetzt hat S7 den Wert

1
2 =15 6,52+ 0,52+ 1,52+ 4, 5°
Sy ) 10,875( ) + ’ + ’ + ) )

1
+ 7—5(52+02+02 +52)) ~ 18,97.

Bel 6 Freiheitsgraden ist diesimmer noch auf dem 1%-Niveau signifi kant. Die Ablehnung der Binomial-
testhypothese im Beispiel resultierte also nicht aus einer Unterschatzung der Irrtumswahrscheinlichkeit
(bei starken Abweichungen von der verwendeten Grenzverteilung ist dieser Effekt m'oglich).

63 Latent-Trait-Modelle mit dichotomen Items

Haben die Aufgaben eines Tests .4 nicht den gleichen Komplexitatsgrad, so ist die Annahme gleicher
Losungswahrscheinlichkeiten unrealistisch. Es gibt auch fiir diesen Fall Testmodelle, die mehr oder
weniger hauptséchlich wegen ihrer schatztheoretischen Eigenschaften verwendet werden. Um eine
Argumentationsbasis zur Einfihrung solcher Testmodelle zu bekommen, halten wir zundchst eine
der Forderungen aus dem letzten Paragrafen in einer Definition fest:

Definition 2.6  Ein n-ltem-Test I, mit dichotomer Bewertung heifle genau dann ein verallgemei-
nerter Binomialtest tiber einer Probandenpopulation M, wenn gilt:

(1) Fur jeden Probanden £ € M sind seine Antwortvariablen XY“), e ,Xff) stochastisch
unabhangig.
(2) Die Antwortvektoren (Xfl),...,Xfll)), ,(XfN),...,X,(lN)) aller Probanden sind

stochastisch unabhéngig.

Offensichtlich sind diese Forderungen nur dann zur Definition eines Fahigkeitsmerkmals geeignet,
wenn auch noch eine bereits im Anschluss von Definition 2.1 erwéhnte Zusatzbedingung verlangt
wird:

Definition 2.7 Ein n-Aufgaben-Test I, heille genau dann ein Fahigkeitstest iber einer Probanden-
population M, wenn er fur diese Population ein verallgemeinerter Binomialtest ist und fur alle
a,b e M gilt:

M) Genau dann gibt es ein Item i € I, mit p(”) < p(b), wenn fur alle Items j € I, die
1 1
Ungleichung pg.“) < pg-b) erfullt ist.
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In diese Klasse von Testmodellen fallen erst einmal alle Binomialtests. Hier kann man die
Losungswahrscheinlichkeit eines Probanden zum Fahigkeitsparameter erkldren. Wenn die Items
von I, verschieden schwer sind, bietet sich die mittlere Losungswahrscheinlichkeit p, als
Fahigkeitsparameter an. lhre Verwendung fuhrt zur sogenannten True-Score-Testtheorie und hat den
\orteil, dass der Anteil geloster Aufgaben eines Probanden & ein erwartungstreuer Schatzer fur p,, ist.

Fir die Analyse von Teststrukturen und Aufgabenmerkmalen sind jedoch die Annahmen aus Defini-
tion 2.7 immer noch zu schwach.

Wir betrachten daher eine erste Beispielklasse von Tests, fiir sich mehr tiber den Schwierigkeitsverlauf
von Testitems sagen lasst.

84 Potenzmodelle
Beispiel (Kettenmodell):

Angenommen, ein Test besteht aus 5 Items, bei denen jeweils eine Routinetechnik mehrfach
anzuwenden ist, um zur Losung zu gelangen. Jedes ltem 4 besitzt eine individuelle Zahl m;
von Bearbeitungsstufen und wird am Schluss der Bearbeitung lediglich nach den Kategorien
richtig (1) und falsch (0) bewertet. Wir nehmen an, dass m; = 1, mg = 2, m3 = 3, my = 4
und ms = 5 gilt.

Es sei p die Wahrscheinlichkeit eines Probanden, bei einmaligem Einsatz der verlangten
Technik keine Fehler zu machen. Dann hat die Wahrscheinlichkeit p; des Probanden, ein Item
7 mit m;-maliger Verwendung der Technik richtig zu bearbeiten, den Wert p™::

Item 1(m=1): Item 2 (m=2): Item 3 (m=3):
p p p p p p
1 1 1
Il—p z I-p z 1-p z 1-p z 1-p zl—p
0 0 0 0 0 0
PX=1)=p PX=1)=p’ PX=1)=p'
Item 4 (m=4): Item 5 (m=5):
p p p p | p p p p p |
zl—p < 1-p ( I-p ( 1-p zl—p ; 1-p ( 1-p ( 1-p ; 1-p
0 0 0 0 0 0 0 0 0
P(X=1)=p' P(X=1)=p'

Fig. 4

Stellt man die Lésungswahrscheinlichkeiten der Items als Funktion von p dar, so erhdlt man
folgende Grafen:
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PX=1)

1
0,54 1

2
3
4
5
0 \ p
0 0,5 1
Fig. 5

19

Die Losungswahrscheinlichkeit Iasst sich
fiir ein Item 4 mit der Vielfachheit m,; flr
0 < p < 1 auch in der Form

PX;=1) =
exp{—exp(lnm; + In(—1Inp))}
schreiben.
Bezeichnet man §; :=Inm; als Item-
schwierigkeit und 6 := —In(—Inp) als

Probandenfahigkeit, so lassen sich die
Losungswahrscheinlichkeiten in der Form

P(X;=1) =exp{—exp(d; — 0)}

mit —oco < 6 < oo schreiben.

Stellt man die Losungswahrscheinlichkeiten in Abhéngigkeit von 6 dar, so gehen die Grafen
fur die Items 2, 3, 4 und 5 durch Paralellverschiebung langs der 6-Achse aus dem Grafen fir

Item 1 hervor:

exp(-exp(6 - 0))

A

1

0,5 -

v

Fig. 6

Dies liegt daran, dass die Losungswahrscheinlichkeit eines Items 4 bei dieser Parametrisierung
nur von der Differenz §; — 8 abhédngt. Die Kurven sind zwar alle S-formig, sie sind jedoch nicht
punktsymmetrisch zu ihrem jeweiligen Wendepunkt.

Wir verallgemeinern das Beispiel auf beliebige Itemzahlen und lassen die Forderung fallen, dass
die Schwierigkeitparameter aller Items bis auf eine gemeinsame additive Konstante Logarithmen

natirlicher Zahlen sind:
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Definition 2.8  Ein verallgemeinerter Binomialtest mit 77, mit » Items heil3t genau dann ein Potenz-
modell Uber einer Probandenpopulation M, wenn sich jedem Item ¢ € I, eine reelle Zahl §;
und jedem Probanden & € M eine reelle Zahl 6, so zuordnen lassen, dass fir alle Items ¢ € I,
und alle Probanden k& € M qgilt:

P(X;=1) = exp{—exp(d; — Ok)} .

Der Name fiir ein solches Modell ist damit zu rechtfertigen, dass sich die Losungswahrscheinlichkeit
eines Items ¢ filr einen Probanden & mit den Setzungen pj, := exp{— }und h; := exp(d;) in
der Form

1
exp(0y)
P(X;=1) = pli

schreiben ldsst. Dabei liegt py stets zwischen 0 und 1 und h; ist ein positiver reeller Exponent. Sieht
man ¢ als fest gewahlten Schwierigkeitsparameter an, so nennt man die auf IR definierte Funktion fs
mit der Vorschrift

15(0) := exp{—exp(d — 0)}

die Itemcharakteristik eines Items mit Schwierigkeitsparameter §. Die Wendepunkte der zu-
gehorigen Funktionsgrafen liegen bei (0; %

exp(-exp(6 — 0))
1 h

0
Fig. 7

Betrachtet man die Funktionsterme fir grolRe Werte von 6, so erhélt man im Falle 6 >> § folgende
Néaherung:

f5(0) = exp{—exp(é - 0)}
— (explexp(d — 6)})!
~ (1+exp(6—0))"

Verwendet man den Naherungsterm als Funktionsvorschrift fiir den gesamten Bereich von
Fahigkeitswerten, so erhalt man ein bekanntes Testmodell, das wegen seiner guten statistischen Hand-
habbarkeit weit verbreitet ist. Da die Funktion x — (1 + exp(—x)) ! den Namen logistische Funk-
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tion hat, nennt man es das zweikategorielle logistische Testmodell. Die Grafen der obigen Itemcha-
rakteristiken gehen in diesem Modell in punktsymmetrische Grafen tber, deren Wendepunkte jeweils
an der Stelle (5;0,5) liegen.

II1  Logistische Testmodelle

In diesem Abschnitt sollen die wichtigsten Testmodelle vorgestellt werden, bei denen die ,,dullere
Hullfunktion” bei der Definition von Itemcharakteristiken die logistische Funktion ist. Es kommen
zwar auch andere streng monotone Funktionen von IR nach ]0; 1] (wie z.B. x — exp(— exp(—x))) in
Frage, diese fuhren jedoch auf Modelle mit ungiinstigen Eigenschaften bei der Parameterschatzung.

§1 Das Raschmodell fur dichotome Items
Wir libernehmen die Néaherung aus dem letzten Paragrafen von Abschnitt 11 und definieren:

Definition 3.1 Ein Test 17, mit n Items hei3t genau dann ein (zweikategorielles) Raschmodell tiber
einer Probandenpopulation M, wenn

(1) er ein verallgemeinerter Binomialtest iber M ist,

(2) sich jedem Item ¢ € I, eine reelle Zahl §; und jedem Probanden k£ € M eine relle Zahl
0, so zuweisen lasst, so dass fur alle Items i € I, und alle Probanden k& € M gilt:
PX® =1) = (1+exp(6; — ) )"

2

Man nennt in diesem Fall I, iber M Rasch-skalierbar.

Betrachtet man die Itemcharakteristiken dieses Testmodells, so wird sofort deren grolRere Symmetrie
im Vergleich zum Potenzmodell deutlich:

Y _ 1
f5 ()= 1 +exp(s — 0)

b0 — ,//—:/7
N Avayd
IRV YERVAY Y4

[ L) | [ Isf S

0,5
yAw ARvAWARY/
VSN SuVany
1/ / // / //
;/ _ ;/ !/ L -
_5 51 ‘5'2 g} §4 ‘5'5 5 9

Fig. 8
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Die wichtigste Eigenschaft dieses Modells ist die Mdglichkeit, die Schwierigkeitsparameter der Items
unabhéngig von den Probandenfédhigkeiten schétzen zu kénnen. Eine zentrale Rolle spielt dabei die
Betrachtung von Probanden mit gleicher Testpunktzahl ¢ (=Anzahl gelGster Items). Es gilt ndmlich:

Satz 3.1
Vor.. Essei I, ein Test, der tber einer Probandenpopulation M Rasch-skalierbar ist.

Beh.: Fir jede Testpunktzahl t mit0 < ¢t < n und jeden Antwortvektor & mit >0, xs = tist
die bedingte Wahrscheinlichkeit Py( X = #| Y7, Xs = t) eines Probanden aus M
fur diesen Antwortsvektor unabhéngig vom Fahigkeitsparameter 6.

Beweis:

1. Gegeben sei ein Proband aus £ € M mit dem Fahigkeitswert 6. Wir lassen den Probandenindex
im Folgenden weg, um die Notation tibersichtlicher zu halten, und schreiben zundchst den Term
fir die Antwort z; von & auf das Items 7 in der Form

exp(z;(0 — &;))

1+ 6Xp(9 - (51) )

Man kann sich leicht davon Uberzeugen, dass dies sowohl fiir z; = 1 als auch fir x; = 0
einen Term liefert, der zur urspriinglichen Definition der Losungswahrscheinlichkeit bzw. der
daraus abgeleiteten Versagenswahrscheinlichkeit dquivalent ist. Es sei ¢ eine Testpunktzahl mit
0<t<n.

Py(X; = ;) =

2. Dann gilt flr jeden Antwortvektor @ mit >°0_, x5 = ¢

PR =) = f[

_ eXp(—xi&')
= exp(t 9)1_[1 T exp(0—01)°

3. Durch Summation tber alle méglichen Antwortvektoren erhélt man

B X =) = eplto0) S [0

=1 it Fgn=t =1 1 +exp(0 — i)
n 1

= eXp(t : 9) H m : Z H eXp(_yi(Si)

=1 y1+...tyn=t i=1

4. Durch Quotientenbildung erhalten wir

X - 171 exp(—m0;)
(X = =) i '
Z=: Zy1+---+yn:t Hznzl eXP(—yi5i)

g.e.d.
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Satz 1 bildet die Grundlage bedingter Itemparameterschatzungen. Dabei geht man von der bedingten
Likelihood der beobachteten Datenmatrix aus, die sich als Produkt der im obigen Beweis hergeleiteten

Terme fir Pyp( X = &| >0, Xs = t) schreiben lasst. Wir fiihren zur Beschreibung des Verfahrens
folgene Abkiirzungen ein:

n
Ry = {ge{0;1"|> ys =t} firt=0,....n
s=1
. n
Ya(t;6) = Z exp(_zysés)
geRt s=1
n
exp(— 21 xj6;)
p(Z|t;6) = = fir t=0,...,n und Z € R;.
Yn(t; )
Es seien 7y,...,Zn die beobachteten Antwortvektoren mit den zugehdrigen Testpunktzahlen

t1,...,tn. Die daraus gebildete Datenmatrix sei mit X bezeichnet. Dann hat die bedingte Likelihood
des Datensatzes die Form

N
L*(X; 5) = H p(fk‘tk; 5)
k=1

und es ergeben sich durch partielles Differenzieren nach §; bis d,, und Nullsetzen der Ableitungen
folgende notwendige Schatzgleichungen:

pamts n—1(t — 1;5 .
A = z:]\ftexp—dj’Y i - w) fur j=1,...,n
mit
A; = Anzahl der Probanden, die Item j gelOst haben,
N; := Anzahl der Probanden mit Testpunktzahl ¢,
g(j) = (617---76j—175j+17---7(5n)-

Dieses Gleichungssystem ist fur groRBe Probandenmengen im Allgemeinen ldsbar und liefert dann
auch ein globales Maximum der Likelihood. Wenn ein Item von allen Probanden in gleicher Weise
beantwortet wurde, muss es allerdings vorab bei dem bedingten Schétzverfahren aus der Datenmatrix
herausgenommen werden.

Nur wenn man die Probanden und Items so nummerieren kann, dass die Datenmatrix die Form

Items
1 ... k E+1 ... n
1 0 . 0
: Daten : :
Probanden J 0 0
J41 | 1 ... 1
: : Daten
N 1 1
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annimmt, ist das Gleichungssystem unldsbar. Ein Sonderfall dieses Typs liegt vor, wenn ein Test nur
Items mit der sogenannten GUTTMANN-Charak”teristik enthdlt. In diesem Fall besitzt jedes Item
eine Schwelle o, unterhalb der es tiberhaupt nicht und ab der es sicher Iosbar ist. Hier lassen sich
die Items nach ihren ,.Sprunggrenzen® ordnen und ein Proband, der ein Item mit héherer Schwelle
richtig bearbeitet, 16st auch alle Items mit niedrigeren Schwellen. Versagt er bei einem Item, so auch
bei allen Items solchen mit noch héheren Schwellen.

Unter der Annahme, dass ein dichotomes RAscH-Modell unabhdngige Testvariablen
X1, X,,..., X, beschreibt und mindestens eine Anzahl N, mit 1 <¢<n — 1 mit wachsen-
dem Stichprobenumfang beliebig gross wird, ist die bedingte Parameterschitzung konsistent3. Von
ANDERSEN stammt auch ein Likelihood-Quotienten-Test zur Modellpriifung, der auf dem Vergleich
bedingter Itemparameterschatzungen beruht.

Viele Schatzprogramme gehen allerdings einen anderen Weg, der unter dem Namen E-M-
Algorithmus bekannt ist. Dabei wird unterstellt, dass die Personenparameter einem Verteilungstyp
angehdren, dessen Parameter (z.b. bei der Normalverteilung: Erwartungswert 1 und Standardabwei-
chung o) zu schatzen sind. Dabei wird der systematische Schétzfehler vermieden, den man bei einer
simultanen Schétzung von Item- und Probandenparametern in Kauf nehmen muss.

Wir stellen die problematische Simultanschatzung trotzdem vor, da ihr zweiter Schritt durchaus Ver-
wendung findet, wenn man mit Hilfe fester Itemparameter aus dem Antwortvektor eines Probanden
dessen Fahigkeitsparameter nach der ML-Methode schatzen will:

Start: Alle Itemparameter werden auf einen Startwert z.b. einheitlich 0 gesetzt. Der Schrittzahler 4
wird auf O gesetzt. Es wird eine positive Abbruchschranke ¢ festgesetzt.

f-Step: Mit den aus dem Vorgangerschritt resultierenden Itemparametern § f), . ,67(f) werden Pro-
bandenparameter 0?), e ,91(@) aus den Gleichungen

1
11+ exp(égi) — 9,(:))

NE

= fir k=1,....N

s

bestimmt. Diese werden anschlieend durch Subtraktion einer passenden Konstante so nor-
miert, dass ihr Mittelwert 0 betrégt.

0-Step: Der Schrittzéhler ¢ wird um 1 erhoht und mif[ den aus dem Vorgangerschritt resultierenden
Probandenparametern werden Itemparameter 5%1), o ,67(5) aus den Gleichungen

N
1
AJ'ZZ ; - :AJ’ fUrjzl,...,n
et 1—|—exp((5§) —(9,(€ 1))

bestimmt. Falls die Andereungen sowohl der Personenparameter als auch der ltemparameter
kleiner als die vorher gewdhlte Abbruchschranke e sind, endet der Algorithmus. Ansonsten
wird zum §-Step verzweigt.

3Dies hat E.B. Andersen in Psychometrika 48, 1973, S. 123ff gezeigt.
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In diesen Schatzgleichungen wird jeweils ein Parametersatz so bestimmt, dass beobachtete Anzahlen
gleich einem Erwartungswert sind. Dass dies im Falle des Rasch-Modells aus der ML-Bedingung
folgt, soll abschlieRend begriindet werden:

Die (nichtbedingte!) Likelihood der Datenmatrix X betragt bei bekannten Item- und Probandenpara-
metern
exp(—x(-k)éj)

N
50 J
5 0 1;[ tk ek 1_[1 1+ exp(&k — 5j) )

Setzt man die Itemparameter als fest voraus, so ergibt sich fiir jeden Probanden k durch partielle
Differentiation nach 6,

OL(X;0.0) 8 T 1
- - (tkeXp(tkek Sz::lxs 0s) JI:[ 1 + exp(0 — d;)

n

- exp(0;, — 0
—exp(trf — 3 2(76:)( Z 1+ e)EPIEGk - 25 )))

s=1
N exp( 28

S]f;[#keXp ]-;-[1+exp9 _5 ]]-_-[1 —|—exp9 —5)

Durch Nullsetzen der Ableitung ergibt sich die Schatzgleichung:

z": exp(0y — ds)

ty = .
— 1+ exp(f — )

Ebenso zeigt man, dass sich aus den beobachteten Anwortvektoren bei als bekannt vorausgesetzten
Probandenparametern flir jeden ltemparameter ¢; die Schétzgleichung

N 1
- kz:% 1 + exp(ﬁj — 5k)

ergibt. Verwendet man den beschriebenen Algorithmus, so muss man nach einer bewahrten Faustre-
gel anschlieend die geschatzten Itemparameter alle mit "7*1 multiplizieren, um die Werte aus der
bedingten Schétzung zu erhalten.

Bei den Studien TIMSS und PISA wurde ein E-M-Algorithmus verwendet, da dort die Probanden ver-
schiedene Testhefte erhielten, die nur durch gemeinsame ,,Ankeritems” verbunden waren. So konnten
in der PISA2000-Studie die Parameter von 117 Mathematikitems geschétzt werden, obwohl jeder
Proband nur etwa 40 Items bearbeitete.

Wir geben einige kurze Hinweise zur Entstehungsgeschichte des Rasch-Modells:

Im Jahr 1958 schlug A. BIRNBAUM in einem Forschungsbericht# vor, an Stelle der Normalvertei-
lungsogive @ die logistische Funktion ¥ zur Erzeugung der Itemcharakteristiken von dreiparametri-
gen zweikategoriellen Testmodellen zu verwenden. In Kopenhagen erschien 1960 das bahnbrechende
Buch von G. RAscH Uber probabilistische Modellierungen von Tests (Rasch, G.: Probabilistic mo-
dels for some intelligence and attainment tests. Kopenhagen 1960, 2. Aufl.: Chikago 1980). Darin

“4Series Report No. 15. Randolph Air Base: USAF School of Aviation Medicin, 1958



11 LOGISTISCHE TESTMODELLE 26

machte RASCH unter anderem auf eine Behandlung des Paarvergleichsproblems in Schachturnieren
durch den Mathematiker (E. Zermelo, Mathematische Zeitschrift, 1929, 29, S. 436-460) aufmerksam
und zog Parallelen zur Bearbeitung von Testitems. So kam er dazu, auch Testmodelle mit logistischen
Itemcharakteristiken zu betrachten und den gleichen Vorschlag wie BIRNBAUM zu machen. Dabei ar-
beitete er bereits deutlich die Vorteile eines Modells heraus, bei dem alle Diskriminationsparameter
gleich sind (dieser Umstand erklart, warum spétere Autoren dieses Testmodell kurz als RAscHmodell
bezeichneten).

Die Ausarbeitung dieses Ansatzes durch G. RASCH, A. BIRNBAUM und E.B. ANDERSEN machte
das Modell populér und loste eine Flut von Verdffentlichungen aus, die sich mit seiner Rechtferti-
gung, Anwendungsmdglichkeiten und Verallgemeinerungsfragen beschéftigten. Im deutschsprachi-
gen Raum l&sst sich der Beginn dieser Diskussion auf das Jahr 1968 datieren, in dem die erste Fas-
sung von G.H. FISCHER (Hrsg.): Psychologische Testtheorie (Bern 1968) als Bericht tiber ein 1967
in Dusseldorf abgehaltenes Symposium zu neueren Entwicklungen in der Testtheorie erschien.

§2 Das 3-Parameter-Modell von Birnbaum

Herleitung des Modells: Betrachtet man fiir einen reguléren verallgemeinerten Binomialtest mit der
latenten Variablen 6, Itemcharakteristiken ¢4, ..., ¢, und der Antwortvariablen X:= (Xq,...,X,)
die bereits beim RAscH-Modell erwéhnte logit-Transformation

p

: |
Tip— nl—p’

p €10;1],

so sind alle transformierten Itemcharakteristiken fy : 6 — 7(¢x(0)) stetig nach 6 differenzierbare
Funktionen. Zeichnet man einen Probanden mit dem Fahigkeitswert 6, aus, so lassen sich die Vor-

schriften der Funktionen fs, ..., f,, nach dem Satz von TAYLOR in der Form
0 — 6))?
7O = aulb0) + 0 00) - 7{(00) + TP 0.01)
mit auf © x © stetigen Funktionen r1,...,7r,.

darstellen.

Da d5:= f1.(6o) > 0 gilt, ist jeweils die Grosse o1:= 0y — qx(00)/ f1.(00) definiert und in der Gruppe
M, der Probanden mit nahe bei 6y liegendem Parameterwert 6 ldsst sich jede der Funktionen f
durch vy : 0 — (0 — oy) - O approximieren. Damit lassen sich in dieser Gruppe die Vorschriften der
Itemcharakteristiken naherungsweise in der Form

_exp{0g(0 — o)}
PO A e (040 — o))

angeben. Ersetzt man ¢ (6) auch ausserhalb dieses Bereichs durch den Néherungsterm, so erhélt man
ein dreiparametriges Testmodell im, das 1958 von A. BIRNBAUM vorgeschlagen wurde und deshalb
nach ihm benannt wird:

Definition 3.2 Das durch die logistische Funktion ¥ erzeugte dreiparametrige 2-kategorielle Test-
modell flir einen verallgemeinerten Binomialtest mit n Items heisst 3-Parameter-Modell von
Birnbaum.
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Eigenschaften: Die Vorschriften der Itemcharakteristiken des 3-Parameter-Modells lassen sich mit
Hilfe eines Probandenparameters 6 € 1R, eines Schwierigkeitsparameters o € IR und eines Diskrimi-
nationsparameters § € IR folgendermassen formulieren:

exp{dx(0 — ox)}

o (0):= , k=1,..., 4

oo = T (60— o)) " “
Diese Vorschriften lassen sich auch in der Form
1

fék;ak: k:]‘?"'ﬂn (5)

1+ exp{dx(or — 0;)}’
schreiben. Zu beachten ist, dass nun §,, die Steilheit der Charakteristik und o den Wendepunkt des
Grafen kennzeichnet.

Offensichtlich kann ein solches Modell regulére verallgemeinerte Binomialtests auch dann noch ak-
zeptabel approximieren, wenn das RASCcH-Modell nicht mehr angebracht ist. F.M. LORD bevorzugte
daher als Leiter des Educational Testung Service diesen Ansatz bei Itemanalysen und Testkonstruk-
tionen und nahm die dabei auftretenden schétztechnischen Probleme in Kauf.

Die folgende Grafik demonstriert die Abhangigkeit der Itemcharakteristiken vom Diskriminationspa-
rameter:

P(X,= 1:0)

J1:(0)

Jo.5.:(0)

] £..40)

Jo.51.40)

-4 2 2 4 ®  Fig.9

Es lasst sich zeigen, dass die Wahrscheinlichkeit eines Antwortvektors  eines Probanden mit dem
Fahigkeitswert @ sich in der Form

exp{ - Z 5kxk0k}
k=1

n

H (1 + exp{(9 — Uk)(sk})
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schreiben l&sst. Daraus folgt dass 7 eine suffiziente Statistik beziiglich des Parameters 6 ist und die
bedingte Wahrscheinlichkeit flir einen Antwortvektor # bei Fixierung eines Wertes von 7" unabhéngig
von 6 ist. Da man jedoch die Diskriminationsparameter beim Schétzen nicht kennt, kann man diese
Eigenschaft nicht fiir bedingte Schatzungen ausnutzen.

Mehrkategorielle Rasch-Modellierung

In einer Arbeit von G.N. MASTERS und B.D. WRIGHT aus dem Jahr 1984 werden neben dem dichto-
men RASCH-Modell vier gebrduchliche mehrkategorielle Testmodelle mit geordneten Antwortkate-
gorien unter dem Gesichtspunkt ihrer formalen Verwandtschaft diskutiert. Dabei wird gezeigt, dass
bei binomialer Einstufungsverteilung, beim sogenannten rating scale-Modell von D. ANDRICH® und
beim partial credit-Modell von G.N. MASTERS® die Wahrscheinlichkeit, ein m-stufig bewertetes
Item 5 in der Kategorie k zu beantworten, sich mit einem Personenparameter 6 und geeigneten Item-
parametern d;1, ..., d;, stets in der Form

P(.’Eij = k; 0, 5]'1’ e 75jm)
1
L+ Y2y exp{k - 0; — 3oy 0js}
explk - 0; — Yk 65}
1+ 3 exp{k -0 — S0 855}

firk=0

firk=1,....m

(6)

beschreiben ldsst. Es sei darauf hingewiesen, dass in der obigen Darstellung die Notationsvereinba-
rung von MASTERS und WRIGHT zur Schreibweise der Wahrscheinlichkeit fiir die Kategorie 0 nicht
ubernommen wurde, da sie gegen die in der Mathematik (iblichen Konventionen zur Summenschreib-
weise verstosst.

Hier ist die Bewertungssumme beziiglich 8 eine minimalsuffiziente Statistik und das CML-Verfahren
ist auf die Schétzung der Parameter d;;, anwendbar.

Die Schétzung und Interpretation der Modellparameter 61, . . . §;,,, ist natiirlich davon abhangig, wel-
che Hintergrundvorstellung man von dem Erreichen einer Bewertungskategorie hat. Wir demonstrie-
ren dies in Anlehnung an die zitierte Arbeit fiir die binomiale Bewertungsverteilung und das partial
credit Modell:

Binialmodellierung: Man nimmt an, dass ein Proband 4 in einem Item j insgesamt m stochastisch
unabhangige Versuche hat, von denen jeder im Erfolgsfalle mit einer ,,Bewertungseinheit* ho-
noriert wird. Modelliert man nun die Erfolgswahrscheinlichkeit ¢;; fur den Einzelversuch in
der Form

o exp{t; —o;}
4 = 1+ eXp{(gi - O'j} ’

sogiltfirk=1,...,m:

P(Xy=k) = (7;) g5 (1 — gij)™ "

5D. ANDRICH, Educational and Psychological Measurement, 1978, 38, S. 665-680
5G.N. MASTERS, Psychometrika 1982, 47, S. 149-174
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(m) exp{(0; — oj)k}

k (1 + exp{&i — Jj})m
exp{k-0; —k-o; + In(})}
(14 exp{HZ- - Uj})m

exp{k-0; — X% 1 61}
(1 + eXp{ez‘ — Jj})m
m—s+1

mit j;s:=0; —In ———— flirs=1,...,m
s

Fur die Kategorie 0 gilt:

1

P(Xij =0) = (1 + exp{0; — Uj})m

Da alle Terme im Nenner tbereinstimmen und die Summe aller Bewertungswahrscheinlichkei-
ten 1 betrdgt, ist die Summe aller Z&hlerterme fir & = 0 bis £ = m gleich dem gemeinsamen
Nenner und es ergibt sich die Darstellung (6). Offensichtlich gibt es hier eigentlich nur einen

echten Itemparameter, da fir 1 < s < m gilt:
m - S
Jis = 0; In —
J% it 1Qm—s—&-l

Der Schwierigkeitsparameter o; fiir den Teilversuch ergibt sich aus der Beziehung
o = jl—i—ln m.

partial credit Modell: Hier wird angenommen, dass sich fir & > 1 die bedingte Wahrscheinlichkeit,
unter der Annahme
,,XZ']' =k—1V Xij = K"

in Kategorie & zu antworten, in der Form

eXp{Qi — 5]k}

PX;, =k X;;=k—-1V X;;=k) =
( J ‘ J J ) 1+6Xp{91—5]k}

modellieren lasst. Dieser Ansatz ldsst sich im Gegensatz zum vorherigen Modell kaum prozess-
technisch begriinden, da die verwendeten bedingten Wahrscheinlichkeiten eigentlich nicht auf
der Prozessebene interpretierbar sind.

Durch eine Rekursion nach & folgt ebenfalls die Darstellung in Gleichung (6). Dabei sind jetzt
alle Variablen 4, echte Itemparameter (sie miissen wegen der verlangten Identifizierbarkeit des
Testmodells noch Normierungsbedingungen unterworfen werden).



