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1 Zahldarstellungen und Fehleranalyse

1.1 Zahldarstellung

In der (reinen) Mathematik sind Zahlen Objekte, die als ganze Zahlen, rationale Zahlen,
relle Zahlen (endliche und , unendliche* Dezimalbriiche) und komplexe Zahlen (Zahlen
des Typs a + bi) angegeben und geschrieben werden.

Werden Rechner eingesetzt, so ist eine Darstellungen von Zahlen nur in eingeschrénkter
Form moglich:

Analogrechner: Zahlen werden durch physikalische Gréfien (meistens Spannung oder
Stromstérke) représentiert.

Digitalrechner: Zahlen werden durch Ziffernfolgen endlicher Linge dargestellt. Even-
tuell ist die Lange im Rahmen der durch den Speicher des Rechners gegebenen
Grenzen variabel (beim kontrollierten Rechnen manchmal nétig), meistens jedoch
fest.

Beim Taschnerechner werden Dezimalziffern verwendet (oft bis zu 12, von denen
10 angezeigt werden), bei der Programmierung von Computern wird intern meis-
tens auf Darstellungen im Binarsystem zuriickgegriffen. Solche Darstellungen sind
Bitfolgen, in denen die Ziffern 0 und 1 verwendet werden.

Wir gehen hier nur auf Digitalrechner ein, da sie heute bei fast allen Anwendungen
dominieren und in Form von Taschenrechnern und PCs Allgemeingut geworden sind.

Vorab einige Bemerkungen zur Bindrdarstellung: Interpretiert man eine binére Ziffern-

folge wie iiblich von rechts nach links im Dualsystem, so ist unter | a,a,_1...a1a9

mit ag, ..., a, € {0,1} die Zahl i a2 zu verstehen.
k=0

Beispiel: | 0001 00000001 0000 | ist als natiirliche Zahl aufgefasst eine Darstellung
fiir 4112.

Sollen auf diese Weise ganze Zahlen dargestellt werden, so muss zusétzlich eine Stelle
(=1 Bit) fiir das Vorzeichen reserviert werden.
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Man nennt bei Bindrdarstellungen eine Ziffernfolge der Lange

4 Bit ein halbes Byte (auch Halfbyte oder Nibble genannt),
8 Bit 1 Byte,

16 Bit 1 Wort,

32 Bit 1 Langwort.

Fiir die Darstellung ganzer Zahlen (Datentyp integer) verwendet man oft 1 Wort und
kann so Zahlen z von —32767 bis +32767 darstellen. Verwendet man 1 Langwort
(Datentyp long integer), so kommt man bis —2 147483647 < z < +2 147483 647.

Es sei angemerkt, dass unter einem Wort auch das kleinste einzeln ansprechbare Spei-
cherfeld eines Digitalrechners verstanden werden kann.

Bei binérer Darstellung von Dezimalstellen braucht man im Prinzip nur ein halbes Byte
je Dezimalziffer. Damit lassen sich sogar die Ziffern von 0 bis 9 und dariiber hinaus die
Zahlen 10, 11, 12, 13, 14 und 15 darstellen. Bei der Darstellung von Bindrdaten auf
dem Bildschirm werden daher oft Binérfolgen als Folgen von Bytes angezeigt. Dabei
werden die Werte 0 — 9 dezimal angegeben und A steht fiir 10, B fiir 11, C fiirl2, D
fir 13, E fiir 14 und F fiir 15.

Da sich in einem Byte nicht noch fiir jede der Ziffern 0 bis 9 zusétzlich ein Vorzei-
chen unterbringen lédsst, muss bei der Dezimaldarstellung ganzer Zahlen durch Bytes
neben der maximalen Ziffernzahl zusétzlich eine Stelle (=1 Byte) fiir das Vorzeichen
beriicksichtigt werden. Man verschwendet also sowohl bei den Ziffern als auch beim
Vorzeichen Speicherplatz, wenn man einzelne Dezimalziffern speichern will.

Wegen der bequemeren Lesbarkeit von Beispielen werden wir trotzdem ab jetzt so
tun, als ob die Zahldarstellungen in dezimaler Form erfolgten. Wir zdhlen aber das
Vorzeichen bei der Linge der Dezimaldarstellung nicht mit, da es in der tatséchlich
iiblichen bindren Darstellung kaum ins Gewicht féllt. Ein negatives Vorzeichen wird im
Bedarfsfall durch einen Querstrich iiber der ersten Ziffer angegeben.

Dann lassen sich bei der Nutzung n-stelliger Speicherfelder im Wesentlichen zwei Dar-
stellungsvarianten fiir Zahlen unterscheiden:

(I) Festkommadarstellung (auch Festpunktdarstellung genannt).

n = nq + Ny
Vorkomma- Nachkomma-
stellen stellen

Beispiel (n = 8,n1 = 6,ny = 2, kaufménnisches Rechnen):

+340, 21 wird gespeichert als| 000340|21

—1432,50  wird gespeichert als| 001432|50
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Das Komma ist durch die feste Stellenzahl vorgegeben. Der Trennstrich in den
Beispielen wurde nur wegen der besseren Lesbarkeit eingefiigt.

Es sind zwar Rechner realisierbar, die mit variablen Darstellungsléngen arbeiten (vor
Jahrzehnten bot die IBM einen solchen ,,Mathematikrechner® unter dem Namen 1620
an), in den meisten Programmiersprachen ist dieser Datentyp jedoch unter den nume-
rischen Datentypen nicht vorgesehen. In der Numerik iiblich ist die

(1) Gleitkommadarstellung (auch Gleitpunktdarstellung genannt)

n = t + e
Mantissen- Exponenten-
stellen stellen

Ist F die Basis der Darstellung, so verstehen wir unter | ajas...a:b1bs...b, |die Zahl

a - E*7t und nennen die durch (a;...a;) angegebene Zahl a - £~ die Mantisse der
Darstellung. Die durch (b; ...b.) angegebene Zahl b heifit Exponent der Darstellung.

Wir bezeichnen im Folgenden den grofiten darstellbaren Exponenten mit b,,4,., den
kleinsten mit b,,;,. Wenn der Exponent mit Vorzeichen gespeichert wird, wére z.B.
bei 8 Binérstellen b,,;, = —128 und b,,,, = +127. Man vereinbart nun, dass bei der
Speicherung eines Gleitkommawertes an Stelle des tatsdchlichen Exponenten b die Zahl
bH):=b — byin gespeichert wird. Dann ist b eine nichtnegative Zahl. Beim Rechnen
und der Ausgabe wird der Offset —b,,;, (er ist positiv!) wieder subtrahiert.

Eine Mantisse im Stellenwertsystem zur Basis E ist nach unserer Vereinbarung die
Zahl 0.aqaz ... a; (wir schreiben das Komma als Punkt, da dies spéter bei Intervallan-
gaben giinstiger ist). Abweichend von dieser Konvention wird bei manchen PASCAL-
Dialekten die Mantisse solcher Darstellungen in der Form a;.as . ..a; ausgegeben und
dafiir der Exponent um 1 vermindert.

Dies zeigt, dass solche Darstellungen nicht eindeutig sind. Fiir £ = 10, = 6 und
e = 3 lisst sich z.B. 10, 03 in der Form 0.1003 - 102, 1.003 - 10*, 10.03 - 10°, 100.3 - 107!,
1003 - 1072, ... schreiben.

Zur Herstellung der Eindeutigkeit verlangen wir, dass die Mantisse von der Form
0.a1as . ..a; mit einer von 0 verschiedenen Ziffer a; ist:

Definition 1.1 Eine Gleitpunktdarstellung mit ¢-stelliger Mantisse
a:=0.a1ay ...a; bzw. a:= — 0.aqas ... a;
heil3t normalisiert, wenn a, # 0 gilt.
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Die Zahl 0 lasst sich nicht normalisieren und wird daher mit lauter Nullen in der
Mantisse und dem gespeicherten Exponenten b(*) angegeben.

Bei bindrer Zahldarstellung kann man nun das Vorzeichen der Mantisse bei normali-
sierten Darstellungen ohne Zusatzstellen angeben und so ein Bit fiir die Mantissenldnge
gewinnen (so war es beim PASCAL fiir den ATARI): da a; in diesem Fall stets den
Wert 1 hat, kann man dies beim Rechnen voraussetzen und gibt an Stelle der 1 das
Vorzeichen mittels a; an (z.B. 0 fiir + und 1 fiir —):

Beispiel (¢t = 16,e =8, E = 2):
4112,0 wiirde gespeichert als
000000001000000001b; . . . bs

da die Zahl positiv ist (in der Mantisse hat man sich an der ersten Stelle eine 1 zu
denken!). Der Exponent wire nach unserer Konvention 00001101 (=13), wiirde jedoch
um den Offset 128 erhoht als 10001101 gespeichert.

Bevor wir die ,,Niederungen“ der Darstellung in realen Rechner verlassen, sollen noch
kurz die gbrauchlichsten Typen fiir Gleitpunktzahlen angegeben werden:

Single: 4 Byte (=32 Bit), die sich auf eine Mantisse von 3 Byte (=24 Bit) und einen
Exponenten von 1 Byte Lénge verteilen.

Real: 6 Byte (=48 Bit), die sich auf eine Mantisse von 5 Byte (=40 Bit) und einen
Exponenten von 1 Byte Lénge verteilen.

Double: 8 Byte (=64 Bit), die sich auf eine Mantisse von 53 Bit und einen Exponenten
von 11 Bit Lénge verteilen.

Extended: 10 Byte (=80 Bit), die sich auf eine Mantisse von 8 Byte (=64 Bit) und
einen Exponenten von 2 Byte Linge verteilen.

Es sei nur noch angemerkt, dass die bindre Darstellung eine Quelle fiir kleine Umwand-
lungsfehler ist. Dies konnte man friither sehr leicht demonstrieren, indem man bei einem
BASIC-Rechner folggenden Befehl eintippte: PRINT(2000.1-2000). Nach Betétigung
der Taste RETURN wurde dann eine Zahl ausgegeben, die mit 0.09999 begann!

Ab jetzt werden wir die Mantissenstellen nur fiir Ziffern verwenden und das Vorzeichen
separat vor die Darstellung einer Zahl z setzen. Beim Exponenten b halten wir uns an
die Vereinbarung b, < b < bjpas, trennen ihn von der Mantisse durch ein nichtkur-
sives E und versehen ihn mit einem Vorzeichen. So ist z.B. -0.2045679907 E +05 eine
normalisierte Darstellung der Zahl 20 456,79907.
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Definition 1.2 Wenn die Mantissenlénge ¢, die Exponentenléange e und die Basis E bei
einem Rechner fest gewahlt sind, so heilen alle normalisiert exakt darstellbaren Zahlen
einschliellich der Zahl 0 seine Maschinenzahlen.

Die Menge dieser Maschinenzahlen soll mit .4 bezeichnet werden. Mit .A* sei die Menge
A\ {0} der normalisierten Maschinenzahlen bezeichnet.

1.2 Rundung

Wir setzen ab jetzt zusétzlich voraus, dass die Basis E von Maschinenzahlen von
der Form 2H ist, da dies die Definition von Rundungsregeln erleichert. Positive
Maschinenzahlen sollen also von der Form 0.ajas...a; - B> mit 0 <a—1<FE —1,
0<as...,a;, < E—1und b5, < b < bper mit £ = 2H sein.

Ist nun eine solche Menge A von Maschinenzahlen fest gewahlt, so soll die Umwandlung
einer gegebenen Zahl x in eine Gleitpunktdarstellung durch eine Funktion rd erfolgen,

die IR so nach A so abbildet, dass fiir alle x € IR gilt:

rd(z) — x| < |y — x| fiir alle y € A (Minimalitdtsbedingung fir Rundungsfehler)

Offensichtlich muss rd(z) = z fiir alle x € A gelten. Eine Funktion mit der verlangten
Eigenschaft erhilt man durch folgende Vereinbarung, in der M:= H — 1 gesetzt ist:

Schritt 1:  Schreibe |z| in der Form 0.x1xs ... 242001 ... - EY
mit geeignetem Exponenten y.

. . S (O T1...0¢1%¢ + 0.0.. 01) . Ey7 falls Ti41 Z H’
Schritt 2:  Setze z*:= { 0.2y ... 22 - BV, falls 7,41 < H .

und normalisiere die Darstellung in der Form 0.a; ...a; - E°.
0.0 ... 0-E°, falls b < byin,
Schritt 3:  Setze rd(z):= { sgn(z)0.M ... M - Ebme= falls b > bye,

sgn(z)0.ay ... a; - EY, falls bin < b < bpaa-
—1, fallsz <0,
Hier ist sgn die durch sgn(z):= 0, falls x =0, definierte Signumfunktion.

+1, falls z > 0.

1.2.1 Fehlertypen

Wir gehen jetzt erst einmal von exakten Werten und beliebigen Ndherungen aus und
definieren:

Definition 1.3 Sei z € IR und z eine Naherung fiir . Dann heif3t
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Ax:= — x der (absolute) Fehler der Naherung.
Im Falle x # 0 heif3t
e,:= 22 der relative Fehler der Naherung.

Bei vorgegebenen Maschinenzahlen zur Basis £ = 2H gilt (M sei wieder gleich £ —1):
Wenn z eine Zahl ist, die in der Form

sgn(z) 0.a1asas . .. - E® mit bpin < b < b
normalisiert darstellbar ist, so betrégt der relative Fehler €,q(,):= %
wegen |z| > 0.1 E® dem Betrag nach hochstens
H.E-t+) . gb
0.1-FE®
Man nennt diese Grofle die Maschinengenauigkeit. Wir bezeichnen sie mit eps.

—H-E".

Wenn in der exakten normalisierten Darstellung von x nach dem Runden nicht neu
normalisiert werden muss, gilt |e,q)| < eps sogar noch im Falle b = by,4,-

Gilt b > bjaz, 50 kann |e.q(z)| beliebig nahe an 1 herankommen. Gilt  # 0 und
rd(z) = 0, so ergibt sich |e,q)| = 1. Es gilt also fiir eine Zahl € IR nur dann
|era(z)| < eps, wenn die Bedingung

rd(z) € A\{0.M ... M - EPmo= —0.M ... M - E’= 0}

erfiillt ist. Man bezeichnet den Fall b > by, als (Exponenten-)Uberlauf, den Fall b < by,
als (Exponenten-)Unterlauf. Wihrend ein aus Berechnungen resultierender Uberlauf bei
den meisten Programmiersprachen mit einem anschlieenden Programmabbruch (Lauf-
zeitfehler) gemeldet wird, erfolgt die Ersetzung des Ergebnisses durch 0 im Falle des
Unterlaufs meistens stillschweigend. Manchmal kann man eine Compileroption setzen,
nach der auch Unterldufe gemeldet werden.

1.2.2 Handhabung von gerundeten Naherungswerten

Ist |Z| ein Niherungswert fiir |z|, der in der normalisierten Form 0.a; ...as - E® ohne
Exponenteniiberlauf oder -unterlauf durch Runden auf die s-te Mantissenstelle bzw. in
der Form vyvy...v4_p.nqy ...n, durch Runden auf die k-te Nachkommastelle bestimmt
wurde, so nennt man alle seine s Ziffern zuverlassig.

Eine griffigere (leicht abweichende!) Definition, in der beide Félle zusammen erfasst
werden, ist die Forderung, dass der relative Fehler von |z| kleiner oder gleich H - E~*
seln muss.

Alle Ziffern von |Z|, die auch bei Rundung von z auf spétere Stellen erhalten bleiben,
heiflen gultige Ziffern.

Wir geben eine Néherung Z fiir z mit zuverlassigen Ziffern in der Form z = Z an.
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Beispiel (7 = 3.14159265 . . .):

7 =23.1416 Alle Ziffern sind zuverléssig, da auf 5 Stellen gerundet wurde.
Die Ziffern 3,1,4,1 sind sogar giiltig

T~ 3.14160 Die Ziffern 6 und 0 sind nicht zuverléssig, da sie nicht aus einer
Rundung resultieren (hier miissten 5 und danach 9 stehen).

Bei der Angabe von Fehlerschranken in der Form z = v 4+ Awu wird oft vereinbart, dass
die letzte Ziffer der Fehlerschranke im Stellenwertschema an derselben Stelle stehen
muss, wie die letzte Ziffer von w.

Also heifit es z.B. nicht © = 8.141 £ 0.593 - 1072, sondern u = 8.141 & 0.6 - 102 bzw.
u = 8.141 4+ 0.006.

Bei Rechnungen von Hand normalisiert man nur selten und setzt lieber den Punkt
(also das Komma) an die passende Stelle. Dann heifit Runden auf ¢ Stellen bei einer
Darstellung des Typs

a1Qs ... Qg Ay - - - Qe - .. (a1 £ 0),
dass auf die t-te Stelle gerundet wird (nach Inspektion der Ziffer a;yq).

Bei Darstellungen der Form

0.0...0ay...a4a;11 (a3 #0)

v Nullen

rundet man auf die (¢ 4+ v)-te Stelle, z&hlt also die fiihrenden Nullen nicht mit.

Beispiele (t = 4):
0.12378 — 0.1238, 0.025773 — 0.02577, 0.0071552 — 0.007155.

1.3 Gleitpunktarithmetik

Wir kalkulieren ab jetzt Exponenteniiberldufe nicht mehr ein (wer programmiert, muss
darauf selber achten!) und nehmen an, dass mit Darstellungen aus der Menge A wie
folgt gerechnet wird:

Das Symbol * vertrete eine der Operationen +, —, - und : in IR.
Dann soll fiir die entsprechende Rechnerarithmetik (x) gelten:

rd(z) ® rd(y) = rd(rd(z) = rd(y)) fir alle rd(z),rd(y) € A

Operation der Maschine exaktes Rechnen mit
mit Maschinenzahlen Maschinenzahlen
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Bei den Operationen @, @, O und ) soll also der relative Fehler des Ergebnisses
dem Betrag nach hochtens eps betragen, wenn kein Uberlauf oder Unterlauf auftritt.

Man realisiert diese Forderung, indem man wihrend der Operation % mit mehr Mantis-
senstellen arbeitet und am Schluss auf die vorgeschriebene Stellenzahl rundet (so wird
das auch bei korrekten Arithmetikbibliotheken von Programmiersprachen realisiert).

Wir betrachten dazu einige Beispiele und vereinbaren zur Kennzeichnung der Basis
folgende Kurznotation: an Stelle von a - E* wird agb geschrieben. Als Mantissenléinge

wahlen wir ¢t = 4.

Multiplikation: 0.12351¢3 () 0.7430442.
0.1235193 - 0.7430102 = 0.09176050105 = 0.9176050704
rd(0.9176050404) = 0.9176,04
Also 0.1235103()0.7430102 = 0.9176,04.
Bei der Multiplikation wird bei der Ausfithrung temporér mit der doppelten

Mantissenldnge gearbeitet (im Falle £ = 2 wird allerdings eleganter und
damit sparsamer gerechnet!)

Addition: 0.1285;5(—1) @ 0.748891.

Schritt 1: Mantisse des Operanden mit dem kleineren Exponenten vorne pas-
send mit Nullen auffiillen, um die Exponenten gleich zu machen.
Von der Mantisse nur ¢t 4+ 1 Stellen behalten, den Rest abschneiden:
0.128519(—1) = 0.001285;p1 — 0.00128;41

Schritt 2: Diese Operanden addieren. Danach Mantisse auf ¢ Stellen runden,
gegebenenfalls Darstellung normalisieren:
0.00128451
+ 0.7488 1p1
0.75008191

rd(0.75008191) = 0.7501101 .
Also 0.1285;0(—1) @ 0.7488101 = 0.7501 ;1.

Bei der Addition wird die Mantisse des Operanden mit dem kleineren Ex-
ponenten soweit nach rechts verschoben, dass beide Exponenten gleich sind.
Dabei werden (mit fithrenden Nullen ) nur ¢ + 1 Mantissenstellen beibehal-
ten. Beide Darstellungen werden addiert, das Ergebnis auf ¢ Stellen gerundet
und gegebenenfalls neu normalisiert.

Damit lasst sich die Maschinengenauigkeit eps wie folgt charakterisieren:

Satz 1.1 Bei der Rechnung mit Gleitpunktarithmetik (t und £ = 2H fest gewahlt) gilt:
eps = min{ge A" | (1Pg)©S1>0undg > 0}
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Beweis:

() Esgilt1 =0.10...0plundeps=H-E' = 0.HO0...0p(1 —1).

t Stellen
Also gilt 1@eps = 0.10...01 g1, da nach dem Schema
t Stellen
0.10...0
() ¢ + 0.00...0H
0.10...0H

addiert und dann aufgerundet wird.

Also gilt (1@eps)©1>0.

(2) Fiir jede Zahl g € A* mit 0 < g < eps fiihrt die Addition nach dem Schema
(%) zur Abrundung des Ergebnisses und man erhélt 1@ g = 1. Also resultiert in
diesem Fall (1®g)©1 = 0.

[]

Damit liele sich eps auch iiber die Beziehung in Satz 1.1 definieren. Auf einem Rechner
lasst sich eps bestimmen, indem mit immer kleineren Summanden g getestet wird, ob
(1Pg)©O1 > 0 gilt. Man kann dazu von ¢g:=1 ausgehen und halbiert ¢ fortlaufend.

Die Aussage in Satz 1.1 zeigt bereits, dass fiir die Operationen @, ©, () und ©)
nicht die iiblichen algebraischen Gesetze gelten (wir wéhlen zur Demonstration ¢ = 2
und E = 10 als Beispiel):

@ ist zwar kommutativ, nicht aber assoziativ:
Zwar gilt t@y = y@ue fir alle z,y € A*, es gilt jedoch z.B.
(0.14102 @ —0.13192) @ 0.21191 = 0.10101 @ 0.21391 = 0.314p1
und

0.14102 @ (—013102 @ 021101) - 014102 @ - 011102 == 030101 .

Hier sind die Ergebnisse verschieden. Die erste Additionsvariante liefert dabei das
genauere Ergebnis.

Auch () ist kommutativ, nicht aber assoziativ:
Es gilt z.B.

(0.12100 © 0.18100) () 0.37300 = 0.2219(—1) () 0.37100 = 0.8139(—2)
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und
0.12100 @ (018100 @ 037100) == 012100 @ 06710(—1> - 08010(—2) .

Wieder sind beide Ergebnisse verschieden. Jetzt liefert jedoch die zweite Rech-
nung das genauere Resultat.

Was bei solchen Rechnungen genauer ist, hingt von den Gréflenordnungen der Ope-
randen (auch ihren Vorzeichen bei der Addition) und der gewéhlten Zusammenfas-
sungsreihenfolge ab. Bei langeren Rechnungen kann daher {iberlegt werden, welche von
mehreren algebraisch gleichwertigen Termen das genauere numerische Ergebnis liefern.

Dazu muss man jedoch etwas mehr iiber die Fortpflanzung von Fehlern aus Vorrech-
nungen in daran anschliefende Folgerechnungen wissen.

1.4 Fehlerfortpflanzung

1.4.1 Fehlerabschatzungen bei arithmetischen Operationen

Ein Eingangsbeispiel: Zu berechnen sei auf einer Maschine z? — y? fiir z = 0.231 und
y = 0.228. Die Mantissenlénge ¢ betrage 2.

Wir lassen den Exponentenfaktor weg und setzen dafiir jeweils den Punkt an die
passende Stelle. Dann sind die Schritte bei der Berechnung:

x =0.231 —  T=0.23 (Rundung)

x=0.224 — 7y =0.22 (Rundung)

Variante 1:

7? = 0.053 und % = 0.048 (Quadrieren)

O g* = 0.0050 (Ergebnis)

Variante 2:

T@y = 045 und Oy = 0.01 (Summe und Differenz bilden)
0.45()0.01 = 0.0045 (Ergebnis)

Bei der ersten Variante ist der absolute Fehler gegeniiber dem exakten Wert
2% — y? = 0.003185 gleich 0.001815 und der relative Fehler etwa gleich 47 %, bei
der zweiten betrigt der absolute Fehler nur 0.001315 und der relative Fehler nur
rund 41 %.

Dass hier Unterschiede bei der Berechnung der Quadratdifferenz auftreten, lasst sich
mit der Empfindlichkeit der Subtraktion gegeniiber Eingangsfehlern bei fast gleich
groflen Operanden erklédren. Zur Untersuchung der Operationen @, ©, (), ) gehen
wir nun von Naherungen = = x + Az und y = y + Ay reller Zahlen x # 0 und y # 0
aus und stellen uns der Einfachheit halber vor, dass mit diesen Nédherungswerten exakt
gerechnet wird. Da die Subtraktion a — b durch die Addition a + (—b) ersetzt werden
kann und sich die Division a : b in der Form a - % deuten 1a8t, werden nur die Addition,
die Multiplikation und die Kehrwertbildung untersucht.
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Addition/Subtraktion:
Bei exakter Rechnung gilt:

xty = (z+Azx) £ (y+ Ay) = (x+y)+ (Ax+ Ay)
Also addieren sich die absoluten Fehler.

Fiir den relativen Fehler erhélt man im Falle z 4+ y # 0:

Exty =

Ar+Ay  x-gxy-g5 X g Y
r+y Tty Cox+y T x4y

.65—’

Falls also # — y nahe bei 0 liegt und = und y relativ grof§ gegeniiber der Differenz sind,
werden Eingangsfehler enorm verstéirkt (siche Eingangsbeispiel!). Bei der Addition ist
damit zu rechnen, wenn x und y entgegengesetztes Vorzeichen haben und betragsméafig
nahezu gleich sind.

Der Vorgang heifit Subtraktionsausloschung. Er kann als harmlos gelten, wenn nicht
mit fehlerbehafteten Eingamgswerten gerechnet wird.

Multiplikation:
Setzt man z - y # 0 voraus, so gilt:
Xy=(r+Ax)- (y+Ay) =z-y+az-Arx+y-Ay+ Az- Ay
Wenn Az und Ay klein gegen x und y sind, kann man das Produkt Az - Ay
vernachléssigen und erhélt fiir den relativen Fehler von 7 - :
Tyg—x-y . y-Ar+zx-A Az A
Y y_-_Y y:_+_y:€i+€y
-y 1 Ty x Y

Vernachldssigung
von Gliedern
héherer Ordnung

Also addieren sich (in etwa) bei der Multiplikation die relativen Fehler der Fak-
toren.

Exy

Kehrwertbildung:
Setzt man x # 0 und Z # 0 voraus, so gilt im Falle \%| < 1

ot ! _1(1_&+(£)2_+ );1(1_&)
_x+A:v_x1+%_x T x )

Daraus ergibt sich fiir den relativen Fehler von 77! :

1 1
o _ X xr . Al‘ o~
x-1 = - - €x

1 T
T

Der relative Fehler des Kehrwerts hat also in etwa den gleichen Betrag wie der
relative Fehler des Eingangswerts und besitzt das entgegengesetze Vorzeichen.

Damit ergibt sich fiir die Division die Fehlerregel exy = ex — ey .
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Wir fassen die Regeln zusammen und lassen dabei die Ndherungskennzeichnung ~ weg.
Zusétzlich wird angenommen, dass jede Operation () auf dem Rechner mit einem
relativen Rundungsfehler o, behaftet ist:

Exty = mptxtymeytoar  (vy,aty #£0)
Exy = Ex+teyta (z,y #0)
gx:y = €x — gy + Q. (.I', Yy # O)

Fiir das Quadratwurzelzichen kann bei sorgféltiger Realisierung gelten:
8\/,—(#%8,(—0—04\/— (x > 0)

Begriindung fiir z > 0:

Vi Ar = a1+ 58 = a1+ 55) = Va(l + 3e)

Gehoren bei solchen Operationen z,y,z % y,rdz®)rd(y) zu den Zahlen, die ohne
Uberlauf oder Unterlauf in A abbildbar bzw. darstellbar sind, so haben alle relati-
ven Fehler und der arithmetische Maschinenfehler o« maximal den Betrag eps.

1.4.2 Fehlerfortpflanzung bei Algorithmen

Grundlegend fiir die Abschétzung relativer Fehler bei ,, Kettenrechnungen® ist die mul-
tiplikative Beziehung zwischen einem exakten Wert x, einer Naherung z fiir  und dem
(von jetzt ab ohne das Zeichen ~geschriebenen!) relativen Fehler ¢, dieser Naherung in
der Form 7 = (1+¢,) - x.

Beispiel: Aus den Kathetenléngen a und b eines rechtwinkligen Dreiecks soll die Hy-
potenusenlange ¢ berechnet werden.

Wir fassen die Berechnung als Verkettung von 4 Funktionen f1, fs, f3, f4 auf,
deren Eingangswerte und Ausgangswerte im Bedarfsfall als Vektoren notiert
werden. Die Menge der moglichen Eingabepaare sei mit Dy bezeichnet, also

DO::{<Z)\a,belR+}.

Dann erfolgt die maschinelle Bestimmung einer moglichst genauen Naherung
¢* von ¢ folgendermafien (A™ sei die Menge postiver Maschinenzahlen):

Dy Lo D= {4 )]0 e At
. o a rd(a)
mit f1'<b)}_)<rd(b))’
D, D%Z{(Z:)‘U*,U*EAJF,U*SU*}
. ) a* G*G(l*
mit fQ‘(b* ) — (b*@b* >’
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Dy fs, Dy = A mit f3<Z:> — vt dut,
D3 A D4I:A mit f4I{L‘*I—> %,

Ausgabe: ¢*:= fy(z").

Also erfolgt die Berechnung in der Form

T fi Y1 f2 y1® s ® ® J4 ® ®
(2)%(2)4 (1) nvanos Yimem

Jede dieser Funktionen ist mit Rundungsfehlern behaftet. Notiert man in
den Eingabe- und Ergebniskomponenten nur die maximalen Fehlerbetrége
1. Ordnung, so erkennt man, dass der relative Fehler des Ergebnisses bei als
genau vorausgesetzten Werten x; und x5 im Bereich 3eps liegt:

0
0
Dass sich bei der Addition der Summanden y; und ys der relative Fehler-

betrag nur um maximal eps erhohht, liegt daran, dass beide Summanden
positiv sind:

eps 2eps + eps
(eps) - (2eps+eps) — 3eps+eps — 3eps

il 3eps + Y2
Y1+ Y2 Y1+ Yo

Max|ey, @y, | = 3eps + eps = 3eps + eps < 4eps
Beim Quadratwurzelziehen halbiert sich dann 4eps und es kommt maximal
eps als relativer Rundungsfehler der Operation hinzu.

Hétten wir als Beispiel die Berechnung der Kathetenlénge b aus der Hypotenusenlédnge ¢
und der Kathetenldnge a gewéhlt, so hétte sich fiir sehr nahe beieinander liegende Wer-
te von a und c eine Verstirkung der Rundungsfehler wegen Subtraktionsausloschung
ergeben.

Ein solcher Effekt tritt auch bei der iterativen Berechnung von 7 nach der Methode
von ARCHIMEDES auf:

Beispiel: Bezeichnet man im Einheitskreis die Seitenlange eines regelméfiigen n-Ecks
mit s, so gilt bei Verdoppelung der Eckenzahl:

Sopn =12 — /4 — 52

Wiirde man mit dieser Formel auf einem Rechner iterativ (unter Multipli-
kation von s, mit der jeweiligen Eckenzahl n) den Kreisumfang berechnen,
so wiirden sich die Ndherungswerte erst verbessern und dann recht schnell
wegen der Substraktionsausloschung verschlechtern.
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Durch Erweiterung von sg, mit /2 + (/4 — s2 erhélt man hier mit

Sn

2+ ,/4—52

eine Iterationsformel, bei der dieses Phidnomen nicht auftritt.

Sop =

Fasst man jede Iteration als Anwendung einer Funktion f, : At — A" mit
fn : Up — ug, auf (Berechnung von wg, := 2n - sg, aus u, mit Hilfe von s, = “7"),
so handelt es sich in diesem Beispiel um die Verkettung von Funktionen, die eindimen-
sionalen Eingabewerten eindimensionale Ausgabewerte zuordnen.

Wir verallgemeinern diese Sichtweise:

Definition 1.4 Eine endliche Kette von Funktionen

fi + IR" — R™
fo : IR™ — IR™

fr + R — IR™
heil3t ein Algorithmus zur Bestimmung von
(yla RN ’ym):: fr(frfl(. .. (fl(xh e ,.I'n) ) .. ) )
aus (1, ...,x,).
Wird nun eine solcher Algorithmus auf dem Rechner realisiert, so arbeitet jede der
zugehorigen Maschinenfunktionen fq), ..., f@ mit fehlerbehafteten Eingaben und muss
ihre Ausgabe runden. Bezeichnet man die relativen Fehler von Eingabewerten mit e

und die relativen Fehler bei der Ausgaberundung mit «, so sieht die Fehlerfortpflanzung
im rein eindimensionalen Fall so aus:

Auf dem Rechner:
rd 1 (1+a1) fa (1+a2) fr (1+ar)

v — z0— fi(z0) —— 11— fo(®1)) — 12— -+ — fi(z,) —— 7
exakt in IR:
P filz) — L BlA@) —— o T @) =y

Setzt man xy = x(1+¢p) und sieht die Verkettung aller Funktionen als eine bis auf die
Endrundung genau realisierte Funktion f an, so erhidlt man unter der Annahme der
zweimaligen stetigen Differenzierbarkeit von f mit dem Satz von TAYLOR:

Eo

2,.2
ot S0t
1!

HORES

7= f(r+ex) = |f(x)+ f'(x+0Oeux)| - (1+a) mitd<O <1
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Also gilt

j=01+a)y+ezf(z).
Man nennt daher A*y := « -y + oz f'(x) den unvermeidbaren Fehler der Berechnung
von .

Falls f eine zweimal stetig partiell nach allen Argumenten ableitbare Funktion von
IR™ nach IR ist, liefert der Satz von TAYLOR fiir Funktionen von n Variablen vor der
Ausgaberundung (mit rd(X):= (rd(z1),...,rd(z,)) als Rundungsfunktion):

Frd(®) = £ + 3 2 U
k=1

Nach der Ausgaberundung erhélt man also
=(1
7= [y

und damit den unvermeidbaren Fehler?!

xy - e Of (X)
Sy O‘+Z 0 on

Wenn die relativen Eingangsfehler viel grofier als die Maschinengenauigkeit sind (z.B.
beim Rechnen mit fehlerbehafteten Messwerten in der Physik), sicht man den Term
a -y als vernachlissigbar an und erhélt die in der Physik iibliche Fehlerabschétzung

k=1 alL‘k

Kennt man die Vorzeichen der Fehler von x; bis x; nicht, so bildet man die Betrége
aller Summanden und erhélt so eine Abschétzung des Fehlers nach oben.

1Wenn in einem Algorithmus eine Funktion ¢ : IR™ — IR™ mit der Vorschrift

©1(X)
yi= :
Pm (i)
auf einem Rechner realisiert wird, erhdlt man durch Betrachtung der einzelnen Komponenten den in der Form
a1 0 %% tee g;% €1 0
0 am Oom . Opm 0 €n
0z Oxn

definierten unvermeidbaren Fehler des Algorithmus.
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Wir beschrénken uns auf den Fall, dass eine Funktion f :IR"™ — IR gegeben ist. Dann
gilt im Falle y:= f(X) # 0 fiir den unvermeidbaren relativen Fehler von ¢:

€= =a+ E Ep - — .
Yy k=1 g f(X) axk
N——

Konditionszahlen

Sind die Konditionszahlen (eigentlich missten sie Konditionsfunktionen heiflen) gro8,
so verstéarken sich Eingabefehler sehr stark und man nennt das Berechnungsproblem
schlecht konditioniert.

Ein Beispiel fiir schlecht konditionierte Berechnungen ist die Subtraktion von Werten,
die nahezu gleich grof§ sind und das gleiche Vorzeichen haben. Manchmal kann man
bei der Verkettung von Operationen durch den Ubergang von einem Term zu einem
algebraisch gleichwertigen Term wenigstens den Einfluss von Rundungsfehlern auf der
Maschine verkleinern:

Beispiel: Es sei y:= /11 — /x5 fiir x1, x5 > 0 auf einer Maschine zu berechnen. Wird
dies in dieser Form realisiert, so gilt:

% i I ) 1
e, =« ExiT—YF7— — &
Y 12,/1‘1 22,/1’2 A/ L1 — A/ T2

Vo und — VT2
W — ) A )
trag nach grofl, wenn x; ~ =z, gilt und der Betrag von x; grof} ist. Fiir
r1 = 0.5041 und z9 = 0.4900 erhélt man z.B. die Konditionszahlen 35.5
und —35. Werden also z; und z, mit dem relativen Fehler 10~!? im Rechner
gespeichert, so kann das Ergebnis mit dem relativen Fehler 7-107!! behaftet
sein.

werden dem Be-

Die Konditionszahlen

Noch grofler wird der Fehler, wenn sich zwei Maschinenzahlen z; und x5 nur
noch um wenige Vielfache von eps unterscheiden (wir wiahlen £ = 10), z.B.:

Y= @1@(k-eps) o Y1 mit 1<k<10

Hier ergibt sich fir £ =1 in A wegen 1 ® eps = 1 + 2eps (Aufrundung!):

2e
(\2)/169eps— (%/1 + (2eps) = 1+—)@1@eps—1+26ps

Damit ist § gleich 2eps, d.h. der relative Fehler des Resultats betréigt etwa
300 %, da /14 eps=1+ <%* und damit y = =7 gilt.

Erhoht man k, so lasst der Effekt nach.
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Erweitert man den Term fir y mit (/77 + \/Z2) und berechnet y auf der
Maschine in der Form

z = 11 O T,
= Qu; ® Yuy,
y = 20t
so ergibt sich ¢ im Falle 21 = 1®eps, zo = 1 zu (1+226+;)4r1 = eps. Hier betragt

der relative Fehler nur noch etwa 100 %.

Die Verfeinerung der bisherigen Betrachtungen zu einer Theorie der Fehlerfortpflanzung
als ,,Lehre des Umgangs mit dem Zeichen =* ist zwar moglich, wird aber auch von
Kritikern als Missbrauch der Analysis angesehen. Dies liegt daran, dass zu oft von
Fehlergliedern hoherer Ordnung abgesehen werden muss. Damit besteht die Gefahr,
dass Scheinprobleme gelost werden. Trotzdem eignet sich die Theorie, um sich einen
globalen Uberblick dariiber zu verschaffen, ob ein Berechnungsproblem , kritisch“ von

seinen Eingabewerten ab héngt.

Eine bessere Fehlerkontrolle hat man beim kontrollierten Rechnen (z.B. PSCAL SC),
da dort an Stelle von Werten mit Intervallen gearbeitet wird. Durch den grofien
Abschétzungsaufwand laufen allerdings die mit der Intervallrechnungsoption compi-
lierten Programme deutlich langsamer!



2 Numerische Methoden in der linearen Algebra

2.1 Lineare Gleichungssysteme

2.1.1 Der GauRalgorithmus fir LGS mit genau einer Ldsung

Beispiel:  Ein lineares Gleichungssystem in Stufenform lésst sich leicht durch
Ruckwartseinsetzen losen:

2.1'1 — 31’2 + r3 = —8
2.1'2 + 51’3 = —6
—2r3 = 4
I3 = —2,
209 — 10 = —6; also xy =2,
21 — 6 — 2 = —8; alsox =0.

Ist nun ein LGS mit n Variablen und n Gleichungen in der Form

111+ 1229 + ...+ a1px, + = bl
9101 + A22To + ... + Q2T + = bo

Ap1 L1 + QpaXo + ...+ Gy += by

gegeben, so versucht man es durch Anwendung der folgenden Aquivalenzumformungen
auf Stufenform zu bringen:

(1) Gleichungen miteinander vertauschen,

(2) eine Gleichung mit einer Zahl ¢ # 0 multiplizieren,

(3) eine Gleichung durch die Summe oder Differenz eines Vielfachen von
ihr und einem Vielfachen einer anderen Gleichung ersetzen.

Gelingt dies, so kann man anschlieend schrittweise nach den Variablen z,, ..., xo, 21
auflosen. Dieses Verfahren heifit das Eliminationsverfahren von GAUSS.
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Wendet man dieses Verfahren in der Numerik an, so bringt man es in eine Form,
die moglichst kleine relative Rundungsfehlerbetriige garantiert. Der einfacheren No-
tation wegen schreibt man ein lineares Gleichungssystem (ab jetzt kurz LGS ge-
nannt) in Matrixschreibweise und gibt strengere Regeln fiir das Ausfithren von
Aquivalenzumformungen vor. Dabei wird die Regel (2) allenfalls zur anfanglichen (!)
Normierung von Gleichungszeilen eingesetzt. Danach wird nur noch mit den Regeln (1)
und (2) gearbeitet.

Zur Demonstration dieses Verfahrens nehmen wir an, dass ein LGS in der Form

@11 A2 ... Qin T1 b1
(%) : 5 C| =

ap1 Q12 ... Qpp In bn

gegeben ist und die Matrix A keine , Nullzeile“ enthélt. In solchen Féllen ist es iiblich,
am Anfang jede Gleichung durch die Quadratwurzel aus der Summe der Koeffizi-
entenquadrate oder den betragsgrofiten Koeffizienten zu dividieren. Es wird also fiir
k=1,...n bei jeder Gleichung

n
Zaktfft = by
t=1

zunéchst px:= max ag; oder = Za%t berechnet. Danach wird jeweils die k-te
\ t=1
Gleichung durch

v a b
Y dry =V mit = Hofirt=1... ,n und b= -
t=1 Kk Mk

ersetzt. Eine Matrix A, bei der man diese Umformung bereits durchgefiihrt hat, nennt
man equilibriert. Wir setzen nun voraus, dass die Matrix A im LGS (x) bereits equili-
briert ist.

Dann kann man das LGS AR = b folgendermaflen 16sen:
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Gauss-Algorithmus (fur ein LGS mit hdchstens einer Losung):
A muss auf Stufenform gebracht werden:

(1) Setze den Teilmatrixzahler ¢ auf 1.

(2) Bestimme max |aj;| und merke dir den Index m der Zeile, in der das

j=4...,n
Maximum beobachtet wurde.

Falls i« # m gilt: Vertausche die i-te Matrixzeile mit der m-ten Zeile und
vertausche b; mit b,,.

Uberschreibe dabei die Werte in A und in b und sehe das LGS danach wieder

als in der Form A% = b gegeben an.

(3) Falls a;; # 0 und ¢ < n gilt, ist fiir die Zeilen mit den Nummern j =i+1...,n
folgende Operation durchzufiihren:
Berechne ;.= Z—ZZ und bestimme fiir £ = i + 1,...,n jeweils die Differenz
a'ji= Ay — Qg - i )
Bestimme V';:=b; — b; - p;ji. Uberschreibe danach die j-te Zeile von A und
die j-te Komponente von b mit den neuen Werten.

Setze den Teilmatrixzéhler auf i + 1 und gehe nach (2).

Falls a;; = 0 gilt: STOP, LGS nicht eindeutig l6sbar!
Falls ¢ = n und a;; # 0 gilt: gehe zum Verfahren Rickwartseinsetzen

Riickwartseinsetzen

(4) Berechne z,,:= -2=.

ann

(6) Fiir j = n—1Dbis 1 (also abwéirts!) berechne man: z;:= (b; — > ajuzi) : aj;.
k=j+1

Definition 2.1 Die Maximumbestimmung mit anschlieBender Zeilenvertauschung im
GAuss-Algorithmus nennt man Teilpivotisierung.

Der resultierende Koeffizient a,; in der i-ten Teilmatrix heil3t das i-te Pivotelement.

Dass sich die Teilpivotisierung giinstig auswirkt, soll nun am Fall einer 2 x 2-Matrix
mit einstelliger Gleitpunktrechnung demonstriert werden. Wir notieren dabei nur die
Matrix und die zugehorige rechte Seite in einem Rechenschema:
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Beispiel:
Zu losen ist:

0.005 1.0 z1\ (05
1.0 1.0 z )\ L0
Wir vergleichen zwei Losungswege:

Variante 1 (ohne Teilpivotsuche):

exakte Rechnung: 1-stellige Gleitpunktrechnung:
0.005 1 0.5 0.005 1.0 0.5
1 1 1 1.0 1.0 1.0
U ¥
0.005 1 0.5 0.005 1.0 0.5
0 —199 | —99 0 —200 | —100
Y Y
x1 =0.5025. .. 21 =0.0

Hier betrigt der relative Fehler von Z; offensichtlich —100 %,
fiir Zo betrigt er rund 0.5 %.

Variante 2 (mit Teilpivotsuche):

exakte Rechnung: 1-stellige Gleitpunktrechnung:
0.005 1 0.5 0.006 1.0]0.5
1 1 1 1.0 1.0 1.0
U ¥
1 1 1 1.0 1.0 1.0
0.005 1 0.5 0.005 1.00.5
U Y
1 1 1 1.0 1.0 1.0
0 0.995 | 0.495 0 1.0 0.5
U ¥
xe = 04974 . .. 9 =0.5
x1 = 0.5025. .. 71 =0.5

Hier betragt der relative Fehler von 27 etwa 0,5 %
und der relative Fehler von 7, etwa —0,5 %.
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Wie das obige Rechenschema zeigt, kann man eine LGS AX = b durch Notieren der
erweiterten Matrix
aiy ... Qipn bl
(Afb):=

Ap1 .- Qpp bn

angeben. Zeilenumformungen in einem LGS entsprechen dann Zeilenumformungen in

der Matrix (A|b).

Wenn im GAUSS-Algorithmus bei der Pivotisierung durch Umbenennung der Variablen
sogar Spalten vertauscht werden, spricht man von Totalpivotisierung. In diesem Fall
sucht man bei der Umformung der i-ten Teilmatrix nicht nur das Betragsmaximum der
Koeffizienten in der i-ten Spalte, sondern in der ganzen i-ten Teilmatrix von A.

Wenn a,, ein betragsméfiig maximaler Koeffizient unter den Koeffizienten aj; mit
i<j<nund i <k <n ist, werden die i-te Zeile und die r-te Zeile von (A|b) ver-
tauscht. Danach vertauscht man die i-te und s-te Spalte von A in (A|b) und merkt sich
die zugehorige Umbenennung der Variablen in einem ,, Nummernfeld*:

Sind vor der ersten solchen Vertauschung noch alle Variablen fortlaufend nummeriert,
so sieht dieses Feld so aus:

1. 2. 1. S. n.

Nach der Vertauschung von Spalte ¢ mit Spalte s erhélt man als Eintrage im Feld:

1. 2. 7. s. n.

Aktualisiert man das Feld bei jeder Spaltenvertauschung, so kann man am Schluss ab-
lesen, welche Variablennummern den Variablen 2’4, ..., 2/, zugewiesen werden miissen,
die beim Riickwirtseinsetzen verwendet werden.

So wire z.B. eine Losung des Typs
l’ll = ]_O, [Elg = —24, [Elg = O]_, ZE/4 =0

bei dem Feld

(4]2]1]3]

in der Form x4 = 1.0, x5 = —2.4, 1 = 0.1, 23 = 0 auszugeben.
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2.1.2 Der GAuss-Algorithmus und die L-R-Zerlegung

Die Umformungsschritte des GAUSS-Algorithmus lassen sich als Multiplikation beider
Seiten der Matrizengleichung AX = b mit Umformungsmatrizen auffassen. Wir numme-
rieren fiir solche Betrachtungen kurzzeitig die Matrix A und die rechte Seite b eines
LGS nach dem Teilmatrixzéhler ¢ aus der Beschreibung des GAUSS-Algorithmus und
bezeichnen die n-zeilige Einheitsmatrix mit 1.

1. Die Zeilenvertauschung, z.B. der i-ten mit der m-ten Zeile fiir das System
AWy = B(Z) lisst sich auffassen als Ubergang

AR =b"" — P, A% =P,,b (i >m >n)
mit ©) ™
1.0 i
. 1
0-, i 0 ! 0
@ -4------ 0------ 1=-=-=o--
11 0 i . .
Pimi= 0O 710 (Frobeniusmatrix)
i 0 1
@ - e U Es gilt P;! = Py,
1 1 . o
O 1 O : O.'
i [ 1

2. Eine Spaltenvertauschung, z.B. der i-ten mit der s-ten Zeile fiir das System

AR = B(Z) liisst sich auffassen als Ubergang

Az =5 & (AP P =5" (i>s>n)

mit der Frobeniusmatrix P,;.

3. Alle Subtraktionsschritte in der i-ten Teilmatrix sind interpretierbar als der

Ubergang A A

AR = B(Z) - GADR = GiB(Z) (i>s>n)
mit

1

.0
1
G;= “Hisi 1
0 i -
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Hier gilt G;' = Hir1i 1,

Bezeichnet man die Zeilenvertauschungsmatrix bei der Aufstellung der i-ten Teilmatrix
mit P;, die eventuell dabei verwendete Spaltenvertauschungsmatrix mit P}, und die
Subtraktionsmatrix mit G;, so entspricht der GAUSS-ALGORITHMUS dem Ubergang
von A% = b zu

—

G, 1Pp1---GP; -A. P;---PF | X =G,1P,_1---GP; - b

—_———
=B (regular!) =P* (regulér!)
mit
X = P;_,---P; - X (Variablenpermutation).

Da alle Umformungsmatrizen regulédr sind (d.h. es existiert jeweils die inverse Matrix),
hat das LGS AX = b die gleiche Losungsmenge wie das resultierende System RX' = ¢
mit einer oberen Dreiecksmatrix

11T T2 ... Tin
0 T29 T2
R = Gn—lpn—l"'GlplAPT"'PT: "
0 ... 0 7,
Wenn man RX = € gelost hat, muss nur noch die Nummerierung der Variablen
2'1,..., 2", geindert werden, falls P* # I gilt. Ist ¥ die Losung von R¥' = ¢, so ist

—

X die Losung des linearen Gleichungssystems P*X = ¥.

Sieht man von den Vertauschungen und Vergleichen ab, so fallen beim GAUSS-
Algorithmus im Falle eines LGS mit n Gleichungen und n Variablen rund %nB multi-
plikative und rund %nB additive Operationen an.
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Wir betrachten ein Beispiel mit 3 Gleichungen und 3 Variablen, in dem die Teilpivoti-
sierung mit der Totalpivotisierung verglichen wird (bei zweistelliger Rundung). Dabei
werden die Matrix und die rechte Seite jeweils durch ein Rechteck umrandet (dies soll
ab jetzt der besseren Ubersicht halber stets die ,,Standardansicht® sein).

Beispiel:

Zu l6sen ist mit 2-stelliger Gleitpunktrechnung:

0.0 2.0 1.0 " 10
1.0 10 1.0 w | = | 10
1.0 1.0 1.0 73 0.0

Bei exakter Rechnung wiirde sich hier z3 = %,[L‘Q = %,xl = —g erge-
ben. Mit nachtraglicher Rundung auf zwei Stellen resultieren also die Werte
x3 =0.78, 5 = 0.11, 21 = —0.89 als ,,Sollwerte“ fiir die Losung des LGS.

Variante 1 (Teilpivotisierung): Variante 2 (Totalpivotisierung):

0.0 2.0 1.0 1.0 0.0 20 1.0 1.0
1.0 10 1.0 1.0 1.0 10 1.0 1.0
1.0 1.0 1.0 0.0 1.0 1.0 1.0 0.0
I Pio P || o'y = 29,25 = 1y
1.0 10 1.0 1.0 10 1.0 1.0 1.0
0.0 2.0 1.0 1.0 2.0 0.0 1.0 1.0
1.0 1.0 1.0 0.0 1.0 1.0 1.0 0.0
b p21=0,p31=-1.0 b p21 =02, p31=0.1
1.0 10 1.0 1.0 10 1.0 1.0 1.0
X 20 1.0 1.0 x —0.20 0.80| 0.80
x —=9.0 0.0|-1.0 X 0.90 0.90 | —0.10
I Pas Pos- )
1.0 10 1.0 1.0 1.0 10 1.0 1.0
x —=9.0 0.0]-1.0 X 0.90 0.90 | —0.10
X 2.0 1.0 1.0 x —0.20 0.80| 0.80
U pz2=—0.22 I pze=—022
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(Teilpivotisierung): (Totalpivotisierung):
1.0 10 1.0 1.0 10 1.0 1.0 1.0
x 20 10| 1.0 x 0.90 0.90| —0.10
x x 1.01]0.78 X x 1.0] 0.78
4 Y
x3 = 0.78 x'3 =0.78 = 23 =0.78
Ty =0.11 2’y = —0.89 = 15, =0.11
x; = —0.90 'y =0.11 = x; =—0.89

Das mit Totalpivotisierung bestimmte Ergebnis ist etwas genauer. Dass die
Matrizenfolge nicht ldnger wirkt, liegt daran, dass am Anfang zwei Vertau-
schungen kombiniert wurden

Wenn mehrere Systeme mit der gleichen Matrix A und verschiedenen rechten Seiten
zu losen sind, kann man sich beim Losen des ersten LGS neben der resultierenden
Dreiecksmatrix R die nétigen Umnummerierungen, Zeilenvertauschungen und Faktoren
iirs bei den Subtraktionsschritten merken.

Da das Endsystem RX' = € von der Form

—

(Gp1Pp_y---GPy-A-Pr--.Pr_ ) - X' =GpyPpq---GPy - b
ist, kann man es auch der Form

Gy G (Pyy---P-A-PHoPE ) - R =Gq -G (Ppy--- Py - 6)

=:S =:P =:P*

schreiben.

Dabei sind die Subtraktionsmatrizen G’; so zu wéhlen, dass sie nach der Vorabpermu-
tierung aller Zeilen von A durch P und der Spalten von A durch P* die schrittweise
Uberfithrung von A”:= PAP* in R bewirken. Dass dies moglich ist, zeigt folgende Be-
trachtung:

Vertauscht Py, die k-te Zeile von A mit der s-ten Zeile (es muss k < s < n gelten!), so
ist das Matrizenprodukt PG, fiir alle r mit 1 < r < k gleich G',P; mit einer Matrix
G',, die durch Vertauschen von y, , mit p, s in G, entsteht:

1, 1,

. 1 . 1

“Hrair O “Hreir 1 O
Cr=lpo +ww -, TG o

—H kr
: O

“Hhr 1 M ;1,r 1
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Damit erhalt man:

anlpnflGn72Pnf2 te G1P1 = anlG/nf2Pn71Pn72 te G1P1 = ..
= anlG,n72 ‘e Gllpnfl e Pl

Setzt man G’,,_1:= G,,_1, so ergibt sich die behauptete Darstellung.

Damit ist folgender ,, Trick® moglich, um die Koeffizienten von G'y, G'o, ..., G/,,_; unter
der Diagonale zu erhalten: Sobald A® bestimmt ist, speichert man fiir i < k < n die
Faktoren p;; auf den Plédtzen der durch Subtraktion in 0 verwandelten Koeffizienten a;
der Matrix A®. So ergeben sich bei nachfolgenden Zeilenvertauschungen automatisch
die Koeflizienten der Matrizen G'; fiir ¢ < j < n. Nachfolgende Spaltenvertauschungen
wirken sich dabei nicht auf die berechneten i, aus, da sie erst ab einer spéteren Spalte
wirksam werden.

Mit Hilfe der so gespeicherten Matrix

M1 T2 .. Tip—1 Tin | C1

lor T2 Ton-1 Ton | C2
K:=

tnl tn2 ce tn—l,n Tnn | Cn

kann dann zunéchst die Losung X’ des ersten LGS berechnet werden, indem das LGS
RX’ = ¢ durch Riickwartseinsetzen gelost wird.

Da S_l = (G/n,1 ce Gll)_l glelch

1 0
tap 1 0
L:=1: L
tn-1,1 0
R |

ist, kann nach Vorgabe einer neuen rechten Seite v das LGS AX = v folgendermafien
gelost werden:

1. Bringe die Koeffizienten vy, ..., v, in die Reihenfolge, die beim ersten Losen aus
den Zeilenvertauschungen resultierte (d.h. bestimme Pv)).
2. Lose nacheinander die Systeme

(1) Ld = P¥ (durch Vorwartseinsetzen)
(2) Ry = u (durch Ruckwértseinsetzen)

(3)

)—U

*X = § (reines Umnummerieren der Variablen!)
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Aus der Bildung der Matrizen G, P und P* folgt, dass fiir die Matrix A":= PAP* gilt:

PAP* =L-R.

Definition 2.2 Die Darstellung einer reguldren Matrix A’ in der Form P AP* = L - R mit
einer unteren Dreiecksmatrix L und einer oberen Dreiecksmatrix R heil3t L-R-Zerlegung der
Matrix A’

Wir betrachten ein Beispiel mit exakter Rechnung, in dem nur die Matrix A umgeformt
wird.

Beispiel:

1 2 3 3 2 1 3 2 1
011 — 1 10 — V3| U3 —1/3
1 11 Pl =P 1 11 ;‘ U3 213

3 1 2 3 1 2

— 13 2/13 13 — 13 2/13 13

P =Pas V3| —-13 1/3 U3 12|12

Po = Pag

Bei der Multiplikation von L und R ergibt sich A”:

1 0 O 3 1 2 31 2
v3 1 0 |- 0 23 w3 |=|11 1 |=PAP".
13 —v2 1 0 —12 12 1 01

1

Wiirde jetzt die rechte Seite v=| 2 ) vorgegeben, so konnte man das
1

System AX = ¥ nach Vertauschung von vy mit v so 16sen:

1 0 0 .
(1) Lose | 3 1 0 ﬁ:(l).
1

U3 —12 2
Es ergibt sich uy = 1,us = 2/3, u3 = 2.

3 1 2 1
(2) Lose | 0 23 13 |y= ( 2/3 ) :
0 0 12 2
Es ergibt sich y3 =4,y = —1,y; = —2.

(3)  Also ergibt sich die Losung zu x; = —1, 20 = 4, 23 = —2.

Fiir Fehlerbetrachtungen bei Matrizen ist folgende Vereinbarung iiblich:
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Definition 2.3 Sind A und B quadratische Matrizen mit derselben Zeilenzahl n, so nennt
man A genau dann kleiner oder gleich B (Kurznotation: A < B), wenn a;, < b; fur alle i
und & von 1 bis n gilt.

Mit Hilfe von Fehlerananlysen wurde gezeigt, dass fiir eine mit Gleitpunktrechnung
bestimmte L-R-Zerlegung einer n x n-Matrix A stets gilt:

Bezeichnet man die mit Gleitpunktarithmetik berechneten Dreiecksmatrizen mit L
und R, so gilt fiir die durch

fik::|aik—2[isfsk| (t=1,....,n; k=1,...,n)
s=1

definierte Fehlermatrix F im Falle der Teil- oder Totalpivotsuche:

[ 0
1 1
1 R 2
F < 2q—P° [ 3 (Formel F)
1 —eps i .
oo n—2 n—2 n—2
123 ... n—-2 n—-1n-1

Daei ist a das Betragsmaximum aller Pivotelemente, die in den Matrizen
A A= bej einer Totalpivotisierung auftreten wiirden.

Fiir a gibt es Abschitzungen, die vom Matrizentyp und Pivotisierungsvariante
abhéngen:

Bezeichnet man das Betragsmaximum aller Koeffizienten von A mit ag, so gilt
(1) a < 2" '.qay bei Teilpivotsuche,

(2) a < 2a4 bei Tridiagonalmatrizen

aq bg O
Co . T

bn
0 Cn G

und Teilpivotsuche,
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(3) a < (n—1)-ap bei Hessenbergmatrizen, d. h. Matrizen des Typs

bn— 1,n  Onn
und Teilpivotsuche,

(4) a < f(n) mit

Fn)=\2- V3 VI "Yn-n
bei Totalpivotsuche unabhingig vom Matrizentyp.
Einige Werte von f(n) sind:

n |10 20 50 100
f(n) |19 67 530 3300

gerundet

In der Praxis werden meistens nur Matrizen beobachtet, bei denen a héchstens n - ag
betragt.

2.1.3 Das GauR-Jordan-Verfahren

Hat man ein eindeutig losbares LGS AX = b in die Form RX’ = € mit einer oberen
Dreiecksmatrix R gebracht, so kann man die erweiterte Matrix

M1 T2 ... Tin| C1
722 Ton | C2

0 o | €

mit Zeilenumformungen auf eine Form bringen, bei der sich die Losung ablesen lésst.
Dazu dividiert man die letzte Zeile durch r,,, und subtrahiert dann geeignete Vielfache
dieser Zeile von allen dariiberstehenden Zeilen:

/
M1 Ti2 ... Tin| O 11 Ti2 0fch
/
T'29 Ton | Co T'22 01 cq
. . =

: : 0
/ /
O 1|, O 1|,

mit ;i=c¢; — 11,y

Setzt man dieses Verfahren mit der vorletzten Zeile fort, so erhélt man schliefSlich an
Stelle von R die Einheitsmatrix I und die rechte Seite gibt die Losung X’ an.
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Wenn das LGS mehr als eine Losung hat, stellt man bei der Durchfithrung des GAUSS-
Algorithmus mit Totalpivotisierung fest, dass man an Stelle einer Dreiecksmatrix eine
Matrix erhélt, in der es ab einem Zeilenindex s < n nur noch Nullzeilen gibt und
Cn =Cpn_1=...=cs =0 gilt. In diesem Fall lassen sich die beschrieben Umformungen
erst ab der s-ten Zeile durchfiihren. Wir formulieren daher das Verfahren gleich so,
dass der Fall mehrdeutig 16sbarer LGS mit erfasst wird:

Gauss-Jordan-Algorithmus:

(0) (A|b) muss mit dem GaufB-Algorithmus (ggfalls mit Totalpivotisierung) auf
die Stufenform

M1 Ti12 oo, Tin C1
722 Ton Co
M1 T12 ... Tin C1 O
T22 Ton (&)
bzw. Tes v Tsn Cs
O , O ................ O CS+1
I|chn . .
0 0 Ch,
gebracht werden.
Im ersten Fall gilt 711,799, ..., 74, # 0 und das Jordanverfahren (1) ist mit

dem Teilmatrixzahlerwert k£ := n zu starten.

Ist im zweiten Fall mindestens einer der Werte ¢4, 4, . .., ¢, von Null verschie-
den, so ist das LGS unlosbar (STOP).
Gilt im zweiten Fall ¢541 = ... = ¢, = 0, so ist das Jordanverfahren (1) mit

Teilmatrixzédhler k := s zu starten.
(1) Setze 7y gleich 1, nachdem 7y g1, ..., gn, ¢x durch ry dividiert wurden.

(2) Subtrahiere fiir j = k — 1 bis hinunter zu j = 1 von der j-ten Zeile der erwei-
terten Matrix das r;;-fache der k-ten Zeile (in der k-ten Spalte resultieren
Nullen!). Die Werte in der erweiterten Matrix sind dabei zu tiberschreiben.

(3) Falls k£ > 1 gilt, vermindere k£ um 1 und gehe nach (1).

Falls & = 1 gilt: dividiere ry 541, ..., 71, c; durch r;; und setze danach r11:= 1.

Da es sich bei den beschriebenen Umformungen um Aquivalenzumformungen handelt,
andert sich Losungsmenge des LGS nichts. Bei losbaren LGS erhélt man als Endform
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entweder ein LGS des Typs

1 O x'q 1
O 1 'y Cn
oder
1 0 71541 Tim 'y c1
O 1 T's s+1 Tsn —
0 . 0
0 . 0 7, n
Im ersten Fall lisst sich sofort X’ = ¢ ablesen. Beim zweiten Fall kann man offensichtlich
den Variablen 2/, 1,...,2’, beliebige Werte \1,..., \,_, zuschreiben und man erhilt

dann eine Losung in der Form

n—s

/ . .

T, = ci—E TistkAp fUr 1=1,...,5s,
k=1

/ . .

i = Aj_s fir j=s4+1,...,n.

Dies lasst sich auch vektoriell schreiben:

x'q 1y —T1,s4+1 —T1,542 —T1in
' s —Ts,s+1 —Ts,542 —Tsn
Yo || 0| 4y, (1) + x| Y TR
0
: 0
'y 0 0 0 1

mit Ay, ..., \ys € IR,

Dies ist die Darstellung einer (n — s)-dimensionalen linearen Mannigfaltigkeit des IR"
im Sinne der linearen Algebra. Falls n = 3 und s = 2 gilt, lésst sich eine solche Menge
z.B. als Beschreibung einer Ebene auffassen.

Vom Standpunkt der Numerik aus handelt es sich bei der Losung mehrdeutiger Sys-
teme auf dem Rechner um ein fragwiirdiges Verfahren, da sich die , Nullzeilen* der
erweiterten Matrix so gut wie nie ganz exakt ergeben. Damit hat man das Problem,
berechnete Koeffizienten beim Unterschreiten einer geeigneten Betragsschranke gleich
0 setzen zu miissen. Das Programmlisting einer PASCAL-Funktion, in der alle bisher
behandelten Umformungsroutinen fiir (A|b) umgesetzt sind, zeigt dies:
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function GAUSS( var AM : hmatrix;

n . integer;

var X . vektor;

var Index : gvektor;

var Zeilen : gvektor;

ug . extended): integer;
(x

Diese Funktion bestimmt eine Losung x zu Ax = b, wenn es
mindestens eine Losung gibt. Dabei ist die rechte Seite b in der
letzten Spalte der erweiterten Matrix AM = (A,b) gespeichert.

Die Datentypen sind:

hmatrix = ARRAY[1..Nmax1,1..Nmax] OF EXTENDED;
vektor = ARRAY[1..Nmax] OF EXTENDED;
gvektor = ARRAY[1l..Nmax] OF INTEGER,;

Es wird 0 als Funktionswert zuriickgegeben, wenn A regular ist.
In X steht dann die Losung des LGS.

Wenn das System mehr als eine Losung hat, wird die Dimension
der Losungsmannigfaltigkeit zuriickgegeben.

In X steht dann eine spezielle L6sung des LGS und eine Basis des
homogenen Systems ist in AM gespeichert.

Der Rickgabewert -1 bedeutet, dass das System unldsbar ist.

Bei eindeutiger Losbarkeit ist aus der Matrix AM am Schluss die
L-R-Zerlegung der Koeffizientenmatrix (bei vorheriger Zeilen- und
Spaltenumordnung!) abzulesen.

Nmax ist global festzulegen, es muss Nmax1 = Nmax + 1 gelten.
ug ist als geeignetes Vielfaches von eps zu wahlen.

%)

var
i,J,k,np,zzi . integer;
verg,max,nug,sum : extended;
f . boolean;
Y . array[1..Nmax] of extended;

(x Es folgt eine lokale Prozedur fiir die Totalpivotisierung. *)

33
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function pivot(i: integer): extended,;

var
I,k,z,zi,si . integer;
max,verg : extended,;
begin
max:= abs(AM[i][i]);
zi:=1,
Sii=1i;

for j;=itondo
for k:=itondo
begin
verg:= abs(AM[j][K]);
if(verg > max) then
begin
max:= verg;
si:=k;
zi:=|;
end;
end;
if max > nug then
begin
if(zi <> i) then
begin
for k:= 1 to np do
begin
verg:= AM[i][K];
AMIi][K]:= AM]zi][K];
AM[zi][K]:= verg;
end;
z:= Zeilen[i];
Zeilen[i]:= Zeilen[zi];
Zeilen|zi]:= z;
end;
if(i <> si) then
begin
z:= Index]i];
Index[i]:= Index]si];
Index(si]:= z;
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for j;=1tondo
begin
verg:= AM[j][i];
AMIj][i]:= AM[J][si];
AM[j][si]:= verg;
end;else max:= 0;
pivot:= max;
end,
(x - - - - Gauss bzw. Gauss-Jordan-Algoritmus - - - - x)
begin
np:=n+1;
f:= true;
nug:= n*n*ug;
fori:z=1tondo
begin
Index[i]:=i;
Zeilen[i]:=i;
end;
I:=0;
zzi:= 0;
repeat
i=i+1;
if pivot(i) >= nug then
begin
max:= AMIi][i];
forj:=i+1tondo
begin
verg:= AM[j][i}J/max;

for k:= i+1 to np do AM[j][K]:= AM[j][K] - verg*AM[i][K];

AM[j][i]:= verg;
end;
end else
begin
zzi:=|;
for j:= zziton do
begin
if abs(AM[j][np]) > nug then f:= false
else for k:=i to np do AM[jJ[k]:= O;
AMJj,j]:= 1;
end;
end,
until (i = n) or (zzi > 0) or not f;

35
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if f then
begin
if zzi > O then
begin
for i:= zzi-1 downto 1 do
begin
for k:= zzi to np do AM[i,k]:= AM[i,K]/AM[i,i];
for j:=i-1 downto 1 do
for k:= zzi to np do AM[j,k]:= AM[j,k] - AM[j,i]*AM[i,K];
end;
GAUSS:= n-zzi+1;
for j:= 1 to n do X[Index][j]]:= AM[j,np];
for i:= zzi-1 downto 1 do
for k:= zzi to n do AM[i,k]:= -AM[i,K];
end else
begin
for j:= n downto 1 do
begin
sum:= AM[j][np];
for k:= j+1 to n do sum:= sum - AM[j][K]*Y[K];
if abs(sum) < abs(AM[j][j))*1.0E20 then
Y[j]:= sum/AM[j][j]
else f.= false;
end;
if f then
begin
GAUSS:= 0;
for j:= 1 to n do X[Index][j]]:= Y[j];
end else GAUSS:= -1;
end;
end else GAUSS:= -1;

end;

Hier wird nach Vorgabe einer Schranke ,,ug® dafiir gesorgt, dass Koeffizienten a;; bzw.
¢; mit |a;| < n?-ug bzw. |¢;| < n?-ug gleich 0 gesetzt werden. Der quadratische Faktor
hat sich bei der Wahl ug =eps gut bewihrt.

Abschlieend sollen Beispiele betrachtet werden, in denen mit exakter Rechnung um-
geformt wird.
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Beispiel a)

Zu losen ist das LGS AX = b mit
-1
1 X =
0

—_
_— NN O W
N O =N

1
2 1
1 0
1 1

Formt man die erweiterte Matrix (A|b) mit dem GAUSS-Algorithmus um,
so erhédlt man bei Teilpivotisierung

2 3 -1 1 2
7 1 1
I
00687482
133 | 133

Das JORDAN-Verfahren liefert dann folgende Matrizen:

2 3 -1 1| 2 23 -1 0] 1 2 3 -1 01
o T 1 1)1 o Z 1 o1 oI L1 |1
2 2 2 2 2 2 2 2 2
00 & 2fz =g D o8| T (o0 1 0fl
00 0 1|1 00 0 1]1 00 0 1|1
23 0 0|2 23002 2 00 02
N 0 % 0 0[]0 N 01 0010 N 010010
0 01 01 00101 00101
000 1|1 00011 000 11
Nach der Division durch 2 in der ersten Zeile lasst sich der Losungsvektor
1
- 0
X=1; ablesen.
1
Beispiel b)

7u 16sen ist das LGS AR = b mit

23 -1 1\. [ 1
1o 2 1)%° < -1 ) '
Formt man die erweiterte Matrix (A|b) (anfinglich wurde die Matrix A

durch Hinzufiigen von ,Nullzeilen“ zu einer quadratischen Matrix ergénzt)
mit dem GAUSS-Algorithmus um, so erhélt man bei Teilpivotisierung

3 -1

OO O N
< owlm
O Ol
O Ol =
O OwIwW —
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Das JORDAN-Verfahren liefert dann in zwei Schritten folgende Matrizen:

2 3 -1 1|1 20 4 2 |-2 10 2 1 |-1
01 -2 -1/1 01 -2 1| 1 01 -2 1| 1
3 3 3 3 3 3
00 0 olo|]~ loo o oflo|l~ ]loo o ofo
00 0 o010 00 0 01 0 00 0 01l o0

Wéhlt man nun z3 und x4 als Parameter, d.h. setzt x3:= A, 24:= Ay mit
A1, Ay € RZ, so lasst sich dies in der letzten Matrix folgendermafien schrei-

ben:
1 0 2 1 |-1
5 1
01 -3 —1| 1
00 1 01| XN
00 0 1| X

Das JORDAN-Verfahren kann nun noch einmal auf die dritte und vierte Spalte
angewendet werden und liefert:

10 2 0]-1-X 100 0]-1=X—2x
01 =3 0 14+3% | [0 10 0] 1+30+3)
00 1 0] X\ 0010 A
00 0 1] X 0001 A2

2 1
5 1

+ /\1 ‘i + /\2 6 (/\17 /\2 € R)
0 1

darstellen.

Eine weitere Anwendung des Verfahrens ist die Invertierung regulérer Matrizen. Fasst
man die Inverse einer reguldren n x n-Matrix A als Matrix von n unbekannten Spalten-
vektoren auf, so entspricht die Bestimmung von A dem simultanen Losen der n linearen
Gleichungssysteme

1 0 0
0 1 0
A = |, A% =] 0|, .. AR, = :
0 : 0
0 0 1

Die Matrix X mit den Koeffizienten z;; ist dann gleich A~'. Das zugehorige Rechen-
verfahren sieht dann so aus, dass die um rechts mit der Einheitsmatrix I erweiterte
Matrix (A|I) mit dem GAUSS-JORDAN-Verfahren mit Teilpivotisierung so umgeformt
wird, dass in der linken Halfte der erweiterten Matrix die Einheitsmatrix I entsteht.
Dann hat man jedoch die obigen LGS gelost und die rechte Hélfte der umgeformten
erweiterten Matrix ist A™%:
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Gesucht ist die Inverse A~ der Matrix A

Beispiel:

Rechenschema:

o o O

o O —H O

0o 1 2
2 1 1
1 2 -1
-1 -3 1

2
1
0
-1

|

Zeile 1

Zeile 2 — %Zeile 1
Zeile 4 + %

Y

S O O

o o — O

o — O O

— =HNO =l

— =N 0l

SO AN~

AN O O O

Zeile 2

Zeile 3 — %Zeile 2
Zeile 4 + %

4

oo O
o o —H O
O N

— =N < <

— =N~ O

o AN O O

N o O O

Zeile 3

9
7

| Zeile 4 +

o o o -
S O = ool
o - 1_2 1_7
— =IO < <~

AN O o~

— N~ O

o N O O

N o O O

| Zeile 4 -

O O O o
S O~ ohn
O N

L Bl Ea\ IR TR RS BYa)

— N~ O

o N O O

N o O O

Zeile 3 + Zeile 4
Zeile 1 - 2Zeile 4

Y
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3 2 18 14
2 0 1 0 )=5 5 -5 —-%
o 2 5 0 [—-5 1 0 0
7 21 7 14 7
0 0 7 0 1% % 5 5
4 1 9 7
0 0 0 1] 35 -5 35 5
| Zeile 3 - 2
3 2 18 14
2 0 1 0 -5 5 -5 —%
1 1
0o 2 L o |- 1 0 0
3 2 8 4
o0 1 0] 5 -5 5 3
4 1 9 7
o 0 0 1 5 75 5 5
Zeile 2 — %Zeile?;
Zeile 1 — Zeile 3
6 4 26 18
2 .0 0 0 =5 § -% —%
4 6 4 2
0 2 0 0 -5 § -5 —3
3 2 8 4
o 0 1 0 5 -5 5 3
4 1 9 7
0 0 0 1 5 5 5 5
U Zeile 2 %
Zeilel-%
3 2 13 9
10 0 0 1-5 5 -5 —3
2 3 2 1
o 1 0 0 =5 5 -5 —3
3 2 8 4
o0 1 0 )5 -5 5 3
4 1 9 7
0 0 0 1 5 5 5 5
3 2 _13 _9
5 5 5 5
2 3 _2 _1
Alsoist A™' = g g ‘g Z die inverse Matrix von A.
5 5 5 5
4 19 1
5 5 5 5

Whére hier eine Teilpivotisierung durchgefiihrt worden, so hétte sich trotzdem
die gleiche Endmatrix in der rechten Hilfte ergeben (man vertausche in der
dritten Matrix des Rechenschemas die beiden letzten Zeilen miteinander und
priife dies nach!).
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2.1.4 Nachiteration

Wir beschrénken uns jetzt auf den Fall eines LGS des Typs Ay = b mit reguldrer
n X n-Matrix A. Dann ist die Losung gegeben durch X = A~'b. Sieht man b als
Eingangsvektor an, so handelt es sich bei dem Berechnungsproblem um die Anwendung
der Vektorfunktion f mit der Vorschrift X:= A~'D.

Bezeichnet man die Koeffizienten von A™' mit ¢, so gilt fiir den unvermeidbaren
relativen Fehler einer solchen Berechnung:
5;k:a—|—2—]ckjgbj (k’:l,,n)
j=1 Tk

Dies liegt daran, dass x;, = Z cr; by gilt. Also ist a—ﬁk = ¢x; und die Formel folgt aus
j

j=1
der ersten Formel auf Seite 16.
Falls eine Komponente z; gleich 0 ist, macht diese Aussage keinen Sinn und man
betrachtet den absoluten unvermeidbaren Fehler

n
* P . .
A T = Zgbjbj Ckj -
j=1

Wenn also die Matrix A nahezu singulér ist, muss mit einer starken Empfindlichkeit
der Losungsbestimmung gegeniiber kleinen Anderungen der rechten Seite des LGS
gerechnet werden.

In solchen Fillen setzt man eine Néherungslosung W in das LGS ein und bestimmt
d( ):= b — AXWY. Lost man nun das LGS A7 = d( : und setzt 2:=xM + Z, so wiirde
bei exakter Rechnung und Lésungsbestimmung gelten

AZD — ARV +7) = AxV 4 A7=B—d" +dV =,

Wegen der Rundungsfehler ist allerdings auch % im Allgemeinen nur eine
Néherungslosung. Sie ist jedoch iiblicherweise genauer als W,
~(s+1) 2

Setzt man dieses Verfahren so lange fort, bis |[d° '[|;:= max (d/,(:Jrl))2 oder
1<k<n

2 n

—(s+1
||d( i )||2.— Z(dg:Jrl))Q nicht mehr kleiner als der entsprechende Vorgangerwert ist,

k=1
so nennt man dies das Losen des LGS durch Nachiteration.

Fiir dieses Verfahren bietet sich die im Abschnitt 2.1.2 angegebene L-R-Zerlegung oder
die Bestimmung von A™! aus 2.1.3 an.

Bevor weitere Iterationsverfahren besprochen werden konnen, muss die Rolle der Ei-
genwerte von Matrizen geklart werden. Dabei geht es auch um die Nullstellen von Po-
lynomen. Daher werden erst einmal Naherungsverfahren fiir Nullstellenbestimmungen
betrachtet.
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2.2 Polynome und ihre Nullstellen
2.2.1 Polynome und Hornerschema

Hat eine Funktion f : IR — IR eine Vorschrift des Typs
f(z):= Zakxk mit aq,...,a, € R;a, #0,
k=0

so heifit f ganzrational vom Grad n. Den Term in der Vorschrift nennt man ein Polynom
n-ten Grades iiber IR.

Bei der Berechnung von Funktionswerten berechnet man die Potenzen von x nicht
explizit, sondern geht bei gegebenem x so vor:

T +a,_1 T ) +ap_o ) T
Ay — ApX —— ApT+Ap_1 — QX" + Ap 1T — AT+ Qp 1T+ Ap_o —> ...

+a; ) T ) +ag )
.= AT+ Aagrta; — a, "+ Aarttar — apx+. . Aaxr +aix+ag

Diese Methode heif3t HORNERschema.

Schema: Vorteil des Verfahrens:
anp L. Man hat nur n Multiplikationen mit x durchzufiihren
—+ und spart das vorherige Potenzieren. Wiirde man vor-
o ab x2, 2%, ..., 2" berechnen, so brauchte man dafiir
(n—1 g I:l n — 1 Multiplikationen und anschlieend noch ein-
/ mal n Multiplikationen zur Berechnung der Produkte
k
. Qp T
.
+ Beispiel:

/ flx) =1-2x+ 2? — 1.523

:/ f2)=(((-15)-2+41)-2-2)-24+1=—11
=

ap

Man weif}, dass ein reelles Polynom ungeraden Grades mindestens eine reelle Nullstelle

hat. Geht man von den reellen zu den komplexen Zahlen {iber, so liefert der Fundamen-

n—1
talsatz der Algebra die Aussage, dass ein Polynom n-ten Grades des Typs Z apz® + 2"
k=0
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mit reellen (oder komplexen) Koeffizienten sich mit geeigneten Zahlen z1, 2o, ..., 2z, € C
in der Form (x — z1)(z — 22) - - - (x — 2,,) als Produkt schreiben ldsst. Man nennt dieses
Produkt die Linearfaktorzerlegung von p(z).

Interessiert man sich nur fiir reelle Nullstellen, so kann man fiir jedes relle Polynom ein
Intervall angeben, auBerhalb dessen keine Nullstellen liegen:

Satz 2.1

Voraussetzung: Es sei n eine positive natiirliche Zahl. p(x) sei ein Polynom n-ten Grades
n—1

des Typs p(z):= Y axz® + a,2™ mit reellen Koeffizienten und a,, > 0.
k=0

Behauptung: Ist n gerade, so hat p aulerhalb des Intervalls [u; v] mit

) 1 n—1 1 n—1
w=min{—1,—— Y "|ax|} und wv:i=max{l, — > |axl}
n ;=9 n ;=9
nur positive Werte.
Ist n ungerade, so hat p flr
1 i
x> max{l,— > |ax|} nur positive
n =0
und fir
n—1
z < min{—1,—— Y |ax|} nur negative Werte.
n 1=o
Beweis:
Es gilt
_ n—1 n_1% (k—n)+1
p(z) = apx (x+z x )
k=0 dn _ L
Fiir x > 1 gilt also:
n—1
n— ar
po) = oo - X L)
k=0 ~™1
n—1 n—1
1
> 0 fir z > a—k‘:—2|ak|
k=0 dn  On =

Damit sind beide Behauptungen des Satzes fiir positive x gezeigt. Fiir x < 0 hédngen
die Behauptungen vom Grad n des Polynoms ab.

Fiir gerades n und = < —1 gilt:

n—1
p(z) = apa"? (x + > %ka—”)
N—— k=0 Ay,

negativ!
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Es gilt auBerdem = + Z Wk plh=n o 4 Z‘ x| fir |z| > 1.
k=0 n k=0 An

Also gilt p(z) > 0 unter der Annahme x < —1 und z < — Z |ak|

k=0 9n
1 o 1
p(z) ist also bei geradem n fiir alle z mit z < min{—1, —— > |ax|} positiv.
n =0
Fiir z < —1 und ungerades n gilt:
n—1 Ak
< an
p(z) Apx (3: + Z )
positiv!
|ak;| 1 "= 1
< 0 fir :L‘<—Z ——Z|k|
An n =0
n—1
p(z) ist also bei ungeradem n fiir alle z mit © < min{—1, —— ) |a;|} negativ.
n k=0

[]

Ist ein Polynom p(z):= > az2” iiber IR mit a,, > 0 gegeben, so kann man sich also bei

k=0
der Suche nach reellen Nullstellen auf das Innere des in Satz 2.1 angegebenen Intervalls
Up := [u; v] beschrénken.

Wie findet man nun alle Nullstellen von p in Uy (wenn es tiberhaupt welche gibt!)?

In der Numerik bestimmt man diese Nullstellen einzeln, d.h. nach der Bestimmung
einer Nullstelle z, wird nicht das von der Schule her bekannte Verfahren der Polynom-
division (dort wird ps(z):=p(x) : (x — z5) bestimmt) zur Abtrennung von Nullstellen

angewendet. Stattdessen hélt man sich an folgendes Verfahren:

Regel 1: Man ,isoliere® alle Nullstellen, d.h. finde maximal n Teilintervalle U;:= [u;; v;]
mit [u;; v;] N [ug;v5] = 0 fiir alle 4, j mit i # j, von denen jedes genau eine reelle
Nullstelle enthélt.

Regel 2: Man wende in jedem der Teilintervalle U, ein numerische Verfahren an, das
die zugehorige Nullstelle z; mit der gewiinschten Genauigkeit liefert.

Zur Isolation von Nullstellen wird oft ein Verfahren herangezogen, bei dem man den
grofften gemeinsamen Teiler eines Polynoms und seiner ersten Ableitung bestimmt.
Ist dieser ggT ein konstantes Polynom, so weifl man, dass alle Nullstellen z; von p(z)
einfach sind, d.h. in der komplexen Linearfaktorzerlegung gibt es genau n verschiedene
Faktoren (x — 21),...,(z — z,).
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Die bei der fortlaufenden Division mit Rest auftretenden Polynome werden jeweils mit
—1 multipliziert:

Berechnung der STuRMschen Kette eines Polynoms p(x):

D Setze zuerst fo(x):= f(z), dann fi(z):= g—xfo(x). Setze den Polynomzéhler n
auf 1.

@ Wenn f, nicht das Nullpolynom o(x) ist (d.h. es gilt nicht f,(z) = 0),
so bestimme man das Polynom

fos1(x):= (—=1)- Restpolynom bei Division von f,,_; durch f,.

® Gilt f,4+1 # o(x) so erhhe man n um 1 und gehe nach (9.
Ansonsten beende man das Verfahren und notiere die Polynome fy, f1,..., fa
in der Bestimmungsreihenfolge.

Beispiel:
fo(z) = 2° 32" +6x+4
fi(z) = 32 —62+6
fo(x) == —2x—2
fs(x) = —15

Das letzte Polynom in der STURMschen Kette eines Polynoms p(z) ist der ggT von
p(z) und p'(z).
Fiir eine so gebildete Kette definiert man:

w(u):= Anzahl der Vorzeichenwechsel in der Folge fo(u), fi(u),..., fu(u).

(Nullen werden dabei nicht beriicksichtigt!)
Dann gilt:

Satz 2.2 (Satz von Sturm)

Voraussetzung: Es sei f eine Polynom Uber IR und fo, ..., f,, seine STURMSche Kette.
Behauptung: In jedem Intervall [a; b] mit f(a) - f(b) # 0 istw(a) — a(b) gleich der Anzahl
reeller Nullstellen von £ in [a; b].

Wir beweisen diesen Satz nicht und wenden ihn nur auf das obige Beispiel an:

Es sei f(x):= 2% — 322+ 62 + 4. AuBerhalb von [—13; 13] kann nach Satz 2.1 keine reelle
Nullstelle liegen. Fiir die Vorzeichen in der STURMschen Kette ergibt sich:

z | fol il fol fs]w(o) Also liegt in [—13;13] genau eine reelle
S T e B e e 2 Nullstelle. Diese Nullstelle ist einfach, da
B+ |+ |- 1 der ggT von fy und f; das konstante Po-

lynom f3 ist.
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Die Nullstelle von f in [—-13;13] ist nicht rational, da alle rationalen Nullstellen dieses
Polynoms nach einem Satz von GAUSS' ganzzahlige Teiler von 4 wiren. Es gilt jedoch

J(=4) #0,f(=2) #0, f(=1) # 0, (1) # 0, f(2) # 0 und f(4) # 0.

2.2.2  Numerische Nullstellenbestimmung

Wir beschréanken uns nicht auf den Fall von Polynomfunktionen, sondern setzen jetzt
eine stetige Funktion f : R — IR voraus, deren Werte in einem Intervall [a;b] das
Vorzeichen wechseln. Es soll also ein Intervall [a; b] mit f(a) - f(b) < 0 existieren.

Dann hat f nach dem Zwischenwertsatz mindestens eine reelle Nullstelle zy in [a; ],
d.h. es gibt 2z € [a;b] mit f(z9) = 0. Fiir die numerische Bestimmung von z, eigenen
sich unter Anderem folgende Verfahren:

Intervallhalbierung:

@ Man wéhle [ag; bp] mit ag := a und by := b als Startintervall.
Der Intervallzéhler k£ wird auf 0 gesetzt.

ay + by

(D Man bestimme my:= und berechne f(my).

Gilt f(myg) = 0, so beende man das Verfahren und setze zy:=my. Ansonsten

folgt Schritt ).

@ Gilt f(ag)- f(mg) < 0, so setze man ayy1:= ag und by 1:= my, ansonsten (dann
gilt f(mg)- f(bg) < 0!) setze man ayy1:= my und byy1:= b. Danach wird der
Intervallzéhler £ um 1 erhoht und man geht zu (D).

Dieses Verfahren liefert entweder die Nullstelle z selbst oder wenigstens eine Intervall-
schachtelung

[ag; bo] D [a1; 1] D [ag;ba] O ...

fiir 29, d.h. z liegt in allen diesen Intervallen und die Lange von [a,; b,| geht mit n — oo
gegen 0.

Man wei}, dass fiir die Lange |I;| des Intervalls Ij.:= [ay; by] gilt:

b—a

|[0|:b_a7 Hl|:b1_a1: 5

1
S ey \[k|:?(b—a)

1satz: Ist p(z) ein Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten der Form
p(z) =a" +an—12" '+ ...+ a1z +ao,

so sind alle rationalen Nullstellen von p ganzzahlig und Teiler des absoluten Gliedes aq.
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. . a, +b :
Bricht man nach der Bestimmung von m,,:= ———— ab, so kann man z, in der Form
. 1
0= my, +d, mit d,;= =(b, —ay,)
— 2
Mitte von I —_—

halbe Lange von I,
angeben.

Auf einem Rechner mit Gleitpunktarithmetik , konvergiert* das Verfahren in folgendem
Sinn:

Wenn sich die Intervallenden a, und b, nur noch so wenig unterscheiden, dass
(1@eps) ©®a, S b, gilt, ergibt sich m,, auf dem Rechner zu a,,. Also sind alle Intervalle
ab I, gleich und man kann die Iteration stoppen.

Beispiel: Die Nullstelle von f(z):=2% — 32 + 6x + 4 liegt im Intervall [—1;0], da
f(=1)- f(0) = (=6) -4 < 0. Also sei [p:=[—1;0] das Startintervall.

Tabelle:
0] —1 0 -0.5 nein ja
1| -1 -0.5 —0.75 nein nein
21 —=0.5]-=0.75 —0.625 nein nein
31 —=0.51]—-0.625 —0.5625 nein nein
41 —0.5| —0.5625 —0.53125 nein nein
5 —0.5| —0.53125 | —0.515625 nein nein
6 | —0.5| —0.515625 | —0.5078125 nein ja

Also gilt fiir die Nullstelle zo = —0.5078125 £ 0.0078125 und man wiirde
gerundet angeben zy = —0.508 £ 0.008.

Fiir das néchste Verfahren schicken wir eine Skizze vorweg:
Ay

(b)

f(a) |

Fig. 1
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Ersetzt man bei einer stetigen Funktion f mit Vorzeichenwechsel in [a;b] den Graph
durch eine Sehne, die durch die Punkte (a; f(a)) und (b; f(b)) geht, so kann man den
Schnittpunkt s der Sehne als Ndherung fiir eine Nullstelle von f im Intervall [a;b]
verwenden. Man nennt dieses Verfahren die Sehnenmethode oder auch Regula falsi.

In Fig. 1 gilt nach dem zweiten Strahlensatz

f@O) _b=s

Daher ergibt sich s =

|/ (a)l

[fO)]-a+|f(a)]-b

)
[F(O)] + [ f(a)]

s—a

und man hat folgendes Verfahren.

(D Man bestimme sj:=

Regula falsi fir eine Funktion f mit Startintervall [a; b] und f(a) - f(b) < 0:

@ Man wéhle [ao; bp] mit ag:=a und by:=b als Startintervall.
Der Intervallzéhler k£ wird auf 0 gesetzt.

_1f )] - ax + [ flax)| - b

£ (be)| + [ f (ax)] ‘
das Verfahren und setze zy:= s;. Ansonsten folgt Schritt (2).

“ Gilt f(s;) = 0, so beende man

@ Gilt f(ag)- f(sk) <0, so setze man ag,1:= aj und by, 1:= S, ansonsten (dann
gilt f(sx) - fo, < 0!) setze man ajy1:= s und byy1:=bg. Danach wird der
Intervallzéhler £ um 1 erhoht und man geht zu @.

Die Problematik des Verfahrens besteht darin, dass im Fall des Nichtabbrechens zwar

eine Intervallfolge Iy, I1, I, ...

mit Ip D11 D Ih, D ...

unsd zg € [ fiir k = 1,2,...

definiert wird, jedoch im Allgemeinen nur eines der Intervallenden gegen z, konvergiert:

Beispiel:  Gegeben sei die Funtionsvorschrift f(z):=z? — 2. Dann hat f nur die Null-
stelle zy = v/2. Als Startintervall fiir ihre Bestimmung sei [1;2] gewhlt.
Tabelle:

k ag bk Sk f(Sk) =07 f(ak) : f(Sk) <07?
0 | 1.000000000 | 2.000000000 | 1.333333333 nein nein

1| 1.333333333 | 2.000000000 | 1.400000000 nein nein

2 | 1.400000000 | 2.000000000 | 1.411764706 nein nein

3| 1.411764706 | 2.000000000 | 1.413793103 nein nein

4 1 1.413793103 | 2.000000000 | 1.414141414 nein nein

5 | 1.414141414 | 2.000000000 | 1.414201183 nein nein

6 | 1.414201183 | 2.000000000

Will man zg nur auf 4 Nachkommastellen berechnen, so kann man testen, ob
z.B. f(1.4142) - f(1.4143) < 0 gilt. Da dies der Fall ist, kann man in diesem
Fall zp := 1.41425 + 0.00005 angeben.
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Wir kommen spéter noch einmal auf die Regula falsi zuriick und gehen dann auf eine
»schnellere® Variante ein.

Wenn f nicht nur stetig sondern auch iiberall stetig diffenzierbar ist, kann man ein auf
IsaAAC NEWTON zuriickgehendes Verfahren anwenden. Ist z; eine Naherung fiir eine
Nullstelle zy von f, so wird der Schnittpunkt der Tangente im Punkt (xy; f(xy)) an
den Funktionsgraphen als neue Naherung fiir z; angesehen:

)
el
AISO: X1 = X~ o

£ 0%)

Iterationsverfahren von Newton zur Nullstellenbestimmung:

Es sei f: IR — IR eine iiberall stetig differenzierbare Funktion, die an einer Stelle
2o den Wert 0 annimmt. In einer Umgebung U von zq sei f'(z) # 0 fiir alle z € U.

@ Man wihle einen hinreichend nahe bei zy liegenden Startwert xo mit f'(xq) #
0 und setze den Schrittzahler k£ auf 0.

f(xk;)
f(@e)

(D Man bestimme xj1:= 2, —

@ Falls f(zx) = 0 gilt, beende man das Verfahren und setze zy:= 1.
Ansonsten wird der Schrittzéhler um 1 erhoht und man geht nach (.

Falls der Startwert xy nahe genug bei der interessierenden Nullstelle liegt und f'(zy) #
0, konvergiert das Verfahren sehr rasch (im Falle f'(zp) = 0 konervergiert es immer
noch, dann aber langsamer!). Mit Hilfe des Satzes von TAYLOR lésst sich zeigen, dass
bei jeder zweimal stetig differenzierbaren Funktion in erster Naherung gilt:
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Ist xx = 29 + ¢ mit kleinem 9, so gilt:

E R 30 falls f'(z0) =0,
T - SRS falls f1(z0) #0

Den unteren Fall nennt man quadratische Konvergenz.

Beispiel:  Quadratwurzelberechnung nach dem NEWTON-HERON-Verfahren:

Gegeben ist eine Funktion f mit der Vorschrift f(x) = 2? — a. Wir setzen a
als positiv voraus. Wegen f’(z) = 2x ergibt sich mit zo:= 1 als Startwert die

Iterationsfolge:
o = 1
2
Ty —a 1 1la 1 a .
:= _ — - - = — _— f — 1 2 P
Tht1 Tk T Ty, 29€k+ 5 Q(xk+xk) ir £ =0,1,2,

Hier hat man mit jeder Ndherung xj auch ein Intervall, in dem +/a liegt.
Gilt némlich z), < \/a, so ist ;= > \/a (und umgekehrt). Also enthélt das

Intervall mit den Enden z; und ;- stets /a.

Im allgemeinen Fall iteriert man auf dem Rechner so lange, bis sich die Mantisse von
Zn41 gegeniiber der von x,, nur noch in der(den) letzten Stelle(n) dndert. Anschliefend
kann man nach Wahl eines Faktors » > 0 priifen, wo zwischen

(]' - eps)xn, Ly (]- +r- eps)xn

eine Nullstelle von f liegt.

Dass eine konvergente Iterationsfolge xq, x1, xo, ... des NEWTON-Verfahrens bei einer
iiberall stetig differenzierbaren Funktion f eine Nullstelle von f als Grenzwert besitzt,
sieht man so ein:

Es gelte limy oo xx = 2. Da xp = xp — j:,((zk)) fir £k =0,1,2,... gilt, folgt fiir den
Tk
Grenziibergang k — oo auf beiden Seiten der Gleichung:
: : . flz
oo Tt = I I f’((xz))
Aus der Stetigkeit von f und f’ folgt also
f(2)
z2=2z— *
O

und damit f(z) = 0.
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Sieht man von der speziellen Wahl des Funktionenquotienten in Gleichung () ab, so
lasst sich das NEWTON-Verfahren als iteratives Losungsverfahren einer Gleichung des
Typs © = g(x) durch den Ansatz x4, = g(x)) auffassen (beim NEWTON-Verfahren ist

g die Funktion mit der Vorschrift g(z):=x — J{/((?))-

Wir wenden diese Idee kurz auf den mehrdimensionalen Fall an, um ein
Losungsverfahren fiir LGS herzuleiten:

2.3 Gesamtschrittverfahren zur Losung von LGS

Bei einem linearen Gleichungssystem

(x) AR=D

mit reguldrer n x n-Matrix A kann man bei geeigneter Nummerierung der Variablen
und Anordnung der Zeilen annehmen, dass a; # 0 fiir alle i = 1,...,n gilt. Dann l&sst
es sich durch ,,Auflésen“ der 1. Gleichung nach z;, der zweiten nach s, ... und der
n-ten Gleichung nach x,, in die Form

_ a2 ais ain by
xr1 = — = et 7 S — X —
1 arr 2 arp 3 a;; =N + abu
— a1 a3 a2n 2

To = — X et 12 SN — x
2 ass 1 a3 age T + a2z
— anl an?2 an3 An—1,n b,
T, = —Sly, —dulgp, _Gndg, . —lhg n_
n QAnn, 1 QAnn, 2 Ann 3 Ann n—1 Ann

bringen. In Matrizenschreibweise lautet dieses System:

X1 O _q12 .................. _q1n * 51
o —q21 0 —Q23 e —Gon 2 o
N +
Tn—1 —Qn—1,1 —Qn—1,n—2 0 —Gn-1n Tno1 Sn_1
Tn _qnl ................ _qn,nfl O Tn Sn,
mit gj:= — @k firi=1,...,n; k=1,...,nk #Ziund ¢;:=0;5;:= 2 firi = 1,...,n.

Es liegt nahe, das System X = QX + § iterativ nach Wahl eines Startvektors v mit der
Iterationsvorschrift

Gesamtschrittverfahren:
Bilde die Folge 0 }7:’(1), ... mit:

0 = g
D= 0™ 4+ 5 firk=0,1,...

zu losen. Dass dieser Ansatz je nach Typ der urspriinglichen Matrix A erfolgreich ist
oder scheitert, sollen zwei kleine Beispiele zeigen:
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Beispiel: Das LGS AX = b ist zu lsen.
(12 1/3 -
a)A—<1/4 1/2>undb—(0)

([ 1/3 1)2 - (1
b)A_<1/2 1/4>undb—<0)
Offensichtlich sind beide Systeme losbar. Die Losung von a) ist < _3:,3 /2 >, die von b)

ist ( _?;)/2 )

In a) erhdlt man die Matrix Q = < 0 =2/3

~1/2 0
Iterationsvorschrift. Mit dem Startvektor X = ( (1) ) ergibt sich bei dreistelligem
Runden die Vektorfolge

S0 _ (1) o _ [ 200 S@ _ [ 233\ ) _ [ 267
x _<o)’ x _<—0.5oo>’ x _<—1.00)’ x _<—1.17 e

2.93
—1.45

) und den Vektor §:= < (2) > fiir die

Die Folge konvergiert anscheinend, so ist man z.B. mit 3O = <

) schon recht

nahe bei der Losung.

0 —3/2

In b) erhélt man die Matrix Q = ( 9 0

) und den Vektor §:= < g > fiir die

Iterationsvorschrift.

Wenn man hier nicht die Losung ( _;'5 ) als Startvektor wihlt, divergiert die Itera-

tionsfolge sehr schnell, z.B.:

=0 _ (1 (1) _ 3.00 >(2) _ 6.00 >(3) __ 12.0
x _<o)’ x —<—2.00)’ x _<—6.00>’X _<—12.0)""

Konvergenzbedingungen fiir die Iterationsfolge folgen aus einem Satz, den wir erst nach
der Einfiihrung von Matrixnormen formulieren und beweisen kénnen.

Wir formulieren diese Kriterien fiir Iterationsmatrizen Q, in denen nicht notwendig
wie bisher ¢; = 0 fiir ¢ = 1,...,n gelten muss. Das hat den Vorteil, dass sich auch
Varianten des Gesamtschrittverfahrens damit beurteilen lassen, bei denen man nicht
die Auflésung nach den Hauptdiagonalsummanden des LGS anwendet.



2.3. GESAMTSCHRITTVERFAHREN ZUR LOSUNG VON LGS 53

Gegeben sei eine n x n-Matrix Q und ein Vektor s mit n Koeffizienten.

Dann konvergiert die mit dem Gesamtschrittverfahren gebildete Vektorfolge gegen
einen nicht vom Startvektor ¥° abhéingenden Grenzvektor Z, wenn mindestens eines
der folgenden Kriterien erfiillt ist:

(I) Starkes Zeilensummenkriterium:

n
Das Gesamtschrittverfahren konvergiert, wenn ||Q[| ,:= max Y |gu|
k=1

kleiner als 1 ist.

(IT) Starkes Spaltensummenkriterium:

n
Das Gesamtschrittverfahren konvergiert, wenn [|Q[|;:= max Y |qi|

kleiner als 1 ist. i=1

(III) Quadratsummenkriterium:

n n

Das Gesamtschrittverfahren konvergiert, wenn [|Q|2:= Y3 ¢

kleiner als 1 ist. i=1k=1

Diese Kriterien sind hinreichend, d.h. jedes von ihnen garantiert die Konvergenz der
Iterationsfolge. Notwendige Kriterien lassen sich nur mit Hilfe der Eigenwerttheorie
von Matrizen formulieren.

Bevor wir auf solche Fragen eingehen, soll jedoch gezeigt werden, wie man im Spezi-
alfall eines LGS mit symmetrischer Koeffizientenmatrix A eine Gesamtschrittiteration
ansetzen kann:

1 -1 1 0
Beispiel:  Gegeben ist das LGS (%) | -1 2 -2 |X= ( 0 ) .
1

1 -1 1 0
Schreibt man es in die Form X = X — -1 2 =2 |X+ ( 0 ) um,
1

so resultiert die Gleichung

" 5/7 2/ —2/7 o 0
(m): 27 37 AT ()+( ; )
w3 —2/7 4)7 1/7 z3 —2/7

Obwohl hier Q) keines der drei Konvergenzkriterien erfiillt, konvergieren die
Iterationsfolgen, z.B. bei Rundung auf 10 Stellen:

1 0.4614. . 0.000000000
O = (1], .= —0304a... |,....,x® = [ —1.000000000
1 —0.6475... —1.000000000
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Die Regel, nach der wir den Faktor % gebildet haben, folgt aus der Eigenwerttheorie
symmetrischer Matrizen. Um ihre Wirkung spéter kldren zu kénnen, wenden wir uns
daher Matrixnormen und Eigenwerten zu.

2.4 Matrixnormen
2.4.1 Vektorraumnormen

Definition 2.4 Eine Abbildung || || des Vektorraums V := K™ mit K = IR oder K = C
nach IR heil3t genau dann eine Norm, wenn sie folgenden drei Bedingungen genigt:

(1) ||6]] =0 und ||X|| > 0 furalle X € V mitx # 0.

(2) |XX]] = |A| - ||X]| furalle X € Vundalle € K.

@ 5+ 71| < |91+ 7] furalle %, pfeily € V
Man nennt die Eigenschaft (3) die Dreiecksungleichung. Aus (2) folgt, dass [|6]] = 0
gilt.

Beispiele fiir Normen im IR" sind durch folgende Vorschriften gegeben:

n
> |
k=1

n
Il =\ >k
k=1

max |z
1<k<n

1%l

ET
I

Man nennt ||X]||, die euklidische Norm und |[|x]|_, die Maximumnorm von X.
|X||, und ||X]|,, sind Sonderfille der durch
I911,= (Xl (p € Ryp = 1)
k=1
definierten L,-Normen.

Fiir p — oo erhélt man fiir alle X € IR":  lim H)‘(’Hp = ||X|| .-

p—00
Wenn man einen Vektor X als Zeile (x; x5 ... x,) schreibt, verwendet man fiir diese
Zeile das Symbol X" lies: ,,X transponiert“. Spiegelt man eine Matrix A an der Haupt-
diagonalen, so schreibt man dafiir AT.
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Offensichtlich lasst sich das Quadrat der euklidischen Norm von X in der Form
I%]|* = £"X angeben, wenn man Matrizen mit nur einem Koeffizienten a mit diesem
Koeffizienten identifiziert.

Man kann diese Normbildung verallgemeinern, indem man eine n x n-Matrix S mit
folgender Eigenschaft heranzieht:

Definition 2.5 Eine n x n-Matrix S mit reellen Koeffizienten s;;, heil3t genau dann positiv
definit, wenn sie symmetrisch ist und fiir alle X € IR" gilt:

n n
}?TSX’:Zsikxz + 2 Z sipx;x > 0 falls X #6.
1=1 k=1
i<k

Fiir jede positiv definite Matrix n x n-Matrix S wird durch [|¥||q:= VX' S¥ (fiir alle
X € IR") eine Norm definiert:

zu (1): Dies gilt offensichtlich wegen der positiven Definitheit von S.
2u(2): ||AF||g = VALTS(AR) = VAIKKTSK = [\VE'SE = || | A%

zu (3): Es gilt?:

JEFDTSE+T) = VE'S%+ 287 + 7% + 7Sy
-2 — — 112 12 — — 12
= VIRIE + 28787 + 712 < VIRIE + 2187S7] + |71

=012 3 g —(12 — —
< VIR + 201 191+ 1712 = =15 + 1511

X+l

Mit Vektornormen lésst sich z.B. der Fehler bei der Losung eines linearen Gleichungs-
systems AX = b global fiir alle Koeffizienten einer Néherungslosung z angeben. So
macht || AZ — b || eine Aussage iiber den Fehler, mit dem die Gleichungen erfiillt sind.

_f

Die Maximumnorm gibt den grofiten absoluten Fehlerbetrag fiir alle Gleichungen an,
die anderen Normen definieren ,,mittlere“ Fehler.

Fiir Konvergenzbetrachtungen ist folgender Satz wichtig, auf dessen Beweis wir aus
Platz- und Zeitgriinden verzichten:

Satz 2.3 Der IR" und der C" sind bezuglich jeder Norm || || vollstandig, d.h. jede CAUCHY-
Folge (Xx)rew bezaglich || || hat einen Grenzvektor g in IR™ bzw. C".

23 st positiv definit und durch X * y:= X TSy wird eine in beiden Argumenten lineare Vorschrift definiert. AuRerdem gilt stets
%Tsy = 77'Sx. Daraus folgt fur alle %, ¥ € IR™ die CAUCHY-ScHwARzsche Ungleichung: |X7'S¥| < [I%]lg - |IFls-
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Man nennt einen mit einer Norm || || versehenen Vektorraum V normiert. Ist V beziiglich
dieser Norm auch vollsténdig, so heifit )V ein BANACH-Raum.

Die Begriffe CAUCHY-Folge und Grenzvektor sind dabei wie folgt definiert:

Definition 2.6
a) Eine Folge (Xx)ren eines normierten Vektorraums V' heil’t genau dann eine CAUCHY-
Folge, wenn beziiglich seiner Norm || || gilt:

Zu jedem £ € IR gibtes N, € IN so, dass gilt: [|%, — %|| <e furalle s,t > N..

b) Ein Vektor g eines normierten Vektorraums )V heif3t genau dann Grenzvektor einer Folge
(Xk)rew VON Vektoren aus V', wenn gilt:

Zu jedem ¢ € IR gibtes N, € IN so, dass gilt: ||g — %, < furalle k > N..

Da man im IR™ und C" fiir zwei verschiedene Normen || || und || ||, stets zwei positive
Konstanten ¢y, co mit

allxll, < |IK|] < x|, fiir alle X € IR" (bzw.)C"
angeben kann, sind alle Normen bei Konvergenzuntersuchungen gleichberechtigt!

Um vom Fehlervektor f:= A7—b (er wird der Defekt von 7 genannt) auf den Fehler von 7
riickschliefen zu kénnen, fithren wir mit Vektornormen vertrégliche Matrixnormen ein:

2.4.2 Normen fur Matrizen

Definition 2.7 Essei K = IR oder K = C.
a) Eine Abbildung der Menge M (™™ aller m x n-Matrizen tiber K heilt eine Matrixnorm
genau dann, wenn gilt:

(1) ||A] >0 furalle A e M™™ mit A # O (Nullmatrix) .
(2 [[MA| = |MA firalleAc M™M )€ K,
(3) ||A+B| < ||A| +||B| firalle A Bec MM,
b) Ist || ||, eine Norm in K™ und | ||,, eine Norm in K™, so heif8t eine Matrixnorm || ||

in ™™ genau dann mit diesen Normen vertraglich, wenn ||AZ]|., < ||A]| - ||%]|, fir alle
A € M™™ und alle ¥ € K™ gilt.

Im Falle quadratischer reeller n x n-Matrizen mit || ||, = || ||,, hat man folgende Bei-
spiele fiir vertragliche Normen:
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n
|l und die durch [|A|:= max Y |ay| definierte Matrixnorm,
k=1

n

max »_|ay| definierte Matrixnorm,
i=1

n n
Z Z |a;,|? definierte Matrixnorm.
i=1 k=1

Die Matrixnorm |[|Al|_ ist die optimale (=kleinstmdgliche) Wahl fiir den Faktor ¢ in
einer Abschitzung des Typs [|[AX]| < ¢||X]|.:

|||, und die durch [|A]|,:

|||, und die durch [|A][,:

Satz 2.4 Fur die Norm ||A||__ quadratischer n x n-Matrizen A Uber X' = IR oder K = C
gilt

|AX]]
sup - = [|All
£e K" ||X||oo >
R#3
Beweis:

Es sei ¢ der Zeilenindex von A, fiir den die Summe »  |a;,| maximal wird. Dann gilt
k=1
fiir jeden Vektor X € K™ und sein Bild y:= AX:

n n
il = 1D awwi] < D Jai - |2l
k=1 k=1
n n
< max [zl Y Jan] < Rl D lail
k k=1 k=1
< [l - Ao
fire=1,...,n
- - AR ——
Daraus folgt ||¥]| . < [IX]l. - [|A]l,, und damit I <||A|l, fir X #0G.
X [e.9]
Fiir den Vektor § mit si:=sgn(ay) (bzw. si:= E—E im Falle K = C)3 erhiilt man wegen

15|, = 1 in dieser Abschdtzung durch Betrachtung von |y,| das Gleichheitszeichen.
Das Supremum des Normquotienten iiber alle Vektoren ist also gleich der Matrixnorm

[]

3Bei einer komplexen Zahl z = v + iwv bezeichnet man mit z die Zahl » — iv und nennt sie die konjugiert Komplexe von z.
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Fiir andere Vektorraumnormen || ||, des K™ mit K = IR bzw. K = C kann man durch
die Definition

A—ﬁ
lub(A):= sup | ﬁXH*
sern X,

R£6

stets eine solche optimale Matrixnorm definieren. Im Falle der Norm || ||, ist aller-
dings die Eigenwerttheorie nétig, da beziiglich dieser Vektorraumnorm lub(A) gleich

\/ Amax (A) ist. Dabei ist Apax(A) der grofite Eigenwert der Matrix ATA (Niiheres dazu
im néchsten Abschnitt).

Wir setzen jetzt stets die Matrixnorm als optimal gew&hlt voraus und lassen den Norm-
index weg. Eine Konsequenz dieser Wahl ist, dass fiir die Einheitsmatrix I stets ||I|| = 1
gilt. Aus der Vertriglichkeit der Matrixnorm mit der jeweiligen Vektorraumnorm folgt
auBerdem, dass ||A - B|| < ||A| - || B fiir alle Matrizen A und B gilt*.

Nun zur Anwendung der Theorie auf eindeutig losbare LGS:

Es sei AR = b eindeutig losbar. Die exakte Losung sei mit U bezeichnet. Wir schliefen
den hier uninteressanten Fall b = @ = G aus. Sei Z eine Ndherungslosung mit Z = 0+ d
(d ist also ein Fehlervektor.)

Dann gilt fiir den Defekt f

f:=AZ—b=A(i+d) —b=Ad—b+Ad = Ad und damit d=A"'f.
N——

—

=0

Mit vertriiglichen Normen ergibt sich daraus ||d| < [[A™!||-||f||. Da auch ||b]| < ||A]|-]u]|
gilt, folgt:

Fehlerabschétzung mit Hilfe vertraglicher Normen fiir ein eindeutig losbares LGS
AX = b mit quadratischer Matrix A und nichttrivialer Losung u:

Ist Z eine Néherungslosung und f der Defekt AZ — 6, so gilt fiir die Norm des Feh-
lervektors d:=7Z — U die Abschétzung

Tl

Il ||A‘1||-||AH-H-

Man nennt den in der Formel auftretenden Faktor ||A~"||-||A|| die Kondition der Matrix
A und bezeichnet sie mit cond(A). Wenn sich cond(A) abschétzen lésst, kann man
aus dem beobachteten Defekt [ leicht auf den relativen Fehler der Néaherungslosung 7
zuriickschliefen.

4Man nennt diese Eigenschaft die Submultiplikativitat.
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e (12 13 A
Beispiel: ZulosenselAX—bmltA—<1/4 1/5>undb—(3/5).

Angenommen, es wirdmit zweistelliger Gleitpunktarithmetik gerechnet und
als Normen sind || ||, fiir Vektoren und || ||, fiir Matrizen gew&hlt.

Auf dem Rechner wird das System

05 033 \_. [ 10
025 020 ) *7 < 0.60 )
gelost, bei dem die Matrix A in einem Koeffizienten rundungsfehlerbehaftet

ist. Mit der auf dem Rechner bestimmten Nédherung B! = ( _137 _3?))2 )

fiir A=! ergibt sich mit 7 = ( 28 ) sogar die Losung des exakten Sys-
tems. Auf dem Rechner wird allerdings der Defekt f = ( 7%’%10 > berech-

net. Weil cond(A) auf dem Rechner gleich 0.83 - 50 = 42 ist, wiirde man
schlielen, dass fiir fiir den Betrag der maximalen Koeffizientenabweichung
des Losungsvektors gilt:

d 01
Il §4200 0 _ 042
1.0

[t

Eine so unsichere Losung versucht man durch Nachiteration zu verbessern.
0.066
2.8
deren Defekt der Norm nach noch grofler als bei der Ausgangsndherung ist.

Rechnet man dabei jedoch mit B, so ergibt sich mit eine Nédherung,

Fazit: Bei sehr grofien Konditionswerten cond(A) sollte man nicht mit der
inversen Matrix rechnen. Dabei ist allerdings zu beriicksichtigen, dass solche
Konditionswerte mit wachsender Zeilenzahl von A tendenziell wachsen.

Um den Einfluss einer fehlerbehafteten Koeffizientenmatrix auf das Ergebnis eines LGS
abschétzen zu konnen, sehen wir nun von den arithmetischen Effekten ab, die zu einem
fehlerbehafteten Losungsvektor Z selbst bei exakt dargestellter Koeffizientenmatrix A
fiihren. Wir setzen eine Vektorraumnorm || || und als zugehorige Matrixnorm die durch
lub(A) definierte Matrixnorm voraus, um den Normindex einzusparen. Unter cond(A)
ist daher stets lub(A) - lub(A™!) zu verstehen.

Gegeben sei ein eindeutig losbares LGS AX = b mit b # 0, dessen Losung mit o
bezeichnet sei.

Wird an Stelle dieses Systems das System A% = b mit einer Niherung A (A unterschei-
de sich so wenig von A, dass A~ existiert!) fiir A geldst, so hat dieses eine Losung der
Form © + d.

Unter der Annahme, dass A = A - (I 4 F) mit ||F|| < 1 gilt, lisst sich folgender Satz
anwenden, den wir lediglich zitieren:
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Satz 2.5
Voraussetzung: Es sei F eine n x n-Matrix und | die Einheitsmatrix gleichen Typs. Als
Matrixnorm sei eine lub-Norm || || gewahlt und es gelte bezliglich dieser Norm ||F|| < 1.

Behauptung: Die inverse Matrix (I + F)~! zur Matrix I + F existiert und es gilt:

1

1T+ F)~H < :
1 —[F]]

Das System A(I + )}? = b ist nach den gemachten Annahmen also eindeutig 16sbar
und hat die Losung 0 + d (I+F)'A~'b = (I4+ F)~'. Also gilt:

d = I+F)i—-d = (I+F)" 1)
I+F)'I-(1+F)d = —(I1+F)'Fu

Daraus ergibt sich mit Satz 2.5 die Abschétzung:

Id  [(I+F)"'Fd| _ |F|
= - < JA+E)7H - IF] < :
[l | 1—||F|]

0 —0.04
0 0.05

der Losung des exakten Systems geschlossen werden, dass fiir die Abweichung d der
aus A bestimmbaren Losung von der wahren Losung U gilt:

—

d 0.05
<

a~ 1-0.05
Der Einfluss des falschen Matrixkoeffizienten auf die Losung ist also nicht sehr grof3.

Im letzten Beispiel ist F = < ) bekannt. Also kann dort auch ohne Kenntnis

~ 0.053.

Wenn man weder F noch A™! genau kennt und im Rechner wie im Beispiel eine
Ni#herung B! fiir A=! sowie eine Niherungslésung Z berechnet hat, kann man eine
von COLLATZ hergeleitete Abschitzung verwenden:

Ist B~! eine Néherung fiir A™' mit || — B7'A|| < 1 und Z eine Néherungslésung

des LGS AX = b mit dem Defekt f:= AZ — b, so gilt fiir die wahre Losung u:

i B - NI
~ 1—|T-B A

||_‘

(Abschétzung von COLLATZ)

Will man den relativen Fehler abschétzen, so kann man ausnutzen, dass wegen 7z = i+d
gilt:
||B - ||fH

— [I-B~A]|

bekannt '

lall =z -dll = [|Z -
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Der Vorteil der Abschétzung ist, dass man nicht immer die Matrix A invertieren muss.
Wenn z.B. A selbst schon von der Form A =1+ F mit ||F|] < 1 ist, kann B"1:=T—F
. I-F|-||f
gewihlt werden und man erhélt ||d|| < %

Beispiel: Es sei
1.5 0.20 0.10 1.4
0.10 1.2 —-0.10 |[X= ( 0.20 )
0.20 —0.10 1.3 11
mit zweistelliger Gleitpunktarithmetik zu 16sen.

Die Matrix erlaubt das Gesamtschrittverfahren. Als Iterationsvorschrift ergibt

sich:

(i) Sei 29:= 5 der Startvektor.

00 —0.13 —0.067 0.93
(i) =*:= | —0.083 00 0083 |® + | o017
—0.15 0.077 0.0 ~0.85

Schon der Vektor *® scheint in der Nihe der Losung U zu liegen:

0.99 B 0.0
2 = 0010 | mit f= [ 001 |.
~10 0.0

Also kann man wegen

0.50 0.20 0.10
A=I1+F mit F=| 0.10 020 —-0.10 (also : ||F|| = 0.8)
0.20 —-0.10  0.30

schlieflen:

0.5 —0.20 —0.10
[-F=| —010 080 0.10 | (also: |I—F| =1.0).
—020 0.0  0.70

Daraus folgt:
1-0.01

(2 _ < 2 002
max |z — | < 06l 0.028 .

il liegt allerdings deutlich néher an der wahren Losung.
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2.5 Eigenwerte von Matrizen
2.5.1 Eigenwerte und euklidisches Skalarprodukt

Unter einer linearen Abbildung f : IR" — IR" versteht man eine Funktion mit der
Eigenschaft

f(pX+ AY) = uX+ Ay fir alle X, € IR" und alle p, A € IR.

Die Abbildungsvorschrift einer solchen Abbildung f ist von der Form X +— AX mit

einer n x n-Matrix A, deren Spalten &y, ..., &, die Bilder (&), ..., {(€,) der Vektoren
€1, ...,6, der Standardbasis sind. Diese Basis ist gegeben durch:
1 0 0 0
0 1 . :
_‘1 = 0 ) é)2 = 0 ) ) é)nfl = 0o | é‘n = 0
: : 1 0
0 0 0 1

Man interessiert sich nun besonders dafiir, ob es Vektoren v gibt, die durch f auf ein
A-faches von v abgebildet werden. Dazu definiert man:

Definition 2.8 Eine Zahl X heil3t genau dann Eigenwert einer n x n-Matrix A mit reellen
Koeffizienten, wenn es einen Vektor v € IR™ \ {G} mit AV = AV gibt.
Man nennt v in diesem Fall einen Eigenvektor zum Eigenwert A von A und bezeichnet ihn

In der Theorie lassen sich alle Eigenwerte iiber folgende Uberlegung bestimmen:

AX = AX muss nichttrivial 16sbar sein, d.h.
det(A — AI) = 0 muss gelten.

Diese Determinante ist ein Polynom maximal n-ten Grades und heifit das charakteris-
tische Polynom p4 der Matrix A. Seine reellen Nullstellen sind die reellen Eigenwerte
von A. Die nichtreellen, komplexen Nullstellen von p,4 sind ebenfalls Eigenwerte, wenn
die Vorschrift X +— AX als Abbildung des C" in den C" auffasst. Dann gibt es namlich
zu jedem solchen Eigenwert einen Eigenvektor mit komplexen Koeffizienten.

Alle Eigenvektoren des €" zum selben Eigenwert A einer Matrix A bilden einen Un-
tervektorraum des C". Man nennt ihn den zu A gehorenden Eigenraum der Abbildung
f:Zw— AZ

Eine reelle Matrix muss nicht immer reelle Eigenwerte besitzen, so haben z.B.

1 1 00
(11 =11 0o
A.—<_1 1) und B:= 00 11
00 —1 1
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keine rellen Eigenwerte, da A das charakteristische Polynom p4 = (1 — \)? + 1 besitzt
und B das charakteristische Polynom pg:= ((1 — A)? + 1)* besitzt.

Ein Satz aus der linearen Algebra besagt allerdings, dass eine symmetrische relle Ma-
trix nur relle Eigenwerte hat. Beim Beweis dieses Satzes fasst man reelle Matrizen als
Sonderfille von Matrizen mit komplexen Koeffizienten auf, betrachtet die Abbildung
mit der Vorschrift X — AX vom C" in den C" und folgert aus der Symmetrie von A,
dass alle Eigenwerte reell sind.

Um diesen Satz in der iiblichen Form formulieren zu kénnen, schicken wir eine Defini-
tion vorweg:

Definition 2.9 Unter dem (euklidischen) Skalarprodukt (X, ¥ ) von Vektoren des IR" ver-
steht man die durch (%, 7 ):=x"y = > xiyy definierte Zahl.

k=1
Ein Vektor X € IR" und ein Vektor ¥ € IR" heilRen genau dann zueinander orthogonal, wenn
(X,¥) = 0qilt.

Damit kann der angesprochene Satz wie folgt formuliert werden:

Satz 2.6 (Eigenvektorbasen)
Voraussetzung: Es sei A eine reelle symmetrische n x n-Matrix.
Behauptung:

(1) Alle Eigenwerte von A sind reell.
(2) Eigenvektoren v, v, zu Eigenwerten A # p sind zueinander orthogonal.

(3) Ist 1 ein mehrfacher Eigenwert mit der Vielfachkeit s, so existieren s Eigenvektoren

9 mit (v9, 99y = o fir § # 4, die eine Basis des Eigenraums zu 4 bilden.

Aus dem Satz folgt, dass es zu jeder symmetrischen Matrix A eine Orthonormalbasis

des IR™ gibt, die nur aus Eigenvektoren von A besteht. Dabei sind alle verwendeten
Eigenvektoren v so normiert, dass ||v]|, = 1 gilt.

Dass die Betrachtung komplexer Eigenvektoren auch bei reellen Matrizen niitzlich ist,
zeigt ein 1931 von dem Russen GERSCHGORIN bewiesener Satz:

Satz 2.7 (Satz von GERSCHGORIN) Ist A eine n x n-Matrix mit komplexen Koeffizienten
a;x, SO liegen alle Eigenwerte von A in folgender Teilmenge G von C:

Gg:= O {aii+Z‘ZE®, |z] < Xn: |aik‘}
=l ot
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Also: AuBerhalb der Kreise mit den Mittelpunkten aqq, ass, ..., a,, und den Radien

n n n—1
Z |a1k‘|7"’a Z |ail€|7°°'7 Z |ank‘|
k=2 k=1 k=1
k#i

liegen keine Eigenwerte. Wenn A nur reelle Koeffizienten hat, liegen alle Kreismittel-
punkte auf der reellen Achse.

Beweis:

(D Es sei A eine n x n-Matrix mit komplexen Koeffizienten. Ist A ein Eigenwert
von A, so gibt es einen zugehorigen Eigenvektor v, der so gewahlt werden kann,
dass mindestens einer seiner Koeffizienten den Wert 1 hat und alle Koeffizienten
maximal den Betrag 1 haben. Der Index dieses Koeffizienten sei j, d.h. es gelte
v; = 1.

@ Aus AV = MV folgt

n
n

)\:)\-vj:Zajkvk:ajj—i- Z AV -
k=1 k=1
kg

Daraus folgt:

n n

A —aj] < X aj| o] <X Jag.
k=1 k=1
kot ki

@ Das heifit aber \ € {a/jj + Z‘ zeC, 2| < i k| }

k=1
ki
Damit gilt wie behauptet A € G.
[]
3 0 1
Beispiel:  Gegeben ist die Matrix A = 2 1 0
-1 1 -1

a) Man bestimme mit dem Satz von GERSCHGORIN eine Menge G, in der
alle Eigenwerte von A liegen.

b) Man bestimme alle Eigenwerte aus dem charakteristischen Polynom und
gebe fiir jeden der zugehorigen Eigenrdume eine Basis an.
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Zu a): Es sind folgende Kreisscheiben zu bilden:

K1 : Mittelpunkt 3, Radius 0 + 1 = 1;
Ko : Mittelpunkt 1, Radius 2 4+ 0 = 2;
KCs : Mittelpunkt -1, Radius 1 +1 = 2.

Die Menge G ist K1 U Ky U K3:

-------------- 3
; «,’ 1 s .. .
/ R
S S R S S| R
ol e reelle Achse
‘~._____________,2'"1i __________________
Fig. 1
Zu b): Das charakteristische Polynom ist:
3—A 0 1
DA = 2 1—A 0 :)\2-(3—/\).
-1 1 —1-=A
Damit hat A den zweifachen Eigenwert A\; = Ay = 0 und den einfachen

Eigenwert A3 = 3. Dass mindestens ein Eigenwert gleich 0 sein muss, hétte
man der Matrix sofort ansehen koénnen: A ist singulir, da die erste Zeile
gleich der Differenz aus der zweiten und der dritten Zeile ist. Da bei einer
singuléren quadratischen Matrix A die Gleichung AX = 6 nichttrivial 16sbar
ist, besitzt A den Eigenwert 0.

Der Eigenraum zum FEigenwert 0 ist die Losungsmenge des linearen Glei-
chungssystems AX = 6. Das GAUSS-Verfahren liefert:

3 0 1]0 30 1]0
2 1 0l0] = [0 1 —2/3]0
-1 1 -1]0 0 0 010

Also ist der Eigenraum gleich der Menge

o= 2 ) |rem).

Obwohl der Eigenwert 0 doppelt ist, enthélt hier die Basis des Eigenraums
nur einen einzigen Vektor!
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Der Eigenraum zum FEigenwert 3 ist die Losungsmenge des linearen Glei-
chungssystems (A — 3I)X = 6. Das GAUSS-Verfahren liefert:

0 0 110 2 =2 0|0 2 =2 010
2 =2 0|0 = 0O 0 110 = 0 0 1]0
-1 1 —410 -1 1 —410 0 0 0]0

Also ist der Eigenraum gleich der Menge

o= 1) [rem}

Die Matrix A besitzt zwar ausschliellich reelle Eigenwerte, ist aber nicht
symmetrisch. Daher gibt es hier keine Basis des ganzen IR" aus Eigenvekto-
ren.

Wenn eine reelle Matrix A (auch) nichtreelle Eigenwerte hat, kann man ausnutzen, dass
mit jeder komplexen Nullstelle z:=u + iv eines Polynoms p mit rellen Koeffizienten
auch deren Konjugierte z:=u — iv eine Nullstelle von p ist. Wir gehen hier nicht auf
Néherungsverfahren fiir diesen Fall ein, da ihre Behandlung zuviel Platz und Zeit kosten
wiirde®.

Im Folgenden werden daher nur noch symmetrische Matrizen behandelt, da es zu jeder
solchen n x n-Matrix eine Eigenvektorbasis des IR" gibt.

2.5.2 Eigenwertbestimmung bei symmetrischen Matrizen

Bei einer symmetrischen n x n-Matrix A kommen neben direkten Verfahren® auch ite-
rative Verfahren in Frage, bei denen man das charakteristische Polynom zun&chst noch
nicht kennen muss. Ein solches Verfahren geht auf MISES zuriick. Vor seiner Anwen-
dung muss man allerdings sicher sein, dass die untersuchte Matrix nur nichtnegative
Eigenwerte hat. Dies ist immer durch den Ubergang von A zu einer Matrix A +a - I
erreichbar, da mit einem Eigenwert A von A die Matrix B:= A 4+ a -1 den Eigenwert
a + X hat’. Die Matrix B hat dabei dieselben Eigenvektoren zum Eigenwert a + \ wie
die Matrix A zum Eigenwert A. Wenn A\, der kleinste Eigenwert von A ist, so gilt
nach dem Satz von GERSCHGORIN

Amin > w4 := min (a; — Y |agl]) -
i k=1
ki
Die Matrix B:= A — u - I besitzt also keine negativen Eigenwerte und mit jedem Eigen-
wert p von B ist A= u + u ein Eigenwert von A. Auf B ist folgender Satz anwendbar:

SWer daran interessiert ist, findet ein solches Verfahren unter dem Namen GRAEFFE-Verfahren in der Literatur.
6Damit sind Verfahren gemeint, in denen zuerst das charakteristische Polynom p 4 oder ein Teilerpolynom von p 4 bestimmt wird.

“Man nennt den Ubergang von A zu A + a - I eine Spektralverschiebung, da die Menge der Eigenwerte von A das Spektrum der
Abbildung f : X — AX genannt wird.
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Satz 2.8 (Iterationsverfahren von MISES)

Voraussetzung: Es sei B eine symmetrische n x n-Matrix mit nichtnegativen Eigenwerten.
§ € IR sei ein Vektor, in dessen Darstellung § = > _ s.€, bezuiglich einer Eigenvek-

k=1
torbasis von B der Koeffizient s; eines Eigenvektors zum grofiten Eigenwert A,,,x von
0 verschieden ist.

Behauptung: Die durch

1
}_()(0) = Tg
5]l
Bx®
kDo Xik firk =0,1,...
IB=|

definierte Vektorfolge konvergiert fiir & — oo gegen einen Eigenvektor @ von A,..
und es gilt
x) R
i OCLBXT)
k—oo <X(k)’ X(k) >

Anmerkungen: Die in der Behauptung auftretende Norm kann beliebig gewahlt werden,
wir verwenden im Beweis die Norm || [|,.
(x® Bz )

Der Quotlent W

wird als RAYLEIGH-Quotient von ") bhezeichnet.
Beweis:

(D o.B.d.A. kann angenommen werden, dass \y > Ay > ... > A, fiir die Eigenwerte
von B gilt.

® Sei N:=\; der erste Eigenwert in dieser Kette, fiir den A\; < Ay gilt. Falls \; =
Ay = ... =\, gilt, setzen wir \:=0 und i:=n + 1.

@ Sei¢:= ))\‘—i Dann gilt 0 < ¢ < 1.

n
Z SLeK =.
k=1

1
@ Fiir 2O gilt 9 =

M=

TN

S

k=1

® Betrachtet man die Vektorfolge }7(0), }7(1), ... mit

}7(0):: g, }—;(1):: B}—;(O)7 }7(2):: B}—;(l) _ B2}7(0), }—;(3) _ B37(2) _ B3}—,’(0)’ o

1
so gilt offensichtlich ¥ = M 78 fiir alle k € IN,.
y
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® Da die Matrix B* die Eigenwerte A¥, ..., \F besitzt, gilt fir k = 1,2,.. .;

n n n i—1 n
7O =B O =B (Y s,8) =D 5B, =3 Ms,& =AY 5,8 + D Aisé,
r=1 r=1 r=1 r=1 r=i

@ Also gilt fiir k =1,2,...:
- Mg,

> T—
=TI A2+ S, AZks?

k
ArSy .

&,
i—1 2k .2 Zn 2k o2
1 )‘1 Sy + r=1 )\r Sy

r=

<)

—»T+n
AP

Dividiert man in beiden Summen die Zahler und Nenner der Koeffizienten durch
A so erkennt man, dass die erste Summe fiir & — oo gegen den Vektor

.
I

— ! ST’ —

u.= = (e
i—1 2

1/ 22421 St

konvergiert. Dieser Vektor ist ein Eigenvektor zum grofiten Eigenwert Ay von B.

T

In der zweiten Summe sind alle Koeffizienten dem Betrag nach kleiner als ¢*.
Daher konvergiert die zweite Summe fiir k& — oo gegen den Nullvektor. Also
konvergiert %) wie behauptet gegen einen Eigenvektor 4 von Aj.

%) gegen 1 folgt

Aus der Konvergenz von X'
- <>z<ki, Biik)> _ <ﬁquﬁ> _ <ﬁ,ﬁ )\iﬁ> Y
k— 00 <>—g()’§()> (d,d) (T, )

Damit ist auch der zweite Teil der Behauptung bewiesen.

Bei der Umsetzung dieses Satzes in ein Computerprogramm kann man an Stelle der Lo-
Norm bei der Erzeugung der Vektorfolge (Xx)ren, auch die Maximumnorm verwenden,
um Rechenzeit zu sparen. Zur Bestimmung des grofiten Eigenwertes von A verwendet
man dabei die bereits angesprochene Matrix B:= A — u - [. Den kleinsten Eigenwert A,
von A bestimmt man aus der Matrix B*:=v - I — A mit v:= max (ajj + Xn: |ajk|).
J =
Diese Matrix hat ebenfalls nur nichtnegative Eigenwerte und ihr maximaler Eigenwert
ist v — Apin- In beiden Fillen wird so lange nach Wahl eines geeigneten Startvektors
iteriert, bis sich die Vektoren der Vektorfolge ,stationér* verhalten. Danach wird der
zuletzt bestimmte Vektor als normierter Eigenvektor €; bzw. €, angesehen und man
bestimmt den zugehorigen Eigenwert als RAYLEY GH-Quotient.

Das Verfahren kann allerdings instabil werden, wenn die im Rechner gespeicherte sym-
metrische Matrix dicht unterhalb des grofiten Eigenwertes einen weiteren Eigenwert
besitzt.
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2.5.3 Abspaltung von Eigenwerten bei symmetrischen Matrizen

Nach der Bestimmung des gréfiten Eigenwertes A; und eines zugehorigen, normierten
Eigenvektors € einer symmetrischen n x n-Matrix A mit nichtnegativen Eigenwerten
kann man den néchsten Eigenwert Ay wie folgt bestimmen:

Wird €; als erster Vektor einer Basis des IR* gewihlt, so gibt es normierte Eigenvektoren

Us, ..., U, zu den Eigenwerten \o, ..., \,, die zusammen mit €, eine Orthonormalbasis
des IR™ bilden. Daher gilt fiir jeden Vektor X € IR™:

X = (X6)& + Y (X U)W
bzw.
X—(X,&)¢ = Y (X Uk) .
Daraus folgt durch Anwendung von A:

AR = M(R8)6 = 3 A(R i) .

k=2

Die linke Seite ldsst sich deuten als Anwendung der Matrix

€11 €11 €11 €12 ... €11°€1n

€12-€11 €12-€12 ... €12°€
C:=A — )\1 "

€in " €11 €1n-€12 ... €1n-€1n

auf den Vektor X. Da Ce; = 0 und Cu, = MU, fir £ = 2,...,n gilt, hat C die
Eigenwerte 0, Ao, ..., A,. Offensichtlich ist die Matrix C gleich dem Produkt €; -érlf.
Dieses Produkt liefert im Gegensatz zum euklidischen Skalarprodukt &) - & eine n X n-
Matrix!.

Auf C kann wieder das Verfahren nach MISES angewendet werden, da C symme-
trisch ist und keine negativen Eigenwerte besitzt. Nach der Bestimmung von A,
und eines normierten Eigenvektors €; aus C bildet man die néchste Differenzmatrix
Co:i=C — M5 - é;r und verfahrt mit dieser wie mit C. So erhélt man eine Folge von
Matrizen, die ,immer singuldrer” werden, d.h. den Eigenwert 0 mit wachsender Mehr-
fachheit besitzen. Gleichzeitig ergeben sich alle Eigenwerte und eine Folge von Eigen-
vektoren, die eine Orthonormalbasis des IR™ bilden.

Die wiederholte Anwendung dieser Abspaltung liegt auch der sogenannten Hauptkom-
ponentenmethode der Faktorenanalyse in der Psychologie zu Grunde.

Eine weitere Anwendung ist die Extremwertbestimmung bei zweimal stetig partiell
nach allen Argumenten differenzierbaren Funktionen f : IR"™ — IR. Hier ist eine hinrei-
chende Bedingung fiir das Vorliegen eines lokalen Maximums oder Minimums an einer
Stelle Xy, dass gilt:
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(1) 2Lz =0 firk=0...,n

&ck

(2) Alle Eigenwerte der Matrix

0> f *f *f
81'12 01107 81‘151}1
0> f 0*f *f
DQf:: 019011 81'22 Z:L‘QEI'n
& f 2 o
337”3371 axnaxnfl al‘n2

(die Matrix ist an der Stelle X, zu bilden) sind positiv.

SchlieBlich kann noch bei einem eindeutig 1osbaren LGS (%) AX = b ein verallge-
meinertes Gesamtschrittverfahren mit der Eigenwerttheorie begriindet werden. Dazu
multipliziert man beide Seiten mit AT und erhélt so ein System SX =T, bei dem die
Matrix S symmetrisch ist und nur positive Eigenwerte besitzt. Kennt man den grofiten
und kleinsten Eigenwert \.,., und Ay, von S, so liefert die Iterationsvorschrift

L= (1 — pS)R* +

mit pi= ﬁi)\mm bei jedem Startvektor eine gegen die Losung von (x) konvergente

Vektorfolge. Kennt man die Eigenwerte nicht, so kann man an Stelle von x den Faktor

W mit einem beliebig kleinen € > 0 und einer beliebigen der iiblichen Matrixnormen
3

wahlen.

2.5.4 Hinweis auf ein direktes Verfahren zur Eigenwertbestimmung

Will man fiir beliebige quadratische Matrizen mit reellen Koeffitzienten das charakte-
ristische Polynom bestimmen, so kann man die Methode von KRYLOW anwenden. Bei
dieser wird von einem Startvektor X, ausgehend eine Vektorfolge geméfl der Vorschrift
Xpy1:= AX, bis maximal zum Vektor X, gebildet. Dann sind maximal die Vektoren
X0, - - -y X1 linear unabhéngig und man erhélt in diesem Fall durch Losen der Vektor-
gleichung®

— — — 11—
aXo + X+ . a1 X = (—1)"T'%,

die Koeffizienten des charakteristischen Polynoms.

Falls nur Xy, . ..,X;_1 mit k£ < n linear unabhéngig sind, erhélt man aus der Gleichung

—

bo}?o + bl}_fl + ...+ bk—l}_‘fk—l = Xk
einen Teiler des charakteristischen Polynoms.

Auf ein so bestimmtes Polynom lassen sich dann die Verfahren zur Nullstellenbestim-
mung anwenden, um Eigenwerte von A zu bestimmen.

8Sie entspricht einem LGS mit n Variablen.



3 Interpolation

3.1 Problemstellung

Bei der Interpolation ist eine Funktionenmenge ® gegeben, bei der alle Funktionen den
gleichen Definitionsbereich D (z.B. IR oder IR") besitzen und diesen nach IR abbilden.

Dann lautet das Interpolationsproblem fiir eine Funktion f : D — IR:

Stutzstellen: Gegeben seien n + 1 Stellen xg, ..., z, aus D.
Interpolationsfunktion: Gesucht ist eine minimale Anzahl von Koeffizienten a, . . ., a,,
und eine Teilmenge {¢1, ..., pm} von ® so, dass fir i =0, ...,n gilt:

ij: arpr (i) = f(z3) .

Wir werden uns zwar auf den Fall D = IR beschréanken, weisen jedoch darauf hin, dass
in der Praxis auch mehrdimensionale Interpolationsprobleme auftreten.

Die wichtigsten eindimensionalen Félle lassen sich wie folgt durch Angabe der Funkti-
onsterme fiir ¢ kennzeichnen:

Stitzstellen:
Gegeben sind ein Intervall [a; b] mit @ < b mit einer Zerlegung xy, . . ., z,, des Typs

a=x9g <11 < ... <x;,=0b
und fiir £ =0,...,n die Werte y;, := f(zx) einer Funktion f : [a;b] — IR.

a) Polynominterpolation: Sei o (z):= 2" fiir k =0,1,....

Gesucht ist p(z):= > aj 2" mit p(z;) = y; fir j =0,...,n.
k=0

b) Trigonometrische Interpolation:
Die Funktionsterme seien 1, cos x, sin x, cos 2x, sin 2z, .... Gesucht ist
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[

Ag + Y (Agcos kx+, By sin kx) (falls n gerade ist),

3
|

=l
w‘ I
il

N~ N

1
Ao + > (Ajcos kx+, Bysin kz) + §AnT+1 cos “Hx

b
Il
—

(falls n ungerade ist)

mit t(z;) =y; fir j=0...,n.

c) Approximation durch kubische Splines:

) _ 1 firex, 1 <z<ux;,
Sei rj(w)= { 0 sonstj. ’
und

Loni(@), ki(@)= k()

ej(z)=k;j(x), gj(z)=x Kri(z), ¢;(z)=x
firj=1,...,n.
Gesucht ist eine zweimal stetig differenzierbare Funktion S des Typs
S(x):= Y _(Aje;(x) + Bjg;(x) + Cjq;(x) + Djk;())

J=1

mit S(z;) = y; fiir j = 0,...,n , die einer der folgenden Zusatzbedingungen
genigt:

(1) §"(a) =5"(b) =0 bzw.

(2) S'(a) = 5'(b) und S"(a) = S"(b) (falls yo = y,) bazw.

(3) S'(a) = f'(a) und S'(b) = f'(b) (falls f'(a) und f'(b) bekannt).

Der Graph von S besteht aus kubischen Parabelbogen, die an den Stiitzstellen
»glatt® ineinander iibergehen.

Da der Fall b) zu aufwendig ist (in der Literatur findet man ihn unter , Fourierkoeffizi-
entenbestimmung”, | Fast-Fourier-Transform®, . ..), sollen hier nur die Félle a) und c)
behandelt werden.

3.2 Polynominterpolation

3.2.1 Die Methode von LAGRANGE

Dass das Interpolationsproblem mit Polynomen losbar ist, besagt der Satz:

Satz 3.1 Wenn n + 1 reelle Werte v, . . ., y, € IR und n + 1 verschiedene reelle Stiitzstellen

Zo, -

.., x, € IR gegeben sind, so gibt es genau ein reelles Polynom p maximal n-ten Grades

mit p(z;) =y; fir j=0,...,n.
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Beweis:

(D Die Koeffizienten des gesuchten Polynoms p ergeben sich aus dem LGS

Z oak = Yo
leak = U

n

k —
D Tk = Y
k=0

mit den Unbekannten aq, ..., a,.
® Die Matrix
1z a2 zy
1z, 22 !

hat die von 0 verschiedene Determinante
n k—1
H <H T — x,n)> (VANDERMONDesche Determinante) ,
k=1 \r=0

woraus die eindeutige Losbarkeit des LGS folgt.

Nun muss man gliicklicherweise nicht ein solches System l6sen:

73

Interpolation nach Lagrange:
Bei dem Interpolationsproblem aus Satz 3.1 bilde man die Polynome

n

po(x):= I;H T — T) H v — T)

; k;t'u

und setze

m=i%mm

1 firv=y,

Offensichtlich gilt p(z;) =y, fiir j =0,...,n wegen p,(z;) = { 0 fiir v £ j
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Beispiel:  Gegeben ist eine Tabelle fiir z; und y;:

z|-1 01
y| 10 2
Gesucht ist das Interpolationspolynom maximal zweiten Grades.
— (:E — 0)(‘T - 1) _ 1,
E+)e-1)
= = — 1
n@ = G-y - ° T
@+ 1)(@x—-0) 1,
Also erhélt man:
1 2 2 1 2 3 2 1
pa) = 1-5@* —2) + 0 (2" +1) + 2: 5(" +2) = Sa* + S

3.2.2 Die Methode von NEWTON

Das Verfahren von LAGRANGE hat den Nachteil, dass man bei Hinzunahme einer wei-
teren Stiitzstelle alle Teilpolynome p; neu bestimmen muss. Dies wird vermieden durch
ein auf NEWTON zuriick gehendes Verfahren:

Interpolation nach Newton (dividierte Differenzen):
Bei dem Interpolationsproblem aus Satz 3.1 bilde man die Polynome

v—1

po(z) = 1 und p,:= [[(@—a) firv=1...,n
k=0
und setze
1 2 n
p(@) = yo + AVpi(2) + B7pa(@), 4, fPpa(w)
mit
f;l) = Yi — Yo firj=1,...,n
ZT; — Zo
f(l) (1)
[P = A fiwj=2n
T; — T
f(2) e
Tj — To
f(n) — f?gnil) fr(zrizl)
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Die Idee bei diesem Verfahren ist die rekursive Bestimmung des Interpolationspoly-
noms. Die Polynome pg, p1,...,p, sind dabei definiert, wie bei der Beschreibung auf
der vorherigen Seite:

(0)
(1)

(k+1)

qo():= yo - po(z) ist konstant und hat iiberall (also auch bei z) den Wert yj.

Gesucht ist ein Polynom ¢;, das bei zy den Wert 0 und bei x; den Wert 1,
annimmt. Also setze man ¢;(x):= go(x) + ¢ - p1(z). Dann hat ¢; bei xy den Wert
yo und aus der Gleichung y; = ¢1(x1) = qo(x1) + ¢ - p1(xq) fiir ¢ folgt

¢ — Y1 — qo(o)

pi(z1)

Gesucht ist ein Polynom ¢, das bei xg,x; den Wert 0 und bei x5 den Wert y,
annimmt. Also setze man ¢z(x):= ¢ (x) + ¢ - po(x). Dann hat g, bei zg, z; die
vorgeschriebenen Werte und aus der Gleichung ys = ¢o(22) = q1(x2) + ¢ - p2(x2)
fiir ¢ folgt
Y2 —qu (952)

‘ p2(372)

Bestimmt seien die Polynome qq, q1, ..., q:. Gesucht ist ein Polynom ¢, das
bei xg, ..., xr den Wert 0 und bei z;,; den Wert y;,; annimmt. Also setze man
Qk+1():=qe(z) 4+ ¢ - pry1(z). Dann hat g1 bei xq, ...,z die vorgeschriebenen
Werte und ¢ ergibt sich aus der Gleichung yx+1 = qp(Trs1) + ¢ - Pro1(xpr1) zu
~ Yk1 — Q. (Thi1)
@ (Tr+1)

Man kann zeigen, dass ¢ jeweils gleich dem auf der vorherigen Seite definierten Faktor

k) .
94

st.

Beispiel:  Wir gehen vom letzten Beispiel aus, bei dem die Tabelle

z|-1 0 1
y| 10 2

gegeben war.
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Fiir das NEWTONsche Interpolationsverfahren schreiben wir die Tabelle um
und tragen in der Spalte unter k = 0 die Funktionswerte y; ein:

x| k=0 k=1 k=2

-1

ol o——_ >~ T—
_____ S o5

1 2"

In den Spalten fiir £ = 1 und k£ = 2 stehen jeweils die Quotienten fj(k). Damit
ergibt sich mit

po(z) = 1
pi(r) = z+1
p(z) = 2° 41

das Interpolationspolynom in der Form
@) = 1+ (-1 -(z+1)+1.5-(2°+2) = 1.52° + 0.5z

Wird noch ein Punkt hinzugefiigt, so bleibt ¢ verwendbar und es kommt
nur ein zusétzlicher Summand dazu, z.B. im Falle x3 = 3 und y3 = —2:

X k=0 k=1 k=2 k=13
-1

®\\\ @

o o< T =0
N ess =@
1 2 -05
'-25
3| -9 —

Also ist

@(r) = @) + (=1)- (2 +2)(z - 1)
= 1527 + 052 — (2° —x)
= —2% 4+ 152% + 1.5z

das neue Interpolationspolynom.

Analysiert man die Bestimmung der Faktoren fk(;k) genauer, so stellt man fest, dass sie
sich auch in folgender Form bestimmen lassen:
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Man setze
f;o) =y (j=0,...,n)
und berechne fiir k = 1,...,n jeweils
e F e |
Fo = Ld j=k,...,n).
J Tj— Tj—k ( )

Das zugehorige Schema ist dann:

X Yy Also: - )

e R

N f@ f;l) ; x,j - (J=1...,n)

0" "N te ) J(711)
x,| f f, i

N f<1>/ \f(a) O = U =L (=2 n)
X f(o)/ ? \ f(2)/ AN ’ Tj— Tj—2 7 ,
(N f(l)/ ’ u.8.W.

/ 3

X, f3(0)
X| 0

Im letzten Beispiel wiirden daher die dividierten Differenzen wie folgt bestimmt:

x|y

1 @\

o| o— \@

1| o=  T—_o5—
55—

3|9 —

Bei der Interpolation von Funktionswerten bringt man das Interpolationspolynom im
Allgemeinen nicht in die explizite Form. Man verwendet stattdessen seine faktorisierte
Darstellung und ordnet hiufig sogar die Stiitzstellen je nach Interpolationsstelle um.
Es gibt daher in der Literatur eine Vielzahl von , Interpolationsformeln, die auf einem
solchen Vorgehen beruhen. Wir fithren diese Formeln nicht auf und beschrénken uns
auf ein Beispiel.
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Beispiel:  Zu den in der Tabelle
x| 11 13 14 18
y | 1342 | 2210 | 2758 | 5850

KAPITEL 3. INTERPOLATION

angegebenen Werten einer Funktion f soll ein polynomial interpolierter Wert
an der Stelle 13,5 berechnet werden. Da der Funktionswert zwischen 13 und
14 liegt, wahlen wir zg = 13,27 = 14,29 = 18 und z3 = 11. Dann ergiebt
sich folgende Tabelle mit dividierten Differenzen:

ol Y

13| 2210
548

14 | 2758 45
773 1

18 | 5850 43
644

11| 1342

Also ergibt sich mit

q3(x) 2210 + 548(x — 13) + 45(x — 13)(z — 14) + (z — 13)(x — 14)(z — 18)
der interpolierte Wert

f(13.5) ~ 2210+ 548 - 0.5 — 45-0.5-0.5 — 0.5+ 0.5 - 4.5 = 2437.875.

Eine Vereinfachung ergibt sich auch dann, wenn der Abstand zwischen benachbarten
Stiitzstellen konstant ist:

Im Falle aquidistanter Stiitzstellen mit z1 = xg + h, zo = 29 + 2h, ... £, = o + nh
geht die NEWTONsche Interpolationsformel iiber in:

A A?
() = yo + —;jo(x—xo) + Q!gg(x—xo)(x—xl)
A3y
+ 3!h30(x—x0)(x—x1)(x—x3) + ...
ATL
+ yo(x—xo)(x—xl)---(x—xn)

nlhn®

Hier werden in der Differenzentabelle nur die Differenzen Ay;:=y;41 —y, der Funk-
tionswerte und die iterierten Differenzen Afy;:= Akilyj_}_l — Akilyj in der Tabelle
eingetragen.
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3.2.3 Fehlerabschatzung fur die Polynominterpolation

Angenommen, eine (stetige) Funktion f wird im Intervall [a; b] mit Hilfe der Stiitzstellen
a=:29g < X1 < T3 < ... < xp:=b

durch das Interpolationspolynom ¢, angendhert. Wie grofl kann dann der Fehler
d(z):= f(z) — ¢u(x) betragsmifBlig im Intervall hochstens werden? Offensichtlich gilt
d(zx) = 0 fir £ =0,...,n an den Nullstellen des sogenannten Knotenpolynoms «, das
in der Form

k()= (z—xo)(x —21) ... (x — )
definiert ist. Wenn f oft genug differenzierbar ist, kann man den Fehler |§(X)| fiir alle
X € [a; b] nach oben abschétzen:

Satz 3.2 (Fehler bei der Polynominterpolation)

Voraussetzung: Es sei f eine auf dem Intervall [a; b] stetige und im Inneren des Intervalls
mindestens (n + 1)-mal stetig differenzierbare Funktion von IR nach IR. Gegeben sei
das Interpolationspolynom p fiir f mit den Stitzstellen

a=:12) < 11 < Ty < ... < x;p:=0b.

Behauptung: Zu jedem< €]a; b[ gibtes ¢ €]a; b[ so, dass fiir die (n+1)-te Ableitung £+

von f gilt:
FrrE)

K(X)

Beweis:

D Sei X €]a; b[ gegeben. Dann kann man ¢ € IR so wihlen, dass f(X) —p(X) = ¢-k(X)
gilt. Dann hat die Funktion d mit

d(z):= f(x) = p(z) — c- k(z)
mindestens n + 2 Nullstellen in ]a; b[.

® Aus der stetigen Differenzierbarkeit von d und dem ersten Mittelwertsatz der
Differentialrechnung folgt, dass d’ mindestens n + 1 Nullstellen in |a; b[ besitzt.

® Setzt man diese Argumentation fort, so erhdlt man die Existenz mindestens einer
Nullstelle & €]a; b] von d™+). Es gibt also ¢ €]a; b[ mit

0= d™D(g) = frE) —p" () — e ().
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@ Dadie (n + 1)-te Ableitung von p das Nullpolynom ist und x"*V(z) = (n + 1)!
Fe(e).

gilt, folgt daraus ¢ = CES]
1

Also gilt f(X) — p(xX) = FOED(€) wegen (D).

(n+1)!

[]

Wenn man also den Interpolationsfehler klein halten will, sollte man die Stiitzstellen
so wahlen, dass das Knotenpolynom eine moglichst kleine Amplitude im Intervall ]a; b]
besitzt (d.h. der maximale Betrag von x soll in diesem Intervall moglichst klein sein).

Eine gute Wahl erhélt man durch Ausnutzen von Eigenschaften der TSCHEBY SCHEFF-
Polynome:

Unter allen Polynomen (n + 1)-ten Grades mit Hochstkoeffizient 1 hat das
TSCHEBY SCHEFF-Polynom T,,,; das kleinste Betragsmaximum im Intervall [—1;+1].

1
Fiir dieses Polynom gilt max |T,.1(2)] = —.
—1<z<1 2n

Die TSCHEBY SCHEFF-Polynome sind durch

To(l') =1
__ cos(marccos x)
Ton(x) = S (m=1,2,...)
definiert.
Die Nullstellen x(on), ceey xg”) des Polynoms 7,1 lassen sich in der Form
2k +1
x,(gn):cosu, =0,1,...,n
2n + 2

bestimmen. Sie liegen an den Enden des Intervalls [—1;+1] dichter zusammen als in
der Intervallmitte.

Wir bezeichnen die Nullstellen von 7}, .1 nun der Kiirze halber mit ¢, ..., ¢, und geben
an, wie man unter der Vorraussetzung a < b die Stiitzstellen wéhlen sollte:

To = G
tp —t

T = u(b—a)—i—a, k=1,....,n—1
t —to

T, = b

Dann hat man ein ,,optimales® Knotenpolynom.
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Beispiel: Die Sinusfunktion soll im Intervall S := [0;1.8] durch ein Polynom dritten
Grades interpoliert werden (Werte und Argumente vierstellig).

a)  Bei dquidistanter Unterteilung von S erhélt man die Wertetabelle

z | 0.0000 | 0.6000 | 1.200 | 1.800
y | 0.000 |0.5646 | 0.9320 | 0.9738

und es ergibt sich das Interpolationspolynom ¢ mit
q(z) :=0.9410-2—0.2740-2(x—0.6000) —0.1187x(x—0.6000) (x—1.200) .
Der Fehler §(z):= sin  — ¢(z) liegt hier zwischen —0.0045 und 0.0025:

A y
0.002+

0.001+

1.8

\ 4

—-0.001+

—0.002+

O(x):=sin x - g(x)
—0.0031

—0.0045-

Fig. 1

b)  Wird das transformierte TESCHEBY SCHEFF-Polynom vierten Grades als
Knotenpolynom gewihlt, so sind dessen Nullstellen zu transformieren
und es ergeben sich folgende Stiitzstellen:

Nullstellen von T3 | Stiitzstellen fiir [0; 1]
to = -0.9239 o = 0.0000

1 = -0.3827 1 = 0.5272

oy = 0.3827 Ty = 1.273

ts = 0.9239 r3 = 1.800

Daraus folgt die Wertetabelle

[ 0.0000 | 0.5272 | 1.273 | 1.800
y | 0.000 |0.2887 | 0.9560 | 0.9738
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und es ergibt sich das Interpolationspolynom ¢ mit
q(x) :=0.9543-2—0.2727-2(x—0.5272)—0.09878x(x—0.5272) (z—1.273) .

Jetzt liegt der Fehler zwischen —0.0038 und 0.0038:

1.8

\ 4

O(x):=sin x - g(x)

Fig. 1

3.3 Approximation durch kubische Splines

Es sei die Wertetabelle einer Funktion f in der Form

.Z".%’O rT T2 ... Ip
vyl vi vz - m

gegeben.

Die Regeln fiir die Splineinterpolation sind dann folgendermafien zu handhaben:
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In jedem der n Teilintervalle [xy_1; 2] (k =1,...,n) setzt man ein Polynom Sy, des
Typs Sk(z) = yx_1 + bp(x — 11) + cx(x — 1p_1)* + dp(x — 21_1)® an und verlangt:

() Sie) = Sl (h=1..n—1)
(3) Si(xy) = Sig(xp) (k=1,...,n—-1)

Danach wird in der Form
Si(z) falls rg << 14
Sy(z) falls v <zr< x
S(z) = 2.( ) b= 2

Sp(z) falls  x,

IA
8
IA
8
3

eine Spline-Interpolierende S definiert.

Da man insgesamt nur 3n — 2 Gleichungen fiir 3n Koeffizienten hat hat, muss man zur
Sicherstellung der eindeutigen Losbarkeit des resultierenden LGS zwei weitere Bedin-
gungen verlangen. Wir wiederholen hier die bereits auf Seite 72 angegebenen Empfeh-
lungen:

(4) S"(a) = S"(b) =0 bzw.
(4") S’(a) = S’(b) und S"(a) = S"(b) (falls yo = y,) bzw.

(4") S'(a) = f'(a) und S’(b) = f'(b) (falls f'(a) und f’(b) bekannt).

Offensichtlich wird in (4’) so etwas wie ein , periodischer Ansatz gemacht.

Die Funktion S ist zweimal stetig differenzierbar in [a;b]. Setzt man erst einmal das
LGS zu (1), (2) und (3) an, so erhalt fir £ =1,...,n — 1 die Gleichungen

Y—1 + bp(xp —xp—1) +  crlag — $k71)2 +  dag(xy, — $k71)3 = Yk
by + 20z —xpo1) + Bde(wp —25-1)® = bepa
QCk + 6dk(l‘k - l‘k—l) = 20k+1 s

= Ye—Yk—1

die sich mit Hilfe der Abkiirzungen hy:=xp — x;_1 und si:= —— und teilweise Eli-

mination von Variablen in der Form

bk + ¢ hk + dk h% = Sk
Cr hk + Qdkh% — bk+1
dkhz + bk+1 —  Ck+1 hk = Sk
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schreiben lassen. Daraus resultiert ein System der Form

b1+01h1—|— dlh% . = 5
C1h1—|—2d1h%—b2 =—351
dlh% +b2—C2h1 = 51
bg—f-Cth‘l— dgh% = S9

02h2+2d2h%— bg e =—S9

dgh% + bg —Cghg e = S9

bei dem die letzten vier Gleichungen

bn—1+cn—1hn—1+ dn—lhqz—b_l = Sp-1
Cnflhnfl—i_anflhi_l_bn =—Sp-1
dnflhifl _'_bn_cnhnfl = Sp—-1

bt Cohn +d h2= s,

lauten. Zu diesen Gleichungen miissen dann noch zwei Gleichungen dazu genommen
werden. Sie lauten im Fall

(4): ¢; =0 und ¢, + 3d,h, =0,
(4): by — by, — 2¢,hy, — 3d,h% = 0 und ¢; — ¢, — 3d,h,, = 0,
(4"): by = f'(a) und b, + 2c,h, + 3d,h2 = f'(b).

Bei groflem n ist es von Vorteil, dass die Matrix des LGS bis auf die Storung durch die
hinzugenommenen Gleichungen nur in der Hauptdiagonalen und deren beiden oberen
Parallelen besetzt ist.

Beispiel: Durch die Punkte A = (—2;0), C' = (0;1) und B = (2;2) soll eine Kurve
gelegt werden. Fiir die Splinefunktion S soll gelten S’(—1) = 1 und S’(2) =0

Dies fithrt auf yo =0, y1 = 1, yo = 2 und das LGS

b1+201+4d1 = ]_/2
201+8d1—b2 :—1/2
4d1+b2—262 = 1/2
bo+2co+ 4dy = 1/2

b1 = 1

b2+462+12d2: 0 s

aus dem dy = —%,02 = i,bg = %,dl = %,cl = —% folgt.
Also sind die Terme der beiden kubischen Polynome

1 1 1 1 1
Si(z) = (z+2) - §($+2)2+§($+2)3 und Sy(z) = 1+§x+1x2 — §x3
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und es ergibt sich folgender Graph:

y
4.0+
2.0+ >
(2.0 ~1.0 1.0 20 X
~1.04

Fig. 1
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