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s3achrechnen“? - Eine knappe Begriffsbestimmung

In den neuen Grundschulrichtlinien' des Landes NRW heifit es unter dem Abschnitt A uf-
gaben des Faches:

Der Mathematikunterricht in der Grundschule

e bildet Verstdandnis, Sicherheit und Flexibilitdt im Umgang mit Zahlen und mit Re-
chenoperationen heraus

e entwickelt einen verstindigen Umgang mit Formen, Maflen, Lagebeziehungen und
mit geometrischen Grundoperationen

e erschliefit in der Auseinandersetzung mit authentischen, herausfordernden Aufgaben
Aspekte der Lebenswirklichkeit mathematisch

e befihigt zur Losung mathematikhaltiger Probleme

e fordert Freude an der Mathematik und eine positive Einstellung zum Mathemati-
klernen.

Betont wird auflerdem, dass der Mathematikunterricht die Selbststéndigkeit und mathe-
matische Miindigkeit férdern soll.

Diese Ziele sollten auch fiir die anschlieBenden Schuljahre angestrebet werden. Hier kom-
men allerdings weitere Begriffe hinzu, da das Methodenrepertoire der Mathematik im
Laufe der Zeit umfangreicher wird.

Offensichtlich beziehen sich die mittleren drei Ziele auf Unterrichtsinhalte des sogenannten
s,oachrechnens®. Thre Formulierung macht an sich schon deutlich, dass das Sachrechnen
nicht auf das Losen trainierter Aufgabentypen (Beispiele sind , Dreisatzaufgaben und
,Prozentrechenaufgaben*) reduziert werden darf. Solchen Verengungen kann folgende ,,of-
fene“ Begriffsdefinition vorbeugen:

Sachrechnen ist die Anwendung von Mathematik auf vorgegebene
Sachprobleme und die Mathematisierung konkreter Erfahrungen
und Sachzusammenhdnge vorwiegend unter numerischem Aspekt.

Die Offenheit des Begriffs Sachrechnen gilt dabei insbesondere in Bezug auf die ange-
sprochenen Mathematisierungsprozesse, die ja - wenn sie wirklich vom Schiiler geleistet
werden - zum fruchtbarsten, aber vielleicht auch schwierigsten Arbeiten innerhalb des
Mathematikunterrichts fithren und die auch in Materialien fiir Lehrer nur skizzenhaft be-
schrieben werden konnen. Sie sind ja auch nicht ein fiir allemal planbar, sondern miissen

IRichtlinien und Lehrpline zur Erprobung, 1.8.2003, endgiiltiges In-Kraft-Treten zum 1.8.2006 vorgesehen



sich in kleinen und grofleren Unterrichtsprojekten immer wieder neu aus der konkreten
Situation der Klasse ergeben.

Ziel der Lehrveranstaltung ,,Grundlagen des Sachrechenunterrichts“ soll es nun sein, ins-
besondere GHR-Lehramtsstudierenden mit anderen Unterrichtfachern als Mathematik
einen gewissen mathematischen Hintergrund zu solchen Unterrichtsstoffen zu vermitteln
und dabei fachdidaktische Inhalte zu integrieren.

Da das Mathematisieren in vielen Fillen die Ubersetzung einer Sachsituation in eine ma-
thematische Struktur erfordert, sollen zunéchst die wichtigsten mathematischen Grund-
begriffe, wie Menge, Relation, Abbildung, Verkniipfung, ... und das Umgehen mit mathe-
matischen Notationen zur Auffrischung des Schulwissens behandelt werden.

Alle Wissenschaft ist nur
eine Verfelnerung oes
Denkens des Alltags.
— aus: Physik und Realitdf, 1936 —




Teil 1

Mathematische Grundbegriffe



1 Mengen, Relationen, Abbildungen

1.1 Mengen

Der Mengenbegriff wird im Mathematikunterricht in der Schule und in allen Anwendungs-
bereichen der Mathematik ohne strenge Definition verwendet. GEORG CANTOR (1845 —
1918), der Begriinder der transfiniten Mengenlehre hat ihn folgendermafien gefasst:

, Unter einer Menge verstehen wir jede Zusammenfassung von bestimmten wohlunterschie-
denen Objekten unserer Anschauung oder unseres Denkens (welche Elemente der Menge
genannt werden) zu einem Ganzen.“

Dies ist wohl auch keine Definition, da die Begriffe ,,Zusammenfassung“ und , wohlunter-
schiedene Objekte® nicht vollig geklart sind.

Eine Menge kann man auf verschiedene Arten festlegen. Zunéichst kann man eine Men-
ge durch explizite Angabe ihrer Elemente definieren, wobei man diese Elemente zwischen
geschweifte Klammern (Mengenklammern) schreibt. Man nennt dies die aufzihlende Men-
genbeschreibung. Sie ist eigentlich nur bei endlichen Mengen méglich, wenn auch jeder-
mann klar sein diirfte, welche Menge wohl mit {1,2,3,...} gemeint ist.

Héufig wird eine Menge A als eine Teilmenge einer umfassenderen Menge M beschrieben,
deren Elemente gewisse Eigenschaften £(...) haben (aussondernde Mengenbeschreibung).
Man schreibt dann z. B.

A={xe M| &)}

fiir die Menge A aller Elemente aus M, welche die Eigenschaft £(...) haben. Geht aus
dem Zusammenhang klar hervor, welche Menge M gemeint ist, so schreibt man dafiir
auch manchmal kiirzer A = {z | £(x)}.

Beispiele und zusétzliche Vereinbarungen sind:

(1) P:={1,2,4,8,16,...} ist eine aufzihlende Schreibweise der Menge P aller
natiirlichen Zweierpotenzen.

P:={x | 2 € IN und es gibt n € INy mit © = 2"} ist eine beschreibende Schreib-
weise der Menge P aller natiirlichen Zweierpotenzen.

Dabei sind folgende Schreibweisen fiir Elementbezichungen {iblich:
x € A heifit: z ist Element von A.
x ¢ A heifit: z ist nicht Element von A.

P:={xz € IN | es gibt n € INy mit z = 2"} ist eine aussondernde Schreibweise der
Menge P aller natiirlichen Zweierpotenzen.



1.1. MENGEN 3

(2)

Mit einem der Zeichen /\ (, fiir alle“) und V (,,es gibt*) schreibt man letzteres kiirzer
in der Form:

P={reIN ]né\/]Noa: =2"}

Kiirzel fiir ,und“ bzw. (logisches!) ,oder” sind A bzw. V. Die logische Verneinung
einer Aussage kann durch ein vorangestelltes — gebildet werden.

Weitere Vereinbarungen fiir Mengen:

(3)
(4)

(6)

(7)

(8)
(9)

{} (bzw. 0) ist die leere Menge (es gibt nur eine!).

Mengen A und B heiflen genau dann gleich, wenn sie dieselben Elemente enthalten,
d.h. fiir alle a € A gilt a € B und fiir alle b € B gilt b € A.

Kurzschreibweise dafir:a € A == a€ B N be B=bec A.

Noch kiirzer: a € A <= a € B.

A C B heifit: A ist (echte oder unechte) Teilmenge von B, d.h.

fir alle a € A gilt a € B. (A = B ist damit nicht ausgeschlossen!).

A C B heifit: A ist echte Teilmenge von B,

d.h. es gilt A C B und es gibt b € B mit b € A.

Sind A und B Mengen, so heifit
ANB:={z |z € A N z € B} der Durchschnitt von A und B.

Sind A und B Mengen, so heifit
AUB:={z |z € A V z € B} die Vereinigung von A und B.

A\ B:={z |z € A N x ¢ B} heiit die Mengendifferenz ., A ohne B*.

Bezeichnungen fiir Zahlenmengen (nicht nach DIN-Norm) sind:

IN fiir die natiirlichen Zahlen ohne 0, INy fiir die natiirlichen Zahlen einschlielich
der 0, Z fiir die ganzen Zahlen, Q" fiir die Bruchzahlen, @ fiir die rationalen Zahlen
und IR fiir die reellen Zahlen.

Umgangssprachlich ist der Durchschnitt der Mengen A und B die Menge aller Elemente,
die sowohl zu A als auch zu B gehéren. Die Vereinigungsmenge der Mengen A und B
ist die Menge aller Elemente, die zu A oder zu B gehoren. Das oder ist dabei im nicht-
ausschliefenden Sinn zu verstehen; ein Element gehort also auch dann zu AU B, wenn es
zu A und zu B gehort. Es gilt also stets

ANBCAUB.

Offensichtlich ist fiir jede Menge A

sowie

ANP=0 und ANA=A

AUP=A und AUA=A.



Ferner gelten die folgenden Regeln:

ANB=BNA

AUB=BUA } Kommutativgesetze

An(BnC)=(AnB)nC Assoziativgesetze
AUu(BUuC)=(AuB)UC Vg
AN(BUC) =(ANB)U(ANC) o
AU(BNC)=(AUB)N(AUC) Distributivgesetze
AN(AuB)=A _

AUANB)=A } Absorptionsgesetze

Diese Regeln folgen unmittelbar aus der logischen Bedeutung von und sowie oder. Fiir das
erste Distributivgesetz sieht die Begriindung so aus:

(1) Gilt x € An (B UC(C), dann gehort x sowohl zu A als auch zu B oder C, also zu
A und B oder zu A und C, also zu ANB oder ANC und damit zu (ANB)U(ANC).

(2) Gilt z € (ANB)U(ANC), dann gehort x zu A und B oder zu A und C, also zu A
und zu mindestens einer der Mengen B oder C' und somit zur Menge AN (BUC).

(3) Damit haben wir gesehen, dass jedes Element von AN (B U C) auch ein Element
von (AN B)U (AN C) ist und umgekehrt, dass diese Mengen also gleich sind.

Zur Veranschaulichung von Mengenverkniipfungen kann man Mengenbilder (auch Euler-
Diagramme genannt) benutzen: Dabei wird durch gefarbte Bereiche angegeben, welche
Teile mit Elementen besetzt werden diirfen. Falls keine der beteiligten Mengen dort Ele-
mente besitzt, sind solche Bereiche trotz der Féarbung leer. Beispiele fiir ,,Veranschauli-
chungen® mit zwei Mengen sind:

AUB ANB A\B Fig. 1

Die Assoziativgesetze besagen insbesondere, dass man die Schnittmenge und die Verei-
nigungsmenge von mehr als zwei Mengen bilden und ohne Klammern hinschreiben darf.
Die Regeln sind vollkommen symmetrisch beziiglich der Operationen N und U, es liegt
also eine andere Struktur vor als beim Addieren und Multiplizieren von Zahlen.

Es gibt Fille, in denen alle betrachteten Mengen Teilmengen einer gemeinsamen Grund-
menge M sind. Fir A C M nennt man die Differenzmenge M \ A das Komplement oder
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die Komplementdrmenge bzw. Erginzungsmenge von A in M und bezeichnet sie mit A,

es ist also
A:=M\A.

Die Komplementbildung bezieht sich immer auf die zuvor festgelegte Grundmenge M.

Zweimalige Komplementbildung fithrt wieder zu der urspriinglichen Menge, d. h. es gilt
A= Afiralle AC M.

Es gelten die folgenden Regeln von de Morgan, benannt nach dem englischen Mathemati-
ker AUGUSTUS DE MORGAN (1806 — 1871):

(1)  ANnB=AUB fiiralle A, BC M,
(2) AUB=ANB fiir alle A,B C M.

Bei Veranschaulichungen von Komplementbildungen wird oft die gemeinsame Obermenge
als alle Teilmengen umfassendes Rechteck gezeichnet:

111111111111111
T
T
I
== ——
pza (.

7

7

T
NN

I N
A B A B Fig. 1

Obiges Mengendiagramm zeigt, warum die erste der de Morganschen Regeln richtig ist.

Weniger offensichtliche Regeln iiber das ,,Rechnen® mit Mengen muss man natiirlich be-
weisen, indem man auf die Definitionen der Verkniipfungen N, U und \ zuriickgreift.

Beispiel: Es gilt fiir alle Mengen A, B, C'
A\ (BUC)=(A\B)Nn(A\ ).

Beweis:

re A\ (BUCQ) r€Aundzx ¢ BUC
re€Aundx € Bund x € C
(reAund z ¢ B) und (z € Aund x & C)
r€A\Bundzx € A\ C

z€(A\B)N(A\CO).

171110

Dieser Beweis zeigt, dass Aussagen der ,,Mengenalgebra“ auf Aussagen der Logik zuriick-
gefiihrt werden, in denen die ,logischen Verkniipfungen® und, oder und nicht und die
logische Aquivalenz ,, <= “ sowie die logische Implikation ,=—= eine Rolle spielen.



Man kann die Mengenverkniipfungen N, U und \ auch an Hand von Inzidenztafeln defi-
nieren, aus welchen zu entnehmen ist, wann eine Element zu A N B usw. gehort (€) oder
nicht gehort (&), falls es zu A bzw. B gehort (€) oder nicht gehort (&):

A/ B|ANB|AUB|A\B
€| e € € g
€| & g € €
Zle|l ¢ € ¢
¢ ¢ ¢ ¢

Untersucht man eine Beziehung, in der drei Mengen A, B, C' eine Rolle spielen, so muss
man in der Inzidenztafel 8 Féille unterscheiden. Wir beweisen die Beziehung aus dem
vorangehenden Beispiel mit Hilfe einer Inzidenztafel:

A|B|C|BUC|A\(BUC)|A\B|A\C|(A\B)N(A\C)
eEle|e € o4 o4 g 4
€le|é| € ¢ ¢ € ¢
€| €€ € ¢ € ¢ ¢
gl €€ € ¢ ¢ ¢ ¢
el €| ¢ € € € €
Zl€|E]| € ¢ ¢ ¢ ¢
Z1¢|¢€ € ¢ ¢ ¢ ¢
g1 ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢

In den mit * gekennzeichneten Spalten ergeben sich die gleichen Werte, es gilt also
re€ A\ (BUC) <= xz€ (A\B)N(A\C(O)
und daher
A\ (BUC)=(A\B)Nn(A\C).

Bei diesem Beispiel ist ansich die Verwendung einer Inzidenztafel unnotig, in komplizier-
teren Fillen kann die Inzidenztafel aber sehr niitzlich sein.

Wir kehren nochmals zum Begriff der Menge zuriick. Man kann Mengen bilden, deren
Elemente selbst Mengen sind, beispielsweise

{0,413, {2}, {31, {1, 2}, {1, 3}, {2,3},{1,2,3}}

Dies ist die Menge aller Teilmengen von {1, 2, 3}. Diese werden wir im folgenden Abschnitt
die Potenzmenge von {1,2,3} nennen.

Man kann auch Objekte sehr unterschiedlicher Natur zu einer Menge zusammenfassen,
etwa {IN, 17, Susanne}. Es fragt sich allerdings, welchen Nutzen man davon hat.

Nicht jede sprachliche oder sonstige Beschreibung einer ,Menge“ definiert wirklich eine
Menge. Das beriihmteste Beispiel hierfiir ist die russellsche Antinomie:

Es sei A die Menge aller Mengen, die sich nicht selbst als Element enthalten.
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Offensichtlich muss entweder A ¢ A oder aber A € A gelten. Gilt A ¢ A, dann muss
aufgrund der ,Definition von A doch A € A gelten. Gilt aber A € A, dann muss auf-
grund der , Definition“ von A wieder A ¢ A gelten. Man verwickelt sich also in endlose
Widerspriiche und muss einsehen, dass die oben ,,definierte” Menge nicht existiert.

Earl BERTRAND RUSSELL (1872 — 1970) gilt als einer der grofiten Grundlagenforscher des
letzten Jahrhunderts. Zusammen mit seinem Lehrer ALFRED WHITEHEAD (1861 — 1947)
schrieb er die Principia Mathematica, in dem die Grundlagen der Logik und damit der
modernen Mathematik behandelt wurden.

Zur Vermeidung des obigen Widerspruchs reicht es, die Bildung von Mengen nur dann zu
erlauben, wenn die dafiir zugelassenen Elemente bereits einer Menge angehoren.

1.2 Potenzmengen und Produktmengen

Die Menge aller Teilmengen einer Menge M nennt man die Potenzmenge von M und
bezeichnet sie mit P(M). Der Name rithrt daher, dass bei einer endlichen Menge M
mit m Elementen die Menge P(M) stets 2™ Elemente besitzt (man kann dies mit dem
binomischen Lehrsatz beweisen).

Beispiele:

P(0) = {0} (Menge mit genau einem Element, ndmlich ();
P{1}) ={0.{1}};

P({1,2}) = {0, {1}, {2}, {1.2}}

P({1,2,3}) = {0. {1}, {2}, {3}, {1.2},{1,3},{2,3},{1,2,3}}.

Die Potenzmenge einer endlichen Menge M kann man in einem Teilmengendiagramm von

M darstellen:

{1} {2} {1y {2y {3}
NN
P({1,2}) P({1,2,3})

Bei grofien Elementezahlen wird dieses Diagramm natiirlich sehr uniibersichtlich.

Sind A und B Mengen, so heifit die Menge aller Paare
A x B:={(z1,%2) | 11 € A N\ x5 € B} ihr kartesisches Produkt.

Wir merken an, dass ein Paar etwas anderes als eine zweielementige Menge ist. In einem
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Paar (a,b) kommt es auf die Reihenfolge der Elemente an, und es ist zuléssig, dass a
gleich b ist. Man daher nicht von den , Elementen“ des Paares, wie wir es gerade getan
haben, sondern von seinen Koordinaten. Statt (a,b) schreibt man auch (a;b) oder (alb),
stets benutzt man aber runde Klammern, um ein Paar anzugeben.

Sind A = {xy, 29, ..., xp} und B = {y1, ¥o, ..., yn} endliche Mengen mit m bzw. n
Elementen, dann kann man die mn Elemente von A x B in einer Tafel angeben:
B:
Y1 Y2 e Yn
A x| (v,m)  (21,92) (T1,Yn)
Ty | (T2,11)  (T2,92) e (72, Yn)
T | (Tmyv1) (T, Y2) . (T Yn)

Das kartesische Produkt
A x Ay x ... x A,

von n Mengen Ay, As, ..., A, definiert man als die Menge aller n-Tupel ( Tripel, Qua-
drupel, Quintupel, Sextupel, . ..)

(a1, as, ..., ap,) mita; € Ay, ay € A, ..., a, € A,.
Die Elemente aq, as, ...,a, nennen wir wieder die Koordinaten des n-Tupels.

Es ist klar, dass man A x B und B x A unterscheiden muss, wenn A von B verschieden ist
und keine der beiden Mengen leer ist. Es ist auch klar, dass die Beziehung Ax() = ) x A = ()
fiir jede Menge A gilt. Die Mengen

AxBxC, (AxB)xC, Ax(BxC)

muss man unterscheiden; die erste besteht aus Tripeln (a,b,c), die zweite aus Paaren
((a,b),c), die dritte ebenfalls aus Paaren, ndmlich (a, (b,c)) mit a € A, b€ B, c€ C.

Sind die Faktoren in einem kartesischen Produkt gleich, dann benutzt man die Potenz-

schreibweise:
A" = Ax Ax...x A (n Faktoren).

Beispielsweise ist IR? die Menge aller Paare reeller Zahlen, IR®* die Menge aller Tripel
reeller Zahlen. (Diesen Produktmengen begegnet man in der analytischen Geometrie.)

1.3 Relationen

Werden Beziehungen zwischen realen oder auch fiktiven Objekten sprachlich beschrieben,
so ist das Hilfsmittel ein Text mit Liicken, in die man nach gewissen Auswahlregeln Namen
von Objekten einsetzen darf. Werden alle Liicken gefiillt, so muss der Text in eine Aussage
tibergehen (d.h. er 148t sich entweder in die Kategorie wahr oder in falsch einordnen.)

Beispiel 1:

Alle Elemente a,b € @ lassen sich mit der Kleinerbeziehung vergleichen:
a < b bedeutet: ,,a ist kleiner oder gleich b“
T 7

1. Stelle 2. Stelle
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Diese Beziehung lidfit sich als Teilmenge von Q x Q auffassen, in der alle Paare (a,b) € Q X Q mit der
Eigenschaft a < b zusammengefafit sind.

Beispiel 2:

Fiir alle a,b € Z ist die Teilerbeziehung erklart durch

ateilt b <= esgibt y € Z mit a-y=">b (die Kurzschreibweise dafiir ist a|b.)

Die Beziehung lsst sich als Teilmenge von Z x Z auffassen, in der alle Paare (a,b) € Z x Z mit der
Eigenschaft a|b zusammengefasst sind.

Beispiel 3:

Es sei W die Menge aller deutschen Ortschaften mit Bahnhof. Mit P sei die Menge aller Preise von 0,00 €
bis 1000,00 € bezeichnet. Dann ist die folgende ,,dreistellige Beziehung von Interesse:

(¥) Die einfache Fahrt mit der Bahn von @ mnach b  kostet ¢

T T T

1. Stelle 2. Stelle 3. Stelle

Hier sind an den beiden ersten Stellen Einsetzungen aus W und an der dritten Stelle Einsetzungen aus
P zulissig. Fafit man alle ,, Tripel® (a, b, c) aus W x W x P zu einer Menge F' zusammen, fiir die () eine
wahre Aussage ist, so beschreibt F' beziiglich der vorgegebenen Mengen dieselbe Beziehung wie (). Daf§
die sprachliche Variante (%) auferhalb dieses Bereichs nicht prizise genug ist, zeigt sich beim Ubergang
von W zur Menge V aller deutschen Ortschaften: Uber den Wahrheitswert einer Aussage des Typs

,Die Fahrt von Adorf nach Bdorf mit der Bahn kostet 10,00,€.“

kann man dann streiten, wenn es von Adorf nach Bdorf keine Bahnverbindung gibt. Wer den Text in dem
Sinne liest, dafl man mit der Bahn von Adorf nach Bdorf fihrt und dafiir 10 € bezahlt, hélt die Aussage
fiir falsch. Wird dagegen der Text als bedingte Aussage verstanden, so lautet diese:

, Wenn man von Adorf nach Bdorf mit der Bahn fihrt, dann kostet das 10€.¢

Bei dieser Interpretation erhilt man nach den Regeln der Aussagenlogik eine wahre Aussage, da die
Voraussetzung ,wenn ...“ falsch ist und alle derartigen Aussagen als wahr gelten (lateinisch: ez falso
quodlibet).

Wir definieren zur Vermeidung von Unschérfen Beziehungen erst einmal mit Hilfe von
Mengen:

Es seien zwei Mengen A, B gegeben. Eine Teilmenge R des kartesischen Produktes A x B
nennt man eine Relation zwischen A und B. Ist A = B, so spricht man von einer Relation
in A. Statt (a,b) € R schreiben wir kiirzer aRb und ersetzen in konkreten Beispielen R
durch ein geeignetes Symbol.

Eine Relation R in einer Menge A heif3t

— reflexiv, wenn aRa fiir alle a € A,

— antireflexiv (oder irreflexiv), wenn aRa fiir kein a € A,

— symmetrisch, wenn aus aRb stets bRa folgt,

— antisymmetrisch, wenn aus aRb und bRa stets a = b folgt,

— transitiv, wenn aus aRb und bRc stets aRc folgt.

Man beachte, dass antireflexiv nicht das logische Gegenteil von reflexiv bedeutet. Die
Relation R ist nicht reflexiv, wenn aRa nicht fir alle a € A gilt. Diese Forderung ist
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schwécher als die Forderung, aRa solle fiir alle a € A nicht gelten. Entsprechend bedeutet
antisymmetrisch mehr als nur nicht symmetrisch.

Eine Relation R in A, welche

reflexiv, symmetrisch und transitiv
ist, nennt man eine Aquivalenzrelation in A.

Fiir a € A bezeichnen wir dann mit [a]r die Menge aller z € A mit xRa, also
lalgr :=={x € A| zRa},

und nennen [a]g die Aquivalenzklasse von A beziiglich der Aquivalenzrelation R mit dem
Vertreter a. Die wichtigsten Eigenschaften von Aquivalenzklassen fassen wir im folgenden
Satz zusammen.

Satz 1: Ist A eine nichtleere Menge und R eine Aquivalenzrelation in A, dann gilt fiir

alle a,b € A:

1) la]r #0

2) |a]lgr = [blg <= aRD

3) lalgN[blr =0 fur [a]g # [b]&-

4) Die Vereinigungsmenge aller Klassen [a]r mit a € A ist A.

Beweis:

1) Wegen aRa ist a € [a]g fira € A.

2) Ist [a]lgr = [b|r, dann ist a € [b|gr, also aRb. Ist andererseits aRb und x € [a]gr, also xRa, dann
gilt aufgrund der Transitivitit auch xRb und damit x € [blg. Also ist [a]g C [b]r. Ebenso folgt
[blr C [a]r und daher [a|r = [b]g.

3) Ist x € [a]lg N [b]r, also xRa und xRb, so ist aufgrund der Symmetrie und der Transitivitit auch

aRb und damit [a]r = [b]g.

4) Jedes a € A liegt in genau einer Klasse, namlich in [a]g.

O

Ist in einer Menge A eine Aquivalenzrelation R gegeben, so zerfillt A also beziiglich R in
disjunkte Klassen. Ist umgekehrt eine Menge A in disjunkte Klassen zerlegt, dann wird
dadurch eine Aquivalenzrelation R in A definiert: Man setze aRb genau dann, wenn a und
b in derselben Klasse liegen. Daher ist eine Klassenzerlegung von A begrifflich dasselbe
wie eine Aquivalenzrelation in A.

Wichtige Beispiele fiir solche Klassenbildungen sind:

a) Die durch a =bmod m <= m[b— a Kongruenz modulo m ist eine Aquivalenzre-
lation in Z. Die Aquivalenzklassen nennt man Restklassen mod m.

b) Die , Differenzengleichheit” von Paaren natiirlicher Zahlen ist eine Aquivalenzrelation
in IN%. Die Aquivalenzklassen sind per definitionem die ganzen Zahlen.

¢) Die ,,Quotientengleichheit® von Paaren natiirlicher Zahlen ist eine Aquivalenzrelation
in IN%. Die Aquivalenzklassen sind per definitionem die Bruchzahlen.
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Eine Relation R in A, welche
reflexiv, antisymmetrisch und transitiv

ist, nennt man eine Ordnungsrelation in A.

Beispiele fiir Ordnungsrelationen sind:
a) Die Teilbarkeitsrelation | (Ordnungsrelation in IN).
b) Die < -Relation (Ordnungsrelation in IR).

c) Die Inklusionsrelation C (Ordnungsrelation in jeder Menge, deren Elemente selbst
Mengen sind).

Ersetzt man in der Definition des Begriffs der Ordnungrelation refleziv durch antirefle-
ziw, dann erhdlt man den Begriff der strengen Ordnungsrelation. In einer solchen kann
nie gleichzeitig aRb und bRa gelten, weil dann aus der Transitivitdt aRa folgen wiirde.
Also kann man eine strenge Ordnungsrelation als eine antireflexive, transitive Relation
definieren. Beispiele hierfiir sind die echte Teilbarkeit, die echte Kleinerbeziehung (<) und
die echte Mengeninklusion (C).

Ist R eine Ordnungsrelation in A und gilt fiir zwei verschiedene Elemente a,b € A entweder
aRb oder bRa, dann nennt man a, b vergleichbar beziiglich R, andernfalls unvergleichbar.
Sind je zwei Elemente aus A vergleichbar, dann nennt man die Ordungsrelation R linear.
Die Teilbarkeitsrelation in IN ist nicht linear, die < -Relation in IR ist linear.

1.4 Abbildungen

Ordnet man jedem Element der Menge A genau ein Element der Menge B zu, dann nennt
man diese eindeutige Zuordnung eine Abbildung von A in B. Als Variable fiir Abbildungen
benutzen wir hier kleine griechische Buchstaben. Ist « eine Abbildung von A in B, so
schreiben wir

a: A— B.

Wird bei dieser Abbildung dem Element a € A das Element b € B zugeordnet, dann
schreiben wir
a:a—b.

Man schreibt dann auch
b=a(a) oder b=a".

In verschiedenen Bereichen der Mathematik benutzt man synonym fiir Abbildung auch
die Bezeichnungen Funktion oder Operator.

Man kann eine Abbildung auch als eine Relation R auffassen, bei der a Rb und a Rc
mit b # ¢ unmoglich ist und es zu jedem a € A ein b € B mit a Rb gibt. Dies ist eine
Prézisierung des eindeutigen Zuordnens.

Bei einer Abbildung o : A — B nennt man A die Ausgangsmenge (oder auch Definitions-
bereich) und B die Zielmenge (oder auch Wertebereich) von o.
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Das jeweils a € A unter « zugeordnete Element «(a) € B wird das Bild oder der Wert
von a genannt.

Ein (nicht notwendig auf A eingeschrinktes) Verfahren, mit dem sich zu jedem a € A das
Bild a(a) bestimmen 148t, wird Zuordnungsvorschrift der Abbildung genannt und in der
Form o : a — a(a) ebenfalls mit dem Symbol a angegeben. Wendet man die Vorschrift
auf alle a € A an, so erhélt man mit

a(A):={ala) | a € A}

das sogenannte Bild der Ausgangsmenge. Im Zusammenhang damit interessiert man sich
fiir folgende Eigenschaften:

Definition 1.1

Es sei a: A — B eine Abbildung.

(1) « heiit injektiv (oder eineindeutig) von A nach B, wenn fiir alle a,b € A mit a # b
gilt: a(a) # a(b).
(2) « heifit surjektiv (oder Abbildung von A auf B), wenn a(A) = B gilt.

(3) « heiit bijektiv (oder eineindeutig von A auf B), wenn « injektiv und surjektiv ist.

Die Surjektivitat einer Abbildung v : A — B héngt nur davon ab, ob die Zielmenge B von
vorneherein klein genug gewéhlt ist. Ist « nicht injektiv, so kann man zwecks Erzwingung
der Injektivitat zu einer Abbildung mit kleinerer Ausgangsmenge E iibergehen.

Die Injektivitiat einer Abbildung o : A — B 148t sich auch so formulieren:
ala) =ad) = a=D>

Weitere gebréiuchliche Bezeichnungen bei einer Abbildung o : A — B sind:

Ist U eine Teilmenge von A, so heifit
a(U):=A{a(u) |ue U}

das Bild von U unter «.

Ist V' eine Teilmenge von B, so heift

a ' (V)={a€A|ala) eV}
das Urbild von V unter o (die Menge a~*(V) kann leer sein!).
Ist « bijektiv, so heifit die durch

a~1(b):= a mit a(a) =b

definierte Abbildung o' : B — A die Umkehrabbildung von c.
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Beispiel 1: Ordnet man jeder natiirlichen Zahl ihre Quersumme zu, dann liegt eine
Abbildung von IN in IN vor:

a— Qa) (a € IN).
Beispiel 2: Ordnet man jeder natiirlichen Zahl ihren Rest bei Division durch 7 zu, dann

liegt eine Abbildung von IN in {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6} vor.

Beispiel 3: Die Bildung des Produkts von zwei rationalen Zahlen kann man als eine
Abbildung von Q?* in @ verstehen:

(a,b) —~a-b ((a,b) € Q).

Beispiel 4: Bildet man zu zwei natiirlichen Zahlen die Summe ihrer Quadrate, so liegt
eine Abbildung von IN? in IN vor:

(a,b) — a* + b*
Fiir die Abbildung @ in Beispiel 1 ist

Q*'(1) = {1, 10, 100, 1000, ...},
Q7 '2) = {2, 11, 20, 101, 200, 1001, 2000, ...},
Q'3) = {3, 12, 21, 30, 102, 111, 120, 201, 210, 300, ...}.

Bezeichnen wir die Abbildung in Beispiel 4 mit «, dann ist z. B.
a (1) =0, o' @)={(L1}, o '(3)=0, a'(4) =0,
a 1(5) ={(1,2),(2,1)},...,a”1(65) = {(1,8),(8,1), (4,7),(7,4)}, ...

Bei einer surjektiven oder bijektiven Abbildung spricht man von einer Abbildung von A
auf (statt in) B.

Keine der Abbildungen in den Beispielen 1 bis 4 ist injektiv. Die Abbildungen in den
Beispielen 1 bis 3 sind surjektiv, die Abbildung in Beispiel 4 ist aber nicht surjektiv.

Wir nennen nun einige weitere Beispiele, die uns auch spéter noch begegnen werden.

Beispiel 5: Mit S, bezeichnen wir die Menge aller Bijektionen der Menge {1, 2, 3, ..., n}
auf sich. Eine solche Abbildung « schreibt man in der Form

1 2 3 ... n
( a(l) a(2) a(3) ... an) ) '
Da es sich um eine Bijektion handelt, treten in der unteren Zeile dieses Symbols wieder
alle Zahlen von 1 bis n auf, wobei aber im Allgemeinen die Reihenfolge geéindert ist. Daher
nennt man eine solche Abbildung auch eine Permutation der Menge {1, 2, 3, ..., n}.
Es gibt genau
nl:=n-(n—1)-(n—2)-...-2-1

(,n Fakultdt®) solche Permutationen, denn fiir «(1) gibt es n Moglichkeiten, fir a(2)
gibt es dann jeweils noch n — 1 Méglichkeiten, fiir a(3) gibt es dann jeweils noch n — 2
Moglichkeiten usw. Von den Permutationen
1 2 3 45 d 1 2 3 45
34152) ™ 351 24
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ist jede die Umkehrabbildung der anderen: Die erste bildet 1 auf 3 ab, die zweite 3 auf 1
USw.

Beispiel 6: Die Funktion f : IR — IR mit f(z) = 2%, deren Graph im Koordinatensys-
tem eine Normalparabel ist, ist weder injektiv noch surjektiv. Wihlen wir als Zielmenge
aber die Menge IR := {x € IR |z > 0}, dann ist f surjektiv; beschrinken wir auch die
Ausgangsmenge auf IRd, dann ist die Funktion injektiv und damit bijektiv. Thr Graph ist
dann aber nur noch der ,rechte Ast“ der Normalparabel.
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1.5 Verkettung von Abbildungen

Sind @ : A — B und 3 : B — C zwei Abbildungen, dann ist v : A — C mit

(a) = Ba(a))
eine Abbildung von A in C:

A B C
a —  afa) Bla(a))
a p
Boa

Man nennt dies die Hintereinanderschaltung oder Verkettung von a mit § und schreibt
dafiir 5o « (lies ,, nach a“). Es ist also

(Boa)(a) = P(a(a)) fir a € A.
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Beispiel 1: Es seien
(12345 g g1 2345
““\l2435 1) ™ “{15243

zwei Bijektionen von {1,2,3,4,5} auf sich (vgl. Beispiel 5 im vorigen Abschnitt). Dann
gilt

1—1+—2 1— 235
2—5m—1 2—4—4
aof: 3—2—4 und foa: 3+—3—2
4+—4—5 4+— 53
5—3+—3 511

also
12345 12345
0‘05—(21453> und 500“(54231)'

Beispiel 2: Die auf IR definierte Funktion f mit f(z) = H% ist die Verkettung der

Funktion g mit g(z) = 1 + 2? und der Funktion h mit h(z) = é Es ist f(z) = h(g(x)),
also f = h o g. Fiir die Funktion g o h gilt

1 2

(9o @) = glh(@) =1+ () -

Die Funktion g o h ist im Gegensatz zu h o g nur fiir x # 0 definiert.

Die Beispiele zeigen deutlich, dass es beim Verketten von Abbildungen auf die Reihenfolge
ankommt. Dies ist ohnehin klar, da in den anfangs eingefiihrten Bezeichnungen zwar o«
definiert ist, o o 3 aber nur, wenn die Zielmenge C von [ eine Teilmenge der Ausgangs-
menge A von « ist. Das Verketten von Abbildungen ist also i. Allg. nicht kommutativ.

Das Verketten von Abbildungen ist aber assoziativ, d.h.; es gilt fiir drei Abbildungen
a:A— B, :B—C, v:C — D stets

(yopB)oa=vo(Boa).
Das folgt sofort aus der Definition des Verkettens: Fiir jedes a € A gilt

((yoB)ea)(a) = (yep)ala) = v(B(a(a))),
(yo (Boa))a) =((Bea)a)) =~(B(ala))).

Unter den Abbildungen einer Menge A in sich spielt die identische Abbildung id,, die
jedes Element von A auf sich selbst abbildet, eine besondere Rolle. Ist v eine Abbildung
von A in B, dann gilt offensichtlich idgoa = a = aoidy.

Ist o eine Bijektion von A auf B und a~! die Umkehrabbildung, dann gilt

1

aoal=idg und a‘toa=id4.

Man erkennt leicht, dass die Verkettung zweier Injektionen wieder eine Injektion und
die Verkettung zweier Surjektionen wieder eine Surjektion ist. Also gilt dies auch fiir
Bijektionen. Sind o : A — B und [ : B — C' Bijektionen, dann gilt fiir die Verkettung

(Boa)" =ato 57,
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Die Umkehrung einer Verkettung ist also die Verkettung der Umkehrungen in umgekehrter
Reihenfolge. Denn foaoa toB ' =idgund a oS o Boa =ida.

Aufgaben

1. In welcher Form haben Sie in Threr Schulzeit im Mathematikunterricht Mengen-
schretbweisen verwendet? Erinnern Sie sich an das Gleichungslésen und Schreibweisen
in der Oberstufenanalysis.

2. Beschreiben Sie drei Rechengesetze fiir Potenzen
a) mit Worten,
b) formelmé&Big mit Hilfe von Variablen.

3. So ein Grusel (wo steckt der Fehler?):

a = 1
beidseitige Addition von a? — 2
a+(@*-2) = 1+ (a*-2)

=

| beidseitiges Zusammenfassen
a—1+ad*-1 = a*—1
|l dritte binomische Formel anwenden

a—1+ (a+1)a—1) = (a+1)(a—1)

| auf beiden Seiten durch a — 1 dividieren
l+a+1 = a+1
| auf beiden Seiten a + 1 subtrahieren
1 = 0 7720200277277777

4. Im folgenden Rechenknobel bedeuten gleiche Buchstaben gleiche Ziffern und verschie-
dene Buchstaben verschiedene Ziffern. Es hat nur eine Losung!

S I E L
— L E I S
I L S E

5. In einem Knobelbuch steht folgende Aufgabe:
»,A und B haben zusammen weniger Geld als C und D zusammen,
B und D haben zusammen weniger Geld als A und C zusammen,
A und D haben zusammen weniger Geld als B und C zusammen.
Wer hat dabei das meisten Geld?*
Versuchen Sie diese Aufgabe zu l6sen.

6. a) Begriinden Sie die Richtigkeit der Aussage ,sind die Mengen A und B Teilmengen
einer gemeinsamen Obermenge C, so gilt A\ B=AN(C\ B)“
a) durch ein Mengendiagramm,

b) mit einer Inzidenztafel.
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7.

10.

11.

12.

13.

a) Bestimmen Sie alle Mengen X mit {1,2} C X C {1,2,3,4,5}.
b) Begriinden Sie, dass {0, 1,2,3,4,5,6,7,8,9}" aus genau 10™ Elementen besteht.

a) Bestimmen Sie die Eigenschaften der Relation {(x,y) € Z* | £(z,y)} in Z, wenn
E(x,y) folgende Bedeutung hat:

() lzl <yl (2) [z —y| <100
b) Es sei
A = {Basel, Stuttgart, Mannheim, Koblenz, Koln},
B = {Neckar, Main, Mosel, Rhein}.
Geben Sie die Paare der Relation ,,Stadt x liegt am Fluss y* an.

—

a) Priifen Sie, ob eine Ordnungsrelation in einer gegebenen (nichtleeren) Menge er-
wachsener Bundesbiirger vorliegt:

(1) ,,x ist hochstens ein Jahr &lter als y*

(2) ,,x ist mindestens so alt wie y“

b) Bildet man die Quersumme ((n) einer natiirlichen Zahl n, dann die Quersumme
Q(Q(n)) von Q(n) usw., dann erhilt man schliefllich eine einstellige Zahl, welche wir
mit Q(n) bezeichnen. Die Relation

a~b:+= Qa)=Q(0)

ist offensichtlich eine Aquivalenzrelation in IN.
a) Nennen Sie die drei kleinsten Zahlen aus jeder Aquivalenzklasse.
b) Aus welchen Zahlen besteht die Klasse {n € IN | Q(n) = 9}?

Untersuchen Sie die folgenden Abbildungen (mit Mitteln der Schulmathematik) auf
Injektivitdt und Surjektivitét.

a) a: INg — INg mit a(n) :=n?* b)a: Z — Z mit a(z) =225
¢) a: R — IR mit a(x) := 27 d) a: R — R mit a(z) :=2° -

Geben Sie fiir die Abbildung () in Beispiel 1 jeweils die fiinf kleinsten Zahlen aus
den Urbildmengen Q~*(4), Q~!(5) und Q~'(6) an.

Geben Sie jeweils zwei Abbildungen von IN in IN an, die (1) injektiv, aber nicht
surjektiv  (2) surjektiv, aber nicht injektiv (3) bijektiv sind.

(1 23 45 dﬁ—12345
““ls4321) "M IPT5 3421
zwei Permutationen der Menge {1,2,3,4,5}. Bestimmen Sie fiir diese Permutationen
a)aofl  b)foa c) Boaoa d) atog™t

Es seien



2 Algebraische Strukturen

2.1 Gruppen

In der Algebra wird der Abbildungsbegriff unter anderem bei der Definition von ,, Ver-
kniipfungsoperationen® in einer Menge A verwendet, da sich jede solche Operation als
Abbildung mit Definitionsbereich A x A auffassen 1a8t:

Definition 2.1
Ist A eine nichtleere Menge, so heifit jede Abbildung

¥ : AxA—= A

eine (innere) Verknipfung in A. Wird einem Paar (a,b) durch % ein Element ¢ € A
zugeordnet, so schreibt man dafiir kurz ¢ = a * b.

Ein Paar (A, x) wird genau dann ein Verknipfungsgebilde oder algebraische Struktur
genannt, wenn A eine nichtleere Menge und * eine Verkniipfung in A ist.

Bei Verkniipfungsgebilden interessiert man sich dafiir, ob die Verkniipfung Eigenschaften
besitzt, die Analogien zum Rechnen mit Zahlen erlauben:

Definition 2.2

(G, %) heifit genau dann eine Gruppe, wenn gilt:

(GO) (G, ) ist ein Verkniipfungsgebilde. (Abgeschlossenheit bzgl. *)
(G1) ax* (bxc) = (axb)x*c gilt fir alle a,b, c € G. (Assoziativitit von )
(G2) Es existiert e € G mit der Eigenschaft:

a*x e = q gilt fir alle a € G.
(Existenz eines neutralen Elements bzgl. )

(G3) Zu jedem a € G existiert ein Element a=! € G mit der Eigenschaft a x a™! = e.

(Ezistenz aller inversen Elemente)

Gilt sogar a x b = bx* a fiir alle a,b € G, so nennt man die Gruppe (G, *) kommutativ
oder abelsch.

Gilt in einer Gruppe (G, *) das Kommutativgesetz, dann heifit die Gruppe kommutativ
oder abelsch.
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Die Bezeichnung ,abelsch“ wurde zu Ehren von NIELS HENRIK ABEL (1802 — 1829)
gewihlt, einem sehr bedeutenden norwegischen Mathematiker. Abel hat mit Hilfe der
Gruppentheorie bewiesen, dass eine algebraische Gleichung

™+ ap 12" Pt ax+ag=0

im Allgemeinen nicht mit Hilfe von Wurzelausdriicken zu losen ist, wenn der Grad n
grofler als 4 ist.

Ist U eine nichtleere Teilmenge von G, welche beziiglich der Verkniipfung * in G selbst
ein Verkniipfungsgebilde ist, und ist (U, %) wieder eine Gruppe, dann nennt man sie eine
Untergruppe von (G, *). Genau dann bildet also die Teilmenge U von G eine Untergruppe
von (G, %), wenn gilt:

(i) a,belU = axbel,
(ii) eel,
(iii) aelU=a'lel.

Dabei ist e das neutrale Element von (G, ), und ¢! ist das zu a inverse Element in

(G, *). Die Giiltigkeit des Assoziativgesetzes in (U, *) ist dadurch gewihrleistet, dass es
in der umfassenderen Struktur (G,x*) gilt. Ist (G, *) kommutativ, dann gilt dies selbst-
verstandlich auch fur (U, ).

Man kann die drei Bedingungen (i), (ii), (iii) durch eine einzige ersetzen:

Satz 2.1

Genau dann bildet die nicht-leere Teilmenge U von G eine Untergruppe von (G, *), wenn
gilt:
(*)  abeU=axb'el.

Beweis:

Aus (i) bis (i11) folgt (x), wie man sofort sieht.

Wegen U # () existiert mindestens eine Element a € U.

Aus (x) folgt dann a x a='(=e) € U, also (ii).

Mit b € U ist dann nach (x) auch e x b=(=b=1) € U, also gilt (iii).

Mit a,b € U liefert (x) dann, dass a x (b=1)" (= a xb) € U, also gilt auch (i).

Beispiel 1: Die Menge der reellen Zahlen beziiglich der Addition bildet die kommutative
Gruppe (IR,+). Die Menge der rationalen Zahlen bildet beziiglich der Addition die Un-
tergruppe (Q,+) von (IR,+). Die Menge der ganzen Zahlen beziiglich der Addition ist die
Untergruppe (Z,+) von (Q,+). Die Menge der durch 17 teilbaren ganzen Zahlen bildet
wiederum eine Untergruppe von (Z,+), denn es gilt fir a,b € Z (vgl. Satz 2.1):

17|a und 17|b = 17]a — b.

Beispiel 2: Die Menge der reellen Zahlen bildet beziiglich der Multiplikation keine Grup-
pe, da die Zahl 0 keine Kehrzahl besitzt. Entfernt man aber die Zahl 0, betrachtet also
die Menge IR* = IR \{0}, dann ist (IR*,-) eine kommutative Gruppe. Diese nennt man
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zur Unterscheidung von der additiven Gruppe der reellen Zahlen (IR,+) die multiplikative
Gruppe der reellen Zahlen. Die Menge Q* der von 0 verschiedenen rationalen Zahlen bildet
beziiglich der Multiplikation eine Untergruppe von (IR*,-). Die Menge Q" der Bruchzahlen
bildet ihrerseits eine Untergruppe (Q,-) von (Q*,-).

Beispiel 3: Fiir eine natiirliche Zahl m wird die Menge der Restklassen modulo m mit
R,, und die Addition zweier Restklassen modm mit ,,+* bezeichnet. Dann ist (R,,, +)
eine kommutative Gruppe mit genau m Elementen. Neutrales Element ist die Klasse [0],
die zu [a] inverse Klasse ist die Klasse [—a].

Beispiel 4: In Beispiel 5 aus Abschnitt 1.4 haben wir mit §,, die Menge aller Permu-
tationen von {1,2,...,n} bezeichnet, also die Menge aller bijektiven Abbildungen von
{1,2,...,n} auf sich. Die Menge S,, besitzt genau n! Elemente. Beziiglich der Verkettung
o bildet §,, eine Gruppe, welche man die symmetrische Gruppe von Grad n nennt. Diese
Gruppe ist fiir n > 2 nicht kommutativ.

Weitere nichtkommutative Gruppen lassen sich leicht in der Geometrie finden. Die , kleins-
te“ Gruppe dieser Art enthélt nur 6 Elemente und lésst sich als Menge aller Kongruenz-
abbildungen auffassen, die ein vorgegebenes gleichseitiges Dreieck ABC auf sich selbst
abbilden (man nennt solche Abbildungen Deckabildungen des Dreiecks). Als Verkniipfung
ist hier die Verkettung o von Abbildungen zu wéhlen.

Man kann zeigen, daf in einer Gruppe (G, *)

(1) ein beziiglich e zu a inverses Element a™! stets auch von links invers ist (d.h. es gilt
stets a™! xa = e),

(2) ein neutrales Element e auch linksneutral ist (d.h. es gilt stets e x a = a),

(3) genau ein neutrales Element e und zu jedem a € G genau ein inverses Element
existiert.

Wir zeigen hier nur die erste Eigenschaft und gehen dabei von
atxaxal=q""
——

e

aus. Verkniipft man beide Seiten von rechts mit einem inversen Element b von a™!, so

ergibt sich

alxa=e.
Also ist a=! auch von links invers. Mit Hilfe der ersten Eigenschaft kann man die zweite
und dritte leicht nachweisen.

Zur Verkiirzung der Argumentation wurde ausgenutzt, daf man in assoziativen
Verkiipfungsgebilden bei der Verkiipfung mehrer Elemente Klammern weglassen darf, da
sich 6ffnende und schliefende Klammern im Rahmen der Klammerregeln beliebig setzen
lassen. Dies gilt auch bei der Verkniipfung von mehr als drei Elementen und 148t sich mit
Hilfe der vollstindigen Induktion beweisen.
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2.2 GroBenbereiche

Es gibt Verkniipfungsgebilde, bei denen es um die Addition von Grdfien wie Ldngen,
Fldacheninhalte, Volumina, Gewichte (Massen), Zeitspannen, Geldwerte usw. geht.

Jede Groflenart ist als Eigenschaft von ,Repriasentanten” anzusehen. Dabei werden Re-
prisentanten entweder direkt mit Hilfe einer Aquivalenzrelation ~ und einer (strengen)
Ordnungsrelation < verglichen (,,klassischer” Zugang zu Gréflen) oder man hat ein Mess-
gerit, das jedem Repridsentanten eine Mafizahl zuordnet und vergleicht Repriasentanten
nur noch mit Hilfe der Mafizahlen (,alternativer” Zugang).

Beim klassischen Zugang kommt kommt man {iber so etwas wie das Zusammenfiigen
von Repréisentanten zu Maf$zahlen. So kann man z.B. Strecken aneinandersetzen, Massen
zusammen auf eine Waagschale legen, Vorgénge nacheinander ablaufen lassen, (element-
fremde) Mengen vereinigen, . ...

Eine Tabelle der in der Grundschule vorkommenden Grolenarten ist:

’ Grdfienart ‘ Reprisentanten ‘ ~ <
Léngen Strecken ist so lang wie, ist kiirzer als
(Stébe, deckungsgleich,
Kanten) kongruent
Flacheninhalte | Fldchen ist stiickweise hat weniger
(Areale) kongruent zu, Fléche als
passt genau hinein,
zerlegungsgleich,
erginzungsgleich
Volumina Korper volumengleich hat weniger
Volumen als
Gewichte Korper hat dasselbe ist leichter als
(Massen) Gewicht wie
(Balkenwaage)
Zeitspannen Vorgénge, dauert so lang wie | dauert kiirzer als
Abldufe
Geldwerte Mengen von ist soviel wert wie | ist weniger wert als
Geldstiicken,
-scheinen
Kardinalzahlen | Mengen gleichméchtig hat weniger
(positive endli- | (endliche) Elemente als
che)

Spéter kommen dann noch ,,abgeleitete Groflen” wie Geschwindigkeiten, Driicke, . .. hinzu.

Groflen derselben Art bilden immer algebraisch eine Struktur der folgenden Art:

Definition 2.3

Eine nichtleere Menge G mit einer Verkniipfung + und einer Relation < heif3t
Grof3enbereich genau dann, wenn gilt:
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(Gl) a+(b+c)=(a+b)+c firalea,bceg (Ass)

(G2) a+b=b+a fiir alle a,b € G (Komm)

(G3) Wie auch immer a und b aus G gewéhlt sind, stets trifft (Trich)
genau einer der Falle a < b,a =b,b < a zu.

(G4) a+ x = b ist 16sbar mit x € G genau dann, wenn a < b. (Lésb)

Die Eigenschaft (Trich) ist das Trichotomiegesetz und (Losb) heifit die
Losbarkeitsbedingung. Aus (Ass), (Trich) und (Lésb) lasst sich folgern, dass < eine
strenge lineare Ordnungsrelation in G ist und es in (G, +) kein neutrales Element gibt.

Beispiele fiir Grofien:

a) Die Zahl '3’ ist die gemeinsame Eigenschaft der Mengen, die zu der Menge
A = {a,b,c} der Buchstaben a,b, c gleichméchtig sind.

b) Die Lange 1 Meter’ ist die gemeinsame Eigenschaft aller Strecken, fiir die das
Licht im Vakuum genau 1/299 792458 s vom Anfang bis zum Ende bendtigt. Die-
se Definition stammt aus dem Jahr 1983. Urspriinglich war 1 Meter 1795 von der
franzosischen Nationalversammlung als der zehnmillionste Teil des Viertel-
kreises durch Paris vom Nordpol zum Erdiquator definiert worden. Noch
heute befindet sich ein Profilstab aus Platiniridium in einem Pariser Museum, der
lange Zeit ein Repréasentant fiir diese Lange war und daher das Urmeter genannt
wird (bei Vergleichen musste die Umgebungstemperatur 20°C betragen). Von 1960
bis 1982 war 1 Meter als das 1650 763,73 - fache einer bestimmten Wellenlénge eines
Kryptonisotops definiert.

c) Die Masse "1 kg’ ist die Gemeinsame Eigenschaft aller Korper, auf einer Balken-
waage zu einem in Paris aufbewarten Zylinder aus Platiniridium (mit etwa 39 mm
Durchmesser und Hohe) im Gleichgewicht zu sein. Die Masse dieses Zylinders ent-
spricht der von 1 Liter Wasser bei 4°C Temperatur (dies war die urspriingliche
Definition der 1795 tagenden franzosichen Nationalversammmlung).

Der Sachverhalt der Klassenbildung soll abschlieBend noch einmal am Vergleich von
natiirlichen Zahlen und Lé&ngen verdeutlicht werden:
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Beispiel 1:

Analogie

A
v

Représentation Klassenbildung

endl. Mengen Strecken

0

A
v

c,u

ist '’kongruent

Fig. 1

Die Menge IN der natiirlichen Zahlen bildet beziiglich der Addition + und der Kleinerbe-
ziehung < einen Groflenbereich, bei dem alle Elemente , Vielfache“ der Zahl ’1’ sind. In
IN gibt es also ein kleinstes Element.

Die Menge IL der Léangen bildet beziiglich der Léngenaddition + und der Kleinerbezie-
hung < zwischen Lingen ebenfalls einen Gréflenbereich. In diesem gibt es kein kleinstes
Element, da man jede Lange halbieren, dritteln, ... kann. Man sagt daher, dass (IL, +, <)
ein diwvisibler Groenbereich ist. Die allgemeine Definition lautet:

Definition 2.4

Ein Gréfenbereich (G, +, <) wird divisibel genannt (andere Sprechweise: er hat die Teil-
barkeitseigenschaft) genau dann, wenn es zu jeder Grofle g € G und jeder natiirlichen
Zahl n € IN eine Grofle b € G mit b+ ...+ b = g gibt.

~—_——

n—mal

Beim ,alternativen Zugang zu Groflen geht man von einem Reprisentantenbereich R
aus, der aus Mengen von Objekten besteht. Man verlangt, dass die Mengenvereinigung U
und die Schnittmengenbildung N in R Verkniipfungen sind und nennt (R, U, N) beziiglich
einer Abbildung f von R nach IR genau dann einen Représentantenbereich einer
Grofle, wenn f folgende Eigenschaften hat:
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M1) f(A) >0 fiir alle Ae R

M2) f(AUB) = f(A) + f(B) fiir alle A, B € R mit AN B = 0.

(M1)

(M2)

(M3) Es gibt E € G mit f(F) =

(M4) Zu A, B € R gibt es stets B' € R mit f(B') = f(B) und AN B’ = 0.

Hier ist die Grofle eines Repriasentanten A der Wert f(A). Die Relationen ~ und < in R
lassen sich definieren in der Form

A~B = f(A)=f(B)
A< B <= f(A) < f(B)

Sieht man die Menge G aller Werte zusammen mit der Addition + und Kleinerbeziehung
< von Zahlen als Struktur an, so erhédlt man die gleichen Eigenschaften fiir (G, +, <) wie
beim klassischen Zugang zu Groflen.

Beispiel 2:

Fasst man die Langenmessung als Ablesen auf einer vorgegebenen Skala an, so ist ei-
gentlich eine Abbildung f von der Menge aller Strecken in die Menge IR vorgegeben.
Aquivalenz von Strecken bedeutet dann ,,gleiche Ablesung*.

Beispiel 3:
Der analoge Fall liegt vor, wenn man Gewichte als Werte ansieht, die eine elektronische
Waage anzeigt (hier misst man wirklich das Gewicht und nicht die Masse.)

In allen Grolenbereichen ist die Vervielfachung mit einer natiirlichen Zahl n erklart durch
nG:=G+...+G.
—_———

n mal
Die Operation G — nG heifit Vervielfachung mit n.

nG  heiflt n-faches von G: gelesen als ,n mal G*
n  heift der Vervielfacher oder Multiplikator, G der Multiplikand.

Das Teilen ist einem Groflenbereich mit Teilbarkeitseigenschaft erklért durch:
Definition: G : n:= %G. (Sprechweise: ,G geteilt durch n*)

Man vereinbart zwecks Klammerersparnis, dass das Vervielfachen und das Teilen stéirker
als das Addieren bindet:
nG + H:=(nG) + H uwnd i1G + H:= (2G) + H

In einem divisiblen Gréflenbereich sind die Vervielfachung mit m und das Teilen durch n
injektive Abbildungen von G nach G mit den Eigenschaften:

(1) n(G+ H) =nG + nH fir allen € N;G,H € G.
(2) (n4+m)G =nG + mG fiir alle n,m € IN;G € G.
3) 2(G+H)=1G+1H firallen e IN;G,H €G.
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AuBlerdem gelten die Kiirzungsregeln:
(1) nG=nH = G=H fiuralleneIN;G,H €gG
(2) nG=mG = n=m firallenmelN;Ge€g

Man bezeichnet die Herstellung von %G im Grundschulunterricht als Verteilen.

Vom Aufteilen oder Messen spricht man, wenn zu gegebenen Gréflen G und H mit H < G
eine natiirliche Zahl n mit nH = G gesucht wird. Da jede Gleichung *G = H mit G, H € G
hochstens eine Losung x in IN hat, kann man hier nur vereinbaren:

Definition: H/G:= dasjenige x € IN, fiir das xG = H ist, falls x existiert.

2.3 Korper

Bei Mengen mit zwe: Verkniipfungen & und © interessiert man sich ebenfalls dafiir, ob
es Entsprechungen zu Rechengesetzen der Addition und Multiplikation von Zahlen gibt:

Definition 2.5
(K, ®,®) heifit genau dann ein Kérper, wenn gilt:

(K1)

K1) (
(K2) (K, ®) ist ein Verkniipfungsgebilde und (K \ {0}, ®) ist eine kommutative Gruppe
(ihr neutrales Element sei mit 1 bezeichnet).

K, ®) ist eine kommutative Gruppe (ihr neutrales Element sei mit 0 bezeichnet).

(K3) Fiir alle a, b, c € K gilt
a®b®c)=(a®b)® (a®ec). (Distributivitit von ® bzgl. @)

Um Klammern zu sparen, vereinbaren wir fiir Korper die bekannte Regel ,,Punkt vor
Strich“. Auflerdem sollen immer dann fiir die Korperverkniipfungen die gewohnten Be-
zeichnungen 4 und - verwendet werden, wenn keine Verwechslungen zu befiirchten sind.
Wir bezeichnen das inverse Element von a beziiglich & mit —a. Fiir das inverse Element
von a beziiglich ® schreiben wir a™! (dabei muss natiirlich a # 0 gelten!). Entsprechend
wird an Stelle von a + (—b) kiirzer a — b und an Stelle von a - (a™!) kurz a : b geschrie-
ben. Man kann leicht zeigen, daf§ fiir jedes Korperelement a sowohl 0 - a = 0 als auch
(—1)-a=—a gilt.

Bereits bekannte Beispiele fiir Korper sind (Q, +,-) und (IR,+,-). Es gibt jedoch auch

endliche Korper:

Jeder Korper enthéilt mindestens zwei Elemente, da die neutralen Elemente der beiden
Verkniipfungen verschieden sind.

Vereinbart man nun in der zweielementigen Menge Z,:= {0, 1} die beiden Verkniipfungen
+ und - durch

0+0=0,140=1,0+1=1,14+1=0,0-0=0,0-1=0,1-0=0,1-1=1,
so ist (Zs,+, ) ein Koérper mit zwei Elementen.

Versucht man auf &hnliche Weise Korper mit & = 3, 4, ... Elementen zu konstruieren, so
gelingt dies leicht, wenn k eine Primzahl ist.
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Mit Hilfsmitteln der Korpertheorie kann man dariiber hinaus beweisen, dafl

(1) bei jedem endlichen Kérper (K, +,-) die Anzahl der Elemente von K eine Primzahl-
potenz ist,

(2) es zu jeder Primzahl p und jedem n € IN einen endlichen Kérper mit genau p" Ele-
menten gibt.

In der Zahlentheorie 148t sich (Z,+,-) als Menge der sogenannten Restklassen modulo
2 auffassen, mit denen nach den Regeln der Restklassenaddition und Restklassenmulti-
plikation zu rechnen ist. Die Struktur (Z,+,-) selbst ist kein Korper, da nur 1 und —1
multiplikative Inversen besitzen. Sie ist jedoch als Typ wichtig genug, um die Vereinba-
rung einer weiteren Bezeichnung zu rechtfertigen:

Wird in der Korperdefinition das Kérperaxiom (K2) durch die Forderung ersetzt, daf§
(K,®) ein kommutatives, assoziatives Verkiipfungsgebilde mit neutralem Element ist, so
heiBt (K, ®, ®) ein kommutativer Ring mit Eins.

Wir schreiben von nun an die Verkniipfungen in Kérpern und Ringen wie gewohnt in der
Form + fiir die ,,Addition* und - fiir die Multiplikation. Die neutralen Elemente beziiglich
+ und - sollen jeweils mit 0 und 1 bezeichnet werden. Dann gelten in jedem Korper K
fiir die im Falle a # 0 in der Form

a = 1

at = a---a
———
n—mal

erklarte Potenzierung mit einer natiirlichen Zahl aus INy die Potenzgesetze:
(P1) a™-a™ = a™™ firallea e K\ {0}; n,meINg
(P2) (a-b)* = a"-b" firallea,be K\{0}; nelN
™) (@)™ fur allea € £\ {0}; n,m e N,

2.4 Ringe

Wir formulieren die Bemerkung iiber Ringe etwas ausfiihrlicher und betrachten einige
Beispiele von Ringen:

Eine algebraische Struktur (R, +,-) heifit ein Ring, wenn gilt:

(i) (R,+) ist eine kommutative Gruppe;
(ii) (R,-) ist assoziativ;
(iii) die Verkniipfung - ist distributiv beziiglich der Verkniipfung -+ .

Ist (R, -) kommutativ, dann heifit der Ring ein kommutativer Ring.

Das neutrale Element von (R, +) bezeichnen wir mit n und nennen es auch das Nullelement
der Rings. Das beziiglich + zu a inverse Element (Gegenelement) bezeichnen wir mit —a.
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Besteht R nicht nur aus dem Nullelement n und besitzt (R\ {n}, ) ein neutrales Element,
dann bezeichnen wir dieses mit e und nennen es das Finselement des Rings. Man spricht
dann von einem Ring mit Einselement. Ist ein Element a eines Rings mit Einselement
beziiglich - invertierbar, dann bezeichnen wir das zu a inverse Element (Kehrelement) mit
al.

Gilt in (R\ {n}, ) die Kiirzungsregel, d. h., folgt aus a-b = a-c und ebenso aus b-a = c-a
im Fall a # n stets b = ¢, dann heifit die Ring reguldr oder nullteilerfrei. Gilt a -b=a - ¢
mit a # 0 und b # ¢, dann gilt also mit d =b — ¢

a-d=n unda#n, d#n.
Elemente a, d mit dieser Eigenschaft nennt man dann Nullteiler.

In einem Ring (R, +,-) mit Einselement e kann (R, -) keine Gruppe sein, weil das Null-
element n nicht invertierbar ist: Ausn=n-n"! =cfolgtn=e¢,ausa =a-e=a-n=n
fiir alle a € R ergébe sich also, dass R nur aus dem einen Element n bestiinde. Es kann
aber sein, dass (R \ {n},-) eine Gruppe ist. Falls diese kommutativ ist, dann ist der Ring
ein Korper.

Von besonderem Interesse sind Ringe mit Einselement, die kommutativ und nullteilerfrei
sind. Einen solchen Ring nennt man einen Integrititsbereich. Der Name riihrt daher, dass
die ganzen Zahlen beziiglich der Addition und Multiplikation einen Integritéatsbereich (Z
Z,+,) bilden. (Das lateinische Wort integer wird in der Mathematik im Sinne von ,, ganz*
verwendet; im Englischen heiit integer ganze Zahl.)

Ist U eine Teilmenge von R, welche beziiglich der Verkniipfungen in R selbst wieder einen
Ring bildet, dann nennt man diese einen Unterring oder Teilring des gegebenen Rings.

Beispiel 1: Das wichtigste Beispiel wurde schon erwdhnt, ndmlich der Ring der ganzen
Zahlen (Z,+,), welcher sogar ein Integritdtsbereich ist. Die einzigen beziiglich der Multi-
plikation invertierbaren Elemente sind 1 und —1. Ist Z,, fiir n € IN die Menge der durch
n teilbaren ganzen Zahlen, dann ist (Z,,, +, ) ein Unterring von (Z, +, -). Dieser ist kom-
mutativ und nullteilerfrei, weil sich diese Eigenschaften eines Ringes auf jeden Unterring
iibertragen. Er besitzt aber kein Einselement, falls n # 1 ist.

Beispiel 2: Die Menge R,, der Restklassen modulo m bildet beziiglich der Restklasse-
naddition und -multiplikation einen kommutativen Ring mit dem Einselement [1]. Ist m
zusammengesetzt, dann ist dieser Ring nicht nullteilerfrei: Aus m = ab mit 1 < a,b < m
folgt [a], [b] # [0], aber
[a] - [b] = [ab] = [m] = [0].

Ist jedoch m = p, wobei p eine Primzahl ist, dann ist der Ring nullteilerfrei (und sogar
ein Korper): Aus [a] - [b] = [0] bzw. ab = 0 mod p folgt p|ab, also p|a oder p|b und damit
[a] = [0] oder [b] = [0]. Der Ring (R,,,+, ) ist endlich, er besteht aus m Elementen.

Beispiel 3: Es sei M die Menge aller Matrizen

(“ b) mit a, b, ¢, d € R.
c d

Wir definieren eine Addition von Matrizen aus M durch

a b n ad v\ [(a+d b+V
c d d d |\ e+ d+d )
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Matrizen werden also koordinatenweise addiert. Ferner definieren wir eine Multiplikation

von Matrizen:
a b\ (d U\ _ [ ad+b abl+bd
c d d d ) \ecd+dd c+dd |’
Dass (M, +) eine kommutative Gruppe ist, folgt sofort aus dem Rechnen mit reellen

Zahlen.

Das Nullelement ist die Nullmatriz ( 8 g ) )

Das Gegenelement zu einer Matrix entsteht durch Umkehren der Vorzeichen der Koordi-

naten:
[ a b\ ([ —a —b
c d|] \ — —=d )]

Die Assoziativitat der Multiplikation ist aufgrund obiger Definition sehr miihsam nach-
zurechnen; sie ergibt sich aber sehr einfach aus der Tasache, dass das Multiplizieren von
Matrizen dem Verketten von geometrischen Abbildungen entspricht, und das Verketten
eine assoziative Verkniipfung ist. Die Giiltigkeit des Distributivgesetzes ergibt sich wieder
aus der Giiltigkeit dieses Gesetzes in (IR,+,-).

Es existiert ein Einselement, ndmlich die Finheitsmatrix < (1) (1) ) :

Insgesamt ergibt sich also, dass (M, +,-) ein Ring mit Einselement ist. Dieser Ring ist
nicht kommutativ, denn z.B. ist

) (e) =) ) - (Vo) (aY)

Der Matrizenring ist nicht nullteilerfrei, wie folgendes Beispiel zeigt:

(oa) (va)=(00)

Wir wollen untersuchen, unter welcher Bedingung die Matrix ( : Z ) beziiglich der Mul-

tiplikation invertierbar ist, wann also die Gleichung

(0 o)=Y

losbar ist. Dieser Matrizengleichung entsprechen vier lineare Gleichungen, und zwar zwei
fiir w,y und zwei fir x, z:

aw—+by =1 q ar +bz =1
cw~+dy =0 M et dz=0

Jedes dieser linearen Gleichungssysteme ist genau dann eindeutig l6sbar, wenn ad —be # 0
gilt. Es ergibt sich dann

d —b —c a

w:ad—bc’ x_ad—bc
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a b\ 1 [ d b
¢ d "~ ad — be —c a ]’

und damit

Der Faktor vor der letzten Matrix soll bedeuten, dass jede Zahl in der Matrix damit zu
multiplizieren ist.

Beispiel 4: Ein Polynom iiber IR in der Variablen x ist ein Term der Form
™ + ap 12"+ F agr? + az + ag

mit ag, ai, as, ..., a,_1, a, € IR. Die Zahlen a; heiflen die Koeffizienten des Polynoms.
Ist a,, # 0, dann liegt ein Polynom vom Grad n vor. Zwei Polynome werden addiert, indem
man die Koeffizienten gleicher Potenzen von x addiert. Zwei Polynome werden geméafl den
Rechenregeln in IR multipliziert, wobei man die Variable x wie eine reelle Zahl behandelt.
Ist etwa

p(z) =22 +x -5 und q(r)=42® —32° + 9x — 1,

dann ist p(z) + ¢(z) = 423 — 2* + 10z — 6 und

p(@)-q(z) = (22*+2—5) (42° — 32> + 92 — 1)
8z — 62 + 182 — 222
= + 4zt — 32 + 92?2 — x
— 2023 4+ 1522 — 4bx + 5
= 8z° — 22* — 5a® + 2222 — 462 + 5.

Mit Polynomen rechnet man also dhnlich wie beim schriftlichen Rechnen mit natiirlichen
Zahlen im Zehnersystem. Die Menge aller Polynome {iber IR mit der Variablen x be-
zeichnet man mit IR[x]. Aus den Regeln fiir das Rechnen in IR folgt, dass (IR[z],+,) ein
kommutativer Ring ist. Das Nullelement ist das Nullpolynom (alle Koeffizienten 0), das
Gegenpolynom —p(z) eines Polynoms p(z) erhélt man, indem man bei allen Koeffizienten
das Vorzeichen dndert. Es existiert ein Einselement, ndmlich das Polynom 1 (ag = 1, alle
anderen Koeffizienten 0). Die vom Nullpolynom verschiedenen Polynome vom Grad 0 (also
die , konstanten“ Polynome) sind invertierbar beziiglich der Multiplikation. Es gibt keine
Nullteiler, denn das Produkt eines Polynoms vom Grad m mit einem solchen vom Grad
n ist ein Polynom vom Grad m + n, also nicht das Nullpolynom. Also ist (IR[z],+,-) ein
Integritdtsbereich. In diesem kann man wie im Integritdtsbereich der ganzen Zahlen eine
Division mit Rest erkldren: Zu zwei Polynomen p(x), g(z) existieren Polynome v(z), r(z)
mit
p(x) = v(x)q(x) + r(z),

wobei der Grad von r(x) kleiner als der Grad von ¢(z) ist. Wenn 7(z) das Nullpolynom
ist, dann ist p(z) durch ¢(x) teilbar und man schreibt ¢(x)|p(z). Wir wollen die Division
mit Rest, die sich dhnlich wie bei natiirlichen Zahlen ergibt, an Beispiel p(z) = 3z + 2z —
1; g(x) = 5z — 3 vorfiihren:
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2 _ oy (3 19 32
30 +20—-1 = (o—3) (Ya+2)+2
322 — 2
5
Yr—1
5
B, _ 57
5 25
32
25
3 19 32 3 19 32
Al = (= —) - —  bzw. : =- — Rest —.
so p(x) (5x + 25) q(x) + 55 baw p(z) : q(z) s2+ 5 Rest o
Aufgaben
1. Begriinden Sie, dass die Gruppe (S, o) der Permutationen von {1,2,...,n} firn > 3
nicht kommutativ ist.
2. Eine endliche Gruppe GG kann man vollstdndig durch ihre Gruppentafel beschreiben.
Ist
G ={a, ag, ..., a,} mita; =e,
dann ist diese Tafel folgendermaflen aufgebaut:
a1 a9 as cee Qoo G
a1
as
as
a; a; x aj
an
In der ersten Zeile und der ersten Spalte stehen wegen exa = axe = a fiir allea € G
wieder die Elemente von G in derselben Reihenfolge wie in der Eingangszeile bzw.
-spalte. In jeder Zeile und jeder Spalte steht jedes Element von G genau einmal!
a) Zeigen Sie, dass die folgenden fiir x # 0 definierten Funktionen fi, fo, f3, fa
beziiglich der Verkettung eine Gruppe bilden und geben Sie die Gruppentafel an:
fi:x—x, fo:x— —x, f3ZZL"—>é’ f4:x»—>—i.
b) Welche Untergruppen hat diese Gruppe?
3

. Welche der folgenden Mengen bilden beziiglich der Addition + und Kleinerbeziehung

< einen Groflenbereich? Wenn nicht: welche Eigenschaft(en) ist(sind) nicht erfiillt?

a) IN (ohne Null!), b) Ny, c)Q, d) Q*
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4. Beweisen Sie die Potenzregeln (P1), (P2) und (P3) (aus Abschnitt 2.3) in Korpern.
Verwenden Sie dabei die naive Definition von Summen und Produkten (d.h. verzichten
Sie auf eine Prézisierung durch vollstdndige Induktion).

5. Betrachten Sie folgende Teilmenge der reellen Zahlen und bearbeiten Sie dann die
Teilaufgaben a) bis c):
Q.5 sei die Menge aller Zahlen des Typs a + bv/2 mit rationalem @ und b (also z.b.

3_3v2, 2+ 2V2, )

a) Begriinden Sie, dass (Q 5, +) eine kommutative Gruppe ist (warum miissen Sie
nur zeigen, dass fiir alle z,y € Q 5 auch v +y € Q 5 gilt?).

b) Begriinden Sie, dass (Q, s, -) eine kommutative Gruppe ist.
c¢) Warum ist also (Q, 5, +, ) ein Kérper?

6. a) Rechnen Sie mit den ganzen Zahlen aus der Menge Z4 := {0,1,2,3} nach den
Regeln

(i) x4y := Rest von z + y bei Division durch 4
(i) x-y :=Rest von z -y bei Division durch 4

und stellen Sie die Verkniipfungstafeln fiir (Z4,+) und (Z,4 \ {0}, -) auf.

b) (Z4,+, ) ist ein Ring (Sie miissen das nicht priifen).
Warum ist (Z4, +, -) kein Korper (Begriindung(en) angeben!) ?
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3 Ziele des Sachrechnens

3.1 Aufgaben des Grundschulunterrichts
3.1.1 Allgemeine Ziele

Neben den bereits ganz am Anfang erwihnten allgemeinen Féahigkeiten hinaus sollen
die Schiiler nach den neuen Grundschulrichtlinien insbesondere folgende Fahigkeiten und
Fertigkeiten erwerben:

e die vier Grundrechenarten sicher und flexibel ausfithren und anwenden

e iiber geometrische Grunderfahrungen zu Fliche, Umfang, Symmetrie, Korper
verfiigen und geometrische Grundfertigkeiten anwenden

e Sachaufgaben in verschiedenen Darstellungsweisen erschliefen und bearbeiten.

Die Ausbildung und Anwendung mathematischer Fahigkeiten und Fertigkeiten setzen
einen stetig wachsenden und schlieflich sicheren Bestand an Kenntnissen voraus,
insbesondere

e grundlegende Zahl- und Operationsvorstellungen

e sichere Beherrschung der Grundaufgaben

e Grundkenntnisse {iber geometrische Formen und Operationen

e sachrechnerisches Grundwissen und realistische Groflenvorstellungen.

Der Mathematikunterricht soll die Schiiler in ihrem individuellen Lernen unterstiitzen,
damit sie moglichst folgende FEinstellungen und Haltungen ausbilden:

e Selbstvertrauen in die eigenen mathematischen Kompetenzen

Interesse und Neugier an mathematikhaltigen Phanomenen

Motivation, Ausdauer und Konzentration im Prozess des mathematischen Arbeitens

ein konstruktiver Umgang mit Fehlern und Schwierigkeiten

Einsicht in den Nutzen des Gelernten fiir die Bewéaltigung von mathematikhaltigen
Problemen und Lebenssituationen.

Die Richtlinien machen zum Lernen und Lehren folgende Aussagen:
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Fachspezifische Lernformen

Im Mittelpunkt steht nicht die Vermittlung von fertigem Wissen an Unwissende, sondern
die Vermittlung zwischen Lernenden und Mathematik.

Zentrale Leitideen sind:
e das entdeckende Lernen
e das beziehungsreiche Uben
e das individuelle und das gemeinsame Lernen sowie

e der ausgewogene Gebrauch der verschiedenen Darstellungsformen.

Entdeckendes Lernen

Konzeption: Mathematiklernen durchgéngig als konstruktiver, entdeckender Prozess
Fehler gehtéren zum Lernen. Sie sind haufig Konstruktionsversuche auf der Basis
verniinftiger Uberlegungen und liefern wertvolle Einsichten in die Denkweisen der
Schiilerinnen und Schiiler.

Der Unterricht eréffnet moglichst viele Gelegenheiten zum selbststéndigen Lernen.
Lehrer als Lernmoderator: herausfordernde Sinnzusammenhénge anzubieten, ergiebige
Aufgabenstellungen und Arbeitsmittel bereitzustellen und Formen der Kommunikation
aufzubauen und zu erhalten, die dem Lernen aller Schiilerinnen und Schiiler férderlich
sind.

Substanzielle Aufgaben haben eine zentrale Bedeutung fiir guten Unterricht. Sie be-
inhalten differenzierte Fragestellungen auf unterschiedlichem Niveau, ermoglichen ver-
schiedene Losungswege und fordern vielfdltige Formen des Kreativ-Seins, Mathematisie-
rens, Begriindens, Darstellens und Kooperierens.

Beziehungsreiches Uben

Uben sichert, vernetzt und vertieft vorhandenes Verstiandnis Wissen und Konnen. Es dient
der Gelsufigkeit und der Beweglichkeit. Deshalb sind Ubungen méglichst problemorien-
tiert, operativ oder anwendungsbezogen angelegt. Viele Inhalte erfordern einen hinrei-
chenden Anteil an anschauungsgestiitzten Ubungen.

Individuelles und ge