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Das erste Mal traten die komplexen Zahlen bei Girolamo Cardano (1501-1576) in seinem Hauptwerk
 über das Lösen von Gleichungen auf. Er beschäftigte sich in seinem Buch, in welchem quadratische Gleichungen behandelt werden, unter anderem mit der Gleichung:
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Berechnung der Nullstellen mit Hilfe der so genannten P-Q-Formel 
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Er bezeichnete solche Zahlen als „quantitas sophistica“ (spitzfindige Größen) und hielt sie für unnütze Spielereien.
 Die Bezeichnung imaginär für Wurzeln aus negativen Zahlen wurde von René Descartes (1667-1754) eingeführt.

Aber erst im 19.Jahrhundert verhalf Carl Friedrich Gauß (1777-1855) den komplexen Zahlen zum endgültigen Durchbruch. Gauß benutzte die von Leonhart Euler (1707-1783) eingeführte Bezeichnung „i“ für 
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 und definierte die komplexen Zahlen folgendermaßen:
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Definition 1
 „z“ heißt komplexe Zahl, falls z sich darstellen lässt als 

[image: image235.wmf])

,

(

*

C




mit 
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. a heißt der Realteil von z und b heißt der Imaginärteil von z.

Der Hobbymathematiker Jean-Robert Argand (1768-1822) veröffentlichte 1806 in Paris einen Aufsatz mit dem Titel „Essais ur une maniére de représenter les quantités imaginaires dans les constuctions géometriques“ (Eine Weise, die imaginären Größen durch geometrische Konstruktion darzustellen). In seinem Aufsatz stellte er fest, dass eine Zahl nur durch ihren Absolutbetrag und ihre Richtung bestimmt ist. Er interpretierte 
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als eine Richtung in der Ebene, die sich zu der positiven Richtung genauso verhält wie zur negativen, weshalb sie auf beiden senkrecht stehen muss.
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Übung 1

Bestimme sämtliche Nullstellen des Polynoms
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Lösung 1

1. offensichtliche Nullstelle bei 
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Probe: 
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Polynomdivision mit 
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Zwei weitere Nullstellen kriegt man mit der oben erwähnten P-Q-



Formel raus: 
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Rechenregeln 1 
Addition: 
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Multiplikation: 
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Damit lässt sich leicht mit den Rechenregeln leicht überprüfen, dass 


[image: image18.wmf])

0

,

1

(

)

1

,

0

(

)

1

,

0

(

-

=

*


[image: image241.wmf]2

z

ist.

Definition 2
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mit 
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Da  „i“ und „-i“ Lösungen der Gleichung 
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, algebraisch gesehen völlig gleichberechtigt, doch geometrisch gesehen ist 
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 die Spiegelung von z an der reellen Achse.

[image: image26.png]



[image: image242.wmf]1

z

Folgerung 1
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c.)
z reell
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e.)
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Beweis zu c):
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Übung 2

Bestimmt jeweils den Real- und Imaginärteil:
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Lösung 2



1. [image: image246.png]
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mit Folgerung 1 (a und b) folgt:
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Daraus folgt, dass 
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Für Im z folgt:
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Daraus folgt, dass 
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Satz 1


Für jedes
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Beweis:
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Definition 3

Aufgrund des Satzes wird der Betrag (in Zeichen
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definiert:
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Aufgrund der Definition ist für
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Folgerung 2

Für den Betrag komplexer Zahlen gilt:
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Beweis:
zu a.)
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1. Fall: Für 
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Der Beweis folgt mit vollständiger Induktion

Induktionsanfang, n=1:
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Induktionsschritt, 
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Übung 3

Berechne den Betrag von:

1. 
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Lösung 2


1. 
[image: image85.wmf]1

1

.)

4711

4711

4711

=

=

=

i

d

i


2. 
[image: image86.wmf]2

1

1

3

.

2

2

=

+

=

Def

z




Folgerung 3

Das Inverse von z lautet: 
[image: image87.wmf]2

1

1

z

z

z

z

z

z

z

=

=

=

-


Definition 4

C bezeichnet die Menge der „komplexen Zahlen“.

Nun können wir beweisen, dass für alle 
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ein Körper ist, dafür ist zu zeigen, das 
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 bezüglich der Addition und Multiplikation Assoziativ und Kommutativ ist, es jeweils ein Neutrales und Inverses Element gibt und das Distributivgesetz gilt.

Behauptung C bildet einen Körper.

Beweis:

Zum Assoziativgesetz:

Zu Zeigen: 
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Beweis: 
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Zum Kommutativgesetz
Zu Zeigen: 
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Beweis:
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Begründung ist, dass Multiplikation und Addition kommutativ ist.

Behauptung: Das neutrale Element (wird im Folgenden mit „e“ bezeichnet) für die Addition ist 
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Behauptung: Das Inverse von z, im Folgenden mit 
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Zum Distributivgesetz

Zu Zeigen: 
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Beweis: 
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Satz 2 

Damit ist bewiesen, dass 
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Satz 3

Der euklidische Abstand 
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Satz 4

Die in Satz 3 definierte Funktion 
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erfüllt alle Eigenschaften einer Metrik, d.h. 
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Beweis:
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Dreiecksungleichung
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1.Fall: 
[image: image127.wmf]2

z

 liegt auf der Geraden zwischen 
[image: image128.wmf]1

z

und 
[image: image129.wmf]3

z


                      2.Fall: 
[image: image130.wmf]2

z

 liegt nicht auf der Geraden zwischen 
[image: image131.wmf]1

z

und 
[image: image132.wmf]3

z


[image: image133.png]2,




Für ein festes 
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Der oben erwähnte Caspar Wessel zeigte außerdem, dass eine Strecke der Länge 1, die mit der Einheitsstrecke den Winkel v einschließt, in der Form
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Satz 5 

Der Einheitskreis 
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Satz 6 

Zu jedem 
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die so genannten Polarkoordinaten. 
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Polarkoordiantengleichung gilt, heißt ein Argument von z.
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Im Einheitskreis ist 
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Übung 4

Schreibe z in der Komponentendarstellung (
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Lösung 4
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Folgerung 4

Für das Argument gelten folgende Regeln:

a) 
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Beweis:
zu a.)



zu b.)
Beweis mit vollständiger Induktion über n 


Induktionsanfang, n=1:
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Induktionsschritt, 
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Übung 5

Schreibe in der Polarkoordinatendarstellung
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Lösung 5
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Folgerung 5

Aus der Polarkoordinatendarstellung folgt: 
[image: image172.wmf]j
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Beweis:

Aus Satz 6 folgt, dass jede komplexe Zahl sich so darstellen lässt:
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Daraus folgt:
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Übung 6

Berechne das Argument von:

1. 
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Lösung 6



1. 
Nach Satz 6 lässt sich z folgendermaßen darstellen: 
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[image: image180.wmf]2
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2. 
Aus Satz 6 folgt:
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Geometrisch lassen sich die oben definierte Summe (Rechenregeln 1) zweier komplexer Zahlen 
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durch die gewohnte Vektoraddition der Vektoren 
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Die geometrische Interpretation der komplexen Multiplikation entspricht einer Drehstreckung, wobei die Winkel der einzelnen Vektoren addiert und der Ergebnisvektor zusätzlich noch gestreckt wird.
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Daraus folgt: 
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Satz 7

Das Additionstheorem der Winkelfunktionen besagt, dass




[image: image188.wmf])

sin(

)

cos(

)

sin

)(cos

sin

(cos

m

j

m

j

m

m

j

j

+

+

+

=

+

+

i

i

i






oder auch




[image: image189.wmf]m

j

m

j

m

j

m

j

m

j

m

j

sin

cos

cos

sin

)

sin(

sin

sin

cos

cos

)

cos(

+

=

+

-

=

+


Folgerung 6
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Abraham de Moivre (1667-1754) entwickelte die nach ihm genannte Formel von Moivre. 

Satz 8

Die Formel von Moivre lautet 
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Damit erhalten wir auch die Eulerschen Formeln

Satz 9

Die Eulerschen Formeln lauten 
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Dadurch erhalten wir auch diese speziellen Werte:
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Satz 10

Es sei 
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verschiedene n-te Wurzeln (das sind Zahlen 
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Übung 7 
Berechne die 

a) 
die 4-ten Wurzeln von 
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b) 
die 3-ten Wurzeln von 
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Lösung 7
Aus Satz 10 folgt, das die einzelnen n-ten Wurzeln für k=1,2,...,n wie folgt 

lauten: 
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Durch Satz 6 und Satz 1 wissen wir, dass z folgende Darstellung hat: 
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Zu a.)
Für die 4-ten Wurzeln einer komplexen Zahl folgt:
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Aus der Übung 2 und 3 folgt: 
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Daraus folgt für 
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Skizze (nur ähnlich):

Die n-ten Wurzeln liegen gleichmäßig verteilt auf den Rand eines Kreises mit Mittelpunkt a und Radius
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, zum Beispiel liegen für die 4-ten Wurzeln einer komplexen Zahl z mit Radius 
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auf dem Einheitskreis und lauten
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Zu b.)
Die 3-ten Wurzeln von 
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Aus den Übungen 2 und 3 folgt für die Wurzelfunktion:
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Diese Wurzeln verteilen sich dann gleichmäßig auf einem Kreis mit Radius
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� Ars magna sive de regulis algebraicis („Die große Kunst oder über die algebraischen Regeln“);  Nürnberg 1545 


Cardanos mathematisches Hauptwerk und das bedeutendste mathematische Werk eines Italieners im 16. Jahrhunderts. Es enthält die von Tartaglia mitgeteilte Lösungsmethode für kubische Gleichungen, allerdings unter der Nennung sämtlicher an der Angelegenheit beteiligten Personen. Durch die Publikation der von Tartaglia gefundenen Auflösung dritten Grades hat Cardano sich um den Fortgang der mathematischen Wissenschaften verdient gemacht. Neben den exakten Beweisen für die Cardanische Formel findet man eine stattliche Menge von vollständig durchgerechneten Zahlenbeispielen für kubische Gleichungen.


� Zur selben Zeit beschäftigte sich Rafael Bombelli (1526-1572) in seinem Buch „Cardanos Ars Magna“ mit den komplexen Zahlen. Er erkannte, dass sich mit diesen Zahlen rechnen ließ und nannte sie „piu di meno“ (plus von minus) und „meno di meno“ (minus von minus).


� Descartes (1667-1754) vermutete, dass  eine Gleichung immer so viele Lösungen wie ihr Grad angibt, welche aber nicht immer reell sein müssen sondern manchmal auch „seulement imaginaires“ (vorgestellt) sein können.


� Vorher hatte bereits der dänische Landvermesser Caspar Wessel (1745-1818) in seiner Schrift „On Directiones analytiske betegning“, welche er bei der Königlichen Dänischen Akademie der Wissenschaften einreichte, einen Darstellung von komplexen Zahlen als Vektoren gefunden. Leider fand Wessels Schrift wenig Beachtung, weil er kein Fachmathematiker war. Sie wurde erst 100 Jahre später wieder entdeckt und ins französische übersetzt, welches zu der Zeit als Sprache der Wissenschaft galt.


� Ein Körper ist in der Algebra eine Menge auf der Addition, Multiplikation, Subtraktion und Division durchgeführt werden können.


� Leonard Euler (1707-1783) bezeichnete die imaginäre Einheit erstmals mit i und entdeckte außerdem die „Eulerische Formel“.


� Definition Gruppenhomomorphismus: Gegeben seien zwei Gruppen � EMBED Equation.3  ���und� EMBED Equation.3  ���. Eine Funktion � EMBED Equation.3  ���heißt Gruppenhomomorphismus, wenn für alle Elemente � EMBED Equation.3  ���


� Definition Funktionalgleichung: Eine Funktion � EMBED Equation.3  ���heißt Gruppenhomomorphismus, wenn für alle Elemente� EMBED Equation.3  ���.
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