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1 Axiome der ebenen Geometrie

1.1 Euklidische Geometrie

Es soll zun̈achst eines der vielen
”
modernen“ Axiomensystem für die ebene Euklidische Geometrie angegeben

werden, wie es in heutigen Grundvorlesungen zur Geometrie gebracht wird:

Gegeben sind eine nichtleere MengeP , der ElementePunkteheißen, und eine nichtleere MengeG , deren
Elemente Teilmengen vonP sind undGeradenheißen.

(P ,Q ) heißt genau dann ein Modell derebenen euklidischen Geometrie, wenn gilt:

Inzidenzaxiome

(I1) Jede Geradeg entḧalt mindestens zwei PunkteP,Q.

(I2) Zu je zwei PunktenP,Q gibt esgenau eineGeradeg, dieP undQ entḧalt.

(I3) Es gibt mindestens drei PunkteP,Q,R, dienicht zusammen in einer Geraden enthalten sind.

Parallelenaxiom

(P) Zu jedem PunktP und jeder Geradeng mit P 6∈ g existiertgenau eineGeradeh mit P∈ h und
g∩h = {}.

Anordnungsaxiome

Für jede Geradeg ist in der Menge der ing enthaltenen Punkte eine Relation≺ (zu lesen als . . .
”
liegt

vor“ . . . ) definiert, f̈ur die gilt:

(A1) Für keinenPunktP∈ g gilt P≺ P.

(A2) ≺ ist transitiv, d.h. f̈ur alleP,Q,R∈ g gilt:
ausP≺ Q undQ≺ R folgt P≺ R.

(A3) SindP undQ verschiedenePunkte ausg, so gilt stetsP≺ Q oderQ≺ P.

(A4) Zu je zwei PunktenP∈ g undQ∈ g mit P≺ Q gibt es mindestens drei weitere Punkte
A,B,C∈ g mit A≺ P≺ B≺ Q≺C.

SindP,Q verschiedene Punkte, so definiert man die (offene) StreckePQ als die Menge aller Punkte auf der
durchP undQ bestimmten Geraden, die im Sinne von≺ zwischen PundQ liegen.

Als Halbgerade PQ+ wird die Teilmenge aller PunkteR von g bezeichnet, f̈ur die R = Q, R∈ PQ oder
Q∈ PRgilt (PQ+ wird auch derStrahl mit Anfangspunkt P durch Qgenannt).
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Teilungsaxiome

Zu jeder Geradeg gibt es zwei nichtleere TeilmengenΣg undΣ′
g von P , so dass gilt:

(T1) Σq∪Σ′
g = P \g.

(T2) Für alleP∈ Σg und alleQ∈ Σ′
g gilt P 6= Q und die StreckePQentḧalt einen PunktS∈ g.

(T3) SindP undQ verschiedenePunkte, die beide zusammen inΣg oderΣ′
g liegen, so entḧalt

die StreckePQ keinenPunkt vong.

Σg und Σ′
g heißen die beidenHalbebenenmit der Trägergeraden g. Man kannbeweisen, dass die Menge

{Σ,Σ′} eindeutig durch die zugehörige Geradeg und diese Forderungen bestimmt ist.
SindA,B,C drei nicht-kollineare Punkte, so versteht man unterABC+ die Halbebene mit der Trägergeraden
gAB, in derC liegt.

Bewegungsaxiome

Es gibt eine MengeB umkehrbar eindeutiger Abbildungen vonP auf P , so dass gilt:

(B1) (B ,◦) ist eineGruppe.

(B2) Für alleP,Q∈ P mit P 6= Q und alleτ ∈ B gilt (PQ)τ = PτQτ.

(B3) SindA,B,C nicht-kollineare Punkte und auchA′,B′,C′ nicht-kollineare Punkte, so gibt es
genau einτ ∈ B mit Aτ = A′, Bτ ∈ A′B′+ undCτ ∈ A′B′C′+.

(B4) a) Zu je zwei PunktenA,B gibt esτ ∈ B mit Aτ = B undBτ = A.

b) Zu je zwei HalbgeradenAB+ undAC+ mit gemeinsamem AnfangspunktA gibt esgenau
ein τ ∈ B mit mit (AB+)τ = AC+, und(AC+)τ = AB+.

Man nennt(B ,◦) die Gruppe derBewegungen(oderKongruenzabbildungen). Mit Hilfe dieser Abbil-
dungen kann man die Längenmessung bei Strecken definieren.

Vollständigkeitsaxiom

(V) Für alle nichtleeren TeilmengenT einer durch≺ angeordneten Geradeg gilt:
Gibt es aufg einen PunktB mit T ≺ B für alleT ∈ T , so gibt es einen PunktSaufg mit:
(1) T ¹ S für alleT ∈ T .
(2) Zu jedemG∈ g mit G≺ Sgibt es mindestens einen PunktT ∈ T mit G≺ T.

T
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1.2 Das Parallelenpostulat bei Euklid

Um 300 v. Chr. schrieb EUKLID die Elemente, die als eines der berühmtesten jemals geschriebenen Bücher
gelten k̈onnen. EUKLID formulierte f̈unf Postulate, auf die er alle seine Sätze gr̈undete:

Gefordert soll sein

1. dass man von jedem Punkt nach jedem (anderen) Punkt die Strecke ziehen kann,

2. dass man eine begrenzte gerade Linie zusammenhängend gerade verlängern kann,

3. dass man mit jedem Mittelpunkt und Abstand den Kreis zeichnen kann,

4. dass alle rechten Winkel einander gleich sind.

5. Postulat: Wenn eine gerade Linie beim Schnitt mit zwei geraden Linien bewirkt, dass innen auf derselben
Seite entstehende Winkel zusammen kleiner als zwei Rechte werden, dann m̈ussen die zwei geraden Li-
nien bei Verl̈angerung ins Unendliche sich auf der Seite treffen, auf der die beiden Winkel liegen, die
zusammen kleiner als zwei Rechte sind.

Offensichtlich unterscheidet sich das fünfte Postulat von den anderen vier. Auch EUKLID war nicht mit ihm
zufrieden und versuchte, so lange wie möglich ohne es auszukommen. Tatsächlich konnte er die ersten 28
Propositionenin den Elementen ohne es beweisen.

Offensichtlich nahm EUKLID (und viele Autoren nach ihm) an, dass Geraden keine endlich langen Linien sind.
Die Griechen verstanden darunter allerdings nur so etwas, wie eine

”
beliebig verl̈angerbare Strecke“.

Beweisversuche

PROKLUS (410-485 n. Chr.) schrieb einen Kommentar zu den Elementen,in dem er auch auf Versuche ein-
ging, das f̈unfte Postulat aus den anderen vier herzuleiten. Insbesondere merkte er an, dass PTOLEMÄUS einen
fehlerhaften Beweis geliefert hätte. Danach formulierte er allerdings selber einen falschen Beweis. Immerhin
stellte er darin eine Forderung auf, dieäquivalent zum f̈unften Postulat ist. Sie lautet in heutiger Sprechweise:

Gegeben eine Gerade und ein nicht auf dieser Geraden liegender Punkt, dann gibt es genau eine Parallele
zu dieser Geraden durch den gegebenen Punkt.

Dies ist die Fassung des heute gebräuchlichen Axioms (P).

In der Folgezeit wurden viele vergebliche Versuche unternommen, das f̈unfte Postulat aus den̈ubrigen vier
herzuleiten. Viele dieser Versuche galten sogar längere Zeit als erfolgreich. In jedem der Fälle wurde jedoch
schließlich eine unzulässige Annahme aufgedeckt. Diese Fehler liefen alle daraufhinaus, dass ein

”
offensicht-

licher“ Sachverhalt mit herangezogen wurde, der nicht aus den vier anderen Postulaten zu folgern ist und
äquivalent zum f̈unften Postulat ist. So dachte z. B. 1663 JOHN WALLIS , er ḧatte einen Beweis gefunden.
Tats̈achlich hatte er nur gezeigt, dass das fünfte Postulat zu folgender Forderungäquivalent ist:

Zu jedem Dreieck gibt es ein̈ahnliches Dreieck beliebig vorgegebener Größe.

Der 1697 von GIROLAMO SACCHERI aufgestellte Beweis ist insofern wichtiger als die meistenanderen, als
Saccheri einen Widerspruch aus der Annahme herleiten wollte, das f̈unfte Postulat sei falsch. Er verwendete
dazu folgende Beweisfigur, die erQuadriliteral nannte:
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Fig. 1

Saccheri bewies wie in der Argumentation in Fig. 1, dass in die-
ser Figur die

”
Gipfelwinkel“ bei D und C gleich groß sind.

Im Beweis werden nur Eigenschaften kongruenter Dreiecke ver-
wendet, die Euklid in den Propositionen 4 und 8 ohne Verwen-
dung des f̈unften Postulats gezeigt hatte.

Saccheri unterschied danach drei Fälle:

a) Die Gipfelwinkel sind> 90◦ (Stumpfwinkelhypothese).

b) Die Gipfelwinkel sind< 90◦ (Spitzwinkelhypothese).

c) Die Gipfelwinkel sind= 90◦ (Rechtwinkelhypothese).

Euklids fünftes Postulat ist c). Saccheri zeigte, dass die Stumpfwinkelhypothese das fünfte Postulat nach sich
zieht, und erhielt damit f̈ur diesen Fall einen Widerspruch. Anschließend untersuchte Saccheri die Spitzwin-
kelhypothese und folgerte aus ihr viele Sätze der nichteuklidischen Geometrie ohne zu bemerken, waser da
eigentlich

”
trieb“. Es gelang ihm erst, einen Widerspruch aus der Spitzwinkelhypothese herzuleiten, als er die

(unzul̈assige!) Annahme machte, dass es einen
”
unendlich fernen Punkt“ gibt.

1766 verfolgte JOHANN HEINRICH LAMBERT eineähnliche Beweislinie wie Saccheri. Er verfiel jedoch nicht
dem Trugschluss von Saccheri und untersuchte die Spitzwinkelhypothese ohne die Herleitung eines Wider-
spruchs.

Lambert stellte fest, dass in einer solchen neuen Geometriedie Innenwinkelsumme eines Dreiecks mit kleiner
werdendem Fl̈acheninhalt des Dreiecks wächst.

ADRIEN-MARIE LEGENDRE(1752-1833) arbeitete 40 Jahre seine Lebens am Problem des Parallelenaxioms.
Seine Resultate finden sich als Anhänge zu den verschiedenen Auflagen seines höchst erfolgreichen Buches
Eléménts de Ǵeoḿetrie. Legendre bewies, dass Euklids fünftes Postulaẗaquivalent ist zu:

Die Innenwinkelsumme im Dreieck ist gleich zwei rechten Winkeln.

Legendre zeigte wie schon Saccheriüber 100 Jahre zuvor, das die Winkelsumme im Dreieck nicht größer als
zwei Rechte sein kann. Wie Saccheri brauchte er dazu die Unendlichkeit von Geraden.

Beim Versuch, die Unm̈oglichkeit einer Winkelsum-
me unter 180◦ zu beweisen, nahm Legendre an, dass
man durch jeden PunktP im Inneren eines spit-
zen Winkelfeldes eine Gerade legen kann, die beide
Schenkel trifft. Dies ist wiederum nur ein̈Aquiva-
lent zum Parallelenaxiom. Legendre bemerkte diesen
Trugschluss nie.

Die Elementargeometrie wurde in diesen Jahren
völlig von der Problematik des Parallelenaxioms
überschattet. JEAN LE ROND D’A LEMBERT nannte
dies 1767 den Skandal der Elementargeometrie.

Fig. 2
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1.3 Unabḧangigkeitsnachweise f̈ur das Parallelenaxiom

Johann Carl Friedrich Gauss, János Bolyai und Nikolai Ivanowitsch Lobatschewski

Der erste, der das Parallelenproblem wirklich verstand, war JOHANN CARL FRIEDRICH GAUSS (1777-1855).
Schon als F̈unfzehnj̈ahriger versuchte er 1792, das Parallelenpostulat aus denübrigen vier Postulaten herzulei-
ten. Nachdem er bis 1813 nur wenig Fortschritte erzielt hatte, schrieb er:

Bei der Theorie der Parallelen sind wir jetzt noch nicht weiter als Euklid. Dies ist ein bescḧamender Teil
der Mathematik...

Um 1817 war Gauss jedoch zurÜberzeugung gekommen, dass das fünfte Postulat unabhängig von den̈ubrigen
vier ist. Er fing daher damit an, die Konsequenzen einer Geometrie herauszuarbeiten, in der es zu einer Geraden
und einem außerhalb der Geraden gelegenen Punkt mehr als eine Parallele durch diesen Punkt gibt. Gauss
hat seineÜberlegungen nie veröffentlicht und behielt seine Resultate für sich. Die Bescḧaftigung mit dem
Parallelenaxiom war damals nämlich nicht gut angesehen.

So dominierten zum Beispiel in der Philosophie die Ansichten Immanual Kants, und dieser hatte behauptet, die
Euklidische Geometrie sei eine unvermeidbare Denknotwendigkeit.

Gauss diskutierte allerdings die Parallelentheorie mit dem befreundeten ungarischen Mathematiker FARKAS

BOLYAI , der mehrere falsche Beweise des Parallelenpostulats geliefert hatte. Farkas Bolyai unterrichtete seinen
Sohn J́anos in Mathematik und hatte diesen gewarnt, nur ja keine einzige Stunde an das Problem mit dem
fünften Postulat zu verschwenden. JÁNOS BOLYAI wagte sich trotzdem an das Problem.

Im Jahr 1823 schrieb Bolyai an seinen Vater und berichtete:
”
Ich habe einige so wunderbare Dinge entdeckt,

dass ich erstaunt war ... aus dem Nichts heraus habe ich eine fremde neue Welt erschaffen“.

Bolyai brauchte noch zwei weitere Jahre, bis er alles niedergeschrieben hatte und seineFremde neue Welt1825
als 24-seitigen Anhang an ein Buch seines Vaters publizieren konnte. Zur Verwirrung der Nachwelt erschien
dieser Anhang, bevor das Buch selbst gedruckt war. Nachdem Gauss die 24 Seiten gelesen hatte, schrieb er
einem Freund:

”
Ich halte diesen jungen Geometer für einen Genius ersten Ranges“.

Obwohl diese Worte sehr beeindruckend klingen, machte Gauss Bolyai die niederschmetternde Eröffnung, dass
er dies alles schon früher entdeckt und nur nicht publiziert habe.

Dies mindert allerdings nicht die Bedeutung von Bolyais unglaublicher Leistung. Diese besteht darin, dass
Bolyai zwarähnliche Wege wie manche Vorgänger gegangen war, aber im Gegensatz zu diesen die neue Geo-
metrie f̈ur möglich hielt. Auch die 1829 von NIKOLAI IVANOWITSCH LOBATSCHEWSKI veröffentlichte Ab-
handlungübernichteuklidische Geometriëandert nichts an dieser Wertung. Weder Gauss noch Bolyai kannten
Lobatschewskis Veröffentlichung, da sie erst einmal nur auf Russisch imKasaner Botenpubliziert worden war.
Lobatschewskis Versuch, ein breiteres Publikum zu erreichen, war n̈amlich gescheitert, da der Mathematiker
OSTROGRADSKIdie Arbeit in einem Gutachten ablehnte.

So ging es Lobatschewski denn auch nicht besser als Bolyai, was dieöffentliche Anerkennung seiner bedeut-
samen Arbeit angeht. Er publizierte 1840 seine 61-seitigenGeometrischen Untersuchungen zur Theorie der
Parallelenund erlebte es auch, dass ein 37-seitiger Bericht darüber in franz̈osischer Sprache für eine breitere
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Leserschaft inCrelles Journal zur Mathematikerschien. Die Mathematikergemeinde war damals jedoch noch
nicht reif daf̈ur, derart revolution̈are Ideen zu akzeptieren.

In seinem B̈uchlein aus dem Jahr 1840 macht Lobatschewski klar, wie seine nichteuklidische Geometrie
”
funk-

tioniert“:

Alle Geraden, die in einer Ebene von einem Punkt ausgehen, können bez̈uglich einer (nicht durch die-
sen Punkt gehenden) Geraden in zwei Klassen geteilt werden -in schneidende und nichtschneidende. Die
Grenzgeraden dieser beiden Klassen sollenParallelen zur gegebenen Geradengenannt werden.

Die erkl̈arende Skizze dazu ist:

Fig. 3

Dies entspricht dem Ersetzen des fünften Postulats durch die Forderung:

Lobatschewskisches Parallelenpostulat:
Zu einer gebenen Geraden und einem nicht dar-
auf liegenden Punkt gibt es zwei Parallelen durch
diesen Punkt.

Lobatschewki arbeitete weiter und leitete viele trigo-
nometrische Beziehungen für Dreiecke her, die in sei-
ner Geometrie g̈ultig waren. Er zeigte dabei, dass sich
die euklidischen Beziehungen als Grenzfall ergaben,
wenn die Dreieckseitenlängen alle gegen Null gehen.

Fig. 4

Georg Friedrich Bernhard Riemann, Eugenio Beltrami, FelixKlein und Henri Poincar é

GEORGFRIEDRICH BERNHARD RIEMANN (1826-1866), der seine Dissertation unter der Aufsicht vonGauss
geschrieben hatte und nach Annahme seiner Habilitationsschrift eine Probevorlesung halten musste, formulierte
am 10 Juni 1854 in dieser Vorlesung das ganze Konzept der Geometrie neu.

Er sah dabei die Geometrie als einen Raum mit genug Zusatzstruktur an, um etwas wie L̈angen messen zu
können. Diese Vorlesung wurde erst 1868, also zwei Jahre nachRiemanns Tod, veröffentlicht und hatte einen
tiefgreifenden Einfluss auf die Entwicklung einer Vielzahlneuer Geometrien. Riemann hatte z.B. in Kurzform
auch eine

”
spḧarische“ Geometrie diskutiert, in der jede Gerade durch einen PunktP außerhalb einer Geraden

ABdie GeradeABschneidet. In dieser Geometrie gibt esüberhaupt keine Parallelen im Sinne des Nichtschnei-
dens.

Wichtig ist, dass weder Bolyais noch Lobatschewskis Beschreibungen ihrer neuen Geometrien aufWider-
spruchsfreiheitgepr̈uft worden waren. Das galt zwar auch für die Euklidische Geometrie, doch hier waren die
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Mathematiker wegen der Jahrhunderte langen Erfahrungen mit der Euklidischen Geometrie davonüberzeugt,
dass wohl keine Widersprüche mehr in dieser Geometrie aufgedeckt würden.

Der erste, der die Bolyai - Lobatschewskische nichteuklidische Geometrie auf das gleiche Fundament wie
die Euklidische Geometrie stellte, war EUGENIO BELTRAMI (1835-1900). Er schrieb 1868 eine Veröffent-
lichung mit dem TitelAufsatz zur Interpretation der nichteuklidischen Geometrie, in der er ein Modell der
2-dimensionalen nichteuklidischen Geometrie innerhalb der 3-dimensionalen Euklidischen Geometrie angab.
Das Modell war auf der Rotationsfläche einerTraktrix um ihre Asymptote definiert. Diese Fläche wird manch-
mal auchPseudo-Spḧare genannt:

Fig. 5 Fig. 6

Beltramis Modell ist zwar unvollständig, es erm̈oglichte aber sicherlich eine endgültige Entscheidung̈uber das
fünfte Postulat von Euklid, da in diesem Modell die ersten vier Postulate galten, das fünfte jedoch nicht.

Beltramis Arbeitüber ein Modell der Bolyai - Lobatschewskischen nichteuklidischen Geometrie wurde 1871
von FELIX KLEIN vervollsẗandigt. Klein kam dabei weiter und gab auch Modelle für andere nichteuklidische
Geometrien wie Riemanns sphärische Geometrie an. Klein stützte sich dabei auf eine DISTANZNOTATION, die
CAYLEY im Jahr 1859 als Verallgemeinerung derüblichen Distanzfunktion vorgeschlagen hatte (vgl. Fig.8).

Klein zeigte, dass es drei grundsätzlich verschiedene Arten der ebenen Geometrie gibt:

• Beim Bolyai - Lobatschewskischen Geometrietyp besitzt jede GeradeABzwei
”
unendlich ferne“ Punkte

U undV.

• In der Riemannschen sphärischen Geometrie besitzen Geraden keine (bzw. zwei imaginäre) unendlich
ferne Punkte.

• Die Euklidische Geometrie ist ein Grenzfall, bei dem die unendlich fernen Punkte zusammenfallen.

Wir nennen ab jetzt die Bolyai - Lobatschewskische ebene Geometrie kurzNichteuklidische Geometrie, da nur
in ihr alle eingangs aufgeführten Axiome der Axiomgruppen (I), (A), (T), (B) und das Vollständigkeitsaxiom
neben der Verneinung des Paralellenaxioms gelten. In der sphärischen Geometrie lassen sich nicht alle Axiome
der Anordnung und Teilung erfüllen.

Das Kleinsche Modell f̈ur die Nichteuklidische Geometrie hat folgende Eigenschaften:
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1. Punkte sind alle euklidischen Punkte im Inne-
ren einer Kreisscheibe (ohne den Rand).

2. Geraden sind alle euklidischen Kreissehnen
(ohne die Endpunkte).

Fig. 7

Der Hauptnachteil des Modells ist, dass auch die Winkelmessung nicht
”
euklidisch“ erfolgen kann.

Der franz̈osische Mathematiker HENRI POINCARÉ (1854-1912) stand wegen der Theorie automorpher Funk-
tionen in Korrespondenz mit Klein und veröffentlichte in einer Arbeiẗuber eine spezielle Funktionenklasse
zwei weitere Modelle der Nichteuklidischen Geometrie. Daserste dieser beiden Modelle ist der Schule durch-
aus zug̈anglich, das zweite wird in der Geometriesoftware Cinderella als

”
hyperbolische Zeichenfläche“ ver-

wendet.

Erstes Modell:

1. Punkte sind alle euklidischen Punkte in der oberen Halbebene des Koordinatensystems (ohne die Punkte
derx-Achse).

2. Geraden sind alle euklidischen Halbgeraden und Halbkreise in der oberen Halbebene mit Fußpunkten
auf derx-Achse.

3. Die Längenmessung erfolgt wie in Fig. 8 angegeben. Die Winkelmessung erfolgt
”
euklidisch“ zwischen

den Kurven.

Fig. 8
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Zweites Modell:

1. Punkte sind alle euklidischen Punkte im Inne-
ren einer Kreisscheibe (ohne den Rand).

2. Geraden sind alle euklidischen Durchmesser
und Kreisb̈ogen, die an beiden Enden orthogo-
nal zum Rand sind.

3. Die Winkelmessung erfolgt
”
euklidisch“ zwi-

schen den Kurven.

Die Längenmessung wird mit Hilfe der Funktion ln
und der Beschreibung von Punkten durchkomplexe
Zahlenerklärt. Dies wird erst in einem späteren Ka-
pitel diskutiert. Fig. 9

Abschließend soll noch ein Dreieck in der so definierten
”
Hyperbolischen Ebene“ gezeigt werden:

Fig. 10

Offensichtlich ist in diesem Dreieck die Innenwinkel-
summe kleiner als 180◦. Würde man es immer wei-
ter vergr̈oßern, bis die PunkteA, B und C fast

”
am

Rand der Welt“ liegen, so ẅaren die Innwinkel alle
sehr klein!

1.4 Axiome der ebenen hyperbolischen Geometrie

Es k̈onnen unter Voraussetzung der Axiome(ngruppen) (I), (A), (T), (B) und (V) ohne Verwendung des Paralel-
lenaxioms eine F̈ulle von S̈atzen gezeigt werden, die manSätze der absoluten Geometrienennt1. Einige dieser
Sätze sind (neben̈Aquivalenzs̈atzen im Hinblick auf das Paralellenaxiom):

• In jedem Dreieck ist die Innenwinkelsumme höchstens gleich 2 Rechten.

• Exisiert ein Dreieck, dessen Innenwinkelsumme gleich zweiRechten ist, so hatjedesDreieck diese
Innenwinkelsumme.

• Zu jeder Geradeg und jedem PunktP 6∈ g gibt esmindestenseine Geradeh mit P∈ h undg∩h = /0.

Damit bleibt bei einer Negation des Paralellenaxions unterBeibehaltung aller̈ubrigen Axiome nur die M̈oglich-
keit, dass jedes Dreieck eine Innenwinkelsummenunter 180◦ besitzt und das Parallelnaxiom ersetzt werden
muss durch:

1vgl. dazu A. FILLER (1993), Euklidische und Nichteuklidische Geometrie, S. 64-109



10 KAPITEL 1. AXIOME DER EBENEN GEOMETRIE

Hyperbolisches Parallelenaxiom:

(H) Zu jeder Geradeg und jedem PunktP 6∈ g gibt esmindestenszwei Geradenu undv mit
u∩v = {P}, g∩u = /0 undg∩v = /0.

Für eine Konfiguration, wie sie in (H) genannt wird, kann mit Hilfe der Anordnungs- und Teilungsaxiome
gezeigt werden, dass esunendlich vieleGeradengP,Q gibt, dieg nicht schneiden:

Fig. 11

Von nun an sollen die Axiome(ngruppen) (I), (A), (T), (B), (V) und (H) vorausgesetzt werden und wir wenden
uns den beiden Modellen von Poincaré zu, um die Erf̈ullbarkeit aller Axiome zu zeigen. Um die rechnerischen
Behandlung zu vereinfachen, machen wir dabei Gebrauch vonkomplexen Zahlen.



2 Die beiden Poincaŕe-Modelle der H-Geometrie

2.1 Die Ebene der komplexen Zahlen

Man kann mit den Punkten(x;y) der Koordinatenebene rechnen, wenn man neben der vektoriellen Addition
eine geeignete Multiplikation einführt:

Definition 2.1

Unter dem K̈orper(C,+, ·) derkomplexen Zahlenversteht man folgende Struktur:

1. C:= IR× IR

2. (a;b)+(c;d):= (a+c;b+d) für alle(a;b) , (c;d) ∈ C
↑ ↑

(komponentenweise Addition in IR)

3. (a;b) · (c;d):= (a·c−b·d
︸ ︷︷ ︸

;a·d+b·c
︸ ︷︷ ︸

) für alle(a;b) , (c;d) ∈ C

↑ ↑
(Rechnen mit den Komponenten in IR)

Die Schreibweisen inC vereinfachen sich etwas, wenn man alle Paare(a,b) ∈ C als Termea+bi mit a,b∈ IR
interpretiert und mit ihnen nach den für Termeüber IRüblichen Umformungsregeln rechnet. Wird dann bei der
Multiplikation die Ersetzungsregeli·i := −1 verlangt, so ergeben sich die Verknüpfungsvorschriften aus der
obigen Definition.

Wir werden die Elemente vonC von nun an stets in der Forma+bi schreiben und verwenden die Zeichen +
und · für die Addition und Multiplikation in der MengeC. Diese Schreibweisen sind insofern natürlicher, als
die komplexen Zahlen ursprünglich eingef̈uhrt wurden, um bei Gleichungen zweiten, dritten und vierten Gra-
des auch dann mit den damals bekannten Lösungsformeln L̈osungen notieren zu können, wenn Quadratwurzeln
aus negativen Zahlen auftraten. Diese formal gebildeten Ausdr̈ucke wurden in der Form

√
−k mit negativem

Radikanden notiert und galten als lediglich
”
in der Vorstellung existierende“ Zahlen (daher rührt auch die Be-

zeichnungimagin̈are Zahl für jede solche Wurzel). Interessant ist, daß man damit beikubischenGleichungen
bei dem Fall auf Probleme stieß, in dem eine solche Gleichungdrei verschiedene reelle Nullstellen hat. Dieser
Fall wurdeCasus irreduzibilisgenannt, da er auf die Bestimmung von Kubikwurzeln aus Summen führte, in
denen ein Summand reell und der andereimagin̈ar war.

Nach einiger Zeit wurden Terme des Typsa+b
√
−k doch als Variablen f̈ur

”
echte“ Zahlen angesehen und so-

wohl in der Algebra als auch in der Analysis verwendet. Damitentwickelten sich schließlich die heuteüblichen
Schreibweisen. Das Symboli wurde dabei von LEONHARD EULER (1707–1783)eingeführt.

Viele Eigenschaften der komplexen Zahlen wurden bereits von CARL FRIEDRICH GAUSS (1777–1855) ent-
deckt, so zum Beispiel der 1799 von GAUSS bewieseneFundamentalsatz der Algebra. Nach diesem Satz läßt
sich jedes Polynomn-ten Grades mit komplexen (also auch reellen) Koeffizientenim KörperC in Linearfakto-
renzerlegen.
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Auf GAUSSgeht auch die Idee zurück, die komplexen Zahlen wie in Fig. 16 in einem Koordinatensystem darzu-
stellen:

yi

−−10                      5                                               5                      10

5i

5i−
−

x

bi

bi

a

z := a + bi

z := a − bi

Fig. 1
Wie Fig. 16 zeigt, erḧalt man zu jeder komplexen Zahlz:= a+bi durch Spiegelung an derx-Achse ein

”
Spie-

gelbild“ z:= a−bi. Man nenntzdie zuz konjugiert komplexeZahl. Dieser Name ist insofern gerechtfertigt, als
eine quadratische Gleichungax2 +bx+c = 0 mit reellen Koeffizienten, die eine komplexe Lösungz hat, stets
auch die L̈osungzbesitzt (man mache sich dies mit Hilfe der Vereinbarung

√

−|q|:=
√

|q| i und demüblichen
Lösungsverfahren bei quadratischen Gleichungen klar!). Die konjugiert komplexe Zahl zuz hat folgende
wichtige Eigenschaft:

Für alle z:= a+bi ∈ C gilt z·z = a2 +b2
.

Die Quadratwurzel aus diesem Produkt liefert die Länge desz entsprechenden Pfeils und wird derBetragvon
z genannt.

Kurzschreibweise:
|z| :=

√
z·z; für alle z∈ C

Ist z:= a+bi eine komplexe Zahl, so heißta der Realteilvon z (kurz: ℜz= a) und b der Imagin̈arteil von z
(kurz: ℑz= b).

Während sich die Mengen IN bis IR durch eine Kleinerbeziehung< so ordnen lassen, daß< mit der Addition
und der Multiplikation mit

”
positiven“ Zahlen vertr̈aglich ist, kannC nicht in einer solchen Weise angeordnet

werden.

Die Addition komplexer Zahlen ist im Prinzip die aus der Linearen Algebra bekannte Vektoraddition. Die
Multiplikation ist nicht ganz so anschaulich interpretierbar:

Stellt man die komplexen Zahlen wie in Fig. 2 in der Formz := a+bi und z′ := a′ +b′i in der Form
z= |z| · (cosϕ+ i sinϕ) undz′ = |z′| · (cosϕ′ + isinϕ′) dar, so erḧalt man

z·z′ = |z| · |z′| · (cos(ϕ)+ i sin(ϕ)) · (cos(ϕ′)+ i sin(ϕ′))

= |z| · |z′| · (cos(ϕ)cos(ϕ′)−sin(ϕ)sin(ϕ′)+ i sin(ϕ)cos(ϕ′)+ i sin(ϕ′)cos(ϕ))

= |z| · |z′| · (cos(ϕ+ϕ′)+ i sin(ϕ+ϕ′)) .
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Die Multiplikation mit z ist also geometrisch eineDrehstreckungmit dem Ursprung alsZentrum, |z| alsStreck-
faktorundϕ alsDrehwinkel.

Fig. 2

Daraus folgt sofort, dass die Multiplikation vonz mit i den Pfeil vonz um 90◦gegen den Uhrzeigersinn dreht
und die Multiplikation mituα:= cosα + i sinα eine Drehung um den Ursprug mit dem Drehwinkelα be-
schreibt.

Für sp̈ater ben̈otigen wir noch die Handhabung der Division durch eine komplexe Zahlz 6= 0. Wir sehen sie als
Multiplikation mit dem Kehrwert1z vonz= x+xi an. Dieser ergibt sich zu

1
z

=
z

z·z =
x+yi
x2 +y2 =

x
x2 +y2 − y

x2 +y2 i .

Die aufC\{0} definierte Abbildungκ mit der Vorschriftκ(z) = 1
z hat zwei sehr interessante Eigenschaften:

(1) Das Innnere des
”
gelochten“ Einheitskreises wird auf dasÄußere abgebildet und umgekehrt.

(2) Liegtz auf dem Einheitskreis, so wirdz aufzabgebildet.

Betrachtet man daher an Stelle vonκ die Abbildung mit der Vorschriftz 7→ 1
z, so ist diese aufC\{0} definiert,

lässt alle Punkte des Einheitskreises fest und vertauscht das Innere des gelochten Einheitskreises mit dem
Äußeren.

Definition 2.2

Die Abbildungι : C\{0}→ C\{0} mit der Vorschrift

ι(x+yi) =
1

x−yi

heißtInversionam Einheitskreis.
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Wir werden ab jetzt komplexe Zahlen in der Formz= a+ ib schreiben, da das Voranstellen voni vor den
Imagin̈arteil die Lesbarkeit von Funktionstermen erleichtert. Für die Funbktionsvorschrift der Inversionι am
Einheitskreis ergibt sich:

ι(x+ iy) =
x+ iy

x2 +y2 =
z
|z|2 mit z := x+ iy

Bevor wir mit dieser Abbildung Inversionen an beliebigen Kreisen definieren, sollen die wichtigsten Eigen-
schaften vonι gezeigt werden. Dazu geben wir zunächst an, wie manKreiseundGeradenin C beschreibt:

Sindz1,z2 Punkte ausC mit z1 6= z2 so ist die (euklidische) GeradeGz1;z2 definiert durch:

Gz1;z2 := {z∈ C | es gibtλ ∈ IR mit z= z1 +λ(z2−z1)} (2.1)

Der (euklidische) KreisKu;r mit Radiusr (r ∈ IR+) und Mittelpunktu ist definiert durch:

Ku;r := {z∈ C | |z−u|2 = r2} (2.2)

Die Beschreibung in (2.1) ist die aus der Linearen Algebra geläufige Parameterform der Geradengleichung. Sie
lässt sich im Komplexen ersetzen durch:

Gu;v : ℑ(z−u)(v−u) = 0 (2.3)

Man leitet dies leicht so her:

Gegeben seienu,v∈ C mit u 6= v. Dann gilt f̈ur allez∈ C mit z= u+λ(v−u) undλ ∈ IR:

z−u
v−u

= λ mit λ ∈ IR

=
(z−u)(v−u)

(v−u)(v−u)

=
(z−u)(v−u)

(v−u)(v−u)

Da der Z̈ahler in der letzten Gleichung reell sein muss und der Nennereine positive relle Zahl ist, ergibt sich
die behauptete Bedingung. Wir merken noch an, dass sich für als Vektoren interpretierte komplexe Zahlenu
undv das euklidische Skalarprodukt〈u,v〉 in der Form

〈u,v〉 = ℜ(u·v) (2.4)

definieren l̈asst. Dann l̈asst sich die Forderung in (2.3) so interpretieren, dass dieVektorenz−u undi · (v−u)
zueinanderorthogonalsein m̈ussen. Es handelt sich also bei Gleichung (2.3) um die längst bekannteNorma-
lenform der Geradengleichungin neuer Schreibweise.

Damit können wir uns den Eigenschaften vonι zuwenden:
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Fig. 3

Es gilt:

Satz 2.1

Für die Inversionι am Einheitskreis giltι◦ ι = id undι bildet (jeweils mit Ausnahme des Punktes 0) ab

(1) Geraden durch den Ursprung auf Geraden durch den Ursprung,

(2) GeradenGu;v mit 0 6= Gu;v auf Kreise, die durch 0 gehen,

(3) KreiseKu;r mit u 6= 0 auf Kreise des gleichen Typs,

(4) KreiseG0;r auf GeradenGu;v, die nicht durch den Ursprung gehen.

Wir merken vorab an, dass man Abbildungenf : A→ A mit A⊆ IR oderA⊆ C mit der Eigenschaftf ◦ f = id
involutorischnennt.
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Beweis:

Aus der Abbildungsgleichung vonι folgt für allez∈ C\{0}

ι◦ ι(z) = ι(ι(z)) =
1

ι(z)
=

1
1

z

= z

und damit die Eingangsbehauptung. Wir setzen nunz= x+ iy und beweisen diëubrigen vier Behauptungen.

zu (1): Sei G eine Gerade durch den Ursprung. Dann gibt esu 6= 0 so, dass allez∈ G Vielfache vonu mit
reellem Faktorλ 6= 0 sind.

Für z= λu mit λ 6= 0 istz′ =
1

λu
=

u
λ|u|2 =

1
λ|u|2 u der Bildpunkt, womitι(G) ⊆ G gezeigt ist.

Da ι inolutorisch ist, folgt darausG ⊆ ι(G) und damitι(G) = G .

zu (4): Es seiK der Kreis umm= a+ ib mit Radius|m| (=
√

a2 +b2). Dann ergibt sich folgende Kreisglei-
chung:

(x−a)2 +(y−b)2 = a2 +b2

x2−2ax+a2 +y2−2by+b2 = a2 +b2

x2 +y2 = 2ax+2by

Für jeden Bildpunktz′ vonz∈ K mit z 6= 0 gilt z′ =
x

x2 +y2 + i
y

x2 +y2 =
x

2ax+2by
+ i

y
2ax+2by

.

Also liegtz′ auf der GeradeG mit der Gleichungax′ +by′ = 1
2, womit ι(K ) ⊆ G gezeigt ist.

Ist z= x+ iy ein Punkt vonG , so gilt für ihn 2ax+2by= 1. Für seinen Bildpunktz′ gilt daher:

(x′−a)2 +(y′−b)2 = ((
x

x2 +y2 −a)2 +(
y

x2 +y2 −b)2

=
x2

(x2 +y2)2 +
y2

(x2 +y2)2 − (2ax+2by)
x2 +y2 +a2 +b2

=
1

x2 +y2 − 1
x2 +y2 +a2 +b2 = a2 +b2

Damit liegtz′ auf der GeradeG , womit ι(K ) = G folgt.

zu (2): Geht eine GeradeG in C nicht durch den Ursprung, so kann man ihre Gleichung in der Formax+by= 1
2

wählen. Da diese Gerade wie gerade gezeigt das Bild des in 0 gelochten KreisesK mit Mittelpunkta+ ib
und Radiusa2 +b2 ist, gilt ι(G) = ι(ιK ) = K .

zu (3): Gegeben sei ein Kreis mit der Gleichung(x′−a)2 +(y′−b)2 = r2 mit a2 +b2 6= r2. Wir zeigen, dass er
das Bild eines Kreises vom selben Typ ist, und setzen dazux′ + iy′ = 1

x−iy
:

(
x

x2 +y2 −a)2 +(
y

x2 +y2 −a)2 = r2

x2

(x2 +y2)2 −2a
x

x2 +y2 +a2 +
y2

(x2 +y2)2 −2b
y

x2 +y2 +b2 = r2

x2 +y2

(x2 +y2)2 − (2ax+2bx)
1

x2 +y2 +(a2 +b2) = r2

1
x2 +y2 (1− (2ax+2by)) = r2− (a2 +b2)

∣
∣
∣ · (x2 +y2)

1− (2ax+2bx) = (x2 +y2)(r2− (a2 +b2))
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Nach Division durch(a2 +b2− r2) und Umstellen ergibt sich:

x2−2x
a

a2 +b2− r2 +y2−2y
b

a2 +b2− r2 = − 1
a2 +b2− r2 |+ a2 +b2

(a2 +b2− r2)2

(x− a
a2 +b2− r2 )2 +(y− b

(a2 +b2− r2)2 )2 =
a2 +b2

(a2 +b2− r2)2 − 1
a2 +b2− r2

(x− a
a2 +b2− r2 )2 +(y− b

(a2 +b2− r2)2 )2 =
r2

(a2 +b2− r2)2

Die letzte Gleichung beschreibt einen Kreis mit Mittelpunkt m=
a

a2 +b2− r2 + i
b

a2 +b2− r2

und Radius
r

|a2 +b2− r2| .

Für das die beiden Poincaré-Modelle werden wir auch Inversionen an Kreisen benötigen, deren Mittelpunktm
von 0 verschieden ist und deren Radiusr nicht gleich 1 sein muss.

Definition 2.3

Für r ∈ IR+ versteht man unter derInversionιm;r am KreisKm;r die Abbildung vonC\{m} nachC\{m} mit
der Vorschrift

ιm;r(z) =
r2

z−m
+m .

Mit m= a+ ib ergeben sich f̈ur z= x+ iy die Abbildungsgleichungen:

x′ = r2 x−a
(x−a)2 +(y−b)2 +a (2.5)

y′ = r2 y−b
(x−a)2 +(y−b)2 +b (2.6)

Da man durch die Koordinatentransformation(0;0) 7→ mund die anschließende Streckung mit dem Streckfak-
tor r die komplexe Ebene auf sich abbilden kann, gilt Satz 2.1 auchfür die nun definierten Inversionen.

2.2 Das Poincaŕesche Halbebenenmodell der H-Geometrie

Wir sehen die obere komlexe HalbebeneH := {z∈ C | Imz> 0} alsMengeP der Punkteeiner Geometrie an
und nennen solche Punkte der Deutlichkeit halberH-Punkte.

Als MengeG der H-Geradenwird die Menge aller Teilmengeng von H geẅahlt, die wie folgt beschreiben
lassen:

Entweder gibt esa∈ IR so, dass gilt

g = {z∈ H | ℜz= a} (2.7)

oder es gibta∈ IR undr > 0 so, dass gilt

g = {z∈ H | |z−a|2 = r2} (2.8)



18 KAPITEL 2. DIE BEIDEN POINCARÉ-MODELLE DER H-GEOMETRIE

In Fig. 8 des vorigen Kapitels wurde dies bereits ohne die definierenden Parameter vorgestellt. Deshalb soll die
Grafik in modifizierter Form noch einmal gebracht werden:

Fig. 4

Euklidische Halbkreise und euklidische Halbgeraden, dieorthogonalzur x-Achse sind,̈ubernehmen demnach
die Rolle der H-Geraden.

Es wird Sache eines Vortrags sein, die Inzidenz- und Anordnungsaxiome mittels geometrischen Konstruktionen
nachzuweisen. Wir sehen uns diesen Bereich rechnerisch an:

Satz 2.2

Das Paar(P ,H ) gen̈ugt den Inzidenaxiomen.

Beweis:

Dass Jede Geradeg mindestens einen Punkt enthält und mindestens drei nichtkollineare PunkteP,Q,Rexistie-
ren, ist offensichtlich. Zu zeigen bleibt lediglich, dass (I2) gilt.

Wennz1,z2 ∈ H mit z1 6= z2 gegeben sind, gibt es zwei Fälle:

1. z1 = a+ ib,z2 = a+ ic mit b 6= c. Dann liegenz1,z2 auf der H-Geraden mit der Gleichungℜz= a. Auf
einer Geraden vom

”
Halbkreistyp“ k̈onnenz1 undz2 nicht liegen, da auf dieser für verschiedene Punkte

u,v stetsℜu 6= ℜv gilt.

2. z1 = a1 + ib1,z2 = a2 + ib2 mit a1 6= a2. Dann k̈onnenz1 undz2 nur auf einer Geradeng vom
”
Halbkrei-

styp“ mit einer Gleichungg : |z−a|2 = r2 liegen. Demnach muss|z1−a| = |z2−a| mit a∈ IR gelten.

Dies ist wegen

(z1−a)∗ (z1−a) = (z2−a)∗ (z2−a)

z1z1−a(z1 +z1)+a2 = z2z2−a(z2 +z2)+a2

|z1|2−|z2|2 = 2a(ℜz1−ℜz2) (2.9)

äquivalent mit

a =
a2

1 +b2
1− (a2

2 +b2
2)

2(a1−a2)
=

a1 +a2

2
+

b2
1−b2

2

2(a1−a2)
. (2.10)
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Daraus errechnet sich der Parameterr2 für die Gleichung vong zu

r2 =
(a1−a2)

2

4
+

1
2
(b2

1 +b2
2)+

(b2
1−b2

2)
2

4(a1−a2)2 . (2.11)

Die Formeln (2.10) und (2.11) aus dem Beweis gehen im Fallℑz1 = ℑz2 = b in die Formelna =
a1 +a2

2
und

r2 =
(a1−a2)

2

4
+b2 über:

Fig. 5

Im allgemeinen Fall l̈ost Formel (2.10) rechnerisch das Konstruktionsproblem, die euklidische Mittelsenkrechte
der euklidischen Strecke mit den Endpunktenz1 undz2 mit derx-Achse zu schneiden:

Fig. 6

Wir wenden uns der n̈achsten Axiomengruppe zu:
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Satz 2.3

Das Paar(P ,H ) gen̈ugt den Anordnungsaxiomen.

Beweis:

Wir erklären den Durchlaufsinn einer Geradeg∈ G wie folgt:

(Typ 1) Wenn die Gleichung für g die Formg : ℜz= a hat, definieren wir≺ für u,v∈ g durch
u≺ v :⇐⇒ ℑu < ℑv .

(Typ 2) Wenn die Gleichung für g die Formg : |z−a|2 = r2 hat, definieren wir≺ für u,v∈ g durch
u≺ v :⇐⇒ ℜu < ℜv .

Damit übertr̈agt sich die Anordnung der Punkte auf der positiveny-Achse auf H-Geraden des Typs 1. Bei einer
Gerade des Typs 2 wird die Anordnung der Punkte desoffenen(!) Intervalls ]a− r;a+ r[ von derx-Achse auf
den euklidischen Halbkreis mit der Gleichung(x−a)2 +y2 = r2 und damit auf die H-Geradeg übertragen. Da
die verwendeten Teilmengen auf den Achsen die Forderungen in (A1) bis (A4) erf̈ullen, gilt dies auch f̈ur die
jeweiligen H-Geraden.

Bei der Definition von Halbebenen wird wieder zwischen den beiden Typen von H-Geraden unterschieden:

(Typ 1) Wenn die Gleichung für g die Formg : ℜz= a hat, definieren wirΣg undΣ′
g durch

Σg:= {z∈ H | ℜz> a} und Σ′
g:= {z∈ H | ℜz< a} . (vgl. Fig. 7)

(Typ 2) Wenn die Gleichung für g die Formg : |z−a|2 = r2 hat, definieren wirΣg undΣ′
g durch

Σg:= {z∈ H | |z−a| < r} und Σ′
g:= {z∈ H | |z−a| > r} . (vgl. Fig. 8)

Fig. 7
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Fig. 8

Dann gilt der

Satz 2.4
Das Paar(P ,H ) gen̈ugt den Teilungsaxiomen.

Beweis:

Wir f ühren nicht alle Rechnungen im Detail durch, da dies zu langatmig wäre:

1. (T1) ist nach Definition offensichtlich erfüllt, da wir die Tr̈agergeradeg bei der Definition ausgeschlossen
haben und jeder sonstige Punkt vonH entweder inΣg oder inΣ′

g liegt.

2. Bei Geraden vom Typ 1 mit der Gleichungℜz = a ist (T2) erf̈ullt, da für alle u ∈ Σ und v ∈ Σ′ gilt:
ℜu > a > ℜv. Damit gibt es einen Punktz mit ℜz= a auf der H-Strecke mit den Endpunktenu undv
(sie ist der euklidische Kreisbogen auf der H-Geradegu;v vonu bis v ).

Für solche Geraden ist auch (T3) erfüllt, da für verschiedene H-Punkteu,v∈ Σ beideRealteile gr̈oßer als
a sind. Die H-Strecke zwischenu undv liegt dann komplett inΣ und entḧalt daher keinen Punkt vong.

Für zwei Punkteu undv in der anderen Halbebene gilt eine analoge Argumentation.

3. Bei Geraden vom Typ 2 mit der Gleichungg : |z−a|2 = r2 ist (T2) erf̈ullt, da für alleu∈ Σ undv∈ Σ′

gilt: |u−a|2 > r2 > |v−a|2. Fallsℜu = ℜv = c gilt, ist die Strecke vonu bis v die euklidische Strecke.
Diese schneidet deng vertretenden Halbkreis in einem Punktz mit ℜz= c.

Die Gültigkeit von (T3) l̈asst sich durch eine etwas mühsame Rechnung mit Ungleichungen und
Fallunterscheidungen nachweisen, bei der aus den Annahmenu 6= v und |u−a|, |u−v| < r bzw.
|u−a|, |u−v| > r hergleitet wird, dass kein Punkt der H-Strecke zwischenu undv aufg liegt.

Damit sind wir bei dem Problem angelangt,Bewegungenin der H-Geometrie definieren zu müssen.

2.3 H-Bewegungen im Poincaŕeschen Halbebenenmodell

Als Grundbausteine verwenden wir bereits bekannte Abbildungen der oberen komplexen Halbebene auf sich:
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Definition 2.4

Die H-Spiegelungσg an einer H-Geradeg ist erkl̈art durch






die euklidische Spiegelung ang, falls g vom Typ 1 ist, d.h.
einer Gleichung des Typsℜz= a gen̈ugt.

die Inversionιa;r , falls g vom Typ 2 ist, d.h.
einer Gleichung des Typs(ℜz−a)2 +(ℑz)2 = r2 mit r > 0 gen̈ugt.

Es wird sich zeigen, dass man durch Verkettung von maximal drei solchen Spiegelungen alle Transformationen
darstellen kann, die folgende

”
Bauart“ haben undH-Bewegungengenannt werden sollen:

Definition 2.5

Unter der MengeB aller H-Bewegungenwird die Menge aller Transformationenβ : H → H mit folgenden
Vorschriften verstanden:

(Typ 1) β(z) :=
a·z+b
c·z+d

mit a,b,c,d ∈ IR und

∣
∣
∣
∣

a b
c d

∣
∣
∣
∣
> 0 (2.12)

(Typ 2) β(z) :=
a·z+b
c·z+d

mit a,b,c,d ∈ IR und

∣
∣
∣
∣

a b
c d

∣
∣
∣
∣
< 0 (2.13)

Zunächst sei angemerkt, dass alle H-Spiegelungen zuB geḧoren, da ihre Transformationen sich in der Form

z 7→ −1·z+b
0·z+1

oderz 7→ a·z−a2 + r2

1·z−a
schreiben lassen.

H-Bewegungen k̈onnen durch die Matrix ihrer Koeffizienten vertreten werden, da f̈ur die Verkettung gilt:

Satz 2.5

Vertritt man jede H-Bewegungβ mit der Vorschrift

β(z) = a·z+b
c·z+d (

∣
∣
∣
∣

a b
c d

∣
∣
∣
∣
> 0) bzw. β(z) = a·z+b

c·z+d
(

∣
∣
∣
∣

a b
c d

∣
∣
∣
∣
< 0)

durch die Matrix Mβ:=

(
a b
c d

)

ihrer Koeffizienten, so gilt f̈ur alle α,β ∈ B :

(1) β◦α ∈ B
(2) Mβ◦α = Mβ ·Mα

Beweis:

Es seienα,β ∈ H gegeben mit

α(z) :=
a′ ·z+b′

c′ ·z+d′

(

oder α(z) :=
a′ ·z+b′

c′ ·z+d′

)

und β(z) :=
a·z+b
c·z+d

(

oder β(z):=
a·z+b
c·z+d

)

.

Es reicht, die Behauptungen nur für die Kombination von Bewegungen des Typs 1 zu zeigen, da die
Konjugiertenbildung nicht auf die rellen Koeffizienten wirkt:

β ◦α(z) = β(α(z)) =
aa′z+b′

c′z+d′ +b

ca′z+b′
c′z+d′ +d

=
a· (a′z+b′)+b· (c′z+d′)
c· (a′z+b′)+d · (c′z+d′)

=
(aa′ +bc′) ·z+(ab′ +bd′)
(ca′ +dc′) ·z+(cb′ +dd′)

.

Aus

Mβ ·Mα =

(
a b
c d

)

·
(

a′ b′

c′ d′

)

=

(
aa′ +bc′ ab′ +bd′

ca′ +dc′ cb′ +dd′

)

lässt sich sofort die zweite Behauptung ablesen.
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Da sich beim Multiplizieren von quadratischen Matrizen ihre Determinanten multiplizieren, hat die Ko-
effizientendeterminante der Verkettungβ ◦α auch stets das richtige Vorzeichen. Damit istβ ◦α eine
H-Bewegung, womit auch Behauptung (1) gezeigt ist.

Da alle zugeordneten MatrizenMτ von H-Bewegungen invertierbar sind, hat jede H-Bewegung eine Inverse in
der MengeB . Mit Satz 2.5 ist daher die G̈ultigkeit des Bewegungsaxioms (B1) für die gem̈aß Definition 2.5
geẅahlten Transformationen gezeigt.

Um die G̈ultigkeit derübrigen Axiome nachzuweisen, zeigen wir vorab:

Satz 2.6

Jede H-Bewegung lässt sich als Verkettung vonmaximaldrei H-Spiegelungen darstellen.

Beweis:

Wir f ühren den Beweis konstruktiv und arbeiten dabei wegen der einfacheren Schreibweise mit den zugeord-
neten Matrizen.

Dazu stellen wir zun̈achst fest, dass es für H-Spiegelungen nur zwei Gundtypen von Matrizen gibt (alle anderen
ergeben sich daraus durch Multiplikation aller vier Koeffizienten mit einem gemeinsamen reellen Faktort 6= 0).

Su =

(
−1 u
0 1

)

(Spiegelung ang : x =
u
2
) (2.14)

Su;r =

(
u r2−u2

1 −u

)

(Spiegelung ang : (x−u)2 +y2 = r2) (2.15)

Im Folgenden normieren wir bei einer H-Bewegungτ die zugeordnete Matrix folgendermaßen:

M′
τ =

(
a′ b′

c′ d′

)

wird im Fallec′ 6= 0 ersetzt durchMτ =

(
a b
1 d

)

mit a = a′
c′ ,b = b′

c′ ,d = d′
c′ .

M′
τ =

(
a′ b′

c′ d′

)

wird im Fallec′ = 0 ersetzt durchMτ =

(
a b
0 1

)

mit a = a′
d′ ,b = b′

d′ .

Dann entsprechen sich H-Bewegungen und zugeordnete Matrizenumkehrbar eindeutig, wenn die Vereinbarung
getroffen wird, dass es sich bei einer MatrixMτ mit positiver Determinante um eine H-Bewegung des Typs 1
und im Falle einer negativen Determinante um eine H-Bewegung des Typs 2 handelt.

Fall 1: Mτ =

(
a b
0 1

)

, mit a > 0 , d.h.τ(z) = a·z+b .

Falls a = 1 gilt, handelt es sich aus euklidischer Sicht um eine Verschiebung parallel zurx-Achse, die
man durch eine Doppelspiegelung erzeugen kann:
(

1 b
0 1

)

=

(
−1 b
0 1

)

·
(

−1 0
0 1

)

Falls a 6= 1 gilt, handelt es sich aus euklidischer Sicht um eine zentrische Streckung mit Zentrumb
1−a

und Streckfaktora. Man kann sie durch eine Verkettung von zwei H-Spiegelungenerzeugen:
(

a b
0 1

)

=

(
b

1−a a− b2

(1−a)2

1 − b
1−a

)

·
(

b
1−a 1− b2

(1−a)2

1 − b
1−a

)
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Fall 2: Mτ =

(
a b
1 0

)

, mit b < 0 , d.h.τ(z) = a·z+b
z .

Diese H-Bewegung lässt sich als Verkettung einer H-Spiegelung an der H-Geraden mit der Gleichung
g1 : x2 +y2 = −b und der danach ausgeführten H-Spiegelung an der H-Geraden mit der Gleichung

g2 : x = a
2 darstellen:

(
a b
1 0

)

=

(
−1 a
0 1

)

·
(

0 −b
1 0

)

Fall 3: Mτ =

(
a b
1 d

)

, mit ad > b undd 6= 0 , d.h.τ(z) = a·z+b
z+d .

Diese H-Bewegung lässt sich als Verkettung einer H-Spiegelung an der H-Geraden mit der Gleichung
g1 : (x+d)2 +y2 = ad−b und der danach ausgeführten H-Spiegelung an der H-Geraden mit der Glei-
chungg2 : x = a−d

2 darstellen:
(

a b
1 0

)

=

(
−1 a−d
0 1

)

·
(

−d ad−b−d2

1 d

)

Damit sind alle H-Bewegungen mit positiver Determinate alsVerkettung von zwei H-Spiegelungen darstellbar.
Die möglichen vier Varianten zeigen die folgenden Grafiken.

Fig. 9

Fig. 10
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Fig. 11

Fig. 12

Bei den H-Bewegungen mit positiver Determinante bleibt offensichtlich der Umlaufsinn von Dreiecken er-
halten. Bei den H-Bewegungen mit negativer Determinante kehrt sich der Umlaufsinn von Dreiecken beim
Abbilden um.

Wir diskutieren nun aber keine Einzelfälle mehr, da sich die Matrix einer H-Bewegungτ mit negativer Deter-
minante stets in der Form

Mτ =

(
a b
c d

)

=

(
−a b
−c d

)

·
(

−1 0
0 1

)

darstellen l̈asst. Damit istτ als Verkettung der H-Spiegelung an der imaginären Achse mit einer H-Bewegungβ
mit positiver Determinante darstellbar. Die Diskussion der möglichen Einzelf̈alle soll in einem Vortrag erfolgen.

Nachdem Satz 2.6 bewiesen ist, kann zum Nachweis der Bewegungsaxiome (B2), (B3) und (B4) soweit wie
möglich mit H-Spiegelungen argumentiert werden. Wegen der Eigenschaften der euklidischen Spiegelungen
und der Eigenschaften der Kreisinversionen ist schon einmal sicher, dass H-Geraden auf H-Geraden und H-
Strecken auf H-Strecken unter Erhalten der Zwischenbeziehung von Punkten abgebildet werden. Daher ist
(B2) auch f̈ur alle H-Bewegungen erfüllt.
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Wir zeigen nun, dass es stets genau eineH-Mittelsenkrechte einer H-Strecke und genau eine
H-Winkelhalbierendeeines H-Winkels gibt:

Satz 2.7

Zu jeder H-StreckePQmit P 6= Qgibt es genau eine H-GerademPQ mit σmPQ(P) = Q.

Beweis:

Für P = z1 = x1 + iy1 und Q = z2 = x2 + iy2 wählen wir im Falley2 = y1 die Geradeg mit der Gleichung
g : ℜz= x1+x2

2 als Spiegelachse. Dann bildetσg den PunktP auf Q undQ auf P ab. F̈ur jede Spiegelungσh

mit dieser Eigenschaft ergibt sich sowohlσg(σh(P)) = P als auchσg(σh(Q)) = Q. Da τ = σg ◦σh eine H-
Bewegung mit positiver Determinante ist, lässt sich darausτ = id und damith = g folgern (wird in einem der
Vorträge mit ausgeführt).

Falls y2 6= y1 gilt, setzen wir eine H-Bewegung des Typsβ : z 7→ (z2−a)(z1−a)

z−a
+ a so an, dass der Zähler des

Bruchs reell ist. Dann wirdz1 durchβ aufz2 abgebildet. Da der Imaginärteil von(z2−a)(z1−a) verschwinden
muss, ergibt sicha = x2y1−x1y2

y1−y2
und der Z̈ahler ist gleich

r2:= ℜ(z2−a)(z1−a)) = (x2−a)(x1−a)+y1y2 = (x2−
x2y1−x1y2

y1−y2
)(x1−

x2y1−x1y2

y1−y2
)+y1y2

= y2
x1−x2

y1−y2
y1

x1−x2

y1−y2
+y1y2 = y1y2

((x1−x2

y1−y2

)2
+1

)

> 0

Also handelt es sich bei der angesetzen Bewegung um eine H-Spiegelung an der Geradeg mit der Gleichung
g : |x−a|2 = r2. Auch hier istg eindeutig bestimmt.

Die nachfolgende Grafik zeigt an zwei Beispielen, dass der damit definierteMittelpunkteiner H-Strecke nur im
Fall ℑz1 = ℑz2 auch der euklidische Mittelpunkt der H-Strecke ist.

Fig. 13

Als interessanter Sonderfall erweist sich die Halbierung einer Strecke, die auf einer H-Geraden des Typs 1 mit
der Gleichungℜz= c liegt. Dann istmz1,z2 die H-Gerade mit der Gleichung(x−c)2+y2 = y1y2. Sie schneidet
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die Strecke im Punktc+ i
√

y1;y2. Der Imagin̈arteil der H-Mitte ist hier nicht das arithmetische sonderndas
geometrischeMittel der beiden Imagin̈arteile vonz1 undz2.

Nun wenden wir uns der Winkelhalbierung zu:

Satz 2.8

Zu jedem Paar(OA+,OB+) hyperbolischer Halbgeraden mit gemeinsamem AnfangspunktO gibt es genau
eine H-Geradew<) AOB mit σw

<) AOB
(OA+) = OB+.

Beweis:

Es gibt nur drei m̈ogliche F̈alle von H-Winkeln:

Fig. 14 Fig. 15 Fig. 16

Bei dem Fall in Fig. 14 bildet die Spiegelungσw an der Geradew mit der Gleichungℜz= x1+x2
2 die Halbgerade

OA+ aufOB+ ab (und umgekehrt) und keine andere H-Spiegelung hat diese Eigenschaft.

Bei dem Fall in Fig. 15 bildet die Spiegelungσw an der Geradew mit der Gleichung|z−x1|2 = |z0−x1|2 die
HalbgeradeOA+ aufOB+ ab (und umgekehrt) und keine andere H-Spiegelung hat diese Eigenschaft.

Bei dem Fall in Fig. 16 mussaw so bestimmt werden, dass|z0−a|2
x1−a = x2 gilt. Daraus ergibt sich:

a =
|z0|2−x1x2

2ℜz0− (x1 +x2)

Dann bildet die H-Spiegelung an der Geradew mit der Gleichung|z−aw|2 = |z0−aw|2 die HalbgeradeOA+

aufOB+ ab und keine andere H-Spiegelung hat diese Eigenschaft.

Damit ist gezeigt, dass die H-Bewegungen auch das Bewegungsaxiom (B4) erf̈ullen und es bleibt nur noch der
Nachweis von (B3):
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Fig. 17

Offensichtlich kann man zunächst durch eine Spiegelungσ1 A auf A′ abbilden, danach durch eine Spiegelung
σ2 die HalbgeradeA′σ1(B)+ auf die HalbgeradeA′B′+. Falls dabei das Bild vonC unterσ2◦σ1 in der falschen
Halbebene liegt, wird noch eine Spiegelung an der GeradegA′B′ nachgeschaltet. Damit lässt sich die Fahne
(AB+,ABC+) durch eine H-Bewegungτ auf die Fahne(A′B′+,A′B′C′+) abbilden.

Jede H-Bewegungβ, die eine HalbgeradeOP+ auf sich abbildet, mussO = z0 fest lassen. Istx1 ∈ IR der

”
unendlich ferne Punkt“ vonOP+, so muss auchx1 wegen der G̈ultigkeit von (B2) auf sich abgebildet werden.

Daraus folgen f̈ur eine Bewegungβ des Typs 1 bzw. des Typs 2 die Bedingungen:

a·z0 +b
c·z0 +d

= z0; und
a·z0 +b
c·z0 +d

= z0; und
a·x1 +b
c·x1 +d

= x1 (2.16)

a·z0 +b
c·z0 +d

= z0 und
a·x1 +b
c·x1 +d

= x1 (2.17)

Im ersten Fall ergibt sich nach Umformungen, dassz0, z0 und x1 die quadratische Gleichung
c·x2 +(d−a) ·x−b = 0 lösen. Da diese L̈osungen paarweise verschieden sind und eine solche Gleichung
nicht drei L̈osungen haben kann, mussc = 0 gelten. Daraus ergibt sich sowohld = a als auchb = 0. Damit ist
β die Identiẗat und l̈asst daherOP+ punktweise fest.

Im zweiten Fall f̈uhren die Gleichungen auf die Bedingungd = −a und liefern eine MatrixMτ, an der sich

”
ablesen l̈asst“, dassβ die H-Spiegelung an der H-Geraden durchO undP ist. Damit l̈asstβ auch im zweiten

Fall OP+ punktweise fest.

Nach diesen̈Uberlegungen ist klar, dass jede H-Bewegung, die sogar eineFahne auf sich abbildet, die Identität
ist. Also gilt für Bewegungenτ undµ mit µ(F ) = τ(F ) (F := τ(AB+ ∪ABC+)):

µ−1(τ(F )) = F =⇒ µ−1◦ τ = id =⇒ τ = id

Damit ist auch (B4) gezeigt und wir formulieren als Zusammenfassung:

Satz 2.9

Die gem̈aß 2.5 definierten H-Bewegungen erfüllen alle Bewegungsaxiome.

Dass das Vollsẗandigkeitsaxiom erf̈ullt ist, liegt an der funktionentheoretischen Fundierungdes Modells und
soll daher nicht mehr detailliert diskutiert werden. Wir wenden uns stattdessen abschließend der Längen- und
Winkelmessung zu.
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2.4 Längen- und Winkelmessung im Poincaŕeschen Halbebenenmodell

Die H-Längenmessung

Für den Zugang zur L̈angenmessung ẅahlen wir einen
”
anschaulichen“ Weg, der in der Einführung einer

Längenskalaauf der imagin̈aren Achse und der Abbildung zu messender Strecken auf dieseAchse f̈uhrt.

Schritt 1: Auf dery-Achse wird alsEinheitsintervalldie StreckeE := {z∈ H mit z= λi;1≤ λ ≤ 2} geẅahlt.
Wir ordnenE erst einmal die L̈ange 1LE zu.

Schritt 2: Wir tragen die StreckeE wiederholt in beiden Richtungen an, indem wir die H-Bewegungen
τ+ : z 7→ 2z undτ−z 7→ 1

2z anwenden:

E0 := E

En+1 := τ+(En)
E−(n+1) := τ−(E−n)

Fig. 18

Nimmt man die jeweiligen Intervallenden wie in Fig. 18 als Skalenmarken, so erhält man auf der ima-
ginären Achse durch die Vorschrift

l(2)(z):= log2(−iz) für allezmit ℜz= 0 (2.18)

die Skalenwerte zur MaßeinheitLE. Dabei werden auch allen
”
Zwischenpunkten“ auf der imaginären

Achse Skalenwerte zugeordnet und man erhält als orientiertes L̈angenmaß f̈ur die StreckePQ mit
P=̂zp:= iyP undQ=̂zQ:= iyQ die Vorschrift

l(2)(PQ):= l(zQ)− l(zP) = log2(
yQ

yP
) für alleP,Q auf der imagin̈aren Achse. (2.19)

Um eine besser mit dem Taschenrechner handhabbare Längenmaßfunktion zu bekommen, multiplizieren
wir l(2) mit ln(2), was der Wahl vone als Logarithmenbasis und damit dem demÜbergang zur L̈angen-
messung mit dem Intervall voni bis ieals Einheitsintervall entspricht:
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Definition 2.6
Auf der imagin̈aren Achse sei die orientierte H-Längenmessung definiert durch:

l(iy1, iy2):= ln(
y2

y1
) = ln(y2)− ln(y1) für alley1,y2 > 0 (2.20)

Falls orientierungsunabhängig gemessen wird, ist stattdessen

d(iy1, iy2):= | ln(
y2

y1
) = | ln(y2)− ln(y1)| für alley1,y2 > 0 (2.21)

zu nehmen.

Da sich eine H-Strecke mit beliebigen Endpunktenz1,z2 durch eine Bewegung auf die imaginäre Achse
abbilden l̈asst, ist damit auch eine Längenmessung für beliebige H-Strecken in der Form

d(z1,z2):=
∣
∣
∣ ln(

y′2
y′1

)
∣
∣
∣ =

∣
∣
∣ ln(

y2

y1
· a+ r −x1

a+ r −x2
)
∣
∣
∣ = ln

(1+ |z1−z2|
|z1−z2|

1− |z1−z2|
|z1−z2|

)

= ln
( |z1−z2|+ |z1−z2|
|z1−z2|− |z1−z2|

)

(2.22)

definiert1 (siehe die Grafik):

Fig. 19

Man kann zeigen, dass der Quotient|z1−z2|
|z1−z2|

unter allen H-Spiegelungen und damit auch unter allen H-

Bewegungen invariant ist. Daher ist im ersten Poincaré-Modell die L̈angenmessung wohldefiniert.

Die H-Winkelmessung

Wir nutzen aus, dass sowohl euklidische Spiegelungen als auch alle Inversionenιu;r winkeltreusind. Dabei
übernehmen wir die Aussage für Inversionen aus derkomplexen Analysis. Damit sind auch alle H-Bewegungen
winkeltreu, wenn man das Winkelmaß wie folgt erklärt:

1Dass der erste Term und der mit Hilfe des Quotienten|z1−z2|
|z1−z2|

definierte Term gleiche Werte liefern, soll hier nicht hergeleitet werden,

kann aber mit etwas M̈uhe mit Hilfe der Formeln (2.10) und (2.11) nachgerechnet werden !
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Definition 2.7

Ist (AB+,AC+) ein H-Winkel, so wird unter demzugeordneten euklidischen WinkelεBAC der durch die tangen-
tialen euklidischen Halbgeraden inA anAB+ undAC+ gebildete Winkel verstanden und als Maß des Winkels
(AB+,AC+) gilt das euklidische Winkelmaß vonεBAC.

Wie Fig.??zeigt, erḧalt man einen zuεBAC euklidisch kongruenten Winkel als Innenwinkel oder dessenKom-
plemenẗarwinkel (zum Vollwinkel!) im euklidischen Dreieck mit denEcken beia1, a2 und A. Dabei sinda1

unda2 die Halbkreismittelpunkte der H-Geraden mit dem gemeinsamen AnfangspunktA:

Fig. 20

Wir in Fig. 20 an Stelle von(AB+,AC+) der Winkel (AC+,AB+) betrachtet, so ist diesem der Komple-
menẗarwinkel zugeordnet.

Aus denÜberlegungen folgt, dass es in der H-GeometrierechteWinkel gibt und diese auch im euklidischen
Sinn rechte Winkel sind.

Ordnet man dem Vollwinkel das Winkelmaß 2π zu, so erḧalt man die Zahlπ als obere Schranke für die Innen-
winkelsumme im Dreieck. Noch merkwürdiger ist, dass sich der Flächeninhalt eines H-Dreiecks mit folgender
Vorschrift

”
messen“ l̈asst:

Definition 2.8

Unter dem Fl̈acheninhalt A(ABC) eines H-Dreiecks ABC versteht man die Zahl
A(ABC):= π − Innenwinkelsumme vonABC.

Dass diese Festlegung Sinn macht erkennt man an der Zerlegung von Dreiecken, bei denen sich die Größe
A(ABC) additiv verḧalt:
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Fig. 21

Bei dem H-DreickABCgilt

A(AFC)+A(FBC) = (π−α−β′− γ1)+(π−α′−β− γ2)

= 2π−α− (β′ +α′)
︸ ︷︷ ︸

=π

−β− (γ1 + γ1)
︸ ︷︷ ︸

=γ

= π− (α+β+ γ) = A(ABC)

Bei dem H-ViereckPQRSergibt sich durch Addition der Teilfl̈achen die Formel

A(PQRS) = 2π − Innenwinkelsumme vonPQRS.

Durch weiteres Ansetzen von Dreiecken ergibt sich schießlich:

Der H-Fl̈acheninhalt eines H-PolygonsPn mit n Ecken betr̈agt
AcalPn = (n−2)π−Innenwinkelsumme voncalPn .

(2.23)

Ebenso ungeẅohnlich ist, dass zwei H-Dreiecke sich genau dann durch eineH-Bewegung aufeinander abbilden
lassen, wenn sie in allen drei Innenwinkelnübereinstimmen.

Wir schließen die Betrachtung des ersten Poincaré-Modells mit der Definition von H-Kreisen ab.

Definition 2.9

Ist M ∈ H ein Punkt undr eine positive reelle Zahl, so versteht man unter dem H-Kreisum M mit Radiusr
die MengeZM;r aller H-Punkte mitd(Z,M) = r.

Mit Hilfe der Abstandsformel (2.22) erhält man folgende Koordinatengleichung für ZM;r mit Mittelpunkt
m:= u+ iv und H-Radiusr > 0:

(x−u)2 +
(

y− er +e−r

2
v
)2

=
(er −e−r

2

)2
v2 (2.24)

Ein H-Kreis ist demnach eine euklidische Kreislinie mit einem bei euklidischer Interpretation gegenüberM

”
nach oben“ verschobenem Mittelpunkt. Wenn man also inH einen euklidischen Kreis zeichnet, ist dieser
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auch ein H-Kreis. Sein H-MittelpunktM hat den gleichen Realteilu wie der euklidische MittelpunktM′. Der
Imagin̈arteil vonM ist allerdings das geometrische Mittel der Imaginärteile von zwei Punkten auf einem Durch-
messer parallel zuriy-Achse:

Fig. 22

Die Figur links sieht zwar auch wie ein euklidischer Kreis aus, hat jedoch in der H-Ebene einen unendlich
großen Durchmesser, da sie bis zum Rand der Welt reicht.

Man nennt so etwas einenHorozyklus. Bei Horozyklen entartet die Gleichung (2.24) zu

(x−u)2 + (y−h)2 = h2 (2.25)

Noch extremere euklidische Kreise spielen eine Rolle bei der Kl ärung, wieAbstandslinienzu H-Geraden aus-
sehen:

Fig. 23
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Dass die Abstandslinien zu Geraden des Typs 1 (die Geradeg in der Grafik) euklidische Geraden durch den
Fußpunkt auf derx-Achse sind, ist offensichtlich.

Bildet mang in Fig. 23 durch eine H-Bewegung aufg′ ab, so gehenb1 undb2 wegen der in Satz 2.1 genannten
Eigenschaften der beteiligten H-Spiegelungen in euklidischeKreisliniendurch die beiden

”
Fußpunkte“ vong′

über.

2.5 Das Poincaŕesche Kreisscheibenmodell der H-Geometrie

Die Cayleytranformation

Man kann die MengeH durch die Transformation

C : z 7→ z− i

z+ i
(2.26)

umkehrbar eindeutig auf das InnereI des Einheitskreises inC abbilden. Diese Transformation ist unter dem
NamenCayleytransformationbekannt.

Sie l̈asst sich als Verkettung von elementaren Transformationendarstellen, da

z− i

z+ i
=

z+ i−2i

z+ i
= 1 + 2i

1

−ℜz+ iℑz+ i

gilt. Demnach wirdH um eine imagin̈are Einheit verschoben (z 7→ z′:= z+ i) und danach an der imaginären
Achse gespiegelt (z′ 7→ z′′:= −ℜz′ + iℑz′). Anschließend wird die Inversion am Einheitskreis angewendet
(z′′ 7→ z′′′:= 1

z′′
), woraus eine Kreisscheibe mit Radius1

2 resultiert, die in der oberen Halbebene liegt und die

x-Achse als Tangente besitzt. Diese Scheibe wird um den Punkt0 um 90◦ gedreht und gleichzeitig mit dem
Faktor 2 gestreckt. Die anschließende Verschiebung um einereelle Einheit liefert dannI als Bild:

Fig. 24

Damit sind die Bilder bisheriger H-Geraden entweder Durchmesser vonI oder euklidische Kreisb̈ogen, die
orthogonalzum Rand vonI sind.

H-Geradengleichungen haben daher in diesem Modell (bei derSchreibweisez:= x+ iy) eine der beiden folgen-
den Formen:



2.5. DAS POINCAŔESCHE KREISSCHEIBENMODELL DER H-GEOMETRIE 35

(Typ D) g : a·x+b = 0 mit a2 +b2 > 0
(Typ K) g : (x−a)2 +(y−b)2 =

√
a2 +b2−1 mit a2 +b2 > 1

Bei einer H-Geradeg vom Typ K ist zM:= a+ ib der euklidische KreismittelpunktM des Kreisbogens, derg
darstellt. Wir definieren daher im zweiten Modell:

Definition 2.10
Für das Poincaŕesche Kreisscheibenmodell der H-Geometrie wird vereinbart, dass das InnereI des Einheits-
kreises die PunktmengeH ′ ist. Als H-Geraden gelten alle Durchmesser und alle zum Randorthogonalen
Kreisb̈ogen inI ohne die jeweiligen Randpunkte.

Fig. 25

Die Anordnung von Geraden wird analog zum Halb-
ebenmodel auf den Geraden vom Typ (D) im Falle
b 6= 0 in Richtung wachsenderx-Koordinaten und im
Fall der Gleichungg : x = 0 in Richtung wachsender
y-Koordinaten erkl̈art.

Bei einer Gerade vom Typ (K) mit der Gleichung
g : (x−a)2 +(y−b)2 =

√
a2 +b2−1 stellen wir die

Punkte in der Form

z = a+ ib+ r ·eiϕ; ϕmin < ϕ < ϕmax

mit r:=
√

a2 +b2−1 dar. Dabei sind die Grenzen
ϕmin und ϕmax desPositionswinkelsdurch die End-
punkte des Kreisbogens gegeben. Die Anordnung von
g ist dann im Sinne wachsender Positionswinkel zu
wählen.

Die Auswahl vonHalbebenenist ebenfalls analog
zum ersten Modell erklärt.

Fig. 26

Wenn man die Definition von H-Bewegungen aus dem ersten Modell durch Abbilden der Kreisscheibe mittels
C−1 : z 7→ i

1+z
1−z in die obere Halbebene, die Anwendung einer dortigen H-Bewegung und die abschließende
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”
Rücktransformation“ durchC in das zweite Modell erklärt, resultieren gebrochen lineare Transformationen,

die I auf sich abbilden und den Rand vonI (d.h. den Einheitskreis) auf sich abbilden.

Ihre
”
Bauart“ soll in einem Satz (ohne Beweis) mitgeteilt werden:

Satz 2.10

Durch Übertragung aus dem Halbebenenmodell mittelsτ′(z):= C◦ τ◦C−1(z) erḧalt man im Kreisscheiben-
modell von Poincaŕe folgende BewegungsgruppeB ′:

B ′ = {τ′ : H ′ → H ′ | τ′(z) = eiφ · z−v
1−v·z oder τ′(z) = eiφ · z−v

1−v·z ,

mit φ ∈ [0,2π[ undv∈ H ′} (2.27)

Bei der Bewegungsvariante mit Erhaltung des Umlaufssinns von Dreiecken liefert die in der oberen Halbebene
verwendete Transformationτ mit der zugeordneten Matrix

Mτ =

(
a b
c d

)

, (ad−bc> 0)

folgende Transformationsparameter in (2.27):

Mit α := (a+d)− i(c−b) und β := (a−d)− i(c+b) gilt v = −β
α

und eiφ =
α
α

.

Offensichtlich setzt sich eineeigentlicheBewegung vonH ′ aus einer Transformation des Typs

T : z 7→ z−v
1−zz

und einer euklidischen Drehung um 0 mit dem Drehwinkelφ zusammen. F̈ur v = 0 ist τ eine euklidische
Drehung um 0. Sie ergibt sich, wenn in der oberen Halbebene eine Transformationτ mit a = d und b = −c
verwendet wird. Wenn es sich nicht um die Identität handelt, sieht die zugeordnete Matrix nach Normierung so
aus:

Mτ =

(
a −1
1 a

)

Nach denÜberlegungen auf Seite 25 (Fall 3) handelt es beiτ um die Verkettung zweier Geradenspiegelungen,
bei denen eine H-Gerade diey-Achse ist und die andere H-Gerade ein euklidischer Halbkreis mit Mittelpunkt
−a ist, der durch den Punkti geht.

Bei uneigentlichenBewegungen wirdzmittelsC−1 in die obere Halbebene abgebildet, dort einer H-Bewegung
mit negativer Determinante unterworfen und das Resultat mittelsC nachH ′ zurücktransformiert. Dabei resul-
tiert die gleiche Beziehung zwischenMτ und den Parameternv undeiφ wie bei eigentlichen Bewegungen.

So bleibt nur noch die Mitteilung der Längenmaßfunktion inH ′, die wir durch

d′(z1,z2) := d(C−1(z1),C
−1(z2)) = ln







1+
|z1−z2|
|1−z1z2|

1− |z1−z2|
|1−z1z2|







(2.28)

gewinnen. Die Winkelmessung erfolgt wie im ersten Modell euklidisch mit Hilfe zugeordneter Halbgeraden,
die den Winkelscheitel als gemeinsamen Anfangspunkt haben.

Die folgenden beiden Grafiken vermitteln einen Eindruck vonder interessanten Figurenlehre im Modell:
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Ein hyperbolisches Dreieck, das einen Horozyklus als
”
Umkreis“ besitzt. Fig. 27

Ein hyperbolisches Dreieck, bei dem sich die drei Höhen nicht schneiden. Fig. 28



38 KAPITEL 2. DIE BEIDEN POINCARÉ-MODELLE DER H-GEOMETRIE

Ausblick auf die hyperbolische Figurenlehre

Es sollen nun abschließend einige Sätze der hyperbolischen Figurenlehre ohne Beweis mitgeteilt werden. Dazu
müssen vorab einige Funktionen eingeführt werden.

Definition 2.11

Unter den FunktionenSinus hyberbolicus(sinh),Cosinus hyperbolicus(cosh),Tangens hyperbolicus(tanh)
undCotangens hyperbolicus(coth) versteht man die Funktionen mit den Vorschriften

sinh(x) :=
1
2
(ex−e−x) , (2.29)

cosh(x) :=
1
2
(ex +e−x) , (2.30)

tanh(x) :=
sinh(x)
cosh(x)

=
ex−e−x

ex +e−x , (2.31)

coth(x) :=
cosh(x)
sinh(x)

=
ex +e−x

ex−e−x (x 6= 0) . (2.32)

Aus folgender Grafik lassen sich die zugehörigen Definitionsbereiche und deren Bilder entnehmen:

Graphen der Hyperbelfunktionen. Fig. 29
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H-Kreise: Zwei dieser Funktionen traten bereits bei der Gleichung (2.24) des H-Kreises im Halbebenemodell
auf. Demnach hat ein H-KreisZM;r mit H-Radiusr > 0 und H-MittelpunktM = u+ iv in diesem Modell die
Gleichung

(x−u)2 + (y−v·cosh(r))2 = v2 ·sinh2(r) .

Es verwundert daher nicht, wenn man erfährt, dass ein hyberbolischer Kreis mit H-Radiusr in der H-Geometrie
den H-UmfangU = 2π sinh(r) und den H-Fl̈acheninhaltA = 4π sinh2( r

2) besitzt. Wennx sehr klein ist, gilt
sinh(x) ≈ x und es ergeben sich näherungsweise die euklidischen Kreisformeln!

H-Dreiecke: Es gelten f̈ur ein H-Dreieck mit den Standardbezeichungenα,β,γ für Winkel,A,B,C für Ecken
unda,b,c für H-Seitenl̈angen:

Satz 2.11 (H-Sinussatz)
sinh(a)

sinα
=

sinh(b)

sinβ
=

sinh(c)
sinγ

Satz 2.12 (H-Seitenkosinussatz)

cosh(a) = cosh(b)cosh(c) − sinh(b)sinh(c) cosα
cosh(b) = cosh(c)cosh(a) − sinh(c)sinh(a) cosβ
cosh(c) = cosh(a)cosh(b) − sinh(a)sinh(b) cosγ

Satz 2.13 (H-Winkelkosinussatz)

cosα = −cosβ ·cosγ + sinβ ·sinγ ·cosh(a)

cosβ = −cosγ ·cosα + sinγ ·sinα ·cosh(b)

cosγ = −cosα ·cosβ + sinα ·sinβ ·cosh(c)

Die H-Seitenl̈angen lassen sich damit allein aus den Innenwinkeln des H-Dreiecks berechnen:

cosh(a) =
cosα+(cosβ)(cosγ)

(sinβ)(sinγ)

cosh(b) =
cosβ+(cosγ)(cosα)

(sinγ)(sinα)

cosh(c) =
cosγ+(cosα)(cosβ)

(sinα)(sinβ)

Um jeweils nach den L̈angen aufl̈osen zu k̈onnen, ben̈otigt man die Umkehrfunktion von cosh. Sie heißtArea-
cosinus hyperbolicusund wird mit arcosh abgekürzt. Die Umkehrungen der̈ubrigen Hyperfunktionen sind in
analoger Weise bezeichnet:

Definition 2.12
arsinh(x) := sinh−1(x) = ln(x+

√

x2 +1)

arcosh(x) := cosh−1(x) = ln(x+
√

x2−1) (x≥ 1)

artanh(x) := tanh−1(x) =
1
2

ln

(
1+x
1−x

)

(|x| < 1)

arcoth(x) := coth−1(x) =
1
2

ln

(
x+1
x−1

)

(|x| > 1)
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Wie ein Blick auf die L̈angenmaßfunktionen in den vorherigen Abschnitten zeigt, trat dort bereits das Doppelte
der Funktion artanh auf. Wir k̈onnten also im Halbebenenmodell

d(z1,z2):= 2|artanh(
|z1−z2|
|z1−z2|

)|

und im Kreischeibenmodell

d(z1,z2):= 2|artanh(
|z1−z2|
|1−z1z2|

)|

definieren.
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