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1 Axiome der ebenen Geometrie

1.1 Euklidische Geometrie

Es soll zuichst eines der vieleimodernen® Axiomensysteniif die ebene Euklidische Geometrie angegeben
werden, wie es in heutigen Grundvorlesungen zur Geomegheaght wird:

Gegeben sind eine nichtleere Mengeder Elementd®unkteheien, und eine nichtleere Menge deren
Elemente Teilmengen vaA sind undGeradenheil3en.

(P, Q) heildt genau dann ein Modell debenen euklidischen Geometriewenn gilt:
Inzidenzaxiome

(11) Jede Geradg enthalt mindestens zwei PunkiQ.
(12) Zu je zwei Punkterr, Q gibt esgenau einéseradeg, die P undQ entHalt.

(I13) Es gibt mindestens drei Punk&Q, R, die nichtzusammen in einer Geraden enthalten sind.

Parallelenaxiom

(P) Zu jedem PunkP und jeder Geradeg mit P ¢ g existiertgenau eineGeradeh mit P € h und
gnh={}.

Anordnungsaxiome

Fur jede Geradgist in der Menge der ig enthaltenen Punkte eine Relatiar(zu lesen als . ., liegt
vor‘...) definiert, fir die gilt:

(A1) FurkeinenPunktP € g gilt P < P.

(A2) <isttransitiv, d.h. fur alleP,Q,R € g gilt:
ausP < QundQ < RfolgtP < R.

(A3) SindP undQ verschiedenunkte aug, so gilt stetd? < Q oderQ < P.

(A4) Zu je zwei Punkter® € gundQ € g mit P < Q gibt es mindestens drei weitere Punkte
ABCegmitA<P<B<Q=<C.

Sind P, Q verschiedene Punkte, so definiert man die (offene) Stre€kals die Menge aller Punkte auf der

durchP undQ bestimmten Geraden, die im Sinne varewischen RIndQ liegen.

Als Halbgerade PQ wird die Teilmenge aller Punkt® von g bezeichnet, ifr die R= Q, R € PQ oder
Q € PRgilt (PQ" wird auch derStrahl mit Anfangspunkt P durch @enannt).
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Teilungsaxiome
Zu jeder Geradg gibt es zwei nichtleere Teilmengé und’q von 2, so dass gilt:
(T1) ZqUZg="P\g.
(T2) FiralleP e Zyund alleQ € ¥'g gilt P # Q und die Streck@Q enttalt einen PunkSe g.

(T3) SindP undQ verschieden®unkte, die beide zusammen3ig oderZ’q liegen, so enthlt
die StreckePQ keinenPunkt vong.

2y und X'y heiBen die beiderialbebenermit der Tragergeraden gMan kannbeweisendass die Menge
{Z,%'} eindeutig durch die zugéhige Geradg und diese Forderungen bestimmt ist.
SindA, B,C drei nicht-kollineare Punkte, so versteht man usBC" die Halbebene mit der @igergerader
Oag, in derC liegt.

Bewegungsaxiome

Es gibt eine Meng& umkehrbar eindeutiger Abbildungen va@hauf 2, so dass gilt:

(B1) (‘B,o) ist eineGruppe

(B2) FuralleP,Q < ? mit P# Qund allet € B gilt (PQ)' = P'Q".

(B3) SindA,B,C nicht-kollineare Punkte und au#, B',C’ nicht-kollineare Punkte, so gibt es
genau eirr € Bmit AU=A', B' ¢ AB'" undC' e AB'C'".

(B4) a) Zu je zwei PunkteA, B gibt est € B mit A' = BundB' = A
b) Zu je zwei HalbgeradeAB™ und AC™ mit gemeinsamem Anfangspunkigibt esgenau

einT € B mit mit (AB")T = AC", und(AC")' = AB*.

Man nennt(‘B, o) die Gruppe deBewegungelfoderKongruenzabbildungdnMit Hilfe dieser Abbil-
dungen kann man diedngenmessung bei Strecken definieren.

Vollstandigkeitsaxiom

(V) Fdur alle nichtleeren Teilmengen einer durch< angeordneten Geradgyilt:
Gibt es aufg einen PunkB mit T < Bfur alleT € 7, so gibt es einen Puni&auf g mit:
() T <SfuralleT € 7.
(2) Zu jedemG € g mit G < Sgibt es mindestens einen Pulke 7 mit G < T.

N
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1.2 Das Parallelenpostulat bei Euklid

Um 300 v. Chr. schrieb BxLID die Elementedie als eines der béhmtesten jemals geschriebeneiicBer
gelten lonnen. BKLID formulierte finf Postulate, auf die er alle seinét®e giindete:

Gefordert soll sein

1. dass man von jedem Punkt nach jedem (anderen) Punkt diek8tziehen kann,
2. dass man eine begrenzte gerade Linie zusamamg@md gerade veihgern kann,
3. dass man mit jedem Mittelpunkt und Abstand den Kreis meitkann,

4. dass alle rechten Winkel einander gleich sind.

5. Postulat: Wenn eine gerade Linie beim Schnitt mit zweadgen Linien bewirkt, dass innen auf derselben
Seite entstehende Winkel zusammen kleiner als zwei Reetttenydann riassen die zwei geraden Li-
nien bei Veréingerung ins Unendliche sich auf der Seite treffen, auf detbdiden Winkel liegen, die
zusammen kleiner als zwei Rechte sind.

Offensichtlich unterscheidet sich damfte Postulat von den anderen vier. AuchEID war nicht mit ihm
zufrieden und versuchte, so lange wi&gtich ohne es auszukommen. T&atklich konnte er die ersten 28
Propositionerin den Elementen ohne es beweisen.

Offensichtlich nahm EkLID (und viele Autoren nach ihm) an, dass Geraden keine endliayein Linien sind.
Die Griechen verstanden darunter allerdings nur so etwiassiwe, beliebig veringerbare Strecke".

Beweisversuche

PrROKLUS (410-485 n. Chr.) schrieb einen Kommentar zu den Elemeintesiem er auch auf Versuche ein-
ging, das finfte Postulat aus den anderen vier herzuleiten. Insbesemderkte er an, dass®LEMAUS einen
fehlerhaften Beweis gelieferélite. Danach formulierte er allerdings selber einen falsdBeweis. Immerhin
stellte er darin eine Forderung auf, diguivalent zumiinften Postulat ist. Sie lautet in heutiger Sprechweise:

Gegeben eine Gerade und ein nicht auf dieser Geraden liegdthuhkt, dann gibt es genau eine Parallele
zu dieser Geraden durch den gegebenen Punkt.

Dies ist die Fassung des heute grlwmhlichen Axioms (P).

In der Folgezeit wurden viele vergebliche Versuche untemmen, dasiinfte Postulat aus deibrigen vier
herzuleiten. Viele dieser Versuche galten sogagkre Zeit als erfolgreich. In jedem deillé wurde jedoch
schlieBlich eine unzéksige Annahme aufgedeckt. Diese Fehler liefen alle daiaatis, dass eiypffensicht-
licher* Sachverhalt mit herangezogen wurde, der nicht ars\der anderen Postulaten zu folgern ist und
aquivalent zum iinften Postulat ist. So dachte z. B. 1663+& WALLIS, er hatte einen Beweis gefunden.
Tatsachlich hatte er nur gezeigt, dass diasffe Postulat zu folgender Forderuaguivalent ist:

Zu jedem Dreieck gibt es e#hnliches Dreieck beliebig vorgegebenerdBGe.

Der 1697 von GROLAMO SACCHERI aufgestellte Beweis ist insofern wichtiger als die meisiederen, als
Saccheri einen Widerspruch aus der Annahme herleiteneyalits finfte Postulat sei falsch. Er verwendete
dazu folgende Beweisfigur, die @uadriliteral nannte:
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D ¢ Saccheri bewies wie in der Argumentation in Fig. 1, dassen di
ser Figur dig,Gipfelwinkel* bei D und C gleich grof3 sind.

L L Im Beweis werden nur Eigenschaften kongruenter Dreiecke ve
wendet, die Euklid in den Propositionen 4 und 8 ohne Verwen-
dung desiiinften Postulats gezeigt hatte.

4 B Saccheri unterschied danach drallé:

A ABC ist kongruent zu A BAD. a) Die Gipfelwinkel sind> 90° (Stumpfwinkelhypothese).

(zwei Seiten und eingeschl. Winkel) b) Die Gipfelwinkel sind< 90° (Spitzwinkelhypothese).

Also: AC=BD und damit
A ADC kongruent zu A BCD.
(drei Seiten)
Also: 3 ADC=9 BCD . Fig. 1

c) Die Gipfelwinkel sind= 9(° (Rechtwinkelhypothese).

Euklids funftes Postulat ist ¢). Saccheri zeigte, dass die Stumpgélhigpothese dadiffte Postulat nach sich
zieht, und erhielt damitifr diesen Fall einen Widerspruch. Anschlieend untersuShtcheri die Spitzwin-
kelhypothese und folgerte aus ihr vielat® der nichteuklidischen Geometrie ohne zu bemerkenewda
eigentlich, trieb“. Es gelang ihm erst, einen Widerspruch aus der Spitahypothese herzuleiten, als er die
(unzubssige!) Annahme machte, dass es eingrendlich fernen Punkt* gibt.

1766 verfolgte ®HANN HEINRICH LAMBERT eineahnliche Beweislinie wie Saccheri. Er verfiel jedoch nicht
dem Trugschluss von Saccheri und untersuchte die Spiteltipgothese ohne die Herleitung eines Wider-
spruchs.

Lambert stellte fest, dass in einer solchen neuen Geonukgrienenwinkelsumme eines Dreiecks mit kleiner
werdendem FEcheninhalt des Dreiecksaghst.

ADRIEN-MARIE LEGENDRE(1752-1833) arbeitete 40 Jahre seine Lebens am ProblemadsteRRnaxioms.
Seine Resultate finden sich als Amge zu den verschiedenen Auflagen seiriehst erfolgreichen Buches
Eleménts de @ontetrie. Legendre bewies, dass Euklidaftes Postulahquivalent ist zu:

Die Innenwinkelsumme im Dreieck ist gleich zwei rechterkélin

Legendre zeigte wie schon Sacchéier 100 Jahre zuvor, das die Winkelsumme im Dreieck nidhiRgrals
zwei Rechte sein kann. Wie Saccheri brauchte er dazu diedlinbkeit von Geraden.

Beim Versuch, die Unidglichkeit einer Winkelsum-
me unter 180 zu beweisen, nahm Legendre an, dass
man durch jeden PunklP im Inneren eines spit-
zen Winkelfeldes eine Gerade legen kann, die beide
Schenkel trifft. Dies ist wiederum nur eiAquiva-
lent zum Parallelenaxiom. Legendre bemerkte diesen
Trugschluss nie.

Die Elementargeometrie wurde in diesen Jahren
vollig von der Problematik des Parallelenaxioms
Uberschattet.EAN LE ROND D’A LEMBERT hannte Fig. 2
dies 1767 den Skandal der Elementargeometrie.
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1.3 Unabhangigkeitsnachweiseiir das Parallelenaxiom
Johann Carl Friedrich Gauss, Janos Bolyai und Nikolai lvanowitsch Lobatschewski

Der erste, der das Parallelenproblem wirklich verstand,JeaANN CARL FRIEDRICH GAUSS (1777-1855).
Schon als Enfzehn@hriger versuchte er 1792, das Parallelenpostulat auslitéyen vier Postulaten herzulei-
ten. Nachdem er bis 1813 nur wenig Fortschritte erzielehatthrieb er:

Bei der Theorie der Parallelen sind wir jetzt noch nicht weitals Euklid. Dies ist ein besdmender Teil
der Mathematik...

Um 1817 war Gauss jedoch zuberzeugung gekommen, dass dasffe Postulat unatifmgig von deriibrigen

vier ist. Er fing daher damit an, die Konsequenzen einer Ga@teerauszuarbeiten, in der es zu einer Geraden
und einem aufRerhalb der Geraden gelegenen Punkt mehr al®a&iallele durch diesen Punkt gibt. Gauss
hat seineUberlegungen nie véffentlicht und behielt seine Resultatérfsich. Die Bescaftigung mit dem
Parallelenaxiom war damal&mlich nicht gut angesehen.

So dominierten zum Beispiel in der Philosophie die Ansichitemanual Kants, und dieser hatte behauptet, die
Euklidische Geometrie sei eine unvermeidbare Denknotigé&ed.

Gauss diskutierte allerdings die Parallelentheorie mit deefreundeten ungarischen MathematikerEAS
BoLval, der mehrere falsche Beweise des Parallelenpostulatfeyehatte. Farkas Bolyai unterrichtete seinen
Sohn &nos in Mathematik und hatte diesen gewarnt, nur ja keindggnStunde an das Problem mit dem
funften Postulat zu verschwendeANds BoLYAl wagte sich trotzdem an das Problem.

Im Jahr 1823 schrieb Bolyai an seinen Vater und berichtéth: habe einige so wunderbare Dinge entdeckt,
dass ich erstaunt war ... aus dem Nichts heraus habe ichremdd neue Welt erschaffen.

Bolyai brauchte noch zwei weitere Jahre, bis er alles nggsmhrieben hatte und seifiemde neue Welt825

als 24-seitigen Anhang an ein Buch seines Vaters publizikoante. Zur Verwirrung der Nachwelt erschien
dieser Anhang, bevor das Buch selbst gedruckt war. Nachdems<zdie 24 Seiten gelesen hatte, schrieb er
einem Freund;Ich halte diesen jungen Geometér €inen Genius ersten Ranges".

Obwohl diese Worte sehr beeindruckend klingen, machte £Boiyai die niederschmetterndednung, dass
er dies alles schoniiher entdeckt und nur nicht publiziert habe.

Dies mindert allerdings nicht die Bedeutung von Bolyaislaaglicher Leistung. Diese besteht darin, dass
Bolyai zwarahnliche Wege wie manche Vdmger gegangen war, aber im Gegensatz zu diesen die neue Geo-
metrie fur moglich hielt. Auch die 1829 von MoOLAI I[VANOWITSCH LOBATSCHEWSKIverdffentlichte Ab-
handlungibernichteuklidische Geometrindert nichts an dieser Wertung. Weder Gauss noch Bolyat&an
Lobatschewskis Vé@ffentlichung, da sie erst einmal nur auf RussisciKiasaner Botempubliziert worden war.
Lobatschewskis Versuch, ein breiteres Publikum zu eregictvar ramlich gescheitert, da der Mathematiker
OsTROGRADSKIdie Arbeit in einem Gutachten ablehnte.

So ging es Lobatschewski denn auch nicht besser als Bolgai diedffentliche Anerkennung seiner bedeut-
samen Arbeit angeht. Er publizierte 1840 seine 61-seiteametrischen Untersuchungen zur Theorie der
Parallelenund erlebte es auch, dass ein 37-seitiger Berichitwiarin franbsischer Spracheif eine breitere
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Leserschatt irCrelles Journal zur Mathematiérschien. Die Mathematikergemeinde war damals jedoch noch
nicht reif dafir, derart revolutioare Ideen zu akzeptieren.

In seinem Bichlein aus dem Jahr 1840 macht Lobatschewski klar, wie seamteuklidische Geometrjéunk-
tioniert":

Alle Geraden, die in einer Ebene von einem Punkt ausgeliemek beiglich einer (nicht durch die-
sen Punkt gehenden) Geraden in zwei Klassen geteilt wertleschneidende und nichtschneidende. Die
Grenzgeraden dieser beiden Klassen soRemallelen zur gegebenen Geradgenannt werden.

Die erklarende Skizze dazu ist:

E G H C AD ist die Senkrechte von A auf BC.

F
AE ist senkrecht zu AD.
Innerhalb des Winkels £4D treffen einige Geraden (wie AF) die Gerade BC.

D’ A D Angenommen, AFE ist nicht die einzige Gerade, die BC nicht schneidet.

Sei AG eine weitere solche Gerade.

AF ist eine schneidende Gerade und AG ist eine nichtschneidende Gerade.

Es muss eine Grenze zwischen schneidenden und nichtschneidenden
F H G E’ B Geraden geben und wir nehmen an, dass AH diese Grenze ist. Fig 3

Dies entspricht dem Ersetzen désften Postulats durch die Forderung:

Lobatschewskisches Parallelenpostulat:
Zu einer gebenen Geraden und einem nicht dar-
auf liegenden Punkt gibt es zwei Parallelen durch
diesen Punkt.

Lobatschewki arbeitete weiter und leitete viele trigo-
nometrische BeziehungetrfDreiecke her, die in sei-

ner Geometrie gitig waren. Er zeigte dabei, dass sich
die euklidischen Beziehungen als Grenzfall ergaber
wenn die Dreieckseiteahgen alle gegen Null gehen.

Alle Geraden
zwischen hy und h,
schneiden g nicht.

Fig. 4

Georg Friedrich Bernhard Riemann, Eugenio Beltrami, Felix Klein und Henri Poincar &

GEORGFRIEDRICH BERNHARD RIEMANN (1826-1866), der seine Dissertation unter der Aufsicht@anss
geschrieben hatte und nach Annahme seiner Habilitatibrifiszine Probevorlesung halten musste, formulierte
am 10 Juni 1854 in dieser Vorlesung das ganze Konzept der &demeu.

Er sah dabei die Geometrie als einen Raum mit genug Zussttistran, um etwas wie dngen messen zu
kdnnen. Diese Vorlesung wurde erst 1868, also zwei JahreRigrhanns Tod, véffentlicht und hatte einen
tiefgreifenden Einfluss auf die Entwicklung einer Vielzakluer Geometrien. Riemann hatte z.B. in Kurzform
auch eing,spharische” Geometrie diskutiert, in der jede Gerade durchrePunkt auRerhalb einer Geraden
AB die GeradeAB schneidet. In dieser Geometrie gibtidserhaupt keine Parallelen im Sinne des Nichtschnei-
dens.

Wichtig ist, dass weder Bolyais noch Lobatschewskis Besbbingen ihrer neuen Geometrien aAfider-
spruchsfreiheigepiift worden waren. Das galt zwar audlr idie Euklidische Geometrie, doch hier waren die
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Mathematiker wegen der Jahrhunderte langen ErfahrungedenEuklidischen Geometrie davdiberzeugt,
dass wohl keine Widerspche mehr in dieser Geometrie aufgedecltden.

Der erste, der die Bolyai - Lobatschewskische nichteusdide Geometrie auf das gleiche Fundament wie
die Euklidische Geometrie stellte, waluEENIO BELTRAMI (1835-1900). Er schrieb 1868 eine Wéent-
lichung mit dem TitelAufsatz zur Interpretation der nichteuklidischen Geoimein der er ein Modell der
2-dimensionalen nichteuklidischen Geometrie innerha&b3idimensionalen Euklidischen Geometrie angab.
Das Modell war auf der Rotationafthe eineifraktrix um ihre Asymptote definiert. Diese&tihe wird manch-
mal auchPseudo-Spire genannt:

y A

Graf einer Traktrix:

=_2

el +et
y=t- et—et
el +et

Die obere Hilfte einer Pseudo-Sphire

Fig. 5 Fig. 6

Beltramis Modell ist zwar unvoll&indig, es erraglichte aber sicherlich eine endltjge Entscheidungber das
funfte Postulat von Euklid, da in diesem Modell die erstem Riestulate galten, dasrifte jedoch nicht.

Beltramis Arbeitiiber ein Modell der Bolyai - Lobatschewskischen nichtalikihen Geometrie wurde 1871
von FELIX KLEIN vervollséndigt. Klein kam dabei weiter und gab auch Modeiledndere nichteuklidische
Geometrien wie Riemanns sjiische Geometrie an. Klein{gzte sich dabei auf einelBTANZNOTATION, die
CAYLEY im Jahr 1859 als Verallgemeinerung ddrichen Distanzfunktion vorgeschlagen hatte (vgl. Big.8

Klein zeigte, dass es drei gruridslich verschiedene Arten der ebenen Geometrie gibt:
e Beim Bolyai - Lobatschewskischen Geometrietyp besitzt [@géradeAB zwei ,,unendlich ferne“ Punkte
U undV.

¢ In der Riemannschen safischen Geometrie besitzen Geraden keine (bzw. zwei néegi unendlich
ferne Punkte.

e Die Euklidische Geometrie ist ein Grenzfall, bei dem diendiieh fernen Punkte zusammenfallen.

Wir nennen ab jetzt die Bolyai - Lobatschewskische ebenev@tie kurzNichteuklidische Geometrida nur

in ihr alle eingangs aufgéhrten Axiome der Axiomgruppen (1), (A), (T), (B) und das Mthndigkeitsaxiom
neben der Verneinung des Paralellenaxioms gelten. In @érisphen Geometrie lassen sich nicht alle Axiome
der Anordnung und Teilung drflen.

Das Kleinsche Modellifr die Nichteuklidische Geometrie hat folgende Eigendeimaf
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1. Punkte sind alle euklidischen Punkte im Inne-
ren einer Kreisscheibe (ohne den Rand). U

2. Geraden sind alle euklidischen Kreissehnen
(ohne die Endpunkte).

I4B| = In (-4U-BL) _
BU- AV Fig. 7

Der Hauptnachteil des Modells ist, dass auch die Winkelmessicht,euklidisch” erfolgen kann.

Der frandsische Mathematiker ENRI POINCARE (1854-1912) stand wegen der Theorie automorpher Funk-
tionen in Korrespondenz mit Klein und \#fentlichte in einer Arbeitiber eine spezielle Funktionenklasse
zwei weitere Modelle der Nichteuklidischen Geometrie. Beste dieser beiden Modelle ist der Schule durch-
aus zu@nglich, das zweite wird in der Geometriesoftware Cindarals,hyperbolische Zeicheréthe" ver-

wendet.
Erstes Modell:
1. Punkte sind alle euklidischen Punkte in der oberen Halbelles Koordinatensystems (ohne die Punkte

derx-Achse).
2. Geraden sind alle euklidischen Halbgeraden und Halbri@i der oberen Halbebene mit FuBpunkten

auf derx-Achse.
3. Die Langenmessung erfolgt wie in Fig. 8 angegeben. Die Winkedoreserfolgt,euklidisch* zwischen

den Kurven.

=V

AT 57
B'U-AV

4B = In( Fig. 8



1.4. AXIOME DER EBENEN HYPERBOLISCHEN GEOMETRIE 9

Zweites Modell: 14

1. Punkte sind alle euklidischen Punkte im Inne-
ren einer Kreisscheibe (ohne den Rand).

2. Geraden sind alle euklidischen Durchmesser
und Kreislidgen, die an beiden Enden orthogo-
nal zum Rand sind.

3. Die Winkelmessung erfolgteuklidisch® zwi-
schen den Kurven.

Die Langenmessung wird mit Hilfe der Funktion In

und der Beschreibung von Punkten duiadmplexe

Zahlenerklart. Dies wird erst in einem $peren Ka-

pitel diskutiert. Fig. 9

Abschliel3end soll noch ein Dreieck in der so definiegtidgperbolischen Ebene” gezeigt werden:

Offensichtlich ist in diesem Dreieck die Innenwinkel-
summe kleiner als 180 Wiirde man es immer wei-
ter vergblern, bis die Punktd, B und C fast,.am
Rand der Welt* liegen, so aren die Innwinkel alle
sehr klein!

Fig. 10

1.4 Axiome der ebenen hyperbolischen Geometrie

Es kdnnen unter Voraussetzung der Axiome(ngruppen) (1), (B),(B) und (V) ohne Verwendung des Paralel-
lenaxioms eine &le von Stzen gezeigt werden, die m&tze der absoluten Geometniennt. Einige dieser
Satze sind (nebeAquivalenz&tzen im Hinblick auf das Paralellenaxiom):

¢ In jedem Dreieck ist die Innenwinkelsummaédhstens gleich 2 Rechten.

e Exisiert ein Dreieck, dessen Innenwinkelsumme gleich ZRethten ist, so hgedesDreieck diese
Innenwinkelsumme.

e Zu jeder Geradg und jedem PunkP ¢ g gibt esmindestengine Geradé mit P € hundgnh=0.

Damit bleibt bei einer Negation des Paralellenaxions uBédinehaltung alletibrigen Axiome nur die Niglich-
keit, dass jedes Dreieck eine Innenwinkelsumraater 180° besitzt und das Parallelnaxiom ersetzt werden

muss durch:

lvgl. dazu A. FLLER (1993), Euklidische und Nichteuklidische Geometrie, S168-
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Hyperbolisches Parallelenaxiom:

(H) Zu jeder Geradg und jedem PunkP ¢ g gibt esmindestengwei Geradem undv mit
unv={P},gnu=0undgnv=~0.

Fur eine Konfiguration, wie sie in (H) genannt wird, kann mitfelider Anordnungs- und Teilungsaxiome
gezeigt werden, dass aeendlich viel&Seradergp g gibt, dieg nicht schneiden:

Alle Geraden ,zwischen" # und v schneiden g nicht.

Fig. 11

Von nun an sollen die Axiome(ngruppen) (1), (A), (T), (B),)(Mnd (H) vorausgesetzt werden und wir wenden
uns den beiden Modellen von Poineau, um die Eifillbarkeit aller Axiome zu zeigen. Um die rechnerischen
Behandlung zu vereinfachen, machen wir dabei Gebrauckamplexen Zahlen



2 Die beiden Poincae-Modelle der H-Geometrie

2.1 Die Ebene der komplexen Zahlen

Man kann mit den Punktefx;y) der Koordinatenebene rechnen, wenn man neben der velgorididition
eine geeignete Multiplikation eitifirt:

Definition 2.1

Unter dem Korper(C,+,-) derkomplexen Zahlerersteht man folgende Struktur:
1. C=RxR
2. (&b)+(¢d):=(a+c;b+d) fur alle(a;b), (c;d) € €
T

(komponentenweise Addition in IR)

3. (&b)-(c;d):=(a-c—b-d;a-d+b-c) fur alle(a;b), (c;d) e €
T T

(Rechnen mit den Komponenten in R)

Die Schreibweisen i€ vereinfachen sich etwas, wenn man alle Pgare) € C als Termea+ bi mita,b € R
interpretiert und mit ihnen nach deiarfTermeliber IRUblichen Umformungsregeln rechnet. Wird dann bei der
Multiplikation die Ersetzungsregeahi := —1 verlangt, so ergeben sich die Vetpfungsvorschriften aus der
obigen Definition.

Wir werden die Elemente vo@ von nun an stets in der Foran-bi schreiben und verwenden die Zeichen +
und - fur die Addition und Multiplikation in der Meng€&. Diese Schreibweisen sind insoferninéither, als
die komplexen Zahlen ursipnglich eingefihrt wurden, um bei Gleichungen zweiten, dritten und vietga-
des auch dann mit den damals bekanntésungsformeln isungen notieren zwkinen, wenn Quadratwurzeln
aus negativen Zahlen auftraten. Diese formal gebildetesdfiacke wurden in der Forng/—k mit negativem
Radikanden notiert und galten als ledigligh der Vorstellung existierende” Zahlen (dah&hrt auch die Be-
zeichnungmaginare Zahl fur jede solche Wurzel). Interessant ist, daR man damikidgischerGleichungen
bei dem Fall auf Probleme stiel3, in dem eine solche Gleickugigyerschiedene reelle Nullstellen hat. Dieser
Fall wurdeCasus irreduzibiliggenannt, da er auf die Bestimmung von Kubikwurzeln aus Sumfiiterte, in
denen ein Summand reell und der anderagiréar war.

Nach einiger Zeit wurden Terme des Typs by/—k doch als Variablenifr ,echte* Zahlen angesehen und so-
wohl in der Algebra als auch in der Analysis verwendet. Danitvickelten sich schlief3lich die hetiiblichen
Schreibweisen. Das SymboWurde dabei von EONHARD EULER (1707-1783)eingéhrt.

Viele Eigenschaften der komplexen Zahlen wurden bereits@®RL FRIEDRICH GAUSS (1777-1855) ent-
deckt, so zum Beispiel der 1799 vornGss bewiesend-undamentalsatz der Algebrilach diesem SatafRt
sich jedes Polynom-ten Grades mit komplexen (also auch reellen) KoeffizieimeK6rperC in Linearfakto-
renzerlegen.
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Auf GAaussgeht auch die Idee ziick, die komplexen Zahlen wie in Fig. 16 in einem Koordinatestem darzu-
stellen:

Avyi
bi + .~ Z:=a+bhi
5i
'::::::}::::::::}::é:::::>
-10 -5 1 5 a 10 X
-5i }
-bi } . Z:=a-hi
Fig. 1

Wie Fig. 16 zeigt, erlllt man zu jeder komplexen Zafk a+ bi durch Spiegelung an derAchse ein,Spie-
gelbild“ z= a— bi. Man nenniz die zuz konjugiert komplexgahl. Dieser Name ist insofern gerechtfertigt, als
eine quadratische Gleichumg? 4 bx-+ ¢ = 0 mit reellen Koeffizienten, die eine komplexédungz hat, stets
auch die bsungz besitzt (man mache sich dies mit Hilfe der Vereinbaryng|q[:= /|q|i und demiiblichen
Losungsverfahren bei quadratischen Gleichungen klarg. Kinjugiert komplexe Zahl za hat folgende
wichtige Eigenschaft:

Firralle z=a+bi e C gilt z.z = a®+b?.

Die Quadratwurzel aus diesem Produkt liefert dénge dez entsprechenden Pfeils und wird d&etragvon
zgenannt.

Kurzschreibweise:
|7:=vz-z furallezeC

Ist z= a+ bi eine komplexe Zahl, so hei@tder Realteilvon z (kurz: Oz = a) und b der Imagirarteil von z
(kurz: Oz = b).

Wahrend sich die Mengen IN bis R durch eine Kleinerbeziehargp ordnen lassen, daf mit der Addition
und der Multiplikation mit,positiven* Zahlen vertglich ist, kannC nicht in einer solchen Weise angeordnet
werden.

Die Addition komplexer Zahlen ist im Prinzip die aus der Lanen Algebra bekannte Vektoraddition. Die
Multiplikation ist nicht ganz so anschaulich interpreliar:

Stellt man die komplexen Zahlen wie in Fig. 2 in der Fomm=a+bi und Z :=a +b'i in der Form
z=7]- (cosp +1isind) undZ = |Z|- (cosd’ +ising’) dar, so erhlt man

12 |Z]- (cog(§) +1sin(9)) - (cogd’) +i sin(¢”)

)
12+ |Z]- (cog(9) cos(9’) —sin(9) sin(¢) + i sin(¢) cos(¢”) +1sin(¢") cog¢))
= |4-1Z]- (cogd +9¢") +isin(¢+9")).

z-Z
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Die Multiplikation mit zist also geometrisch eiri@rehstreckungnit dem Ursprung alZentrum |z als Streck-
faktorund¢ alsDrehwinkel

A yi

z=|z|.(cos @+ isinQ )

-10 -5 1 5 10

Fig. 2

Daraus folgt sofort, dass die Multiplikation varmit i den Pfeil vonz um 90gegen den Uhrzeigersinn dreht
und die Multiplikation mituy:= cosa +isina eine Drehung um den Ursprug mit dem Drehwinkebe-
schreibt.

Fur spater bedtigen wir noch die Handhabung der Division durch eine kaxelZahlz £ 0. Wir sehen sie als
Multiplikation mit dem Kehrwergl von z= x+ xi an. Dieser ergibt sich zu

7z x4y X y
zZ 2z X4y? X4y x4y

Die aufC\ {0} definierte Abbildung mit der Vorschriftk(z) = % hat zwei sehr interessante Eigenschaften:

(1) Das Innnere deggelochten” Einheitskreises wird auf dAaRere abgebildet und umgekehrt.

(2) Liegtzauf dem Einheitskreis, so wirdaufz abgebildet.

Betrachtet man daher an Stelle wodie Abbildung mit der Vorschrifz — % so ist diese au€\ {0} definiert,
lasst alle Punkte des Einheitskreises fest und vertausshindare des gelochten Einheitskreises mit dem
Aul3eren.

Definition 2.2
Die Abbildungt : C\ {0} — C\ {0} mit der Vorschrift
. 1
L(X+y) = v

heil3tinversionam Einheitskreis.
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Wir werden ab jetzt komplexe Zahlen in der Foms a+ib schreiben, da das Voranstellen vomor den
Imaginarteil die Lesbarkeit von Funktionstermen erleichteiir fie Funbktionsvorschrift der Inversioram

Einheitskreis ergibt sich:
X+iy z

- = — Mmit Z:=X+1
Ry 2P oY

L(X+1iy) =

Bevor wir mit dieser Abbildung Inversionen an beliebigereisen definieren, sollen die wichtigsten Eigen-
schaften von gezeigt werden. Dazu geben wir Aahst an, wie maKreiseund Geradenin C beschreibt:

Sindz;,z> Punkte aus€C mitz; # 2 so ist die (euklidische) Geradg,;,, definiert durch:
Gnzy = {zeClesgibhe Rmitz=2z+Az—2z1)} (2.1)

Der (euklidische) Kreigk;,, mit Radiusr (r € R™) und Mittelpunktu ist definiert durch:
Ky = {zeC||z—u=r%} (2.2)

Die Beschreibung in (2.1) ist die aus der Linearen Algebtaufege Parameterform der Geradengleichung. Sie
lasst sich im Komplexen ersetzen durch:

Man leitet dies leicht so her:

Gegeben seien v € C mitu # v. Dann gilt fur alleze C mitz=u+A(v—u) undA € R:

228 _ AmitAeR
v—u

_ (z—u)(v—u)

B (v—u)(v—u)

_ (z—u)(v-1)

(v—u)(v—T)

Da der ZAhler in der letzten Gleichung reell sein muss und der Neeimer positive relle Zahl ist, ergibt sich
die behauptete Bedingung. Wir merken noch an, dass &ichl$ Vektoren interpretierte komplexe Zahlen
undv das euklidische Skalarprodutd,v) in der Form

(u,v) =0(Uu-v) (2.4)

definieren &sst. Danndsst sich die Forderung in (2.3) so interpretieren, das¥eakéorenz— u undi- (v—u)
zueinandeprthogonalsein missen. Es handelt sich also bei Gleichung (2.3) umatigdt bekanntBlorma-
lenform der Geradengleichung neuer Schreibweise.

Damit kdbnnen wir uns den Eigenschaften woruwenden:
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Ag;

1 1 1 ; K
X
—L—
X242
Es gilt:
Satz 2.1

Fur die Inversion am Einheitskreis gilt o1 = id und1 bildet (jeweils mit Ausnahme des Punktes 0) ab

(1) Geraden durch den Ursprung auf Geraden durch den Uigprun
(2) Geradeng,y mit 0+# G,y auf Kreise, die durch 0 gehen,

(3) Kreise%y,r mit u+# 0 auf Kreise des gleichen Typs,

(4) Kreisego,; auf Geraderg,,, die nicht durch den Ursprung gehen.

Wir merken vorab an, dass man AbbildungenA — A mit A C IR oderA C C mit der Eigenschaft o f =id
involutorischnennt.
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Beweis
Aus der Abbildungsgleichung varfolgt fur alleze C\ {0}

tol(z) =1(1(2)) = l(lz) =

=Z

Nl=| =

und damit die Eingangsbehauptung. Wir setzen vk + iy und beweisen diébrigen vier Behauptungen.

zu (1): Sei G eine Gerade durch den Ursprung. Dann gibues0 so, dass alle € G Vielfache vonu mit
reellem Faktoi # 0 sind.
. . . 1 u
Furz=AumitA #0istZ = IRENTEARNTE

Dal inolutorisch ist, folgt daraug C 1(G) und damit (G) = G.

u der Bildpunkt, womit (G) C G gezeigt ist.

zu (4): Es seiX der Kreis umm = a+ ib mit Radius|m| (= v/a2+b?). Dann ergibt sich folgende Kreisglei-

chung:
(x—a)’+(y—b)* = a+b°
X2 —2ax+a’+y>—2by+b? = a’+b?
X +y> = 2ax+2by
Fur jeden BildpunktZ vonze X mitz# 0 gilt Z = 2X 5 +1 2y 5 = X _ Y
Xe+ Y X2+y? 2ax+2by 2ax+ 2by

Also liegtZ auf der Gerad& mit der GleichungxX + by = % womit1(X) C G gezeigt ist.
Istz= x+1y ein Punkt vong, so gilt fir ihn 2ax+ 2by = 1. Rir seinen Bildpunk¥ gilt daher:

_ 232 2 - (X e Y  n2
K=+ (Y =0 = (5 =@+ (i)
- X2 y? (2ax+2by) 5, .,
- (x2+y2)2+(x2+y2)2_ X2 +y2 +at+b
1 SR e R

XC+y2  XR+y?
Damit liegtZ auf der Gerades, womit1 (%) = G folgt.

zu (2): Geht eine Geradg in C nicht durch den Ursprung, so kann man ihre Gleichung in denfax+ by = %
wahlen. Da diese Gerade wie gerade gezeigt das Bild des im€rgeh Kreises mit Mittelpunkta+ ib
und Radius? + b? ist, gilt 1(G) =1 (1K) = X.

zu (3): Gegeben sei ein Kreis mit der Gleichupd— a)? + (Y — b)? = r2 mit a® + b? # r2. Wir zeigen, dass er
das Bild eines Kreises vom selben Typ ist, und setzen Hagiy = —>—:

paive

vy G =

(Xzfyz)z_2axziy2+a2+(Xzfyz)z_szziy2+b2 - r2

(;ff;gz—%2aX+2b@X2iy2+ma2+b% = r?
ﬁlyz(l—(ZaXJFZby)) = rz—(a2+b2) ’-(x2+y2)

1—(2ax+2bx) = (C+Y?)(r?—(a%+b?))
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Nach Division durch@ +b? —r?) und Umstellen ergibt sich:

) a b 1 a?+b?
X N = = L=
X a2+b2—r2+y2 Ya2 10212 a?+b?—r? Jr(a2+b2—r2)2
a b a?+b? 1
X o)tV ae) T w2
a’+b?—r (a%+b2—r2) (a2+b%2—r2)2 a’+b2—r
a e b
‘i) TV @rroee) T @iy
. . L L a . b
Die letzte Gleichung beschreibt einen Kreis mit Mittelptink= 221 +1a2+ 0212

r
und Radius———-——-.
|a2 +b? —r2|

[]

Fur das die beiden PoindModelle werden wir auch Inversionen an Kreisendigen, deren Mittelpunkin
von 0 verschieden ist und deren Radiugcht gleich 1 sein muss.

Definition 2.3

Furr € R versteht man unter démversiont,,; am Kreis %, die Abbildung vonC\ {m} nachC\ {m} mit
der Vorschrift
r2

lm;r(Z) = ﬁer

Mit m= a+ ib ergeben sichifr z= x+ iy die Abbildungsgleichungen:

;L X—a
X = rz(x_a)2+(y_b)2—|-a (2.5)
y = 2 Vb (2.6)

(x—a)2+(y—b)

Da man durch die Koordinatentransformati@0) — mund die anschlieBende Streckung mit dem Streckfak-
tor r die komplexe Ebene auf sich abbilden kann, gilt Satz 2.1 &iuctlie nun definierten Inversionen.

2.2 Das Poincaesche Halbebenenmodell der H-Geometrie

Wir sehen die obere komlexe Halbebetle= {z € C | Imz> 0} alsMenge? der Punkteeiner Geometrie an
und nennen solche Punkte der Deutlichkeit haltb¢?unkte

Als Menge G der H-Geradenwird die Menge aller Teilmengeg von # gewahlt, die wie folgt beschreiben
lassen:

Entweder gibt esa € R so, dass gilt
g = {ze#H|Oz=a} 2.7)
oder es giba € R undr > 0 so, dass gilt

g = {zeH||z—a?*=r?} (2.8)
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In Fig. 8 des vorigen Kapitels wurde dies bereits ohne diengg#nden Parameter vorgestellt. Deshalb soll die
Grafik in modifizierter Form noch einmal gebracht werden:

.Q A ly

Euklidische Halbkreise und euklidische Halbgeraden pdirogonalzur x-Achse sindjibernehmen demnach
die Rolle der H-Geraden.

Es wird Sache eines Vortrags sein, die Inzidenz- und Anargsaxiome mittels geometrischen Konstruktionen
nachzuweisen. Wir sehen uns diesen Bereich rechnerisch an:

Satz 2.2
Das Paaf?, #{) geriugt den Inzidenaxiomen.

Beweis

Dass Jede Geradgmindestens einen Punkt eathund mindestens drei nichtkollineare Punkt®, R existie-
ren, ist offensichtlich. Zu zeigen bleibt lediglich, dak?) @ilt.

Wennz,z € H mit z; # z, gegeben sind, gibt es zwealfe:

1. z7 = a+ib,z = a+ic mit b # c. Dann liegerzy, z, auf der H-Geraden mit der Gleichufitz = a. Auf
einer Geraden vorgHalbkreistyp” Kbnnenz; und z nicht liegen, da auf diesetf verschiedene Punkte
u, v stetsClu # Ov gilt.

2. 7y = a1 +1by, 2 = ap + ibp mit a; # a,. Dann kKdnnenz; undz nur auf einer Gerademvom ,,Halbkrei-
styp* mit einer Gleichung : |z— a|?> = r? liegen. Demnach musg; — a| = |z —a| mit a € R gelten.

Dies ist wegen

(zn—a)x(z1—a) = (z—a)*(zZ—a)
nz-an+zn)+d = nBm-azn+s5)+a
n)?—|z* = 2a0z-02z) (2.9)

aquivalent mit
. a§+b§—(a§+b§) _ a1+a2+ bf—bg ' (2.10)
2(ag —a2) 2 2;a-2)




2.2. DAS POINCAHESCHE HALBEBENENMODELL DER H-GEOMETRIE 19

Daraus errechnet sich der Paramefdiiir die Gleichung vorgy zu

(b —b5)?

4(8.1 — 8.2)2 '

2 _ (m—a)? 1.,

r2= = 4 S+ b))+ (2.11)

]

a + a;
uund

Die Formeln (2.10) und (2.11) aus dem Beweis gehen imEal= 0z = b in die Formelna=

HPRY
r2= @ +b? tiber:

a; a a, X
Fig. 5

Im allgemeinen Falldst Formel (2.10) rechnerisch das Konstruktionsprobléeedklidische Mittelsenkrechte
der euklidischen Strecke mit den Endpunkegnindz, mit derx-Achse zu schneiden:

a; a ap X
Fig. 6

Wir wenden uns derachsten Axiomengruppe zu:
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Satz 2.3
Das Paal?, #) geriigt den Anordnungsaxiomen.

Beweis
Wir erklaren den Durchlaufsinn einer Geragle G wie folgt:

(Typ1l) Wenn die Gleichundif g die Formg: Oz = ahat, definieren wir furu,v € g durch
U<v <= UOu<UDv.

(Typ2) Wenn die Gleichungif g die Formg: |z— a|? = r? hat, definieren wir fiir u,v € g durch
Uu<v <= Ou<0Ov.

Damit Uberti&gt sich die Anordnung der Punkte auf der positiyelichse auf H-Geraden des Typs 1. Bei einer
Gerade des Typs 2 wird die Anordnung der Punkteaffenen(!) Intervalls]a—r;a+r[ von derx-Achse auf
den euklidischen Halbkreis mit der Gleichufg- a)? +y? = r? und damit auf die H-Geradgiibertragen. Da
die verwendeten Teilmengen auf den Achsen die Forderumg@Xili) bis (A4) erfillen, gilt dies auchiir die
jeweiligen H-Geraden.

L]
Bei der Definition von Halbebenen wird wieder zwischen deiddre Typen von H-Geraden unterschieden:

(Typ 1) Wenn die Gleichungif g die Formg: Oz = ahat, definieren wiky und Z’g durch
Yy={zeH|Oz>a} und Zy:={ze H |Oz<a}. (vgl. Fig.7)

(Typ2) Wenn die Gleichungif g die Formg: |z—a|? = r? hat, definieren wikg und Zé durch
Sg={zeH||z—a <r} und Zy={z€ A ||z—a >r}. (vgl. Fig.8)

(]
(]
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tssssssnsssrasssssssassssisstissssastssaiLtLatLLaLLea >
a X
Fig. 8
Dann gilt der
Satz 2.4

Das Paal P, #) geriigt den Teilungsaxiomen.

Beweis

Wir fuhren nicht alle Rechnungen im Detail durch, da dies zu lanigavare:

1. (T1)ist nach Definition offensichtlich eénit, da wir die Tiagergeradg bei der Definition ausgeschlossen
haben und jeder sonstige Punkt véhentweder irkq oder inZy liegt.

2. Bei Geraden vom Typ 1 mit der Gleichufitg = a ist (T2) erflllt, da fur alleu € < undv € ¥’ gilt:
Ou > a > Ov. Damit gibt es einen Punktmit 0z = a auf der H-Strecke mit den Endpunktarundv
(sie ist der euklidische Kreisbogen auf der H-Gergggvonu bisv).

Fur solche Geraden ist auch (T3)id@lf, da fur verschiedene H-Punktev € 3 beideRealteile gol3er als
a sind. Die H-Strecke zwischanundv liegt dann komplett irk und entfélt daher keinen Punkt vam

Fur zwei Punkteu undv in der anderen Halbebene gilt eine analoge Argumentation.

3. Bei Geraden vom Typ 2 mit der Gleichugg |z—a|? = r? ist (T2) eriillt, da fur alleu € Z undv € ¥’
gilt: jJu—al? >r? > |v—al?. FallsOu = Ov = cgilt, ist die Strecke vom bis v die euklidische Strecke.
Diese schneidet demvertretenden Halbkreis in einem Purzkhit 0z = c.

Die Giiltigkeit von (T3) Bsst sich durch eine etwasuirsame Rechnung mit Ungleichungen und
Fallunterscheidungen nachweisen, bei der aus den Annahmém und [u—al,|u—Vv| <r bzw.
lu—al,|u—v| > r hergleitet wird, dass kein Punkt der H-Strecke zwischendv aufg liegt.

[]

Damit sind wir bei dem Problem angelanBgewegungeim der H-Geometrie definieren zuiresen.

2.3 H-Bewegungen im Poincagschen Halbebenenmodell

Als Grundbausteine verwenden wir bereits bekannte Abbiden der oberen komplexen Halbebene auf sich:
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Definition 2.4
Die H-Spiegelungrg an einer H-Geradg ist erklart durch

die euklidische Spiegelung an fallsgvom Typ 1ist, d.h.
einer Gleichung des Tydsz = a gerigt.

die Inversion 4, falls g vom Typ 2 ist, d.h.
einer Gleichung des Typ$lz—a)? + (0z)? = r? mit r > 0 geriigt.

Es wird sich zeigen, dass man durch Verkettung von maxingakdtchen Spiegelungen alle Transformationen
darstellen kann, die folgend8auart' haben unéi-Bewegungegenannt werden sollen:

Definition 2.5
Unter der MengeB aller H-Bewegungemird die Menge aller Transformationgh: # — # mit folgenden
Vorschriften verstanden:

_a-z+b ) a b
(Typl) B(z := c 2t d mit a,b,c,d € IR und c d ‘ >0 (2.12)
MWp2) B = 220 nitabcderund @ Pl<o (2.13)
yP ~ c-z+d e c d '

Zunachst sei angemerkt, dass alle H-Spiegelungef® getbren, da ihre Transformationen sich in der Form
—1-2+b a-z—a+r? .
— ———— oderz— —————— schreiben lassen.
0-z+1 l.z—a

H-Bewegungen &nnen durch die Matrix ihrer Koeffizienten vertreten werddanfur die Verkettung gilt:

Satz 2.5
Vertritt man jede H-Bewegun@ mit der Vorschrift
-z+b a b Z+b a b
B(z) = 2253 ( c d >0) bzw. B(z) = 2555 ( c d ‘<0)

durch die Matrix Mg:= ( i 3 ) ihrer Koeffizienten, so gilt dr alle a,3 € B:

Beweis

Es seiern, 3 € # gegeben mit

_a-z+b _a-z+b _a-z+b _ az+b
a(z) = ozt d (oder a(z) := m) und B(z):= ezt d (oder B(2):= c 21 d )

Es reicht, die Behauptungen niirrfdie Kombination von Bewegungen des Typs 1 zu zeigen, da die
Konjugiertenbildung nicht auf die rellen Koeffizienten latir

aZZl +b  a (dz+b)+b-(Cz+d)  (ad+bd)-z+(ab +bd)
C.

Boa(®) = Ba@) = EG— =
dz+d

Mo-M. — (2 P, a b\ ([ ad+bc ab+bd
prle = \c d ¢ d ) \ cd+dd cb+dd

lasst sich sofort die zweite Behauptung ablesen.

(@z+b)+d-(cz+d)  (cad+dc)-z+(ch+dd)’

Aus
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Da sich beim Multiplizieren von quadratischen Matrizereilreterminanten multiplizieren, hat die Ko-
effizientendeterminante der Verkettufg o auch stets das richtige Vorzeichen. Damitfista eine
H-Bewegung, womit auch Behauptung (1) gezeigt ist.

[]

Da alle zugeordneten Matrizén, von H-Bewegungen invertierbar sind, hat jede H-Bewegung &iverse in
der MengeB. Mit Satz 2.5 ist daher die @tigkeit des Bewegungsaxioms (BI)rfdie genal? Definition 2.5
gewahlten Transformationen gezeigt.

Um die Qlltigkeit deriibrigen Axiome nachzuweisen, zeigen wir vorab:

Satz 2.6
Jede H-Bewegungkst sich als Verkettung vanaximaldrei H-Spiegelungen darstellen.

Beweis

Wir fuhren den Beweis konstruktiv und arbeiten dabei wegen déacieren Schreibweise mit den zugeord-
neten Matrizen.

Dazu stellen wir zuachst fest, dass e8rfH-Spiegelungen nur zwei Gundtypen von Matrizen gibe(alideren
ergeben sich daraus durch Multiplikation aller vier Koé#fiten mit einem gemeinsamen reellen Faktgi0).

S = ( _01 li > (Spiegelung any: x = g) (2.14)
u rP—u , . 2 2
Su = ( 1y ) (Spiegelung ag: (x—u)2+y? =r?) (2.15)

Im Folgenden normieren wir bei einer H-Bewegungje zugeordnete Matrix folgendermaf3en:

/ / / J/ /
M{:( i, 3/ )wird im FalIec’;éOersetztdurcIMT:( i 3 ) mita=2 b=2%d=9.
/ /
M, = i, 3, wird im Fallec’ = 0 ersetzt durcivi; = g li mita=2,b="12.

Dann entsprechen sich H-Bewegungen und zugeordnete Bratirizkehrbar eindeutigvenn die Vereinbarung
getroffen wird, dass es sich bei einer Matkilx mit positiver Determinante um eine H-Bewegung des Typs 1
und im Falle einer negativen Determinante um eine H-Bewgal@s Typs 2 handelt.

Fall 1: M, = g ?

Fallsa =1 gilt, handelt es sich aus euklidischer Sicht um eine Veestimg parallel zux-Achse, die
man durch eine Doppelspiegelung erzeugen kann:

(F-(3 (D)

Fallsa # 1 gilt, handelt es sich aus euklidischer Sicht um eine z&tig Streckung mit Zentru@—a
und Streckfaktoa. Man kann sie durch eine Verkettung von zwei H-Spiegeluregeaugen:

b b? b b?
( a b ) [ 1Ta @ @az | [ Ta 1-@az
R VARNE RS 1

, mit a>0,d.h.t(z)=a-z+b.
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Fall 2: M; = ? 3 , mit b< 0, d.h.1(z) = 222,
Diese H-Bewegungasst sich als Verkettung einer H-Spiegelung an der H-Garadeder Gleichung
g1: X*+y? = —b und der danach ausggfrten H-Spiegelung an der H-Geraden mit der Gleichung

.u_ a (fa by (-1 a 0 -b
le.x—idarstellen(1 0)_( 0 1>.(1 0

Fall 3: M; = i 3 , mit ad>bundd # 0, d.h.1(z) = 2Zp.

Diese H-Bewegungdsst sich als Verkettung einer H-Spiegelung an der H-Geradeder Gleichung
g1 : (x+d)%24y?=ad— b und der danach ausggfrten H-Spiegelung an der H-Geraden mit der Glei-
chunggy : x = ¢ darstellen:

ab)_ (-1a-d) (-d ad-b-d?

10/ \ O 1 1 d
Damit sind alle H-Bewegungen mit positiver DeterminateMaskettung von zwei H-Spiegelungen darstellbar.
Die moglichen vier Varianten zeigen die folgenden Grafiken.

Fig. 9

Fig. 10
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Fig. 11

Fig. 12

Bei den H-Bewegungen mit positiver Determinante bleibengichtlich der Umlaufsinn von Dreiecken er-
halten. Bei den H-Bewegungen mit negativer Determinantetigch der Umlaufsinn von Dreiecken beim
Abbilden um.

Wir diskutieren nun aber keine Einzélle mehr, da sich die Matrix einer H-Bewegungnit negativer Deter-

minante stets in der Form
M= (2 by _(-a b)) /-10
T“\cd/) \ —¢c d 0 1

darstellen#sst. Damit ist als Verkettung der H-Spiegelung an der ima@gan Achse mit einer H-Bewegufig
mit positiver Determinante darstellbar. Die Diskussionrdéglichen Einzelélle soll in einem Vortrag erfolgen.

]

Nachdem Satz 2.6 bewiesen ist, kann zum Nachweis der Begsgxiome (B2), (B3) und (B4) soweit wie
moglich mit H-Spiegelungen argumentiert werden. Wegen dgerischaften der euklidischen Spiegelungen
und der Eigenschaften der Kreisinversionen ist schon disioher, dass H-Geraden auf H-Geraden und H-
Strecken auf H-Strecken unter Erhalten der Zwischenbenigglvon Punkten abgebildet werden. Daher ist
(B2) auch fir alle H-Bewegungen difit.
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Wir zeigen nun, dass es stets genau -eiHeMittelsenkrechte einer H-Strecke und genau eine
H-Winkelhalbierendeines H-Winkels gibt:

Satz 2.7
Zu jeder H-Streck&Q mit P # Qgibt es genau eine H-Gerad®q mit Omp, (P) = Q.

Beweis

Flur P=2z = x; +1iy; und Q = 2 = X + iy» wahlen wir im Falley, = y; die Geradeg mit der Gleichung
g: Oz= %52 als Spiegelachse. Dann bildeg den PunktP auf Q und Q auf P ab. Fir jede Spiegelungp,
mit dieser Eigenschaft ergibt sich sowakyj(on(P)) = P als auchog(on(Q)) = Q. Dat = ggo 0, eine H-
Bewegung mit positiver Determinante isiskt sich daraus= id und damith = g folgern (wird in einem der
Vortrage mit ausgéifhrt).

Fallsy, # y; gilt, setzen wir eine H-Bewegung des Typs z— % +aso an, dass deréhler des
Bruchs reell ist. Dann wird; durch aufz, abgebildet. Da der Imagamteil von(z, —a)(z; —a) verschwinden

muss, ergibt sicla = 31712 und der Zhler ist gleich

_ Xy : X1Y2 ) (x4 — X2Y1 : X1Y2)
Yi—Y2 Yi—Y2

X1 —X2 X1 —X2 X1 — X2\ 2

e + = +1) >0

Yi—Y2 1)’1 —Y2 Yi¥2 = yiy2 ( (Y1 Y2 ) )

Also handelt es sich bei der angesetzen Bewegung um eingddeBppng an der Gerademit der Gleichung
g: |[x—al? = r2. Auch hier istg eindeutig bestimmt.

ri=0(z-a)(z-a) = (e-a)(xx—a) +yy2=(x +Y1y2

= Y

[]

Die nachfolgende Grafik zeigt an zwei Beispielen, dass demitdiefinierteMittelpunkteiner H-Strecke nur im
Fall Oz; = Oz auch der euklidische Mittelpunkt der H-Strecke ist.

A
g 21

Fig. 13

Als interessanter Sonderfall erweist sich die HalbierungreStrecke, die auf einer H-Geraden des Typs 1 mit
der GleichundJz = c liegt. Dann istm, ,, die H-Gerade mit der Gleichung— €)% +y? = y1y». Sie schneidet
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die Strecke im Punkt+1,/y1;y2. Der Imagirarteil der H-Mitte ist hier nicht das arithmetische sondeas
geometrischdittel der beiden Imagiéarteile vonz; undz.

Nun wenden wir uns der Winkelhalbierung zu:

Satz 2.8

Zu jedem PaafOA™,OB") hyperbolischer Halbgeraden mit gemeinsamem AnfangspDniibt es genau
eine H-Geradevy oo Mit Oy AOB(0A+) =OB".

Beweis

Es gibt nur drei mgliche Rlle von H-Winkeln:

Wi [z Pl 2

— w: |z=a, Polzga,,

Fig. 14 Fig. 15 Fig. 16

Bei dem Fall in Fig. 14 bildet die Spiegeluny, an der Gerade mit der Gleichunglz= Xl—EXZ die Halbgerade
OA'" auf OB+ ab (und umgekehrt) und keine andere H-Spiegelung hat digeasthaft.

Bei dem Fall in Fig. 15 bildet die Spiegelumy, an der Gerada mit der Gleichungz— x;|> = |20 — x1|? die
HalbgeradeDAT auf OB+ ab (und umgekehrt) und keine andere H-Spiegelung hat digeagchaft.

Bei dem Fall in Fig. 16 musa,, so bestimmt werden, dagsl’_ialz = X gilt. Daraus ergibt sich:

_ |z —xe
202 — (X1 +X2)

Dann bildet die H-Spiegelung an der Geradenit der Gleichungz— ay|? = |20 — aw|? die Halbgerad®A"
aufOB™ ab und keine andere H-Spiegelung hat diese Eigenschaft.

[]

Damit ist gezeigt, dass die H-Bewegungen auch das Bewegxiogs (B4) erfillen und es bleibt nur noch der
Nachweis von (B3):
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Ay
C’ i2+

AI

[\
=V

Fig. 17

Offensichtlich kann man zuéthst durch eine Spiegeluag A auf A’ abbilden, danach durch eine Spiegelung
0, die Halbgeradé'o;(B)* auf die Halbgeradé&'B'*. Falls dabei das Bild vo@ untero; o o in der falschen
Halbebene liegt, wird noch eine Spiegelung an der Gegagge nachgeschaltet. Damiésst sich die Fahne
(AB™,ABC") durch eine H-Bewegungauf die FahnéA'B", AB'C'") abbilden.

Jede H-Bewegun@, die eine Halbgerad®P™ auf sich abbildet, mus® = zy fest lassen. Isk; € IR der
»unendlich ferne Punkt‘ vo@P", so muss auck; wegen der @ltigkeit von (B2) auf sich abgebildet werden.
Daraus folgeniir eine Bewegun@ des Typs 1 bzw. des Typs 2 die Bedingungen:

a-Zp+b a-p+b d ax+b

= 2; =7 = 2.1
czid X und czrd =% cxtd X (2.16)
a-Zp+b a-x1+b

= = 2.17
c-Zp+d % und c-x1+d X1 ( )

Im ersten Fall ergibt sich nach Umformungen, da®s Z und x; die quadratische Gleichung
c-x°+(d—a)-x—b=0 losen. Da diese dsungen paarweise verschieden sind und eine solche Ghgjchu
nicht drei Losungen haben kann, muss: 0 gelten. Daraus ergibt sich sowaht= a als auchb = 0. Damit ist

B die Identitit und Asst dahe©P" punktweise fest.

Im zweiten Fall fihren die Gleichungen auf die Bedingudg= —a und liefern eine MatrixM;, an der sich
.ablesendsst’, das$ die H-Spiegelung an der H-Geraden duf@lund P ist. Damit &sstp auch im zweiten
Fall OP* punktweise fest.

Nach diesetUberlegungen ist klar, dass jede H-Bewegung, die sogareihee auf sich abbildet, die Ide#itit
ist. Also gilt fir Bewegungem undpu mit u(F) =t(F) (F:=1(AB"UABC")):

Wit(F)=¢ = plot=id = 1=id
Damit ist auch (B4) gezeigt und wir formulieren als Zusamfassung:

Satz 2.9
Die gen@f 2.5 definierten H-Bewegungenigkén alle Bewegungsaxiome.

Dass das \Wollgindigkeitsaxiom effilt ist, liegt an der funktionentheoretischen Fundiergeg Modells und
soll daher nicht mehr detailliert diskutiert werden. Wirngden uns stattdessen abschlieend @egen- und
Winkelmessung zu.
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2.4 Langen- und Winkelmessung im Poincagschen Halbebenenmodell

Die H-Langenmessung

Fur den Zugang zur &angenmessung ahlen wir einen,anschaulichen* Weg, der in der Eiiifrung einer
Langenskalauf der imagi&ren Achse und der Abbildung zu messender Strecken auf A fihrt.

Schritt 1: Auf dery-Achse wird alsEinheitsintervalldie StreckeZ:= {ze€ # mit z= Ai;1 <\ < 2} gewahlt.
Wir ordnen erst einmal die hnge 1LE zu.

Schritt 2: Wir tragen die Streck& wiederholt in beiden Richtungen an, indem wir die H-Beweggm

tt:z—2zundt z— %zanwenden:

Eo = E
Eovr = TH(En)
E (n1) = T (E-n)
% A H —Skala
T 1
.2 1IE
T+
OE /

-8 -4 =2 0 2 4 g X
Fig. 18

Nimmt man die jeweiligen Intervallenden wie in Fig. 18 alsakmarken, so eéft man auf der ima-
ginaren Achse durch die Vorschrift

l(2)(2):= logy(—iz) furallezmit Jz=0 (2.18)

die Skalenwerte zur MaRReinh&iE. Dabei werden auch allefzwischenpunkten* auf der imaginen
Achse Skalenwerte zugeordnet und manaéirlals orientiertes &ngenmal ifr die StreckePQ mit
P=zp:= iyp undQ=2zy:= iyq die Vorschrift

l2)(PQ):=1(zq) —l(zp) = IOgZ(zf) fur alleP, Q auf der imagi@ren Achse. (2.19)

Um eine besser mit dem Taschenrechner handhablagelnmalfunktion zu bekommen, multiplizieren
wir |2 mit In(2), was der Wahl vor als Logarithmenbasis und damit dem deimergang zur Bngen-
messung mit dem Intervall varbisie als Einheitsintervall entspricht:
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Definition 2.6
Auf der imagiraren Achse sei die orientierte Hthgenmessung definiert durch:

I(iy1,iye):= In(%) =In(y2) —In(y1) fur alley1,y> >0 (2.20)
Falls orientierungsunaiingig gemessen wird, ist stattdessen
d(iyy,iy2):= |In(£) =|In(y2) —In(y1)] fur alleys,y, >0 (2.21)
zu nehmen.

Da sich eine H-Strecke mit beliebigen Endpunkzgrz, durch eine Bewegung auf die imagie Achse
abbilden &sst, ist damit auch eineabhgenmessungif beliebige H-Strecken in der Form

a+r—x 14 -2l 1z — 2| + |21 — 22
d(zl,zz)::’ln ‘_‘I ¥2. 1)\ In(ﬁ>:ln(i 21714 2) (2.22)
yi a+tr—x 1_ a2l |z1— 2| — |21 — 2]
|Z1-2|
definiert (siehe die Grafik):
A <
LK SN 5
43 &
FAR S
— 1
— 0
' ' (; T o x Xy a atr
Fig. 19

Man kann zeigen, dass der Quotie‘%%zz‘| unter allen H-Spiegelungen und damit auch unter allen H-
Bewegungen invariant ist. Daher ist im ersten Poiaddodell die Langenmessung wohldefiniert.

Die H-Winkelmessung

Wir nutzen aus, dass sowohl euklidische Spiegelungen als alle Inversioneny., winkeltreusind. Dabei
tbernehmen wir die Aussagérfinversionen aus déomplexen Analysi®amit sind auch alle H-Bewegungen
winkeltreu, wenn man das Winkelmalf3 wie folgt éutl

1Dass der erste Term und der mit Hilfe des Quotie%ﬁ%“ definierte Term gleiche Werte liefern, soll hier nicht héegtet werden,

kann aber mit etwas Mhe mit Hilfe der Formeln (2.10) und (2.11) nachgerechnet aretd
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Definition 2.7

Ist (AB*,ACT) ein H-Winkel, so wird unter deraugeordneten euklidischen Winkghc der durch die tangen-
tialen euklidischen HalbgeradenAman ABT undAC* gebildete Winkel verstanden und als MaR des Winkels
(AB",AC") gilt das euklidische WinkelmaR vagac.

Wie Fig. ?? zeigt, ertalt man einen zagac euklidisch kongruenten Winkel als Innenwinkel oder dedsem-
plemenarwinkel (zum Vollwinkel!) im euklidischen Dreieck mit ddecken beia;, a; und A. Dabei sinday
unday die Halbkreismittelpunkte der H-Geraden mit dem gemeimsaAnfangspunka:

Wir in Fig. 20 an Stelle vonAB™,AC") der Winkel (AC™,AB") betrachtet, so ist diesem der Komple-
mentrwinkel zugeordnet.

Aus denUberlegungen folgt, dass es in der H-Geometeighte Winkel gibt und diese auch im euklidischen
Sinn rechte Winkel sind.

Ordnet man dem Vollwinkel das Winkelmaf 2u, so erllt man die Zahitals obere Schrankéif die Innen-
winkelsumme im Dreieck. Noch merkwdiger ist, dass sich der&theninhalt eines H-Dreiecks mit folgender
Vorschrift,, messen” &sst:

Definition 2.8

Unter dem Ficheninhalt A4(ABC) eines H-Dreiecks ABC versteht man die Zahl
A4(ABC):=1 — Innenwinkelsumme voABC.

Dass diese Festlegung Sinn macht erkennt man an der ZeglegunDreiecken, bei denen sich diedBe
A(ABC) additiv verlalt:
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S
B
P
X
Fig. 21
Bei dem H-DreickABC gilt
AAFC)+A4(FBC) = (m—a—-B —yi)+(m—a' —B—vz)
= 2n—a—(F'+a’)—-B—(v+v)
N—— ——
=TT =y
= T—(a+B+y) = A(ABC)
Bei dem H-ViereckPQRSergibt sich durch Addition der Teilichen die Formel
A(PQRS = 21t — Innenwinkelsumme voRQRS
Durch weiteres Ansetzen von Dreiecken ergibt sich scrdkRli
Der H-Flacheninhalt eines H-Polygot# mit n Ecken betagt (2.23)

Aeaip, = (n—2)T—Innenwinkelsumme vooalP; .

Ebenso ungeihnlich ist, dass zwei H-Dreiecke sich genau dann durchi¢iBewegung aufeinander abbilden
lassen, wenn sie in allen drei Innenwinkélpereinstimmen.

Wir schlie3en die Betrachtung des ersten Poiexddodells mit der Definition von H-Kreisen ab.

Definition 2.9

IstM € A ein Punkt und eine positive reelle Zahl, so versteht man unter dem H-Krgidvl mit Radiusr
die MengeZy aller H-Punkte mid(Z,M) =r.

Mit Hilfe der Abstandsformel (2.22) edft man folgende Koordinatengleichun@rfZy., mit Mittelpunkt
m:= u+ivund H-Radiug > O:

(Xx—u)? + (y— ¢ zeﬁr v)z = (er _Zeir)zv2 (2.24)

Ein H-Kreis ist demnach eine euklidische Kreislinie mitesim bei euklidischer Interpretation gegdrer M
»hach oben* verschobenem Mittelpunkt. Wenn man alsgfireinen euklidischen Kreis zeichnet, ist dieser
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auch ein H-Kreis. Sein H-Mittelpunk¥ hat den gleichen Realtailwie der euklidische Mittelpunki’. Der
Imaginarteil vonM ist allerdings das geometrische Mittel der Imagieile von zwei Punkten auf einem Durch-
messer parallel zuy-Achse:

Fig. 22

Die Figur links sieht zwar auch wie ein euklidischer Kreisahat jedoch in der H-Ebene einen unendlich
grofl3en Durchmesser, da sie bis zum Rand der Welt reicht.
Man nennt so etwas einétorozyklus Bei Horozyklen entartet die Gleichung (2.24) zu

(x—u)?+ (y—h)? =h? (2.25)

Noch extremere euklidische Kreise spielen eine Rolle bekdigrung, wieAbstandslinierzu H-Geraden aus-
sehen:

Fig. 23
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Dass die Abstandslinien zu Geraden des Typs 1 (die Geyadeler Grafik) euklidische Geraden durch den
FuBpunkt auf dex-Achse sind, ist offensichtlich.

Bildet mang in Fig. 23 durch eine H-Bewegung aglfab, so geheh; undb, wegen der in Satz 2.1 genannten
Eigenschaften der beteiligten H-Spiegelungen in eulditiKreisliniendurch die beidepFu3punkte” vory’
uber.

2.5 Das Poincaéesche Kreisscheibenmodell der H-Geometrie
Die Cayleytranformation

Man kann die Mengé{ durch die Transformation

Cizm— 2 (2.26)
Z+1
umkehrbar eindeutig auf das Innefales Einheitskreises i@ abbilden. Diese Transformation ist unter dem
NamenCayleytransformatiotekannt.

Sie lasst sich als Verkettung von elementaren Transformatidaestellen, da
zZ—i  z+i-21 ) 1

—= - 1+ 2i————
zZ41 Z+1 —Oz+ilz+1

gilt. Demnach wird# um eine imagiére Einheit verschoberz {~ Z:= z+1) und danach an der imagiren
Achse gespiegeltZ(— Z’:= —0Z +i0Z). AnschlieBend wird die Inversion am Einheitskreis angeet
(Z'—Z"= %), woraus eine Kreisscheibe mit Radiglsresultiert, die in der oberen Halbebene liegt und die

x-Achse als Tangente besitzt. Diese Scheibe wird um den Ruokt 90 gedreht und gleichzeitig mit dem
Faktor 2 gestreckt. Die anschlieBende Verschiebung unreéie Einheit liefert dani als Bild:

I in

P
=V

Fig. 24

Damit sind die Bilder bisheriger H-Geraden entweder Duresser von/ oder euklidische Kreigigen, die
orthogonalzum Rand vory sind.

H-Geradengleichungen haben daher in diesem Modell (b&Sdeeibweise:= x4+ iy) eine der beiden folgen-
den Formen:
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(TypD) g: a-x+b =0 mit a2 +b? >0

(TypK) g: (x—a?+(y-b? = Va2+b2—1 mita®+b?>>1
Bei einer H-Geradg vom Typ K istzy:=a+ ib der euklidische Kreismittelpunk¥l des Kreisbogens, der
darstellt. Wir definieren daher im zweiten Modell:

Definition 2.10

Fur das Poinca@sche Kreisscheibenmodell der H-Geometrie wird veretndass das Innerg des Einheits-
kreises die Punktmeng®’ ist. Als H-Geraden gelten alle Durchmesser und alle zum Ratitbgonalen
Kreisbdgen inI ohne die jeweiligen Randpunkte.

1y A —
jl gt (—ay+(y-b)? = a2+ b2-1 (TypK)

a+ib_—
// B a+zb
) I 4
\
\\
\\
— gt ax+by=0 (TypD)
\T'_,'
Fig. 25
Die Anordnung von Geraden wird analog zum Halb- iy A
ebenmodel auf den Geraden vom Typ (D) im Falle -
b+ 0 in Richtung wachsenderKoordinaten und im | g a2 = a2+ b2 -1

Fall der Gleichungy: x = 0 in Richtung wachsender
y-Koordinaten erldrt.

Bei einer Gerade vom Typ (K) mit der Gleichung
g: (x—a)2+ (y—b)? = Va2 4 b2 — 1 stellen wir die
Punkte in der Form

z = a+ib+r-€?; Omin < ¢ < Omax \

mit r:=+/a2+b?—1 dar. Dabei sind die Grenzen
Pmin Und dmax des Positionswinkelgdurch die End- \\
punkte des Kreisbogens gegeben. Die Anordnung von
g ist dann im Sinne wachsender Positionswinkel zu
wabhlen.

Die Auswahl vonHalbebenenist ebenfalls analog Fig. 26
zum ersten Modell erkirt.

Wenn man die Definition von H-Bewegungen aus dem ersten Mddeth Abbilden der Kreisscheibe mittels
clize i%ﬁ in die obere Halbebene, die Anwendung einer dortigen H-Bewg und die abschlieRende
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~Rucktransformation* durcl in das zweite Modell erldrt, resultieren gebrochen lineare Transformationen,
die I auf sich abbilden und den Rand vér{d.h. den Einheitskreis) auf sich abbilden.

Ihre ,Bauart’ soll in einem Satz (ohne Beweis) mitgeteilt werden:

Satz 2.10

Durch Ubertragung aus dem Halbebenenmodell mitt&]g):= CotoC~1(2) erralt man im Kreisscheiben-
modell von Poinca folgende Bewegungsgrupp:

. Z—V : Z—V
- I g / ! — a0, ! — a0,
{U:H -4 | T(2 V.3 oder t'(2) 1 vy
mit @ € [0,2r] undv e H'} (2.27)

Bei der Bewegungsvariante mit Erhaltung des UmlaufssionsDreiecken liefert die in der oberen Halbebene
verwendete Transformatianmit der zugeordneten Matrix

MT:<E; 3), (ad—bc> 0)

folgende Transformationsparameter in (2.27):

Mit a := (a+d)—i(c—b) und B:= (a—d)—i(c+b) gilt v = —g und €= 2 .

Offensichtlich setzt sich eineigentlicheBewegung vor#’ aus einer Transformation des Typs

. z-v
T:z2— 17,

und einer euklidischen Drehung um 0 mit dem Drehwinketlusammen. & v=0 ist T eine euklidische
Drehung um 0. Sie ergibt sich, wenn in der oberen Halbebeare Biansformatiort mit a=d undb= —c
verwendet wird. Wenn es sich nicht um die Ideiititandelt, sieht die zugeordnete Matrix nach Normierung so
aus:

a —1
(1)
Nach derlUberlegungen auf Seite 25 (Fall 3) handelt esthain die Verkettung zweier Geradenspiegelungen,

bei denen eine H-Gerade dieAchse ist und die andere H-Gerade ein euklidischer Haibkni Mittelpunkt
—aist, der durch den Punkieht.

Bei uneigentlicherBewegungen wird mittelsC~1 in die obere Halbebene abgebildet, dort einer H-Bewegung
mit negativer Determinante unterworfen und das ResultttielsC nach#’ zuriicktransformiert. Dabei resul-
tiert die gleiche Beziehung zwischéh und den Parametesnunde'® wie bei eigentlichen Bewegungen.

So bleibt nur noch die Mitteilung derdngenmaffunktion iti/’, die wir durch

]
11-712,|

_la-2z
|1—-712

1+

d(z,2) = d(CYz),Clz)) =In (2.28)

gewinnen. Die Winkelmessung erfolgt wie im ersten Modeklelisch mit Hilfe zugeordneter Halbgeraden,
die den Winkelscheitel als gemeinsamen Anfangspunkt haben

Die folgenden beiden Grafiken vermitteln einen Eindruck gleninteressanten Figurenlehre im Modell:
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Ein hyperbolisches Dreieck, das einen Horozyklus,blskreis* besitzt. Fig. 27

Ein hyperbolisches Dreieck, bei dem sich die dréhldn nicht schneiden. Fig. 28
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Ausblick auf die hyperbolische Figurenlehre

Es sollen nun abschlie3end einigig& der hyperbolischen Figurenlehre ohne Beweis milgeteiden. Dazu
mussen vorab einige Funktionen einigleft werden.

Definition 2.11

Unter den Funktione®inus hyberbolicugsinh), Cosinus hyperbolicuécosh), Tangens hyperbolicuganh)
und Cotangens hyperbolicygoth) versteht man die Funktionen mit den Vorschriften

sinh(x) = %(eX —-e), (2.29)

coshx) := %(eX +e7), (2.30)
_ sinhx)  e&—e™

tanhx) := cost) — e’ (2.31)
._ coshx) e+e*

coth(x) := snhx) ~ &—e= (x#0). (2.32)

Aus folgender Grafik lassen sich die zu@elyen Definitionsbereiche und deren Bilder entnehmen:

cosh

sinh

Graphen der Hyperbelfunktionen. Fig. 29
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H-Kreise: Zwei dieser Funktionen traten bereits bei der Gleichur@g(ddes H-Kreises im Halbebenemodell
auf. Demnach hat ein H-Krei&y mit H-Radiusr > 0 und H-MittelpunktM = u+iv in diesem Modell die
Gleichung

(x—u)? + (y—v-cosir))> = V?-sink?(r).

Es verwundert daher nicht, wenn margdmft, dass ein hyberbolischer Kreis mit H-Radiuis der H-Geometrie
den H-UmfangU = 2mtsinh(r) und den H-FhcheninhaltA = 4T[sinhz(%) besitzt. Wenrx sehr klein ist, gilt
sinh(x) ~ x und es ergeben siclaherungsweise die euklidischen Kreisformeln!

H-Dreiecke: Es gelteniir ein H-Dreieck mit den Standardbezeichungef,y fur Winkel, A, B,C fur Ecken
unda, b, ¢ fur H-Seiteningen:

Satz 2.11 (H-Sinussatz) sinh(a) sinh(b) sinh(c)

sina sinf3 siny
Satz 2.12 (H-Seitenkosinussatz)
cosia) = coshb)coshc) — sinh(b)sinh(c) cosa
coshb) = cosHhc)cosHa) — sinh(c)sinh(a) cosp
cosHc) = cosha)coshb) — sinh(a)sinh(b) cosy
Satz 2.13 (H-Winkelkosinussatz)
cosa = —cosP-coy + sinf-siny-cosha)
cosp = —cosy-cosu + siny-sina-coshb)
cosy = —cosa-cof + sina-sinf-coshc)

Die H-Seiteningen lassen sich damit allein aus den Innenwinkeln desditEks berechnen:

cosa + (cosp)(cosy)

cosha) = (sinB)(siny)
cosp -+ (cosy)(cosa)

coshb) (siny)(sina)
cosy+ (cosa)(cosp)

cost{c) (sina)(sinp)

Um jeweils nach den&ngen aufisen zu knnen, beitigt man die Umkehrfunktion von cosh. Sie hel3ea-
cosinus hyperbolicuand wird mit arcosh abgékzt. Die Umkehrungen ddrbrigen Hyperfunktionen sind in
analoger Weise bezeichnet:

Definition 2.12

arsinfx) = sinh 1(x) = In(x+v»x2+1)

arcostix) := coshi(x) = In(x4+v/x2—1) (x>1)
artanlix) = tanhi(x) = %In (R) (Xl < 1)
arcothix) = coth L(x) = %In ()’zi) (X > 1)
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Wie ein Blick auf die langenmalffunktionen in den vorherigen Abschnitten zemjtdort bereits das Doppelte
der Funktion artanh auf. Wirdanten also im Halbebenenmodell

121 — 2,

d(z1,2):= 2|artan
(z1,22):= 2| hi\zl—zz|)‘
und im Kreischeibenmodell
d(z1,2):= 2|artanh(7‘Zl 122| )|
|1—2122|
definieren.
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