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Begründen Sie Ihre Antworten (vollständig).

1. In der Ebene R2 haben wir euklidische Koordinaten x, y und Polarkoordinaten r, θ.
Entsprechend haben wir für einen Punkt p ∈ R2 \ {(0, 0)} zwei Basen für den
Kotangentialraum (TpR2)∨: dx, dy und dr, dθ. Die Koordinatentransformation von
Polar- zu euklidischen Koordinaten ist durch x = r cos θ und y = r sin θ gegeben.
Berechnen Sie die Basiswechselmatrix für den Übergang von Polar- zu euklidischen
Koordinaten. 4 Punkte

2. Sei V = Rn mit der Standardbasis e1, . . . , en. Zeigen Sie, dass {ei1 ∧ · · · ∧ eik | 1 ≤
i1 < · · · < ik ≤ n} eine Basis von

∧k V ist. Insbesondere ist dimR
∧k V =

(
n
k

)
und∑n

k=0 dimR
∧k V = 2n. 4 Punkte

3. Sei V = Rn. Eine k-Multilinearform φ : V ⊗k → R heißt alternierend, wenn für jede
Permutation σ ∈ Σk gilt φ(v1, . . . , vk) = sgn(σ)φ(vσ(1), . . . , vσ(k)) gilt. Wir bezeich-

nen der Raum der k-Multilinearformen auf V mit Altk(V ). Für zwei Multilinearfor-
men φ : V ⊗k → R und ψ : V ⊗l → R definieren wir das Dachprodukt

(φ ∧ ψ)(v1, . . . , vk+l) =
1

k!l!

∑
σ∈Σk+l

sgn(σ)φ(vσ(1), . . . , vσ(k))ψ(vσ(k+1), . . . , vσ(k+l)).

Zeigen Sie:

• Das Dachprodukt ist assoziativ, d.h. f ∧ (g ∧ h) = (f ∧ g) ∧ h.

• Das Dachprodukt ist graduiert-kommutativ, d.h. f ∧ g = (−1)klg ∧ f für f ∈
Altk(V ) und g ∈ Altl(V ).

8 Punkte


