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Jede Aufgabe wird mit vier Punkten bewertet.

Aufgabe 1. Es sei Z/m die Menge der Aquivalenzklassen aus Beispiel 2.11 (i) der
Vorlesung.

(i) Zeigen Sie, dass die Regel
[a] + [b] = [a + 0]

eine wohldefinierte Verkniipfung + auf Z/m definiert. Genauer ist also zu zeigen:
Ersetzt man den Représentanten a € [a] durch einen anderen Représentanten
a’ € [a], so ist das Ergebnis unabhéngig von der Wahl des Représentanten, also
[a 4+ b] = [@’ 4+ b] in Z/m, und analog fiir den rechten Summanden b.

(ii) Zeigen Sie, dass die Regel
[a] - [b] = [a - b]

eine wohldefinierte Verkniipfung - auf Z/m definiert.

Aufgabe 2. Zeigen Sie, daf} fiir jede Primzahl p die beiden obigen Verkniipfungen
+ und - auf Z/p die Struktur eines Korpers mit neutralen Elementen 0 = [0] und
1 = [1] induzieren, also die Bedingungen (a) bis (¢) aus Lemma 2.6 erfiillt sind. Hierbei
diirfen Sie ohne Beweis verwenden, dass 7 : Z — Z/p mit den Verkniipfungen + und
- vertraglich ist. Fiir die Existenz der Inversen beziiglich - diirfen Sie ohne Beweis den
kleine Fermatschen Satz (siehe Vorlesung) verwenden.

Aufgabe 3. Sei U ein echter Untervektorraum eines Vektorraums V iiber einem Koérper
K,undseiaceV —U.

a) Sei u € U. Zeigen Sie, dass es kein a € K — {0} gibt mit u+ aa € U.

b) Sei b ein weiterer Vektor aus V' — U. Zeigen Sie, dass es hochstens ein « € K gibt
mit ca+b e U.

c) Zeigen Sie, dass
a+U:={veV|v=a+ufireinueU}

kein Untervektorraum von V ist.

Aufgabe 4. Fiir eine Menge M und einen Kérper K bezeichne Abb(M, K) die Menge
aller Abbildungen von M nach K. Fir f,g € Abb(M,K) und o € K definieren wir
Abbildungen f + g und « - f:

f+9g M — K a-f: M — K
x— f(x)+ g(zx) x— a- f(x)

Zeigen Sie, dass (Abb(M, K), +, ) ein K-Vektorraum ist.



