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Jede Aufgabe wird mit vier Punkten bewertet.

Aufgabe 1. Welche der folgenden Familien von Vektoren in R? bzw. R? sind linear
unabhéngig? Welche bilden ein Erzeugendensystem des jeweiligen Vektorraums? Welche
bilden eine Basis?
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Aufgabe 2. Die reellen Zahlen R kénnen wahlweise als Vektorraum iiber R oder als
Vektorraum iiber den rationalen Zahlen Q aufgefasst werden. Sind die Zahlen 1,2 € R,
aufgefasst als Vektoren, R-linear unabhéngig? Sind sie Q-linear unabhéngig? (Sie diirfen
ohne Beweis verwenden, dass v/2 nicht rational ist.)

Aufgabe 3. Seien ay,...,a, Vektoren eines Vektorraums iiber einem Korper K.
a) Jeder Vektor a aus der linearen Hiille (aj,...,a,) besitzt eine Darstellung der
Form

n
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mit Koeffizienten «; € K. Beweisen Sie Satz 4.5 aus der Vorlesung: Die Vek-

toren aj,...,a, sind genau dann linear unabhéngig, wenn fiir jeden Vektor a €
(ai,...,a,) die Koeffizienten «; in obiger Darstellung eindeutig bestimmt sind.
(Hinweis: Sie konnen &hnlich wie in “Beachte:...” vor Definition 4.1 argumen-

tieren.)

b) Es gilt stets
(a,...,ap—1) C(a1,...,8p-1,an).
Zeigen Sie, dass die Inklusion echt (also keine Gleichheit) ist, falls ai, ..., a, linear
unabhéngig sind. Gilt die umgekehrte Implikation ebenfalls? Geben Sie einen
Beweis oder ein Gegenbeispiel an.

Aufgabe 4. Sei Abb(M, K) der Vektorraum aller Abbildung von der Menge M in
den Korper K (siehe Aufgabe 4, Ubungszettel 3). Fiir jedes m € M sei ein Vektor
fm € Abb(M, K) definiert durch

fm: M —> K
m —1
m' — 0 (fir m' € M — {m})
a) Zeigen Sie, dass die Familie {f,,, | m € M} linear unabhéngig ist.

b) Zeigen Sie, dass die Familie {f,, | m € M} genau dann eine Basis von Abb(M, K)
bildet, wenn M endlich ist.



