I Vektorrdume

§1 Erste Notationen

Mengentheoretische Grundbegriffe

Eine Menge ist eine Zusammenfassung gewisser Objekte (genannt die Elemente die-
ser Menge) zu einem Ganzen.
Eine Menge ist dadurch gegeben, indem man angibt, welche Elemente zu ihr gehoren.
Beispiele
(i) {1,2,3,4,...} ist die Menge der natiirlichen Zahlen. Sie wird mit N bezeichnet.
Setze Ny :={0,1,2,3,4,...}.
(ii) {...,-3,—-2,—-1,0,1,2,3,...} ist die Menge der ganzen Zahlen. Sie wird mit
Z bezeichnet.
(iii) R bezeichnet die Menge der reellen Zahlen.
(iv) Es gibt genau eine Menge, die keine Elemente hat. Sie heifit die leere Menge
und wird mit () bezeichnet.

Bezeichnungen

(i) Ist ein Objekt z ein Element einer Menge M, so setzt man dafiir z € M.
Beispiele: —2 € Z und —2 ¢ Ng.
(ii) Sind M, N Mengen, so heift M eine Teilmenge von N (geschrieben M C N),
wenn jedes Element von M ein Element von N ist.
Beispiele: a) Es gilt f§ C X fiir jede Menge X und NC Ny C Z C R.
b) Fiir Mengen X,Y gilt X =Y genau dann, wenn X CY und Y C X.
(iii) Ist E eine Eigenschaft, so bezeichnet
{z | « hat die Eigenschaft E'}

die Menge aller Objekte x, die die Eigenschaft E haben. Sind M eine Menge
und F eine Eigenschaft, so bezeichnet

{z € M | = hat die Eigenschaft E'}
die Menge aller Elemente x von M, die die Eigenschaft F haben. Also

{z € M | z hat die Eigenschaft F} =
{z | z € M und z hat die Eigenschaft E'}
Beispiele: a) {x € Z | z > 0} = No.
b) Q:={z € R |esgibt p,¢g € Zmit q # 0und z = %} ist die Menge der
rationalen Zahlen.
Konstruktionen von Mengen
(i) Sind A, B Mengen, so heift
AUB:={z |z € Aoder z € B}

die Vereinigung von A wund B. Allgemeiner, sind n € N und
X1, Xo,..., X, Mengen, so setzt man

X1UXoU...UX, :={x|esgibteini e {1,2,...,n} mit z € X,}.
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(ii) Sind A, B Mengen, so heift
ANB:={z|z€ Aund z € B}

der Durchschnitt von A und B. Allgemeiner, sind n € N und
X1, Xo,..., X, Mengen, so setzt man

XiNXeNn...NX, = {x|fiir jedes i € {1,2,...,n} gilt z € X;}.
(iii) Sind A und B Mengen, so heifit
A-—B:={z|ze€ Aund z ¢ B}

die Differenzmenge von A, B.
(iv) Sind A und B Mengen, so heifit

Ax B:={(a,b)|a€ Aund b € B}

das kartesische Produkt von A, B. Allgemeiner, sind n € N und
X1,X9,..., X, Mengen, so setzt man X; X Xo X ... X X,;=
{(z1,22,...,2,) | firjedesi € {1,2,...,n}ist z; € X;}. Ist X3 = Xo =
..= X, =: X, so setzt man

X" =X xXx...xX.

Beispiel: Fiir Mengen A, B, C' gilt
AN(BUC)=(ANB)U(ANCQC).

Beweis. Wir zeigen

I An(BUC)C(ANB)U(ANCO)

(II) ANB)U(ANC)C ANn(BUCQC)

zu (I): Seiz e AN(BUC). Dannz € Aundx € BUC.Daze BUC, gilt x € B
oder x € C. Wir betrachten diese beiden Fille.

Fall1: z € B

Dann haben wir x € A und = € B. Hieraus folgt x+ € AN B und damit = €
(ANB)U(ANCQC).

Fall 2: x € C

Dann haben wir x € A und x € C. Hieraus folgt + € AN C und damit = €
(ANB)U(ANCQC).

u (IT): Seixz € (ANB)U(ANC). Dann « € AN B oder x € ANC. Wir betrachten
diese beiden Fille.

Fall: x € ANB

Dann haben wir x € A und z € B. Aus ¢ € B folgt x € BU C. Also haben wir
x € Aund z € BUC, woraus folgt x € AN (BUC).

Fall2: x € ANC

Dann haben wir z € A und z € C. Aus x € C folgt x € B U C. Also haben wir
x € Aund z € BUC, woraus folgt x € AN (BUC). O

Fiir eine Menge M heifit
P(M) :={X | X ist eine Teilmenge von M}

die Potenzmenge von M.



Fiir jede Menge A definiert man ein |A| € Ny U {0} durch

Anzahl der Elemente von A wenn A endlich
Al = 00 wenn A unendlich

|A| heiit die Mdichtigkeit von A.

Abbildungen

Seien X und Y Mengen. Eine Abbildung f von X nach Y ist eine Zuordnung, die
jedem Element z € X genau ein Element y € Y (bezeichnet mit f(x)) zuordnet,
f: X =2Y a— f(x).
f(x) heift das Bild von x unter f, X heifit die Defintionsmenge von f, Y heifit
die Zielmenge von f.
Beispiele

i) R>R,z—a+1.

(i) RxR—=>R, (z,y) mz—y+1.

(iii) Fiir eine Menge X heifit die Abbildung X — X, x — z die Identitit von X.

Sie wird mit idx bezeichnet.

Sei f: X — Y eine Abbildung. Fiir jede Teilmenge M von X heifit
f(M): = {yeY| esgibteinz € M mit y = f(x)}
= {f(@) |z e M}
das Bild von M unter f. Fiir jede Teilmene N von Y heifit
fUN) = {z € X | f(z) € N}
das Urbild von N unter f. Fiir jede Teilmenge M von X heifit
die Restriktion von f auf M.

Eine Abbildung f: X — Y heift

- injektiv, wenn es zu jedem y € Y hochstens ein z € X mit y =
gibt, oder dquivalent, sind z,z’ € X mit « # 2/, so ist f(z) # f(a'),
dquivalent, sind z, 2’ € X mit f(z) = f(a'), so ist z = a'.

- surjektiv, wenn es zu jedem y € Y ein z € X mit y = f(x) gibt.

- bijektiv, wenn sie injektiv und surjektiv ist, d.h. zu jedem y € Y gibt es
genau ein x € X mit y = f(x).

f(z)
ode

T

Beispiele
(i) Die Abbildung f : R — R,  — x + 1 ist bijektiv, denn zu jedem y € R gibt
es genau ein z € R mit y = f(z), ndmlich z =y — 1.
(ii) Die Abbildung R x R — R, (z,y) — x —y + 1 ist surjektiv und nicht injektiv.
(iii) Fiir jede Menge X ist die Abbildung idx : X — X bijektiv.
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Zu einer bijektiven Abbildung f : X — Y haben wir die Abbildung
Y — X, yr—dasz € X mit y = f(x).
Sie heiBt die Umkehrabbildung von f und wird mit f~! bezeichnet.
Beispiele
(i) Nach dem obigen Beispiel ist R — R, y — y — 1 die Umkehrabbildung zu der
bijektiven Abbildung R - R, z +— = + 1.
(ii) Die Umkehrabbildung der bijektiven Abbildung idyx : X — X ist idx, also
(idx)il =idx.
Zu Abbildungen f: X — Y und ¢g: Y — Z haben wir die Abbildung
X — Z, z— g(f(x)).
Sie heifit die Verkniipfung oder das Kompositum von f und g und wird mit g o f
bezeichnet. Also fiir alle x € X gilt (go f)(x) = g(f(z)).
Fiir Abbildungen f: X - Y, g:Y — Z, h: Z — W haben wir die Abbildungen
ho(gof): X — Z
(hog)of: X —Z
Es gilt
ho(gof)=(hog)of
(Diese Eigenschaft nennt man die Assoziativitit der Verkniipfungen von Abbildun-
gen).

Gruppen

Definition. Eine Gruppe ist ein Paar (G,:) mit G eine nichtleere Menge
und - eine Abbildung

:G@xG— G, (a,b)—a-b

so dafl gelten
(I) Fiir alle a,b,c € G gilt

a-(b-¢c)=(a-b)-c

(Assoziativitét).
(II) Es gibt ein e € G, so daf fiir alle a € G gilt

a-e=a=¢€-a

e ist eindeutig bestimmt und heiflt das neutrale Element.
(III) Zu jedem a € G gibt es ein b € G, so daB

a-b=e=b-a

Zu vorgegebenem a € G ist b eindeutig bestimmt. Man nennt b das Inverse
von a und setzt a~! := b.
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Eine Gruppe (G, ) heifit abelsch oder kommutativ, wenn fiir alle a,b € G gilt a-b =
b-a.

Begriindung fiir die Eindeutigkeitsaussagen in (II) und (III):

Iste/ eGmita-¢/ =e'=¢-afiralleac G,soiste=¢',denne=c-¢e =¢'.
Ist Y e Gmita-b' =e=b-a,s0istb=0,dennb=b-e=b-(a-V')=(b-a)-b =
et =0.

Beispiele
(i) Ist - die iibliche Multiplikation reeller Zahlen, so ist (R — {0}, -) eine abelsche
Gruppe. Das neutrale Element ist 1 € R — {0}, das Inverse zu a € R — {0} ist
die reelle Zahl %
(ii) Ist + die iibliche Addition reeller Zahlen, so ist (R, +) eine abelsche Gruppe.
Das neutrale Element ist 0 € R, das Inverse zu a € R ist die reelle Zahl —a.
(iii) Sei M eine Menge. S(M) bezeichnet die Menge aller bijektiven Abbildungen
M — M. Wir haben die Abbildung
- S(M) x S(M) — S(M), (f,9)— fog
Das Paar (S(M),-) ist eine Gruppe. Das neutrale Element ist idy, € S(M),
das Inverse zu f € S(M) ist die Umkehrabbildung f~! € S(M). Die Gruppe
(S(M),-) heiBt die symmetrische Gruppe oder Permutationsgruppe von M.
Lemma 1. Sei (G, ) eine Gruppe. Dann
(i) Fiir alle a € G gilt (a7 !)7! = a.
(ii) Fiir alle a,b € G gilt (a-b)"1 =b"1.a"%
Beweis. i) Nach Definition von a=! gilt a-a™! = e = a~! - a, woraus sich die
Behauptung von (i) ergibt.
ii) Wir haben zu zeigen (a-b)- (b=t a ) =e= (b7'-a"1)- (a-b). Wir zeigen
die erste Gleichung: (a-b)-(b~'-a ™) =a-(b- (b -a"))=a-((b-b"1)-a 1) =

a-(ecat)=a-al=e O

Ringe und Korper

Definition. Ein Ring ist ein Tripel (R, +,:), wobei R eine Menge und + und -
Abbildungen sind
+:RxXR— R, (a,b)—a+1D
:RxR-—R, (a,b) —>a-b
so dafl gelten
(I) (R,+) ist eine abelsche Gruppe.
(Das neutrale Element von (R,+) wird mit 0 bezeichnet und heifit das
Nullelement. Das Inverse zu a € R in (R, +) wird mit—a bezeichnet).
(II) Fiir alle a,b,c € G gilt
a-(b-c)=(a-b)-c
(Assoziativitédt von -).
(III) Fiir alle a,b,c € G gilt
a-(b+c) = (a-b)+(
a+b)-¢c = (a-¢)+(b-¢)
(Distributivitét).
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Ein Ring (R, +, ) heifit
- kommutativ, wenn fiir alle a,b € Rgilt a-b=10-a.
- Ring mit Finselement, wenn es ein 1 € R gibt, so dafl fiir alle a € R gilt
l-a=a=a-1.
Diese Element ist eindeutig bestimmt (cf. Beweis der Eindeutigkeit des
neutralen Elements einer Gruppe) und heifit das Einselement.
Beispiele
(i) Sind + und - die iibliche Addition und Multiplikation ganzer Zahlen, so sind
die Tripel (Z, +, ) und ({2z | « € Z}, +, -) kommutative Ringe. Der erste Ring
hat ein Einselement, der zweite nicht.
(ii) Sind + und - die {ibliche Addition und Multiplikation reeller Zahlen, so sind
die Tripel (Q, +,-) und (R, +, ) kommutative Ringe mit Einselement.
Lemma 2. Sei (R, +,-) ein Ring. Es gelten
(i) Fiir jedesa € Rist a-0=0-a =0.
(ii) Fir alle a,b € R gilt a-(=b) = (—a)-b=—(a-b).
Beweis. i) Es gilt -0 = a-(0+0) = (a-0) + (a-0). Also fiir z := a-0 gilt x = x4 z.
Addition von —x auf beiden Seiten dieser Gleichung liefert 0 = .
i) Mit (i) gilt 0=a-0=a-(b+ (=b)) = (a-b) + (a- (—b)), woraus folgt a - (—b) =
—(a-b). O

Sei (R,+,-) ein Ring mit Einselement. Ein Element a € R heifit FEinheit von
(R,+,:), wenn es ein b € R mit a-b = 1 = b - a gibt. Das Element b ist ein-
deutig bestimmt (cf. die Eindeutigkeit des Inversen bei Gruppen). Man nennt b das
multiplikative Inverse von a und setzt a~! := b und % :=b. Es gelten
(I) Sind a,b € R Einheiten, so ist auch a - b € R eine Einheit (und (a-b)~! =
b=1t.at).

(IT) 1 € R ist eine Einheit.

(IIT) Ist a € R eine Einheit, so ist auch a~! € R eine Einheit (und (a=!)~! = a).
Fiir einen Beweis von (I) und (III), siche Beweis von Lemma 1. R* bezeichnet die
Menge aller Einheiten von R. Nach (I) haben wir die Abbbildung

-t R*X R* — R*, (a,b) —>a-b

Das Paar (R*,-) ist eine Gruppe (denn nach (II) und (III) sind (II) und (III) in der
obigen Definition einer Gruppe erfiillt). Sie heifit die Finheitengruppe von (R, +,-).

Definition. Ein Kdrper ist ein kommutativer Ring (R, +, -) mit Einselement, so dafl
0 # 1 und jedes von 0 verschiedene Element von R eine Einheit von (R, +,-) ist.

Ist (R,+,") ein Korper, so ist R* = R — {0}. Denn nach Defintion eines Kérpers
und Lemma 2 gilt R — {0} C R* und 0-b =0 # 1 fiir jedes b € R, also 0 ¢ R*.
Beispiele
(i) Fiir den Ring der ganzen Zahlen (Z, +, ) gilt Z* = {1, —1}.
(ii) Die Ringe (Q,+,-) und (R, +,-) sind Kérper.
(iii) Auf der 2-elementigen Menge {0, 1} definieren wir kommutative Verkniipfungen
+ und - durch

und

— o+
— oo
O |
— o
o o|lo
=l



Das Tripel ({0,1},+,-) ist ein Kérper. Er wird mit Fy bezeichnet.

Lemma 3. Sei (R,+,-) ein Kérper. Sind a,b Elemente von R mit a-b = 0, so ist
a =0 oder b= 0.

Beweis. Angenommen, a # 0. Wir haben zu zeigen, daf§ b = 0.

Da a # 0, haben wir das Inverse a!. Esgilt b=1-b= (a7 '-a)-b=a"' (a-b) =
a~!-0 = 0, wobei wir fiir die vorletzte Gleichung unsere Voraussetzung a - b = 0
nutzen und die letzte Gleichheit nach Lemma 2 gilt. ]

Fiir einen Ring (R, +,-) schreibt man hiufig nur R, und fiir Elemente a,b € R
schreibt man oft ab statt a - b.

82 Vektorrdume, Erzeugendensysteme und Dimension

Definition 1. Sei K = (K, +,-) ein Korper. Ein K-Vektorraum oder Vektorraum
iber K ist ein Tripel (V,+,-) mit V eine Menge und + und - Abbildungen

+:VxV —V, (v,w)— v+w (Addition)
K xV —V, (\v) — A v (Skalarenmultiplikation)

so dafl gelten

(I) (V,+) ist eine abelsche Gruppe. (Das neutrale Element von (V, +) wird mit
0 bezeichnet, das Inverse zu v € V in (V,+) wird mit —v bezeichnet).
(1) (Ap)-v=A-(p-v) fiir alle \, y € K und alle v € V.
(III) A4+ p)-v=(A-v)+ (pu-v) fiir alle \, p € K und alle v € V.
Ac(v+w)=A-v)+ (A w) fir alle A € K und alle v,w € V.
(IV) 1-v=vfiraleveV.
Die Elemente von V heiflen Vektoren, 0 € V heifit Nullvektor. Fiir v,w € V setze
v—w:=v+ (—w).
Konventionen:
- Skalarenmultiplikation bindet stirker als Addition
- haufig schreibe Av statt A - v
- hiufig schreibe V statt (V,+,-).

Beispiel 2.
(i) Seilen n € N und K ein Korper. Wir haben die Menge K" =
{(x1,22,...,2n) | ®; € K fiir jedesi € {1,2,...,n}}. Wir definieren Ab-

bildungen
+:K"x K" — K" (z,y)—z+y
K xK" — K" (\Ma)— Az
indem wir fiir alle (z1,22,...,Zn), (Y1,Y2,---,yn) € K™ und alle A € K setzen

(1,225, @n) + (Y15 Y25+ -, Yn) == (T1 + Y1, T2 + Y2, oo, Tn +Yn) € K"
A (x1, 29, ... xy) = (Az1, AXa, ..., Axy,) € K™
Das Tripel (K™,+,-) ist ein K-Vektorraum. Der Nullvektor ist
(0,0,...,0), das Inverse zu (1,22 ...,Ty) ist (—z1, —Z2,...,—Ty).
(ii) Sei K ein Korper. Es gibt einen 1-elementigen K-Vektorraum: Setze V := {a}
und a +a := a und X - a := q fiir jedes A € K. Dann ist (V,+,) ein K-
Vektorraum.
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(iii) Seien X eine Menge und K ein Koérper. M (X, K) bezeichne die Menge aller
Abbildungen von X nach K. Wir definieren Abbildungen

1 M(X,K)x M(X,K) — M(X,K), (f,g9)— f+g
K x M(X, K) — M(X,K), M\ f)— A f

indem wir fiir alle f,g € M(X, K) und alle A € K und alle x € X setzen

(f +9)(@) = f() + g(x)

(- f)(z) = - £(2).
Das Tripel (M (X, K),+,-) ist ein K-Vektorraum. Der Nullvektor ist die kon-
stante Abbildung X — K mit Wert 0, das Inverse zu f € M(X, K) ist die
Abbildung X — K,z — —(f(x)).
Fiir jede Menge S gibt es genau eine Abbildung von () nach S. Deshalb ist
(M(X,K),+,-) fir X =0 ein l-elementiger K-Vektorraum.

Lemma 3. Seien K ein Korper und V ein K-Vektorraum. Fiir alle v € V und
A € K gelten

(i) Ist v =0 oder A =0, so ist Av = 0.
(ii) Ist Av =0, so ist v = 0 oder A = 0.
(iii) (=A)v = A(—v) = —(W). Fiir A = 1 erhalten wir (—1)v = —v

Beweis. Analog zu den Beweisen von §1, Lemma 2 und 3. a

Definition 4. Seien K ein Korper und (V,+,-) ein K-Vektorraum. Ein Untervek-
torraum von (V,+,-) ist eine Teilmenge U von V', so daf} gelten

(I) 0eU.
(Il) Fir alle v,w e Uist v+w € U.
(III) Fiir alle w € U und A € K ist Au € U.

Bemerkung 5. Sei U ein Untervektorraum eines K-Vektorraums (V, +, ).

(i) Nach (II) und (III) in Definition 4 haben wir die Abbildungen
+:UxU—U, (v,w)—v+w
K xU— U, (\u) — \u
Das Tripel (U, +,-) ist ein K-Vektorraum.
(Denn: Wir iiberpriifen die Eigenschaften (I)-(IV) in Definition 1. Mit (V, +, -)
erfiillt auch (U, +,-) die Eigenschaften (II)-(IV). Zu (I): Nach Forderung (I)
in Definition 4 hat (U,+) ein neutrales Element. Fiir v € U ist —u = (—1)u
(nach Lemma 3 (iii)) und (—1)u € U (nach (III) in Definition 4), also hat u
ein Inverses in (U, +)).
(ii) In Verallgemeinerung von (II) und (III) in Definition 4 ist Adjuy + Aguz +... +
Aty € U fiir alle n € N, uy,usg,...,up € U und A\, Mo, ..., A\, € K.

Beispiel 6.
(i) Jeder Vektorraum V hat die Untervektorrdume V und {0}.
(ii) Sei n € N. Die Teilmenge {(z1,22,...,2,) € R" | 21 = 29 = ... = 2,,} von

R”™ ist ein Untervektorraum des R-Vektorraums (R™, 4+, ).
(iii) Die Teilmenge {f € M(R,R) | f ist differenzierbar} von M (R,R) ist ein
Untervektorraum des R-Vektorraums (M (R, R), +,-).
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Lemma 7. Seien K ein Koérper und V' ein K-Vektorraum. Sind U; und Us Unter-
vektorrdiume von V', so ist auch Uy N U ein Untervektorraum von V. Allgemeiner,
ist M eine Menge von Untervektorrdumen von V', so ist (e U :={z €V |2 €
U fiir jedes U € M} ein Untervektorraum von V.

Beweis. Einfache Verifikation.

Proposition und Definition 8. Seien K ein Korper, V ein K-Vektorraum und
M eine Teilmenge von V. Es gibt einen kleinsten Untervektorraum von V', der M
enthilt. (Denn: Ist M die Menge aller Untervektorrdume von V', die M enthalten,
so ist W := [ U ein Untervektorraum von V' (nach Lemma 7), der M enthilt,
also W € M. Es ist W C U fiir jedes U € M, also W das kleinste Element von

Dieser Untervektorraum heifit der von M erzeugte Untervektorraum von Vund wird
mit (M) bezeichnet. Ist M = {v1,va,...,v,}, so schreibt man auch (vq,va,...,v,)

statt ({vi,va,...,0,}).
Beispiel: () = {0}.

Proposition 9. Seien K ein Koérper, V ein K-Vektorraum und M eine nichtleere
Teilmenge von V. Es gilt

(M) = {veV]esgibtneNund A\, Ae,..., A, € K und
mi,ma,...,My € M mit v =Amq + Aama + ...+ Apymy}.

Beweis. Die Menge auf der rechten Seite obiger Gleichung werde mit N bezeichnet.
Es gilt
(o) N ist ein Untervektorraum von V. (0 € N, da 0 =0 - m fiir ein m € M).
(8) M C N. (Denn fiir jedes m € M gilt m =1-m).
() Ist U ein Untervektorraum von V mit M C U, so ist N C U. (Dies folgt
aus Bemerkung 5 (ii)).
(), (B), (v) besagen gerade, dal N der kleinste Untervektorraum von V' ist, der M
enthilt. Also N = (M). O

Ein Vektor der Form Aymq + Aoma + ... + Apymy, (mit A\, Ao, ...\, € K) heifit
Linearkombination der Vektoren mqy, mo, ..., my,.

Definition 10. Sei V ein Vektorraum.

(i) Eine Teilmenge M von V heifit Erzeugendensystem von V| oder man sagt
auch, V wird von M erzeugt, wenn V = (M).

(ii) V heifit endlich erzeugt, wenn V ein endliches Erzeugendensystem hat, d.h.
wenn es eine endliche Teilmenge M von V mit V = (M) gibt.

Beispiel 11. Sei K ein Korper.

(i) Fiir jeden Vektorraum V ist V ein Erzeugendensystem von V.
(ii) Sei n € N. Wir betrachten den K-Vektorraum K™. Fiir jedes i € {1,2,...,n}
haben wir den Vektor

e;:=(0,...0,1,0,...,0) € K™,
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dessen i-te Koordinate gleich 1 € K ist und alle anderen Koordinaten gleich
0 € K sind. Fiir jedes (z1,xa,...,2,) € K™ gilt

(1,22, ., Tpn) = x1€1 + To€a + ... + Tpey.
Also K™ = (e, ea,...,e,). Insbesondere ist K™ endlich erzeugt.

(iii) Ist X eine unendliche Menge, so ist der K-Vektorraum M (X, K) nicht endlich
erzeugt. (Beweis spiter).

Definition 12. Fiir eine K-Vektorraum V definiert man dim V(= dimg V) €
Np U {oo} durch

dimV := min{|E| | E ein Erzeugendensystem von V} € Ny U {oco}

dim V heif3t die Dimension von V.

Bemerkung 13. Fiir einen Vektorraum V' gelten

(i) Esist dimV = oo genau dann, wenn V nicht endlich erzeugt ist.
(ii) Es ist dimV € Ny genau dann, wenn V' endlich erzeugt ist.
(iii) Es ist dimV = 0 genau dann, wenn V = {0}.

Beweis. (i) Es ist dim V' = oo genau dann, wenn |E| = oo fiir jedes Erzeugendensy-
stem E von V', d.h. wenn jedes Erzeugendensystem von V unendlich ist, d.h. wenn
V' nicht endlich erzeugt ist.

(ii) Es ist dimV € Ny genau dann, wenn es ein Ezeugendensystem E von V mit
|E| € Ny gibt, d.h. wenn V ein endlichen Erzeugendensystem hat, d.h. wenn V
endlich erzeugt ist.

(iii) Es ist dimV = 0 genau dann, wenn ) ein Erzeugendensystem von V ist. Da
(@) = {0}, ist dies genau dann der Fall, wenn V' = {0}. O

Beispiel 14.

(i) Seien K ein Korper und n € N. Nach Beispiel 11 (ii) hat der K-Vektorraum
K™ ein n-elementiges Erzeugendensystem. Also gilt dim K™ < n.
(ii) Sei v ein Element eines Vektorraums V' mit v # 0. Dann dim(v) = 1.

83 Lineare Unabhingigkeit und Basen

Definition 1. Seien K ein Korper, V ein Vektorraum und n € N. Ein n-Tupel

(v1,v2,...,v,) € V™ heillt linear unabhingig, wenn fiir alle (A1, Ag,..., Ap) € K™
gilt: Ist /\11}1+>\2U2+...+)\n’0n :0, So ist )\1 :/\2 =... :)‘n:()
Ein n-Tupel (v1,vs,...,v,) € V™ heifit linear abhingig, wenn (vy,va,. .., v,) nicht

linear unabhéngig ist, also wenn es Ai, Ao,..., A, € K gibt, so daB8 A; # 0 fiir
mindestens ein j € {1,2,...,n} und A1 + Aova + ... + Ayv, = 0.
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Beispiel 2.
(i) Ist (v1,v2,...,v,) € V™ linear unabhéngig, so ist v; # v; fiir alle ¢,j €
{1,2,...,n} mit i # j.
(Denn ist (v1,ve,...,v,) € V™ und gibt es i,j € {1,2,...,n} mit ¢ # j und
v; = vj, 80 I8t A\qv1 + Agve + ...+ A\pv, = 0 fiir das n-Tupel (A1, Ag,..., \,) €
K™ mit \;, = 1,A\; = =1l und A\, = 0 fiir alle £ € {1,2,...,n} — {4, 5}, also

(v1,va,...,v,) linear abhingig).
(ii) Ist (v1,ve,...,v,) € V™ linear unabhingig, so ist v; # 0 fiir jedes i €
{1,2,...,n}.

(Denn ist (v1,va,...,v,) € V™ und gibt es ¢ € {1,2,...,n} mit v; = 0, so
ist Adjvr + Agvg + ... + Apv, = 0 fiir das n-Tupel (A, Ag,...,A\,) € K™ mit
Ai = 1lund Ay = 0 fiir alle £ € {1,2,...,n} — {i}, also (v1,ve,...,v,) linear

abhéngig).

(iii) Ist (v1,v9,...,v,) € V™ linear unabhingig und sind iy, é9, ..., ém € {1,2,...,n}
mit i, # i fiir £ # k, so ist das m-Tupel (v;,,viy,...,v;, ) € V™ linear un-
abhéngig.

(iv) Wir betrachten den Fall n = 1: Ist v € V, so ist das 1-Tupel (v) linear
unabhéingig genau dann, wenn v # 0.
(Denn: Ist (v) linear unabhéngig, so ist v # 0 nach (ii). Umgekehrt, ist v # 0,
so ist (v) linear unabhingig, denn ist A € K mit Av = 0, so ist A = 0 (nach
§2, Lemma 3 (ii))).

(v) Sei n € N. Das n-Tupel (e1,e2,...,e,) € (K™)™ von Vektoren von K™ ist
linear unabhéngig.
(Denn fiir jedes (A1,...,A,) € K™ gilt Adje1 + ... + Apen, = (A1,..., Ap), ist
also Adje; +...+ e, =0€ K™ soist Ay =...= )\, =0 € K).

Proposition 3. Seien V ein K-Vektorraum und n € N. Fir jedes (vq,...,v,)
€ V" sind dquivalent
(i) (v1,...,vy) ist linear unabhéngig.
(ii) Zu jedem v € (v1,...,v,) gibt es genau ein (A1,...,A,) € K" mit v =
)\11]1 + ...+ )\n’l}n.

Beweis. (i) = (ii): Die Existenz von (A1,...,A,) € K™ folgt aus §2, Proposition 9.
Zur Eindeutigkeit: Seien (A1,...,An), (1, tn) € K™ mit Aqvg + ... + Ayv, =
w1v1 + ...+ vy Dann ist (Ay — p1)vr 4. ..+ (A — pin)v, = 0, und da (vq, ..., v,)
linear unabhéngig ist, folgt Ay — 1 = ... = Ay — pp = 0, dh. (Aq,...,A,) =
(/’Lla s 7/’677,)

(i) = (i): Sei (A1,...,Ap) € K™ mit o1 + ...+ Ayv, = 0. Wir haben Ovy +... 4+
Ov, = 0. Aufgrund der Eindeutigkeit in (ii) (angewandt auf v =0 € (vy,...,v,))

folgt (A1,...,A\n) =(0,...,0). O
Lemma 4. Seien V ein K-Vektorraum, n € N und (vy,v,...,v,) € V™.
(i) Ist (v1,v2,...,v,) linear unabhingig, so gilt v; &
<’U1, ey Vi1, Vi1, - ,Un> fiir jedes 1€ {1, 2,... ,n}.
(i) Ist (vi,ve,...,v,) linear unabhingig und w € V — (v1,...,v,), so ist
(v1,v2,...,0n,w) € V™! linear unabhingig.
Beweis. (i) Wiére v; € (U1,...,0i—1,Vi11,---,Upn), SO gibe es A1,..., \i_1,

)\1'4,_1, .. .,)\n € K mit v, = )\11)1 + ...+ Ai—lvi—l + >\i+1vi+1 + ...+ )\nvn, al-
$0 Av1 + ..o+ Nc1vim1 + (= D)vg + Nigp1vig1 + .- + Apv, = 0 und somit wire
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(v1,...,vy) linear abhiingig.

(ii) Sei (A1, ..., An, ) € K™ mit

(%) A1 F - AUy + pw =0

Zeige \y =...= )\, =p=0.

Es ist p = 0, denn wire p # 0, so wire w = (—%)vl + ...+ (—%)vn €
(v1,v2,...,v,), im Widerspruch zu unserer Annahme. Mit (x) folgt A\jv1+. .. Ay, =
0. Hieraus und da (vy,...,v,) linear unabhéngig ist, ergibt sich A\; = ... = A, =
0. O
Lemma 5. Sei V' ein Vektorraum, der nicht endlich erzeugt ist. Dann gibt es eine
Folge vi,v9,v3,... von Elementen von V, so daf} fiir jedes n € N das n-Tupel
(v1,v2,...,vy) linear unabhingig ist.

Beweis. Da V nicht endlich erzeugt ist, ist V' 2 {0}. Wihle v; als ein Element von
V mit v1 # 0. Dann ist das Tupel (v;) linear unabhéngig (nach Beispiel 2 (iv)).

Seien v1, v, ..., v, schon gewihlt, so dal (v1,...,v,) linear unabhéngig ist. Da V/
nicht endlich erzeugt ist, ist (vy,...,v,) ; V. Wihle v,,41 als ein Element von
V —(v1,...,v,). Dann ist (v1,...,v,41) linear unabhéngig nach Lemma 4 (ii). O

Ist V' ein Vektorraum, so verstehen wir unter einem Tupel von V ein Element eines
V™ fiir n € N. Fiir ein Tupel A € V" setzen wir

l(A):=neN
und nennen £(A) die Léinge von A.

Satz 6. Sei V ein Vektorraum {iber einem Korper K. Sei A ein Tupel von V', das
linear unabhéngig ist und sei F ein Erzeugendensystem von V. Dann gilt

((A) < |E|

Beweis. Sei n € N die Liange von A. Wir betrachen die Menge

L:={B € V" | B ist linear unabhéngig}
und definieren eine Abbildung

f:L—L

folgendermaflen:
Sei B = (v1,v2,...,v,) € L. Nach Lemma 4 (i) ist v; & (va,v3,...,0y). Also
(va,v3,...,v,) # V. Da E ein Erzeugendensystem von V ist, folgt F &
(v, V3, ..., ). Wir wihlen ein e € E mit e & (vq,vs,...,v,). Nach Lemma 4

(ii) ist das Tupel (ve,vs,...,vn,e) € V" linear unabhéngig, also ein Element von
L. Wir setzen f(B) := (ve,vs,...,0n,€) € L.

Wir betrachten die n-fache Komposition von f mit sich selbst,
fofo...of :L—>L

Wir wihlen ein Element B von L. Sei (f o fo fo...o f)(B) = (wy,ws,...,
wy) € L. Da (w1, w2, . .., wy) linear unabhéngig ist, ist w; # w; fiir ¢ # j (Beispiel 2
(1)). Nach Konstruktion von f ist wy,ws,...,w, € E. Also gilt |[E| >n =((A). O
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Korollar 7. Sei V ein Vektorraum.
(i) Fiir jedes linear unabhéingige Tupel A von V gilt

0(A) < dimV

(ii) Fiir jedes Erzeugendensystem E von V' gilt
dimV < |E]

Beweis. (i) Nach Definition von dim V' gibt es ein Erzeugendensystem F von V mit
dim V' = |E|. Die Behauptung folgt aus Satz 6.

(ii) folgt aus der Definition von dim V. O
Beispiel 8. Seien K ein Koérper und n € N. Wir betrachten den K-Vektorraum
K™ Wir wissen, dafl das n-Tupel (e1,eq,...,e,) von K™ linear unabhingig ist
(Beispiel 2 (v)) und die Menge {ej, e, ...,e,} ein Erzeugendensystem von K™ ist

(§2, Beispiel 11 (ii)). Mit Korollar 7 erhalten wir
n<dimK" <n
Also dim K™ = n.

Definition 9. Sei V ein Vektorraum. Eine Basis von V st ein Tupel
(v1,v2,...,0,) € V™ (mit n € N), so daf} gelten

(I) Die Menge {vy,vs,...,v,} ist ein Erzeugendensystem von V.

(IT) Das Tupel (vy,vq,...,v,) ist linear unabhéingig.

Beispiel 10. Seien K ein Kérper und n € N. Das n-Tupel (e1,ea,...,e,) € (K™)"
ist eine Basis des K-Vektorraums K™ (Beispiel 2 (v) und §2, Beispiel 11 (ii)). Sie
heifit die Standardbasis von K™ oder die kanonische Basis von K™.

Theorem 11. (Lingen von Basen)
Sei V ein Vektorraum. Fiir jede Basis A von V gilt

U(A) =dimV
Beweis. Sei A = (v1,va,...,0,). Wir benutzen Korollar 7. Da (v1,vs, ..., v,) linear
unabhéngig ist, gilt n < dim V. Da {v1,va,...,v,} ein Erzeugendensystem von V
ist, gilt dim V' < n. Also dimV =n = {(A). O

Theorem 12. (Existenz von Basen)
Sei V' ein Vektorraum.
(i) Aquivalent sind
(a) V hat eine Basis.
(b) V ist endlich erzeugt und V # {0}.
(¢) dimV e N.
(ii) Sei V endlich erzeugt und V # {0}. Sei M ein Erzeugendensystem von V.
Es gelten
(a) Es gibt eine Basis von V bestehend aus Elementen von M, d.h. es
gibt eine Basis (vi,ve,...,v,) € V™ von V mit v; € M fiir jedes
ie{1,2,...,n}.
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(b) Sei (w1, ws,...,wy) € V™ ein linear unabhingiges Tupel von V. Dann
1a8t sich (wy,ws,...,w,,) durch Elemente von M zu einer Basis von V
erginzen, d.h. es gibt eine Basis (vi,v2,...,v,) € V™ von V mit n > m,
so dafl v; = w; jedes i mit 1 < ¢ < m und v; € M fiir jedes ¢ mit
m+1<i<n.

Bemerkung. Man kann den Begriff einer Basis eines Vektorraums etwas allgemeiner
als Definition 9 fassen. Mit dieser allgemeineren Definition einer Basis erhélt man
statt Theorem 12 die Aussage: Jeder Vektorraum hat eine Basis. (Siehe Lineare
Algebra IT)

Beweis von Theorem 12. (ii) (b) Sei L die Menge aller linear unabhéngigen Tupel
(v1,v2,...,v,) € V™ wobei n € Nmit n > m, so dall v; = w; jedes i mit 1 <i<m
und v; € M fiir jedes ¢ mit m+ 1 < i < n. Es ist L # ( (denn das Tupel
(w1, ws, ..., wy) ist ein Element von L). Die Liangen der Tupel A € L sind nach
oben beschrinkt (z.B. durch die M#chtigkeit eines endlichen Erzeugendensystems
von V', nach Satz 6). Sei (v1,va,...,v,) ein Element von L maximaler Lénge. Nach
Lemma 4 (ii) ist M C (v1,vq,...,v,). Da M ein Erzeugendensystem von V' ist,
folgt, dal {v1,va,...,v,} ein Erzeugendensystem von V ist. Also ist das Tupel
(v1,v2,...,v,) eine Basis von V.

(ii) (a) Da V # {0}, hat M ein Element w mit w # 0. Das 1-Tupel (w) ist linear
unabhiingig (Beispiel 2 (iv)). Nach (ii)(b) kénnen wir (w) durch Elemente von M
zu einer Basis von V ergédnzen. Diese Basis besteht dann nur aus Elementen von
M.

(i) Die Aquivalenz von (b) und (c) erhilt man aus §2, Bemerkung 13.

(a) = (b) : Sei (v1,v2,...,v,) € V" eine Basis von V. Da {vy,v2,...,v,} ein
Erzeugendensystem von V ist, ist V' endlich erzeugt. Da jedes v; # 0 (Beispiel 2
(ii)), ist V' # {0}.

(b) = (a) folgt aus (ii)(a). O

Proposition 13. Sei V ein endlich erzeugter Vektorraum mit V' # {0}. Setze
n:=dimV € N. Sei (v1,v2,...,v,) € V™. Aquivalent sind

(i) (v1,v2,...,v,) ist eine Basis von V.
(ii) (v1,v2,...,vy,) ist linear unabhéingig.
(iii) {v1,v2,...,v,} ist ein Erzeugendensystem von V.

Beweis. (i) = (ii) trivial.

(ii) = (i) Nach Theorem 12 (ii)(b) kénnen wir (v1,vs,...,v,) zu einer Basis .4 von
V ergénzen. Da A die Liange n hat (Theorem 11), folgt (v1,va,...,v,) = A.

(i) = (iii) trivial.

(iii) = (i). Nach Theorem 12 (ii)(a) erhalten wir eine Basis A von V, indem wir
eventuell einige Komponenten des Tupels (v1, va, . . ., v,) streichen. Da A die Linge
n hat, folgt (v, va,...,v,) = A. O
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Satz 14. Sei V ein K-Vektorraum. Ein Tupel (v1,vs,...,v,) € V™ ist eine Basis
von V genau dann, wenn es zu jedem v € V genau ein (A1, A2, ..., A,) € K™ mit
v = A\v1 + Aovs + ... + Ay, gibt.

Beweis. Proposition 3 und §2, Proposition 9.

Proposition 15. (Untervektorrdume und Dimension)
Seien V' ein endlich erzeugter Vektorraum und U ein Untervektorraum von V. Es
gelten

(i) U ist endlich erzeugt.
(ii) dimU < dim V.
(iii) Ist dimU =dimV, soist U = V.

Beweis. (i) Angenommen, U ist nicht endlich erzeugt. Nach Lemma 5 existiert dann
zu jedem n € N ein linear unabhéingiges Tupel A von U der Lénge n. A ist auch
ein linear unabhéngiges Tupel von V. Mit Korollar 7 (i) erhalten wir n < dim V.
Also gilt dim V' = oo, d.h. V ist nicht endlich erzeugt. Dies ist ein Widerspruch zu
unserer Annahme.

(ii),(iii) Die Aussagen (ii) und (iii) gelten, wenn U = {0}. Sei nun U # {0}. Nach
(i) ist U endlich erzeugt. Deshalb hat U eine Basis A (Theorem 12). A ist ein linear
unabhéngiges Tupel von U und damit auch ein linear unabhéngiges Tupel von V.
Wir erhalten

dimU = ¢(A) (Theorem 11) und {¢(A) < dimV (Korollar 7 (i))

Also folgt dimU < dim V.

Sei nun dimU = dim V. Dann haben wir ¢(A) = dim V. Ist A = (uy, ug,...,un),
so folgt aus Proposition 13, dal {uy,us, ..., u,} ein Erzeugendensystem von V ist.
Da {uy,ua,...,u,} CU, folgt VCU. Also U = V. O

Veranschaulichung der Untervektorrdume des R-Vektorraums R™ fiir n € {1,2,3}:

n =1: {0} und R sind die einzigen Untervektorriume von R = R*.
n = 2: Fiir jeden Untervektorraum U von R? gilt (nach Proposition 15 (ii))

0<dimU <2

- {0} ist der einzige Untervektoraum von R? der Dimesion 0.

- R? ist der einzige Untervektorraun von R? der Dimension 2 (Proposi-
tion 15 (iii)).

- Die Untervektorriume von R? der Dimension 1 sind die Geraden durch
den Nullpunkt. Denn die Untervektorrdume der Dimension 1 sind die
Teilmengen von R? der Form (v) mit v € R? — {0}, und die Teilmenge
(v) = { v | X € R} mit v € R? — {0} ist die Gerade durch die Punkte
0,v.

n = 3 : Fiir jeden Untervektorraum U von R? gilt (nach Proposition 15 (ii))

0<dimU <3

- {0} ist der einzige Untervektoraum von R3 der Dimesion 0.
- R3 ist der einzige Untervektorraun von R3 der Dimension 3 (Proposi-
tion 15 (iii)).
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- Die Untervektorrdume von R? der Dimension 1 sind die Geraden durch
den Nullpunkt. Denn die Untervektorrdume der Dimension 1 sind die
Teilmengen von R? der Form (v) mit v € R? — {0}, und die Teilmenge
(v) = {X | A € R} mit v € R® — {0} ist die Gerade durch die Punkte
0,v.

- Die Untervektorriume von R3 der Dimension 2 sind die Ebenen durch
den Nullpunkt. Denn die Untervektorrdume der Dimension 2 sind die
Teilmengen von R? der Form (u,v) mit (u,v) € (R3)? linear un-
abhéngig (oder dquivalent, u # 0 und v ¢ (u)), und die Teilmenge
(u,v) = {4 pv | A,p € R} mit v # 0 und v € (u) ist die Ebene
durch die Punkte 0, u,v.

8§4 Summe von Untervektorrdumen

Sind Wy, Ws, ..., W, Untervektorrdume eines Vektorraums V', so setzt man
Z?:1Wi2W1+W2—|—...—|—Wn =
{veV|esgibt wy € Wi,we € Wa,...,w, € W, mit
v=wi +ws+...+w,}
7 W, ist ein Untervektorraum von V. Er ist der kleinste Untervektorraum von
V, der Wi UWoU...UW,, enthilt, also >, W; = (Wi UWoU...UW,). >0 | W,
heifit die Summe von Wy, Wy, ..., W,.

Definition 1. Sind Wy, Ws, ..., W,, Untervektorrdume eines Vektorraums V', so
heiBit V' direkte Summe von Wy, W, ..., W,, geschrieben V = @;_, W, oder V =
Wiy e Wsd...& W,, wenn gelten

(IT) Fiir jedes j € {1,2,...,n} gilt W, N Zi€{1,2,.‘.,n}7{j} W; = {0}.
Der Fall n = 2 bedeutet: Sind U, W Untervektorrdume eine Vektortraums V', so
heifit V' direkte Summe von U und W, geschrieben V =U @ W wenn V =U + W
und U N W = {0}.

Beispiel 2. i) Fiir jeden Vektorraum V gilt V =V ¢ {0}.
ii) Ist (v1,v2,...,v,) eine Basis eines Vektorraums V, so gilt V =
<’U1> D <’U2> D...P <Un>

Lemma 3. Fiir Untervektorrdume Wy, Wy, ..., W, eines Vektorraums V sind dquivalent
) V=@ W
(ii) Zu jedem v € V gibt es genau ein (w1, wa,...,w,) € Wi x Wa x ... x W, mit

v=w; +ws+ ...+ w,.

Beweis. (i) = (ii) Sei v € V. Die Existenz von (w1, ws,...,w,) € Wi x Wy x
oo xX Wy, mit v = wy +ws +. ..+ w, folgt aus der Tatsache, dafl V = Z?Zl W;. Zur
Eindeutigkeit: Seien (wq, wa, ..., wy), (Wi, wh,...w),) € Wi x Wy x ... x W, mit

(%) Wy +we + .. Fw, =0 =w) +why+ ...+ w,
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Zeige (wy,wa, ..., wy) = (W), wh, ... w,).
Aus (x) folgt

wy —wj = (wh —wa) + ... + (w), — wy)

Der Vektor auf der linken Seite dieser Gleichung ist ein Element von Wi, der
Vektor auf der rechten Seite dieser Gleichung ist ein Element von Y ., W;. Da
Wi Ny, Wi = {0}, folgt wy —wj =0, d.h. w1 = w}. Analog zeigt man w; = w)
fir j =2,3,...,n.
(i) = (i) Offensichtlich gilt V' = Y"1 | W;. Wir zeigen W1NY_.—, W; = {0}. Dazu
sei ein x € Wi N Z?:z W; gegeben. Es gibt wy € Wi, we € Wo, ..., w, € W, mit
w1y = x = we + ... + w,. Also fir (w,0,0...,0),
(0, w,ws,...,wp) EWy xWo X ...x Wy giltw +04+0+...+40=2=04+ws +
ws+. . .+w,. Aufgrund der Eindeutigkeit folgt (w1,0,0...,0) = (0,wa, ws, ..., wy,).

Also 0 = wy = . O
Lemma 4. Sind U,W Untervektorrdume eines Vektorraums V und
(ur,ug,...,uy) € U™ und (w1, ws,...,wy) € W™ Basen von U und W, so sind
dquivalent

Hv=UaWw

(i) (w1, u2, ..\ Up, W1, Wa, ..., W) € VPT™ ist eine Basis von V.
Allgemeiner, sind Wy, Ws, ..., W, Untervektorraume eines Vektorraums V' und
(Wi1, Wiz, - - ., Wim, ) € W™ eine Basis von W; fiir i = 1,2, ..., n, so sind dquivalent

(11) (’LU11, W12 ..., Wimy, W21, W22 « . .y, W2mgs -, Wnl, Wn2, ... ,wnmn)

€ Vmit+ma it eine Basis von V.

Beweis. Nach §3, Satz 14 ist (ii) dquivalent zu der Aussage

(%) Zu jedem v € V gibt es genau ein (wy,wa, ..., w,) € Wi x Wa x ... x W, mit
UV =w1 +wy+ ...+ w,.
Nach Lemma 3 ist (%) dquivalent zu (i). Also sind (i) und (ii) #quivalent. O

Korollar 5. Sind Wy, Ws, ..., W,, Untervektorrdume eines endlich erzeugten Vek-
torraums V mit V =W &Wo @ ... W, so gilt dimV = dim W7 +dim Wy +...+
dim W,.

Definition 6. Seien V ein Vektorraum und S ein Untervektorraum von V. Ein
lineares Komplement von S in V ist ein Untervektorraum 7" von V mit V= S&T.

Proposition 7. Sei S ein Untervektorraum eines endlich erzeugten Vektorraums
V. Dann hat S ein lineares Komplement 7" in V.

Beweis. Ist S = {0}, so setze T' := V. Sei nun S # {0}. Nach §3 Proposition 15
(i) und §3, Theorem 12 hat S eine Basis (s, s2, .. ., $,). Nach §3, Theorem 12 (ii)
148t sich (s1, s2, ..., 8,) zu einer Basis (s1, S2,. .., Sp, t1,t2, ..., 1) von V ergéinzen.
Setze T := (t1,ta,...,tm). Dann gilt V =5 @ T nach Lemma 4. |

Proposition 8. (Dimensionsformel fiir Untervektorrdume) Seien V ein Vektor-
raum und U, W endlich erzeugte Untervektorrdume von V. Dann sind auch die
Untervektorrdume U N W und U + W von V endlich erzeugt und es gilt

dim(U + W) + dim(U N W) = dim U + dim W
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Beweis. Nach Proposition 7 gibt es einen Untervektorraum S von U mit
LHU=UnW)a S
und einen Untervektorraum 7' von W mit
2 W=UnW)aT.
Es gilt
BU+W=UnW)eSeT.
Beweis von (3). Wir iiberpriifen die Eigenschaften (I) und (II) von Definition 1.
O UnNW)+S+T=(UnNW)+S)+(UnW)+T)=U+W.
(II) (a) (UNW)+S)NT = {0}
Denn: (UNW)+S)NT =UNT = (UNW)NT = {0}, wobei das erste
Gleichheitszeichen aus (1), das zweite Gleichheitszeichen aus T C W
und das dritte Gleichheitszeichen aus (2) folgt.
(B) (UNW)+T)NS ={0}
Denn: Begriindung analog zur Begriindung von («).
() Unw)n(S+T)= {0}
Denn: Sei x € (UNW)N(S+T),alsox € UNW und & = s+ ¢ mit
seS,teT.Danns=xz—-te€ SN{(UNW)+T)={0} (nach (3)).
Mit s =0 folgt x =t € (UNW)NT = {0} (nach (2)).
Aus (1), (2), (3) und Korollar 5 folgen
(1) dimU = dim(U N W) 4+ dim S
(2) dimW =dim(UNW) +dimT
(3) dim(U+ W) =dim(UNW)+dimS +dimT
Aus (1),(2)7,(3)’ folgt die Behauptung. O
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IT Lineare Abbildungen und Matrizen

81 Definition und erste Eigenschaften linearer Abbildungen

Definition 1. Seien K ein Koérper und V, W Vektorrdume iiber K. Fine lineare
Abbildung von V nach W, oder Homomorphismus von V nach W ist eine Abbildung
f:V = W, fiir die gilt

(D) flz+y) = flz)+ f(y) fir alle z,y € V

(1) f(Ax) = Af(x) fiir alle A\ € K,z € V.

Beispiel 2
(i) Die konstante Abbildung V' — W,z + 0 ist linear.

(ii) Sei V ein K-Vektorraum. Fiir jedes a € K ist die Abbildung
f:V =V zw az linear.

Denn: f(z +y) = alz +y) = ax + ay = f(z) + f(y) und f(Az) = a(Ax) =
(aN)z = (Aa)x = Aax) = \f(x).

(iii) Die Abbildung R? — R?, (x1,22) — (221 + (=1)z2, 21,421 + 922) ist li-
near. Allgemeiner: Seien K ein Korper und n,m € N. Fiir jedes (i,7) €
{1,2,...,m} x {1,2,...,n} sei ein Element a;; € K gegeben. Dann ist die
Abbildung

K" - K™ (21,22,...,%n) = (Y1,Y2, -+, Ym)

mit y; 1= anx1 + @& + ... + @iz, (fir i =1,2,...,m) linear. (Wir werden
spiter sehen, dafl jede lineare Abbildungen K™ — K™ von dieser Form ist).

Lemma 3. Seien V, W Vektorrdume iiber einem Koérper K und f : V — W eine
lineare Abbildung. Es gelten
(i) £(0) 0.

(ii) f(—=x) = —f(z) fiir jedes z € V.

(iii) Fiir jeden Untervektorraum V' von V ist das Bild f(V’) ein Untervektorraum
von W, fiir jeden Untervektorraum W’ von W ist das Urbild f='(W’) ein
Untervektorraum von V.

(iv) Ist f bijektiv, so ist die Umkehrabbildung f~! : W — V linear.

(v) Ist U ein K-Vektorraum und g : W — U eine lineare Abbildung, so ist auch
go f:V — U linear.

Beweis. (i) Es gilt f(0) = f(0+4 0) = f(0) + f(0), woraus folgt f(0) = 0.
(i) Es gilt 0 = f(0) = f(z + (—2)) = f(z) + f(—=z), woraus folgt f(—z) = —f(z).
(iii) Sei V’ ein Untervektorraum von V. Wir zeigen, da8 f(V’) ein Untervektor-
raum von W ist. Dazu verifizieren wir die Definitionseigenschaften eines Untervek-
torraums.
(I) 0 € f(V') (Denn 0 € V und somit 0 = f(0) € f(V')).
(II) y+ 4" € f(V') fir alle y,y € f(V'). (Denn: Wahle z,2' € V' mit f(z) =
y, f(2') =y Esist 42’ € V' und somit y+y' = f(x)+ f(2') = f(z+2') €
o))
(II) Ay € f(V’) fur alle A € K,y € f(V’'). (Denn: Wahle z € V' mit y = f(z).
Es ist Az € V' und somit Ay = A\f(z) = f(Az) € f(V')).
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(iv) Seien y,y' € W und A € K. Seien z und z’ die Elemente von V mit y = f(z)
und ¢/ = f(2'). Dann y + 3y = f(z +2') und Ay = f(Az) und somit f~(y +y') =
wta’ = y) + 1Y) und fTI ) = Az = AT H(y). O

Ist f: X — Y eine Abbildung und y € Y, so setzt man

Tl ) ="y} ={z e X | flz) =y}
und nennt f~!(y) die Faser von f iiber y.

Definition 4. Fiir eine lineare Abbildung f : V — W setzt man
im(f) == f(V) ={f(v) [veV}iCW
ker(f):== f71(0) ={veV|flv)=0} CV
im(f) heifit das Bild von f und ker(f) heifit der Kern von f.

Nach Lemma 3 (iii) ist im(f) ein Untervektorraum von W und ker(f) ein Unter-
vektorraum von V.

Definition 5. Sei U ein Untervektorraum eines Vektorraums V. Fiir jedes a € V
setzt man

a+U:={a+u|luelU}CV
a + U heifit die Nebenklasse von U zu a.

Lemma 6. Ist f : V — W eine lineare Abbildung, so ist fiir jedes w € W die
Faser f~!(w) entweder leer oder eine Nebenklasse von ker(f). Im letzteren Fall gilt
Y (w) = a + ker(f) fiir jedes a € f~1(w).

Beweis. Sei f~!(w) # 0 und a € f~(w). Wir zeigen f~!(w) = a + ker(f).
C:Seize fHw). Firu:=x—a €V gilt f(u) = f(z) — f(a) =w —w =0, also
u € ker(f). Esist z = a + u € a + ker(f).

D: Sei z € a+ ker(f), also x = a +u mit u € ker(f). Dann f(z) = fla+u) =
fla)+ f(u) =w+0=w, dh. z € f~Hw). O

Korollar 7. Ist f: V — W eine lineare Abbildung, so sind dquivalent
(i) f ist injektiv.
(ii) Ist v € V mit f(v) =0, so ist v = 0.

(iii) ker(f) = {0}.

Beweis. (1)==(ii): Ist v € V mit f(v) =0, so ist f(v) = f(0) und somit v = 0.
(if)==(iii): (ii) besagt ker(f) C {0}.

(iii)=(i): Mit Lemma 6 folgt, daf jede Faser von f leer oder 1-elementig ist, d.h.
f ist injektiv. O

Proposition 8. Sei f: V — W eine lineare Abbildung.
(i) Fiir jede Teilmenge M von V gilt f((M)) = (f(M)).
(ii) Sei M ein Erzeugendensystem von V. Es gilt: f ist surjektiv genau dann, wenn
f(M) ein Erzeugendensystem von W ist.
(iii) Sei (v1,v2,...,v,) € V™ eine Basis von V. Es gilt: f ist injektiv genau dann,
wenn (f(v1), f(v2),..., f(v,)) € W™ linear unabhéngig ist.
(iv) Sei (v1,v2,...,v,) € V™ eine Basis von V. Es gilt: f ist bijektiv genau dann,
wenn (f(v1), f(va),..., f(vy)) € W™ eine Basis von W ist.
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Beweis. (i) Wir zeigen C und D.

C: Wir haben zu zeigen, dafi (M) C f~Y((f(M))). Da f~1({f(M))) ein Untervek-
torraum von V ist (Lemma 3 (iii)), geniigt es zu zeigen, daB M C f=1((f(M))),
d.h. f(M) C (f(M)). Die letzte Aussage gilt offensichtlich.

D:Da f({M)) ein Untervektorraum von W ist (Lemma 3 (iii)), geniigt es zu zeigen,
dafl f(M) C f({M)). Dies ist aber klar, da M C (M).

(ii) f ist surjektiv genau dann, wenn W = f(V). Da M ein Erzeugendensystem
von V ist, gilt V = (M) und somit f(V) = f((M)) und mit (i) erhalten wir
f(V) = (f(M)). Also ist f surjektiv genau dann, wenn W = (f(M)), d.h. wenn
f(M) ist ein Erzeugendensystem von W ist.

(iil) =: Seien A1, A, ..., Ay € K mit Ay f(v1) + Aaf(v2) +...+ A\ f(vy) = 0. Zeige
A=X=...= X, =0.

Es ist A1f(v1) + Aaf(ve) + ... + Anf(vn) = f(Av1 + davg + ... + Apvy,). Somit
gilt f(A1v1 + Aqve + ... + A\pvy,) = 0, woraus folgt A\v1 + Aova + ... + Ayv, =0
(Korollar 7). Aus A\jv; + Agva + ... + Ayv, =0 ergibt sich Ay = Ao =... =X, =0
(da (v1,v9,...,v,) linear unabhingig ist).

<=: Nach Korollar 7 geniigt es zu zeigen: Ist v € V mit f(v) =0, so ist v = 0.
Dazu: Wir schreiben v = A\jv; + Aovg + ... + \v, mit A, Ao, ..., A, € K. Dann
0= f(U) = f()\lvl + )\21)2 +...+ )\n’l)n) = )\1f('l)1) + )\Qf(UQ) + ...+ )\nf(vn) Da

(f(v1), f(v2),..., f(vn)) linear unabhingig ist, folgt \y = Ay = ... = A, = 0 und
somit v = 0.
(iv) folgt aus (ii) und (iii). O

Korollar 9. Seien V, W endlich erzeugte Vektorrdume iiber einem Kérper K und sei
f:V — W eine lineare Abbildung. Es gelte dim V' = dim W. Dann sind dquivalent
(i) f ist bijektiv.
(ii) f ist injektiv.
(iii) f ist surjektiv.

Beweis. Sei (vi,va,...,v,) eine Basis von V. Setze w; = f(v;) € W fiir i =
1,2,...,n. Nach Proposition 8 sind (i),(ii),(iii) jeweils dquivalent zu den folgen-
den Aussagen (i)’,(ii)’,(iii)’

(i) (wi,wa,...,w,) € W™ ist eine Basis von W.

(i)’ (w1, ws,...,wy,) € W™ ist linear unabhéngig.

(iii)” {w1,wa,...,w,} ist ein Erzeugendensystem von W.
Nach Voraussetzung gilt dim W = dim V' = n. Mit I, §3, Proposition 13 folgt dann,
daf3 (i)’,(ii)’,(iil)” dquivalent sind. Also sind (i),(ii),(iii) dquivalent. O

Lemma 10. Seien V und W Vektorrdume iiber einem Koérper K und f: V — W
und g : V — W lineare Abbildungen. Es gebe ein Erzeugendensystem M von V
mit f(x) = g(x) fir jedes 2 € M. Dann gilt f = g.

Beweis. Die Menge U := {x € V| f(z) = g(z)} ist ein Untervektorraum von V. Da

M ein Erzeugendensystem von V ist mit M C U, folgt V =U. Also f = g. (]
Satz 11. Seien V und W Vektorrdume iiber einem Koérper K. Sei (vy,vs,...,v,) €
V™ eine Basis von V und sei (w1, wa, ..., w,) € W™ Dann gibt es genau eine lineare

Abbildung f: V — W mit f(v;) = w; fir jedes i € {1,2,...,n}.
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Beweis. Die Eindeutigkeit von f folgt aus Lemma 10.

Zur Existenz von f: Wir definieren eine Abbildung f : V' — W folgendermafien. Zu
jedem v € V gibt es eindeutig bestimmte A1, A2, ..., A, € K mit v = A\jv1 + Aqva +
<o+ Anuy (I 83, Satz 14) und setze

f) == Awr + dws + ... + Nw, € W.

Wir haben zu zeigen, da§ f linear ist und f(v;) = w; gilt.
f ist linear, denn: Seien x,y € V. Seien A1, Aa, ..., A, und p, o, . . ., i, die Elemente
von K mit

T = MNvi+ v+ ...+ AU,
p1v1 + fov2 .o+ fpUn

Sei A € K. Wir erhalten

x4+y = (M+p)vr+ Aa+p2)va+ ...+ A+ pfin)on
Ar = (AA)vr + (AX)ve + ...+ (AAy)v,
Nach Definition von f gilt dann
flx) = Mwi+dows + ...+ Awy,
fly) = pmwr + pows + ...+ ppwy
fle+y) = A+ p)wr+ Ao+ p2)wz + ..+ (An + pn)wn
fz) = (AM)wi+ Ar)ws + ...+ (A\)ws,

Hieraus folgt f(x +y) = f(x) + f(y) und f(Az) = Af(x).
Es gilt f(v;)) = w;, denn: Wir haben v; = 0 - vy + ... +0-v;—1 + 1 - v; +
0-v;41+ ...+ 0-v, und nach Definition von f gilt dann

f(v,-):O~w1+...—|—0'wi_1+1~wi+0~wi+1+...—|—O~wn:wi.

Definition 12. Seien V, W Vektorrdume iiber einem Korper K.

(i) Ein Isomorphismus von V nach W ist ein Homomorphismus f : V' — W, der
bijektiv ist.

(ii) V und W heiBen isomorph, geshrieben V = W, wenn es einen Isomorphismus
f:V — W gibt. (Dann gibt es auch einen Isomorphismus W — V, z.B. die
Umkehrabbildung f=1 : W — V (beachte Lemma 3 (iv)).

Satz 13. Seien V, W endlich erzeugte Vektorrdume iiber einem Kérper K. V und
W sind isomorph genau dann, wenn dim V' = dim W.

Beweis. Sind V, W isomorph, so gibt es einen Isomorphismus f : V — W, und ist
(v1,v2,...,vy) € V™ eine Basis von V, so ist (f(v1),f(v2),...,f(vn))
€ W™ eine Basis von W (nach Proposition 8 (iv), also dimV =n = dim W.

Ist umgekehrt dimV = dimW =: n € N und sind (v1,vs,...,v,) € V"™ und

(w1, wa,...,wy,) € W™ Basen von V und W, so gibt es nach Satz 11 eine lineare
Abbildung f : V — W mit f(v;) = w; fiir ¢ = 1,2,...,n und nach Proposition 8
(iv) ist f ein Isomorphimus, also sind V, W isomorph. O

Korollar 14. Jeder endlich erzeugte Vektorraum V iiber einem Kérper K mit
V # {0} ist isomorph zu einem K™. Dabei ist n eindeutig bestimmt, nédmlich
n=dmV.
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Beweis. Wir wissen dim K™ = n. Die Behauptung folgt aus Satz 13. O

Satz 15 (Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen). Sei f : V' — W eine lineare
Abbildung, wobei V' endlich erzeugt ist. Dann sind auch die Vektorrdume ker(f)
und im(f) endlich erzeugt und es gilt

dim V' = dimker(f) 4+ dimim(f).

Beweis. ker(f) ist als Untervektorraum von V' endlich erzeugt. Ist E ein endliches
Erzeugendensystem von V, so gilt im(f) = f(V) = f((E)) = (f(E)) (nach Propo-
sition 8 (i)), also hat im(f) ein endliches Erzeugendensystem.
Wir wihlen ein lineares Komplement T von ker(f) in V, also T ein Untervek-
torraum von V mit V' = ker(f) ® T (I, §4, Proposition 7). Fiir die Abbildung
g:T —im(f), z— f(z) gelten

- g ist linear.

- g ist injektiv (denn ker(g) = ker(f) NT = {0}, beachte Korollar 7).

- g ist surjektiv (denn im(f) = f(V) = f(ker(f) + T) = f(ker(f)) + f(T) =

f(T) = 9(T)).

Also ist ¢ ein Isomorphismus und mit Satz 13 folgt dimim(f) = dim7. Wir er-
halten dimker(f) + dimim(f) = dimker(f) + dim7 = dim V', wobei das letzte
Gleichheitszeichen wegen V' = ker(f) @ T und I, §4, Korollar 5 gilt. O

Seien V, W Vektorraume iiber einem Koérper K. Hom(V, W) bezeichnet die Menge
aller linearen Abbildungen von V nach W. Fiir f, g € Hom(V, W) bezeichnet f + g
die Abbildung V. — W, v — f(v)+g(v). Fiir A € K und f € Hom(V.W) bezeichnet
Af die Abbildung V' — W, v+ A(f(v)). Die beiden Abbildungen

f+g: V=W v f(v)+gw)

AV =W, v A(f(v))
sind linear. Also haben wir Verkniipfungen

+ : Hom(V, W) x Hom(V, W) — Hom(V, W), (f,g) — f+g¢

-+ K x Hom(V, W) — Hom(V, W), (A, f) —> Af

Satz 16. Fir Vektorrdaume V,W {iiber einem Korper K ist das Tripel
(Hom(V, W), +,-) ein K-Vektorraum.

Beweis. Einfaches Verifizieren. Der Nullvektor ist die konstante Abbildung V' —
W, v — 0. Das Inverse zu f € Hom(V, W) ist die lineare Abbildung V- — W, v —

—(f(v)- O

Sei V ein Vektorraum. Unter einem Endomorphismus von V versteht man eine
lineare Abbildung V' — V. End(V) bezeichnet die Menge aller Endomorphismen
von V. Also

End(V) = Hom(V,V)

Nach obigem haben wir den Vektorraum (End(V'),+,-). Weiterhin haben wir die
Verkniipfung

o:End(V) x End(V) — End(V), (f,9)— fog
mit f o g das Kompositum der Abbildungen f und g (beachte Lemma 3 (v)).
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Satz 17. Fiir einen Vektorraum V ist das Tripel (End(V'), 4, o) ein Ring mit Eins-
element. Er heiflt der Endomorphismenring von V. Das Einselement ist die Identitét
idy € End(V). Man schreibt auch - statt o, also (End(V), +,-).

Beweis. Nachrechnen.

Sei V ein Vektorraum. Unter einem Automorphismus von V versteht man eine
lineare Abbildung V' — V| die bijektiv ist. Aut(V) bezeichnet die Menge aller
Automorphismen von V. Wir haben die Verkniipfung

o: Aut(V) x Aut(V) — Awt(V), (f,g)— fog
mit f o g das Kompositum der Abbildungen f und g.

Satz 18. Fiir cinen Vektorraum V ist das Paar (Aut(V'), o) eine Gruppe. Sie heifit
die Automorphismengruppe von V. Sie stimmt iiberein mit der Einheitengruppe des
Rings (End(V), +,0).

Beweis.

- (Aut(V),0) ist eine Gruppe, denn:
o ist assoziativ, da die Komposition von Abbildungen assozativ ist.
(Aut(V), o) hat ein neutrales Element, ndmlich idy € Aut(V) (fiir jedes
feAut(V) gilt foidy = f =idy o f). Jedes f € Aut(V) hat ein Inverses,
denn die Umkehrabbildung f~! von f ist ein Element von Aut(V) (nach
Lemma 3 (iv)) und es gilt fo f~! =idy = f~lo f.

- Aut(V) = End(V)*, denn:
idy ist das neutrale Element der Gruppe (Aut(V'),o) und das Einselement
des Rings (End(V), +, o).
D: Ist f € End(V) eine Einheit des Rings (End(V'),+,0), so gibt es ein
g € End(V) mit fog=1idy = go f, woraus folgt, dafl f bijektiv ist.
C: Ist f € Aut(V) und ist g € Aut(V) das Inverse von f in (Aut(V), o), so
gilt fog = idy = gof, und somit ist f eine Einheit des Rings (End(V), +, o).

O

§2 Matrizen

Seien m,n € N und K ein Korper.

Eine (m x n)-Matriz dber K ist eine Abbildung A : {1,2,...,m} x {1,2,...,n}

— K. Ist a;; € K das Bild von (i,7) € {1,2,...,m} x {1,2,...,n} unter A (also

ai; = A((¢,7)) ), so schreibt man statt A auch (a;;)i=1.2,...m oder (a;;); ; oder (a;;)
j=1,2,....,n

oder
a11 a12 Q1n
a21 a22 a2n
Am1 Am2 . Amn,

(Eine (m xn)-Matrix hat m Zeilen und n Spalten). Die Elemente a;; € K heiflen die
Koeffizienten von A. Fiir jedes i € {1,2,...,m} heifit (a;1,a2,...,a:) € K™ der
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i-te Zeilenvektor von A und fiir jedes j € {1,2,...,n} heifit (a1, as;,...,am;) € K™
der j-Spaltenvektor von A. A heifit quadratisch, wenn m = n.

1
5 0
2

Beispiel. A= | 1 —1 | ist eine (3 x 2)-Matrix iiber dem Korper Q. Sie ist die
3 4

Abbildung A : {1,2,3} x {1,2} > Q mit (1,1) = 1,(1,2) > 0,(2,1) > 1,(2,2) —
—1,(3,1) = 3,(3,2) — 4. Die Zeilenvektoren von A sind (3,0), (1,—1),(3,4) € Q?
und die Spaltenvektoren von A sind (3,1,3),(0,—1,4) € Q°.

Die Menge aller (m x n)-Matrizen iiber K wird mit M (m x n, K) bezeichnet. Mit
unserer Definition von M (X, K) als der Menge aller Abbildungen von einer Menge
X nach K haben wir also
M(mxn,K)=M(X,K)mit X ={1,2,...,m} x{1,2,...,n}.

Auf der M_enge M (X, K) haben wir eine Addition und eine Skalarenmultiplikation
definiert. Ubertragen auf die Schreibweise von Matrizen erhalten wir
Addition von Matrizen:

+:MmxnK)x M(mxn,K) — M(mxn,K)

((@ij)ig» (0ig)ig) == (aiz)ij + (big)ig = (@i + bij)i
Skalarenmultiplikation von Matrizen:
K xMmxnK) — M(mxn,K)
(A, (aij)ig) A (ai)ij = (Aagj)ij
Neben der Addition und Skalarenmultiplikation von Matrizen gibt es eine Multi-
plikation von Matrizen, definiert durch
Multiplikation von Matrizen:
i M(mxn,K)x M(nx{ K) M(m x £, K)

—
((aiz)ij » (bij)ig) = (aij)ij - (bij)ij := (cij)ij mit
Cij ‘= Zaikbkj
k=1

Proposition 1.

(i) Das Tripel (M (m x n, K),+,-) (mit - die Skalarenmultiplikation) ist ein K-
Vektorraum. Der Nullvektor ist die Matrix (a;;) mit a;; = 0 fiir alle (¢, j), das
Inverse zu der Matrix (a;;) ist die Matrix (—a;;).

(ii) dim M (m x n, K) = mn.

Beweis. i) Wir wissen die Aussagen von (i) allgemein fiir das Tripel
(M(X,K),+,)

ii) Fiir jedes (4,7) € {1,2,...,m} x{1,2,...,n} sei E(i,j) € M(m x n, K) die Ma-
trix, so dafl der (4, j)-Koeflizient gleich 1 und die anderen Koeffizienten gleich Null
sind. Fiir alle (a;;) € M(mxn, K) gilt dann (ai;) = > seqr,. mix{1,...n} @3 E (7).
Also ist (E(1,1),E(1,2),...,E(1l,n),...,E(m,1),..., E(m,n)) eine Basis des K-
Vektorraums M (m x n, K). Deshalb gilt dim M (m x n, K) = mn. O
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Lemma 2.
(i) Firalle Ae M(mxn,K),Be M(nx{,K),C € M({xp,K)gilt (4-B)-C =
A-(B-Q).
(ii) Firalle A,B € M(mxn,K),C € M(nx{, K) gilt (A+B)-C = (A-
(iii) FiralleC € M(mxn,K), A,B € M(nx{, K) gilt C-(A+B) = (C-
(iv) Firalle A e K, A € M(mxmK) Be M(nx{, K gilt (M)-B =
AMA - B).
(v) Fiir jedes n € N setzt man

1 0 ... 0
E,:=| . | eMnxn,K)

0o ... 0 1
E,, heifit die (n X n)-Einheitsmatriz. Fir jedes A € M(m x n, K) gilt
E, A=A=A FE,.

Beweis. Nachrechnen

Korollar 3. Fiir jedes n € N ist das Tripel (M (n x n, K),+,) (mit - die Multipli-
kation) ein Ring mit Einselement. Das Einselement ist F,,.

Beweis. Proposition 1 und Lemma 2.

Definition 4. Eine Matrix A € M (n x n, K) heifit invertierbar, wenn A eine Ein-
heit des Rings (M(n x n,K),+,-) ist, d.h. wenn es ein B € M(n x n,K) mit
A-B=FE, = B- A gibt. B ist eindeutig durch A bestimmt. B heifit die inverse
Matriz zu A und man setzt A~ := B.

Die Menge aller invertierbaren Matrizen in M(n x n, K) wird mit GL(n, K) be-
zeichnet. Das Paar (GL(n, K),-) ist eine Gruppe (das neutrale Element ist E,,).
Fiir alle A, B € GL(n, K) gilt (A71)"! = Aund (A- B)~! = B~!. A1, (Siehe I,
§1, Abschnitt 4).

Definition 5. Zu jeder Matrix A = (a;;) € M (m x n, K) haben wir die Matrix
YA = (b;;) € M(n x m,K) mit bj; := aj;.
t A heifit die zu A transponierte Matriz.

Beispiel.
10
. 2 : i1 3
() Fird=[ 1 -1 | eM@Bx2,Q) glttA= 2 € M(2x3,Q).
3 4 0 -1 4
1 9 1 9
(ii) Fir A = % _1) € M2 x 2,Q) gilt tA = ((2) _1> €
M(2 x 2,Q).
Es gelten

- i-ter Zeilenvektor von A = i-ter Spaltenvektor von A
- j-ter Spaltenvektor von *A = j-ter Zeilenvektor von A
- Ist A quadratisch, so entsteht A aus A durch Spiegelung an der Diagonalen.



27

Lemma 6.
(i) Fir A,Be M(m xn,K) gilt *(A+ B) =tA+'B.
(ii) Fir A€ K und A € M(m x n,K) gilt (A A) = \-tA.
(iii) Fir A€ M(m x n,K) gilt {(*A) = A.
(iv) Fir Ae M(m xn,K) und B€ M(nx {,K) gilt *(A- B) ='B-'A.
(v) Ist A € M(n x n,K) invertierbar, so ist auch ‘A invertierbar und es gilt

(FA)~t = 1(A7Y).

Beweis. (i)-(iv) Nachrechnen.
(v) Mit (iv) erhalten wir *(A7!) - tA = YA . A"Y) = 'E, = E, und
tA-H(A71) =1(A"1 . A) ='E, = E,. Die beiden Gleichungen

A "A=E,uwd'A-"(A™Y) = E,
besagen, dafl A invertierbar ist und (*A)~! =*(A71). O

§3 Beziehung zwischen linearen Abbildungen und Matrizen

Wichtig fiir diesen Abschnitt ist die folgende Aussage aus I, §3, Satz 14: Ist (v, va,
...,Vy) eine Basis eines K-Vektorraums V', so gibt es zu jedem v € V ein eindeutig
bestimmtes (A1, Aa,...,A) € K™ mit v = A\jv; + Agva + ... + App.

Definition 1. Seien V, W Vektorrdume iiber einem Koérper K. Sei n :=dimV € N
und sei m :=dim W € N.

Fiir jede Basis A = (v1,v2,...,v,) € V" von V und jede Basis B = (w1, wa, . .., W)
€ W™ von W und jede Matrix S = (s;;) € M(m X n, K) definieren wir eine
Abbildung Lg 4.5 : V — W folgendermafen:

Ist v € V und ist (x1,2,...,2,) das eindeutig bestimmte Element von K™ mit
v = 2101 + T2Us + ... + TV, und ist (y1,Y2,...,Ym) das Element von K™ mit
Y1 Z1
=5 o |, so setze
Ym T

Ls A 8(V) :=11w1 + yowas + ... + YWy, € W.
Day; = 22:1 sikxi € K, gilt

Lsap(zivr + ...+ x00,) = (Z S1kTE)wy + ...+ (Z SmkTk) Wy
k=1 k=1

Die Abbildung Lg 4,5 : V — W ist linear (cf. Beweis der Linearitéit im Beweis von
§1, Satz 11 ). Lg 4 5 heifit die lineare Abbildung zu S, A, B.
Beispiel 2.
(i) In der Situation von Definition 1 gilt fiir jedes 5 € {1,2,...,n}:
LS,A,B(Uj) = S1;W1 + S5 W2 + ...+ SmjWm,

mit (s15, 825, ..,8m;) € K™ der j-te Spaltenvektor von S.
(Denn es ist v; = x1v1 + Tov2 + ... + TRV, mit ;= 0 fiir jedes k €
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{1,2,...,n} —{j} und z; = 1, und dann

T S1j
S = : )
In Smj
(ii) Wir betrachten die K-Vektorriume K™ und K™. Sei A = (ey,eq,...,
e,) die Standardbasis von K™ und sei B = (e, ea,...,e,) die Standardbasis
von K™. Sei S = (s;;) € M(m x n, K). Fir die Abbildung Lg 45 : K™ —
K™ gilt
hn T
(X1, yxn) — (Y1, .-, Ym) mit =5
Ym Tn
(denn es ist (z1,...,2,) = z1€1 + ... + Tpe, und yre1 + ... + Ymem =
(Y15---+Ym) ). Wir kénnen dies auch schreiben als
Lsap: K" — K™, (x1,...,2,) — (Z S1ETky -+ - 5 Z SmkTk)-
k=1 k=1

(iii) Sei V ein K-Vektorraum und sei n := dim V' € N. Fiir jede Basis A von V gilt
(L, an:V—=V)=(dy:V=V)

(denn

Definition 3. Seien V, W Vektorrdume iiber einem Koérper K. Sei n:=dimV € N
und sei m :=dim W € N.

Fiir jede Basis A = (v1,v2,...,v,) € V" von V und jede Basis B = (w1, ws, ..., wy,)
€ W™ von W und jede lineare Abbildung f : V — W definieren wir eine Matrix
My a5 € M(m x n, K) folgendermafien:

Fiir jedes j € {1,2,...,n} sei (a1;,a2j,...,amn;) das Element von K™ mit f(v;) =
a1;W1 + A2 W2 + . . .+ Gy j Wiy - Dann

Mf,.A,B = (aij)ivzll,zz,“.,m S M(m X n, K)
j=1,2,...,n
((a1,azj, - ., am; ) ist der j-te Spaltenvektor von (a;;)
Matriz zu f, A, B.

i:1,2,...,7n). MﬁA,B heiﬁt die
ji=1,2,...,n
Beispiel 4.

(i) Fiir die lineare Abbildung f : R? — R3 (z1,22) = (21,71 — 22,271 + 312)
und die Standardbasen A = (e1, e2) und B = (e, 2, e3) von R? und R? gilt

f(el) = f((l,())) = (17 172) = ley + leg + 2e3
f(eQ) = f((O, 1)) = (07 _173) = Oey + (_1)62 + 3es

und somit

Miyap=11 -1
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Die drei Zeilenvektoren dieser Matrix ergeben sich aus den Koeffizienten der
drei Koordinaten 1z 4+ 0xzg, 12y 4+ (—1)xa, 221 + 3x2 von f((x1,x2)).
(ii) Ist V ein Vektorraum mit n :=dimV € N, so gilt fiir jede Basis A von V

Midv,A,A =E,

Satz 5. Seien V,W Vektorrdume {iiber einem Koérper K mit n := dimV € N
und m := dimW € N. Seien A = (v1,vs,...,v,) € V" eine Basis von V und

B = (w1, ws,...,w,) € W™ eine Basis von W.
(i) Ist f : V — W eine lineare Abbildung und S := M; 458 € M(m x n, K), so
gilt
f=1Lsan
(i) Ist Se M(m xn,K) und f:=Lgap:V — W, so gilt
M‘f’A’B = S

Beweis. (i) Sei j € {1,2,...,n}. Sei (A, Aa,...,\;n) das Element von K™ mit

f(Uj) = \Nwi + Aows + ...+ AW,
Dann ist (A1, A2,..., Am) der j-te Spaltenvektor von My 45 = S und somit gilt
nach Beispiel 2 (i)

LS,Aﬁ(Uj) = ANw1 + Aws + ... + AW,

Also gilt f(v;) = Lg,a,8(v;) fiir jedes j € {1,2,...,n}. Hieraus folgt f = Lg 45
(nach §1, Lemma 10).
(i) Sei j € {1,2,...,n}. Sei (A1, Aa,..., A\m) € K™ der j-te Spaltenvektor von S.
Dann gilt nach Beispiel 2 (i)

f(’l}j) = )\111)1 + )\QU}Q + ...+ )\mwm
Deshalb ist (A1, Az, ..., Ap) der j-te Spaltenvektor von M 4 5. Also stimmt der j-

te Spaltenvektor von S mit dem j-ten Spaltenvektor von My 4 g tiberein (fiir jedes
jG{l,Q,...n}),d.h.S:Mf7A7B. (]

Korollar 6. Seien V, W Vektorrdume iiber einem Koérper K mit n :=dimV € N
und m := dim W € N. Seien A und B Basen von V und W.
Die beiden Abbildungen
L:M(mxn,K)— Hom(V,W), S+ Ls aB
M :Hom(V,W) — M(m xn,K), f+— M a5
sind bijektiv und zueinander Umkehrabbildungen (d.h. L=! = M und M~1 = L).

Beweis. Satz 5 (i) besagt L o M = idpom(v,w), und Satz 5 (ii) besagt M o L =
idas(mxn, k). Die Giiltigkeit dieser beiden Gleichungen ist dquivalent dazu, dafl L
und M bijektiv und zueinander Umkehrabbildungen sind. (]

Beispiel 7. Zu jeder linearen Abbildung f : K™ — K™ gibt es eine eindeutig
bestimmte Matrix S = (s;;) € M(m x n, K), so daf f = Lg 4,5 mit A und B die
Standardbasen von K™ und K™, also
hn 1
f:K" = K™ (x1,...,2) — (Y1, - - Yrm) mit =5
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oder
n n
f K" = K™ (z1,...,2,) — (Z S1kTky - - - ,Zsmk:ck)
k=1 k=1

Es ist S = My a5 € M(m xn, K).

Beweis. Korollar 6, beachte Beispiel 2 (ii). O
Proposition 8. Seien V, W Vektorrdaume iiber einem Kérper K mit n :=dimV € N
und m = dimW € N. Seien A = (vy,v2,...,0,) € V™ eine Basis von V und
B = (w1, wa, ..., wy) € W™ eine Basis von W.

(i) Fiir alle S, S’ € M(m x n, K) und A € K gelten
Lsysiap=1Lsan+Ls.an

Lysas =X Lsaps,
d.h. die Abbildung

M(m xn,K) — Hom(V,W), S+ Ls B

ist linear.
(ii) Fiir alle f, f/ € Hom(V, W) und X € K gelten

Myypras=Msas+ My an

Mygap =X M¢ap,
d.h. die Abbildung

Hom(V, W) — M(m x n,K), f+— Ms a5

ist linear.
Beweis. (i) Wir zeigen Lsy s/ 48 = Lg a8+ Ls/ 4,5. Dazu haben wir zu zeigen, dafl
fiir jedes v € V gilt LS—',—S’,A,B('U) = (LS,A,B + LS’,A,B)(U)~ Geméif der Definition
der Addition linearer Abbildungen haben wir also zu zeigen
(*) Ls+sr,.a8(v) = Lsap(v)+ Ls.aps(v)
Dazu schreiben wir v = z1vy + 2209 + ... + Tov, mit x1,Ts,...,2, € K. Seien
(y1,Y25 -« > Ym) und (y1,95,...,y.,) die Elemente von K™ mit
Y ‘gl Y T
(1) : =8| : und : =5
Ym Tn Ym Tn
Unter Ausnutzung der Distributivitdt der Matrizenmultiplikation erhalten wir aus
(1) die Gleichung
Y1+ Y 1
(2) : =(S+5)|
Ym + y;n Tn
Aus (1) folgt
(3) Ls.a() =y1w1 + ...+ ymwm und Lg: 4 5(v) = yjwr + ... + Yy, wm
und aus (2) folgt
(4) Lstsr,as(v) = (y1 +y)wi + ...+ (Ym + Y)W
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Aus (3) und (4) folgt ().

(i) Nach Korollar 6 ist die Abbildung L : M (mxn, K) = Hom(V,W), S+ Lg 4B
aus (i) bijektiv. Nach (i) ist L linear, und somit ist nach §1, Lemma 3 (iv) auch
die Umkehrabbildung L~ linear. Aber L~! ist die Abbildung in (ii) (nach Korollar
6). O

Proposition 9. Seien V, W, U Vektorraume iiber einem Koérper K mit n := dimV €
N, m := dimW € N und ¢ := dimU € N. Seien A = (vy,v2...,v,) € V",
B = (wi,ws,...,w,) € W™ und C = (uy,us,...,us) € U’ Basen von V, W und
U.

(i) Seien S € M(m x n, K) und T € M (¢ x m, K). Fiir die Abbildungen
LS,.A,B Vo — W
Lrge: W — U
LTS,A,C 'V — U
gilt
Lyrsac=LrpcoLsan
(ii) Seien f:V — W und g : W — U lineare Abbildungen. Also haben wir

A B C
v L w S ou
Es gilt
Mgof.ac=Mgpc - Mypan
Beweis. (i) Sei v € V. Wir schreiben v = zyv1 +22v2+. . .4+2pv, mit 1, 22,...,T, €
K. Seien (y1,¥2,--,Ym) und (21, 29, . .., 2¢) die Elemente von K™ und K* mit
Y1 T 21 Y1
(1) ; =5 : und : =T
Ym Tn 20 Ym

Dann gelten
Ls 45(v) =y1w1 + yaw2 + ... + YW,
Lt gc(y1wi + yows + . .. 4+ YmWm) = 21u1 + 22Uz + ... + 20U
woraus folgt
(2) LT,B,C (LS,A,B(U)) = 21U1 + 22U + ...+ ZpUy
Unter Ausnutzung der Assoziativitdt der Matrizenmultiplikation erhalten wir aus
(1)

21 T

z¢ Ln
woraus sich ergibt
(3) Lrsac(v) = z1us + zoug + ... + zouy
Aus (2) und (3) folgt Lrsac=LrcoLlsan.
(ii) Auf die Matrizen

S=MsapeMmxnK)und T =My pc € M{ xm, K)



32

wenden wir (i) an und erhalten

Lrsac=LrpcoLlsas-
Nach Satz 5 (i) gilt Ls a5 = f und Ly ¢ = g. Also folgt

Lrsac=gof
woraus sich ergibt
M(Lrs ac)ac = Mgorac-
Nach Satz 5 (ii) gilt

Mprsacrac =TS =Mypc Mpas-
Also folgt Mype My ap= Mg ac- U

Proposition 10. Seien V, W Vektorrdume iiber einem Korper K mit n :=dimV €
N und m := dim W € N. Seien A und B Basen von V und W.
(i) Sei S € M(m x n, K). Die lineare Abbildung Lg 45 :V — W ist ein Isomor-
phismus genau dann, wenn m = n und die Matrix S € M (n x n, K) invertier-
bar ist. Gelten diese dquivalenten Bedingungen, so ist (Lg 45) ! = Lg-1 4.
(ii) Sei f:V — W eine lineare Abbildung. f ist ein Isomorphismus genau dann,
wenn m = n und die Matrix My 453 € M(n x n, K) invertierbar ist. Gelten
diese dquivalenten Bedingungen, so ist M1 5 4 = (Mfa8)""

Beweis. (i) Wir beweisen die beiden Implikationen getrennt. Zunéchst nehmen wir
an, dal Ls 45 : V — W ein Isomorphismus ist und zeigen, daf§ dann m = n und
die Matrix S € M(n x n, K) invertierbar ist.

Da Ls 4,5 ein Isomorphismus ist, folgt m = n nach §1, Satz 13. Zu dem Isomor-
phismus f := Lg ap : V — W haben wir die Umkehrabbildung f~! : W — V,
die ebenfalls linear ist. Da die Abbildung L in Korollar 6 surjektiv ist, gibt es ei-
ne Matrix T € M(n x n,K) mit f~! = Ly g 4. Wir erhalten Lg, 44 = idy =
f~tof=LrpaoLsap = Lrs.a.a, wobei die erste Gleichung nach Beispiel 2
(iii) und die letzte Gleichung nach Proposition 9 (i) gilt. Aus Lg, 4.4 = Lrs,.a,4
folgt E, = TS, da die Abbildung L in Korollar 6 injektiv ist. Ebenso haben wir
Lg,sp=Iidw = fof ' = Ls apoLr . = Lsr 5, woraus sich ergibt E,, = ST.
Aus den beiden Gleichungen E,, = T'S und E, = ST folgt, dafl S invertierbar
ist.

Nun nehmen wir an, dal m = n und die Matrix S € M (n x n, K) invertierbar ist
und zeigen, da dann Lg 4 : V — W ein Isomorphismus ist und (Ls 45)"" =

Lsil,B,A'

Wir betrachten die lineare Abbildung Lg-1 5 4 : W — V. Wir haben
Ls-1paoLsap=Ls-1544=Lg, a4=idy
LsapoLs-1pa=Lss-155=Lg,ns=1idy

wobei jeweils die erste Gleichung nach Proposition 9 (i) und die letzte Gleichung

nach Beispiel 2 (iii) gilt. Aus den beiden Gleichungen

Ls-15a0Lsap=1idy

LgapoLs-1p.4=idw
folgt, daB die Abbildung Lg 4,5 bijektiv ist und (Lg,4,8)"* = Lg-1 5.4-
(ii) Wir wenden (i) mit S = M; 45 € M(m x n,K) an. Nach Satz 5 (i) gilt
Ls a5 = f. Also erhalten wir:
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f ist ein Isomorphismus genau dann, wenn m = n und die Matrix Ms a5 €
M (n x n, K) invertierbar ist. Gelten diese #iquivalenten Bedingungen, so ist f~! =

Ls-1p5.4, und somit My-1 54 = M, ,, ,)5.4, aber nach Satz 5 (ii) ist

M(Lsfl,grALB,A = S71, also gilt Ms1p 4= (MﬁA,B)_l. U

Lemma 11. Sei V ein Vektorraum iiber einem Koérper K mit n := dim V' € N. Wir
betrachten die lineare Abbildung id:V — V.

(i) Fiir alle Basen A, B von V ist die Matrix Miq 4,58 € M(n x n, K) invertierbar
(dh Mg a8 € GL(n, K))
(ii) Fiir alle Basen A, B von V gilt (Mg 45) ' = Mia5.A-
(iii) Sei A eine Basis von V. Die Abbildung
{B| B Basis von V} — GL(n, K), B — Mia B,

ist bijektiv.

Beweis. (i),(ii) Die Abbildung id: V' — V ist bijektiv. Nach Proposition 10 (ii) ist
dann die Matrix Miq 4 5 invertierbar und (Miq 45)" " = Mg g.4- Daid = id!,
folgt (Miq,.a,8) "' = Mia,B,4.

(iii) Sei A = (v1,v2,...,v,) € V™. Fiir jedes S € GL(n,K) ist Lgaa:V =V
ein Isomorphismus (nach Proposition 10 (1)) und somit Lg 4, 4(A) := (Ls,4,4(v1),
Lsaa(v2),...,Ls a.4(v,)) € V™ eine Basis von V' (nach §1, Proposition 8 (iv)).
Wir erhalten die Abbildung

¥ : GL(n,K) — {B| B Basis von V}, S — Lg 4 4(A)

Die Abbildung in Lemma 11 (iii) sei mit ¢ bezeichnet. Mit Beispiel 2 (i) iiberpriift
man

poy =id und ¥ o p = id.
Aus diesen Gleichungen folgt, dafl ¢ bijektiv ist. O

Satz 12. (Transformationsformel)

(i) Seien V und W Vektorrdume iiber einem Koérper K mit n := dimV € N und
m :=dimW € N und sei f: V — W eine lineare Abbildung. Seien A und B
Basen von V und W.

(a) Fiir Basen A’ und B’ von V und W gilt

My a5 = (Miay 5.8) " - My a5 - Miay, a7,

(b) Es gilt
{My¢ a5 | A, B Basen von V,W} =
{S™' My ap-T|S€eGL(m,K)und T € GL(n, K)}
(ii) Sei V ein Vektorraum iiber einem Kérper K mit n := dimV € N und sei

f:V =V eine lineare Abbildung. Sei A eine Basis von V.
(a) Fiir jede Basis A’ von V gilt

My arar = (Miay,ar,0) "t - My aa- Miay 4,4
(b) Es gilt

{My a4 | A" Basis von V} =
{T™' M4 -T|Te€GL(n K)}
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Beweis. (i) (a) Es gilt f =idw o f oidy. Auf das Diagramm

A A B B’
v %oy Low d% o
wenden wir Proposition 9 (ii) und erhalten

My ar g = Miayofoidy, a8 = Miay 8.5 - My a - Mia, a4
Mit Lemma 11 (i), (ii) folgt
My = Mawsp) " Mpap- May aa

(i) (b) Die beiden Mengen, deren Gleichheit zu zeigen ist, sind Teilmengen von
M(mxn, K). Wir zeigen die Gleichheit, indem wir die Inklusionen C und D zeigen.
C folgt aus (i) (a) (und Lemma 11 (i))

D folgt aus (i) (a) und der Surjektivitdt in Lemma 11 (iii).

(ii) (a) folgt aus (i) (a) mit W=V, B=Aund B’ = A'.

(ii) (b) folgt aus (ii) (a) und der Surjektivitét in Lemma 11 (iii). O

Bemerkung.

(i) Seien V, W Vektorrdume iiber einem Kérper K mit n :=dimV € N und m :=
dimW € N und sei f: V — W eine lineare Abbildung. Dann gibt es Basen
A und B von V und W, so da8 die Matrix My 4 5 sehr einfache Gestalt hat,
namlich es gibt Basen A und B von V und W, so da8 fiir die Koeffizienten a;;
der Matrix My 48 € M(m x n, K) gilt: Es gibt ein ~ € {0,1,...,min(m,n)},
so dafl a;; = 1 fiir alle ¢ mit 1 <4 < r und a;; = 0 sonst.
Beweis. Ubungsaufgabe

(ii) Sei V ein Vektorraum mit dimV € N und sei f : V' — V ein Endomorphismus
von V. In der Vorlesung Lineare Algebra II wird das Problem behandelt,
eine Basis A von V zu konstruieren, so daf§ die Matrix My 4 4 von einfacher
Gestalt ist (Normalformenproblem).

§4 Rang einer linearen Abbildung und Rang einer Matrix

Definition 1. Sei f: V — W eine lineare Abbildung. Man setzt
rk(f) := dimim(f) € NoU {o0}
rk(f) heifit der Rang von f.

Definition 2. Seien K ein Kérper, m,n € N und A = (a;;) € M(m x n, K).
R(A) bezeichnet den von den Zeilenvektoren von A erzeugten Untervektorraum von
K", also

R(A) = ({(ai, aigs - aim) | i=1,2,...,m}) C K"
R(A) heifit der Zeilenraum von A. dim R(A) heifit der Zeilenrang von A.

C(A) bezeichnet den von den Spaltenvektoren von A erzeugten Untervektorraum
von K™ also

C(A): <{(a1j,a2j,...,amj) |j:1,2,,n}> gKm
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C(A) heiit der Spaltenraum von A. dim C(A) heiit der Spaltenrang von A.
Wir werden in dem nachfolgenden Lemma 3 zeigen

(Zeilenrang von A) = (Spaltenrang von A)
Man setzt
rk(A) := (Zeilenrang von A) = (Spaltenrang von A) € Ny
rk(A) heiBt der Rang von A.

Lemma 3. In der Situation von Definition 2 gilt

(Zeilenrang von A) = (Spaltenrang von A)

Beweis. Ist A = 0, so ist dimR(A) = 0 = dim C(A4). Sei nun A # 0. Dann ist
R(A) # {0} und wir haben eine Basis (ui,us,...,u;) € R(A)" von R(A) mit
t € N. Jedes Element von R(A) 148t sich als Linearkombination von wuy,us, .. ., u;
schreiben, insbesonder gilt dies fiir die Zeilenvektoren von A, also

(@11,012, .., 010) = Arur + AUz + ..+ A
(@21,a22,...,02,) = Aorur + Aogug + ...+ Aoy
(*) .
(amlv Am2y -+ -y amn) = Apmit1 + Aotz + .o A

mit \;; € K. Fiir jedes £ € {1,2,...,t} setze
vg = (A1g, A2y - o5 Ame) € K™

Jeder Spaltenvektor von A ist eine Linearkombination der Vektoren wvy,vs,
..., Uy, namlich ist w; = (U1, iz, ..., upm) € K™ (fir ¢ = 1,2,...,%), so gilt nach
(%) fiir jedes j € {1,2,...,n}
(alj, Qagjy -, Clmj) = U1;V1 + U2iV2 + ... + UtV
Also folgt
C(A) - <v1; V2,..., vt>
Dann dim C(A) < t. Damit ist gezeigt, da8 fiir jede Matrix A gilt
dim C(A) < dim R(A)
Dann folgt sofort, daf fiir jede Matrix A auch gilt
dim R(A) < dim C(A)
denn dim R(A) = dim C(*A) < dim R(*A4) = dim C(A). O
Proposition 4. Seien V., W Vektorrdume iiber einem Korper K mit dimV € N
und dimW € N und sei f : V — W eine lineare Abbildung. Seien A, B Basen von
V,W. Es gilt
I‘k(f) = I‘k(Mf’A)B)

Beweis. Sei A = (v1,v2,...,v,) € V* und B = (wy,ws,...,wy) € W™, Sei
¢ : W — K™ die lineare Abbildung mit ¢(w;) = e; (fir ¢ = 1,2,...,m), @ ist
ein Isomorphismus (§1, Proposition 8 (iv) und Satz 11). Wir erhalten den Isomor-
phismus

(1) im(f) = @(im(f)), = — ¢(2)
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Es ist V = (v1,v2,...,v,) und mit §1, Proposition 8 (i) folgt dann im(f) =
<f(vl)a f(v2)7 ey f(vn» und

(2) e(im(f)) = (@(f(v1)), e(f(v2)), -, o(f(vn)))

Sei Mf}AJg = (aij) € M(m X n, K) Dann f(Uj) = a1;w1 + az;wz + ... + QW

und somit ¢(f(vj)) = aje(wr) + azje(we) + ... + amje(wm,) = arje1 + agjes +
A amjem = (alj,agj, cy ) € K™ Also folgt

(p(f (1)), o(f(v2)),- - o(f(vn))) = C(My.a8)
Wir erhalten dann mit (1) und (2)

im(f) — C(My.a5)
Nach §1, Satz 13 folgt dimim(f) = dim C'(My 4 ), d.h. tk(f) =rk(Msa5). O

Proposition 5.
(i) Fiir jedes A € M(m x n, K) gilt rk(A) < min(m,n).
(ii) Sei A € M(n x n,K). Nach (i) gilt rk(A) < n. Es ist rk(A) = n genau dann,

wenn A invertierbar ist.

Beweis. (i) R(A) wird von m Vektoren erzeugt und somit gilt dim R(A4) < m. C(A)
wird von n Vektoren erzeugt und somit gilt dim C(A) < n.

(ii) Zundchst nehmen wir an, daf rk(A) = n und zeigen, da§ A invertierbar ist.
Seien ai,as,...,a, € K" die Spaltenvektoren von A. Da n = dimC(A) und
C(A) = (a1, as,...,ay), folgt, daB (ai,as,...,a,) linear unabhingig ist (nach I,
§3, Proposition 13), woraus sich ergibt, dal B := (a1, as, ..., a,) eine Basis von K™
ist (I, §3, Proposition 13). Sei A die Standardbasis von K. Die Spaltenvektoren der
Matrix Miq,.» B,4 sind a1, as, ..., a,. Also gilt A = Miq,.. B,4. Nach §3, Lemma 11
(1) ist die Matrix Miq,.» B,4 invertierbar. Damit ist gezeigt, dafl A invertierbar ist.
Nun nehmen wir an, daf§ A invertierbar ist und zeigen, dafl rk(A) = n. Sei A wieder
die Standardbasis von K™. Aufgrund der Surjektivitdt der Abbildung in §3, Lem-
ma 11 (iii) gibt es eine Basis B = (b1, bg,...,b,) von K™ mit A = Miq,.. B4 Die
Spaltenvektoren von Miqg,.. 5,4 sind b1, b, ..., b,. Also folgt rk(A) = n. O
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IIT GauB3-Algorithmus und Anwendungen

§1 Gauf-Algorithmus

Definition 1. Sei A € M(m x n, K). Seien a1, as, ..., a, € K™ die Zeilenvektoren
von A. Also
ai
A= :
am

Die elementaren Zeilenumformungen von A sind die folgenden Operationen

(I) Vertauschen der i-ten und j-ten Zeile von A (i,5 € {1,2,...,m} mit i # j),
also

a; Qa;
aus A = entsteht die Matrix € M(m xn,K).

aj a;
(IT) Multiplikation der i-ten Zeile von A mit A € K — {0} (i € {1,2,...,m}), also
aus A= | a; | entsteht die Matrix | Aa; | € M(m x n, K).

(IIT) Addition des A-fachen (A € K) der i-ten Zeile von A zu der j-ten Zeile von A
(1,5 €{1,2,...,m} mit i # j), also

a; a;
aus A = : entsteht die Matrix : € M(m x n, K).

aj aj + )\0,1'

Analog zu Definition 1 definiert man die elementaren Spaltenumformungen einer
Matrix A € M(m x n, K).

Definition 2. Eine Matrix A = (a;;) € M(m x n, K) heiit von Zeilenstufenform,
wenn gilt:
(I) A=0 (dh. allea;; =0 € K)
oder
(IT) Es gibt r € {1,2,...,m} und j1,jo,...,Jr € {1,2,...,n}, so daB j; < jo <
... < jrund fiir jedes i € {1,2,...,m} der i-te Zeilenvektor (a;1, a2, ..., @)
von A die Eigenschaft hat
e ist i < r, soist a;; = 0 fiir alle j < j; und a;;, # 0
e ist i >r, s0 a;; =0 fir alle j € {1,2,...,n}.
1,525 - -, Jr heilen die Stufenindizes von A.
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Im Fall (II) ist A von der Form

0
0

. : : :
0 0 0 0 | an, «
0 0 0 0 0
0 ... 0 0 ... oo i .0 .o..0

Satz 3. Zu jeder Matrix A = (a;;) € M(m x n,K) gibt es eine Matrix A’ €
M(m x n,K) in Zeilenstufenform, die aus A durch endlich viele elementare Zeile-
numformungen vom Typ I und IIT hervorgeht.

Beweis. Die Matrix A’ 148t sich mit Hilfe des Gauf-Algorithmus konstruieren, der
folgendermaflen verléiift:

Schritt 1:
Ist A = 0 oder A 1-zeilig, so sind wir fertig. Sei A # 0 und A nicht 1-zeilig. Sei
dann j; das kleinste Element von {1,2,...,n}, so daf} der j;-te Spaltenvektor von

A ungleich Null ist. Nach eventuellem Vertauschen der ersten Zeile von A mit einer
weiteren Zeile von A, kénnen wir annehmen, daf8 a;;, # 0. Nach Addition des A-
fachen (A € K, X passend) der ersten Zeile von A zu den weiteren Zeilen von A,

konnen wir annehmen, dal as;, = asj, = ... = amj, = 0.
Schritt 2:
Sei Ay € M((m — 1) x n, K) die Matrix mit
0 ... 0 a1y,
A= A
(Die Zeilen von A; werden mit 2, 3,...,m nummeriert).

Man verfahrt mit A; wie in Schritt 1 mit A verfahren wurde. Also: Ist A1 = 0 oder
A; 1-zeilig, so sind wir fertig. Sei A; # 0 und A; nicht 1-zeilig. Sei dann js das
kleinste Element von {1,2...,n}, so dafl der jo-te Spaltenvektor von A; ungleich
Null ist. Nach eventuellem Vertauschen der ersten Zeile von A; mit einer weiteren
Zeile von A;, kénnen wir annehmen, daf as;, # 0. Nach Addition des A-fachen
(A € K, X passend) der ersten Zeile von A; zu den weiteren Zeilen von Ay, kénnen
wir annehmen, dafl az;, = a4j, = ... = am;, = 0.
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Schritt 3:
Sei Ay € M((m — 2) x n, K) die Matrix mit
0o ... 0 a2;j,
A = Ay
(Die Zeilen von As werden mit 3,4, ..., m nummeriert).

Man verfahrt mit A, wie in Schritt 1 mit A verfahren wurde. Also: Ist Ay = 0 oder
Ag 1-zeilig, so sind wir fertig. Sei A # 0 und As nicht 1-zeilig. Sei dann j3 das
kleinste Element von {1,2,...,n}, so dafl der j3-te Spaltenvektor von Ay ungleich
Null ist. ...

Nach endlich vielen Schritten bricht der Algorithmus ab. Die entstehende Matrix
hat Zeilenstufenform. O

Beispiel. Auf die Matrix

021 =5
310 2
5 10 1 |eMaxaQ
6 6 2 —4

wenden wir den Gauf3-Algorithmus an:

-5
2
1

6 6 2 —4

Vertauschung von Zeile 1 und 2 ergibt

w w o

2
1
1

O O =

3 1 0 2
0 2 1 =5
31 0 1
6 6 2 —4

Addition des (—1)-fachen und (—2)-fachen von Zeile 1 zu Zeile 3 und 4 ergibt

31 0 2
0 21 -5
0 0 0 -1
0 4 2 -8

Addition des (—2)-fachen von Zeile 2 zu Zeile 4 ergibt
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31 0 2
0 21 -5
0 00 -1
0 0 0 2

Addition des 2-fachen von Zeile 3 zu Zeile 4 ergibt

310 2
02 1 =5 L
000 —1 =4
000 0

3 1 0 2
, 072 1 =5
A" = 0 0 0f-1
0 0 0 O
§2 Basen von Untervektorrdumen (vi,vs,...,v,) C K"

Lemma 1. Seien A, A’ € M(m x n,K), wobei A" aus A durch endlich viele ele-
mentare Zeilenumformungen hervorgeht. Dann

(i) R(A) = R(A)

(ii) rk(A) =rk(A’)

Beweis. (i) Seien aq,as,...,a,, € K™ die Zeilenvektoren von A. Wir diirfen an-
nehmen, dafl A" aus A durch 1 elementare Zeilenumformung hervorgeht. Wir be-
trachten die drei elementaren Zeilenumformungen aus §1, Definition 1. Die Aussage
R(A) = R(A’) sind dann die drei folgenden einfach zu verifizierenden Aussagen
@ (ar, @iy @y ) = (@1, Gy ey By e ey G

(ID) (a1, ..., Q5o yam) = (a1, .., M@y« .oy Q) (mit A € K — {0})

(IID) (@1, -y @iy ev e s Qjyeves Q) = A1y ey Qi vy G + NGy - - -, Q) (MiL 7 # J, A €
K).

(ii) rk(A) = dim R(A) = dim R(A") = rk(A’). O

Lemma 2. Sei A € M(m xn, K) eine Matrix in Zeilenstufenform mit A # 0. Dann
(i) Die von Null verschiedenen Zeilenvektoren von A bilden eine Basis von R(A).
(ii) rk(A) stimmt iiberein mit der Anzahl der von Null verschiedenen Zeilenvek-

toren von A.

(iii) Sei r die Anzahl der von Null verschiedenen Zeilenvektoren von A, seien
J1sd2, -, dr € {1,2,...,n} die Stufenindizes von A und setze T :=
{1,2,...,n} — {41,425 -, Jr}. Sei (e1,ea,...,e,) die Standardbasis von K.
Dann ist ({e; | t € T'}) ein lineares Komplement von R(A) in K™.
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Beweis. (i) Sei

0
0
A= : : :

0 0 0 0 | arj, *

0 0 O 0 0

0 ... 0 0 0 B ()
mit a5, # 0 fiir ¢ = 1,2,...,7. Seien a1,as,...,a, € K™ die Zeilenvektoren von
A. Dann R(A) = (a1,az,...,ar). Wir haben zu zeigen, da88 (a1,aq,....,a,) linear
unabhéngig ist. Dazu seien A1, Ao, ..., A, € K und setze

vi=Aay + Xsas + ...+ Na, € K"
Wir haben zu zeigen, dal aus v = 0 = (0,0,...,0) € K" folgt Ay = Ao = ... =
A =0 € K. Dazu
e \jayj, ist die ji-te Koordinate von v, also Ajaqj, = 0. Da a5, # 0, folgt
A =0.
e Da Ay = 0, ist Agag;, die jo-te Koordinate von v, also Axas;, = 0. Da
25, # O, fOlgt )\2 = 0.

e Da i =X =...=X\_1 =0, ist A\a,;, die j-te Koordinate von v, also
Arayrj,. = 0. Da arj, # 0, folgt A\, = 0.

(ii) folgt aus (i).
(iii) Wir benutzen die Notationen des Beweises von (i). Fiir jedes k € {1,2,...,n}
definieren wir ein by, € K" durch

-Ist ke T={1,2,...,n} —{j1,42,-- - Jr}, SO by := €,

- bj, '=ay, b, =az,...,bj == a,
Dann ist die Matrix B = (b;;) € M (nxn, K), deren Zeilenvektoren gerade b1, bg, ..., b,
sind, eine Matrix in Zeilenstufenform

b1y
b2

bnn
mit b;; # 0 fiir ¢ = 1,2,...,n. Nach (i) ist dann (b1, bs,...,b,) linear unabhingig
und somit eine Basis von K™ (I, §3, Proposition 13). Setze T" := {j1,72,.- -, jr}-
Nach I, §4, Lemma 4 gilt

K"={by | keT})o ({bs | k€T})
Es ist ({bx | k € T"}) = R(A) und ({by, | k € TY) = ({ex, | k € TY). O
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Korollar 3. Sei A € M(m x n,K) mit A # 0. Sei A’ € M(m x n, K) eine Matrix
in Zeilenstufenform, die aus A’ durch endlich viele elementare Zeilenumformungen
hervorgeht (§1, Satz 3). Dann ist A’ # 0 und es gilt

(i) Die von Null verschiedenen Zeilenvektoren von A’ bilden eine Basis von R(A).

(ii) rk(A) stimmt iiberein mit der Anzahl der von Null verschiedenen Zeilenvek-
toren von A’.

(iii) Sei r die Anzahl der von Null verschiedenen Zeilenvektoren von A’ seien
J1,d2s -, Jr € {1,2,...,n} die Stufenindizes von A’ und setze T :=
{1,2,...,n} — {41,425+, Jr}. Sei (e1,ea,...,€,) die Standardbasis von K.
Dann ist ({e; | t € T'}) ein lineares Komplement von R(A) in K™.

Beweis. Nach Lemma 1 gilt R(A) = R(A’) und rk(A) = rk(A’). Insbesondere ist
A’ #£0. Wende Lemma 2 auf A’ an. O

83 Invertieren einer Matrix

Definition 1. Seien n € N und K ein Korper. Wir definieren einige
(n x m)-Matrizen iiber K (die Koeflizienten, die nicht aufgefithrt und nicht durch
Piinktchen angedeutet sind, sind gleich Null)

(I) Fiw 4,5 € {1,2,...,n} mit i # j setze

i—te Spalte j—te Spalte
1 | |
| |
1 | |
0 - - = 1 — = — | $—i—te Zeile
. . | 1 ‘
P(i, j)n = | ‘
| 1 |
1 B 0 — = — | $j—te Zeile
1

(N.B. Es gilt P(, ) = P(j,)n)-
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(I1) Firie {1,2,...,n} und A € K — {0} setze

i—te Spalte
1 |
|
1 |
A - — — — | $—i—te Zeile
M, i), = 1
1
(II1) Fiir 4,5 € {1,2,...,n} mit i # j und A € K setze
j—te Spalte
1 |
|
)\ - - $<—i—te Zeile
ANi,5)n =
1

Die Matrizen P(i,j)n, M(X,i)n, AN, 4, ), heiBen Elementarmatrizen.

Lemma 2. Sei A € M(m x n, K). Wir fithren an A die elementaren Zeilen und
Spaltenumformungen aus

(I) Sei Ay die Matrix, die aus A durch Vertauschen der i-ten und j-ten Zeile
entsteht (7,7 € {1,2,...,m} mit i # j).
(IT) Sei Aj; die Matrix, die aus A durch Multiplikation der i-ten Zeile mit
A € K — {0} ensteht (i € {1,2,...,m}).
(III) Sei Ajj; die Matrix, die aus A durch Addition des A-fachen der i-ten Zeile
zur j-ten Zeile ensteht (4,5 € {1,2,...,m} mit i # j und X € K).
(I') Sei Ay die Matrix, die aus A durch Vertauschen der i-ten und j-ten Spalte
entsteht (4,7 € {1,2,...,n} mit i # j).
(IT") Sei Ay die Matrix, die aus A durch Multiplikation der i-ten Spalte mit
A€ K — {0} ensteht (i € {1,2,...,n}).
(ITI') Sei Arrp die Matrix, die aus A durch Addition des A-fachen der i-ten Spalte
zur j-ten Spalte ensteht (7,5 € {1,2,...,n} mit i # j und X € K).
Es gilt
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A[ :P(Z,j)m A und A[/ :AP(Z,])n
A[[ :M()\ﬂ;)m-A und A[[/ :AM()\,’L)n

Arrr = AN G, 0)m - A und A=A AN 4, 5)n

Beweis. Nachrechnen

Proposition 3. (Test auf Invertierbarkeit und Invertieren einer Matrix)

Sei A € M(nxn,K).Sei A’ € M(n x n,K) eine Matrix in Zeilenstufenform, die
aus A durch elementare Zeilenumformungen hervorgeht (§1, Satz 3). An A’ kénnen
wir rk(A) ablesen (§2, Korollar 3). A ist invertierbar genau dann, wenn rk(A4) =n
(11, §4, Proposition 5).

Wir nehmen nun an, dafl tk(A) = n. Dann kann A’ durch elementare Zeilenum-
formungen in die Einheitsmatrix F,, transformiert werden. Seien uy,us, ..., u, die
elementaren Zeilenumformungen, die durchgefithrt wurden, um von A iiber A’ zu

E,, zu gelangen. Wir wenden uq, us, . .., us auf E, an. Die dabei entstehende Matrix
ist A—L.

Beweis. Sei r die Anzahl der von Null verschiedenen Zeilen von A’ und seien 1 <
J1 < jo < ... < jr < n die Stufenindizes von A’. Wir nehmen an, da8 rk(A) = n.

Dann ist 7 = n und somit j; = 1,j2 = 2,...,j, = n. Also haben wir
aiy
!/
yus G322
Uy,
mit al; # 0 fir i = 1,2,...,n. Dann kann A’ durch elementare Zeilenumformungen

in F,, iiberfithrt werden.

Geméf Lemma 2 ist eine elementare Zeilenumformung eine Multiplikation mit ei-
ner Elementarmatrix von links. Also gibt es Elementarmatrizen By, Bs,..., By €
M(n x n, K) mit

E,=By-(...-(By-(B1-4))...)
Mit der Assoziativitéit der Matrizenmultiplikation erhalten wir
E,=(B¢-...-By-By)- A
Multiplikation dieser Gleichung mit A~! ergibt
A '=(By-...-By-By)-E,
also
A =B, (... (By-(B1-E,))...)

Wieder mit Lemma 2 erhalten wir, da8 A=! durch Anwenden der elementaren
Zeilenumformungen uy, us, .. ., uy auf E, entsteht. O
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Beispiel. Wir wenden Proposition 3 auf die Matrix A = ( :1)) le ) an.

11 10
A=13 4 01)

11 1 0

0 1 -3 1

10 4 -1 .

0 1 —31)A

§4 Lineare Gleichungssysteme

Ein lineares Gleichungssystem iiber einem Korper K in den Unbestimmten x1, x2,
..., T, bestehend aus m Gleichungen ist ein System von Gleichungen

a11T1 + a12T2 + ... + A1 Ty = b

ag1x1 —+ ag2x9 —+ ...+ A2, Ty, = b2
(%)

11 + GmoXo + ...+ QnTn = bm

mit a;;, by € K. Gesucht ist die Menge aller (x1,z2,...,z,) € K", die die Gleichun-
gen in (x) erfiillen. Die Matrix (a;j)i=1.2...m € M(mxn, K) heifit die Koeffizienten-
Jj=1,2 n

matrix von  (x). Fir das ‘Gleichungssystem (%)  schreiben  wir
E((aij;) =12 m (b1y...,by)). Die Lisungsmenge von (x), d.h. die Menge

;n

{(x1,...,2p) € K" | (x1,...,2,) geniigt den Gleichungen von ()}

wird mit S((a;;) =12, (b1,...,bm)) bezeichnet. Das Gleichungssystem () heifit
Jj=1 n

homogen, wenn by =by=...=by, =0. Das homogene lineare Gleichungssystem
a11x1 + a12T2 + ...+ AT = 0
(211 + ag2xs + ...+ a2pTy = 0
Am121 + oo + ... + Gy, = 0

heifit das zu (x) assoziierte homogene lineare Gleichungssystem.

Proposition 1. Sei E(A, (b1,...,by)) mit A = (a;j)i=1.2,...m € M(m xn,K) ein
J=1,2,...,n

lineares Gleichungssystem iiber einem Korper K in n Unbestimmten bestehend aus

m Gleichungen. Sei E(A,(0,...,0)) das dazu assoziierte homogene lineare Glei-

chungssystem. Fiir die Losungsmengen gelten

(i) S(4,(0,...,0)) ist ein  Untervektorraum von K". Es gilt
dim S(A4,(0,...,0)) =n —rk(A).

(if) S(A, (b1,...,bn)) ist entweder die leere Menge oder eine Nebenklasse des Un-
tervektorraums S(A4, (0,...,0)) von K". Ist also S(A4,(b1,...,bn))
£ 0 und z €  S(A4,(b1,...,bn)), so gilt S(A, (b1,...,bm)) =
z+S(4,(0,...,0)).



46

Beweis. Wir betrachten die lineare Abbildung
n n n
f K" — Km, (SEl,I’Q, ey In) — (Z a2, Zagj:cj, ey Zam]‘fﬂj)
j=1 j=1 j=1

Also f ist die lineare Abbildung L4 45 : K™ — K™ zu der Matrix A und den
Standardbasen A und B von K™ und K™. Es gilt

S(4,(0,...,0)) = ker(f)

S(A, (byy...,bm)) = F (b1, b))

(i) Es gilt dim S(A4, (0,...,0)) =n —rk(f) = n — rk(A), wobei die erste Gleichung
nach II, §1, Satz 15 (Dimensionsformel fiir die lineare Abbildungen) und die zweite
Gleichung nach II, §4, Proposition 4 gilt.

(ii) folgt aus II, §1, Lemma 6. O

Zur Bestimmung der Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems:

Wir gehen aus von einem linearen Gleichungssystem FE(A, (by,...,by)) mit A =

(@ij) i=1.2.....m € M(mxn, K), also ein lineares Gleichungssystem iiber einem Koérper
j=1,2,...,n

K in n Unbestimmten bestehend aus m Gleichungen. Wir nehmen an A # 0. Wir

wollen die Losungsmenge S(A, (b1, ..., by)) € K™ untersuchen.

(I) Sind wuq,us,...,us elementare Zeilenumformungen und ergeben wug,us,
..., up angewandt auf A die Matrix A" = (a};)i=12..m € M(m x n, K)
i=1,2,...,n
b1 b}
und angewandt auf die Matrix : die Matrix : , so erhalten
bm b,
wir das lineare Gleichungssystem E(A’, (b],...,b,)) und es gilt

S(A, (b1 ...,by)) =S(A", (b),....0.))

Beweis. Wir diirfen annehmen, dafl £ = 1. Die Zeilenumformung u; ist vom
Typ I, IT oder III aus §1, Definition 1. Fiir jeden dieser drei Fille 148t sich
die Behauptung leicht verifizieren. O

(IT) Seien nun wy,us,...,up so gewihlt, dal A’ von Zeilenstufenform ist (§1,
Satz 3). Wir haben die linearen Gleichungssysteme E(A, (b1,...,bm)),
E(A", (b),...,b,)) und die assoziierten homogenen linearen Gleichungssy-
steme E(A,(0,...,0)),E(A’,(0,...,0)). Nach (I) gilt

S(A, (by ... b)) = S(A", (¥,...,00))
S(A,(0...,0)) = S(A,(0,...,0))

Deshalb werden wir im folgenden mit den Gleichungssystemen
E(A, () ...,b,)) und E(A’,(0,...,0)) arbeiten.

Sei r € {1,2,...,m} die Anzahl der von Null verschiedenen Zeilen von A’ (N.B. r
ist der Rang von A und A’ (nach §2, Korollar 3)). Seien j1, jo,...,jr € {1,2,...,n}
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die Stufenindizes von A’. Also

0 ... 0]ay,;, =

0 ... 0 O *

0 ... 00 ... 0 ]a_q,; , = -

0 0 O 0 0 0 |ay,, * *
0 0 O 0 0 0 0 0
0O ... 0 0 ... O 0 .0 o ... ... 0

Wir setzen T :={1,2,...,n} — {j1, 52, - -, Jr}-
Der Rechenaufwand in den nachfolgenden Punkten minimiert sich (genauer: =
Null), wenn A’ so gewéhlt ist, daf} fiir jedes k € {1,2,...,7} gilt a;w.k =1 und

/

@i

= 0 fiir alle ¢ < &k (“Matrix von spezieller Zeilenstufenform”). Dies wird hier

aber nicht vorausgesetzt.

(I11)

Es ist S(A4',(b},...,b,)) # 0 genau dann, wenn fiir jedes ¢ mit
r+1<i<mgil b, =0.

Beweis. Fiir jedes ¢ mit » + 1 < i < m lautet die i-te Gleichung des
Gleichungssystems E(A’, (b),...,0],))

0z1 + O0xg + ...+ Oz, = U]

und somit ist 0 = b}, wenn S(A’, (b}, ...,b),)) # 0. Im nachfolgenden Punkt
(IV) werden wir zeigen, dafl S(A’, (b],...,b.,)) # 0, wenn fiir jedes ¢ mit
r+1<i<mgiltb, =0.

Ab jetzt nehmen wir an, dafl b, = 0 fiir alle ¢ mit r + 1 < < m.

(V)

(VD)

Ist fiir jedes i € T ein x; € K gegeben, so gibt es eindeutig bestimmte
Tjy, Ly, .., 25, € K, s0daB (z1,29,...,2,) € S(A, (b],...,0.,)).

Beweis. Die Definition von z;, ,xj,,...,x;, erfolgt in der Reihenfolge
P R I
e Daay; #0,gibt es ein eindeutig bestimmtes x;, € K, sodaf z;,,zj, 11,
..., @y, die r-te Gleichung von E(A’, (b],...,b),)) erfiillen.
e Daa,_,,; , #0,gibt es ein eindeutig bestimmtes z; _, € K, so daB
Tj 1 Tj_ 41y, Ty die (r — 1)-te Gleichung von E(A’, (b],...,0],))
erfiillen.

e Daa); #0,gibt es ein eindeutig bestimmtes x;, € K, sodal zj,, zj, 41,
..., Tp die 1-te Gleichung von E(A’, (b),...,b],)) erfiillen.

Die i-te Gleichung von E(A’, (V),...,b],)) fir r + 1 <14 < m ist erfiillt, da
b, = 0. O
Fiir jedes i € T setze z; := 0 € K. Nach (IV) gibt es eindeutig bestimm-
te zj,, 2y, ...,z € K, sodaB z := (z1,22,...,2,) € S(A, (b},...,b),,)).
Dadurch ist ein Element von S(A’, (b),...,b,)) = S(A, (b1,...,bm)) be-
stimmt.
Es ist r < n. Es ist 7 = n genau dann, wenn |S(A’, (b),...,,))| =1 (und
das Element von S(4’, (b},...,b),)) wurde in (V) bestimmt).

rm



48

1.Beweis. Da 1 < j; < jo < ... < j, <mn, folgt r < n. Esist r =n genau
dann, wenn 7' = @ (und es ist dann j; = 1,j2 = 2,...,j, = n). Nach (IV)
ist das letztere genau dann erfiillt, wenn |S(4’, (b,...,b0,))| = 1.
2. Beweis. Proposition 1. Beachte, dafl  der Rang von A’ ist. (]

Ab jetzt nehmen wir an, dafl » < n. Beachte, dafl |T| =n —r.

(VII) Nach der Aussage von (IV) (angewandt auf das lineare Gleichungssystem
E(A’,(0,...,0))) gibt es zu jedem (a;|i € T') € K™ eindeutig bestimm-
te aj,,aj,,...,a5, € K, so daB (ai,as,...,a,) € S(A,(0,...,0)). Damit
erhalten wir die Abbildung

f:K" " = S(A4,(0,...,0), (a;li € T) = (a1,az,...,a,)

Nach Proposition 1 (i) ist S(A’,(0,...,0)) ein Untervektorraum von K™.
Es gilt: f ist ein Isomorphismus.

Beweis. Fiir die Abbildung
g:S(A,(0,...,0)) = K", (x1,T2,...,2,) — (z5]i € T)

gilt fog =1id (aufgrund der Eindeutigkeit von a;,,a;,,...,a;. ) und go f =
id. Also sind f und g bijektiv und f = ¢—'. Da g linear ist, folgt, daf f
linear ist (II, §1, Lemma 3 (iv)). O
(VIII) Aus (VII) (und II, §1, Proposition 8 (iv)) folgt, dafl fiir jede Basis
(v1,v2,...,0p—r) von K™ " das Tupel (f(v1), f(va),..., f(vp—r)) eine Ba-
sis von S(A’,(0,...,0)) ist. Wenden wir dies insbesondere auf die Stan-
dardbasis von K™ " an, so erhalten wir eine Basis (z1,2a,...,2,—,) von
S(4',(0,...,0)) = S(4,(0,...,0)).
(IX) Mit dem Element z von S(A4, (b1, ...,bm)) aus (V) und der Basis (z1, 22, . . .,
Zn—r) von S(A,(0,...,0)) aus (VIII) erhalten wir nach Proposition 1 (ii)
die folgende Beschreibung von S(A4, (b1, ...,bm))

S(A,(b1,...,bm)) = z4+ {21,y 2n—r)
= {Z+>\121+...+)\n,rzn,r|)\1,...,)\n,T€K}

Beispiel. Wir wollen die Losungsmenge des linearen Gleichungssystems {iber dem
Korper Q

T+ 2x9+x3+x4 = 0
(*) —2x3+4xy = 2
—x1 — 210+ 23— 54 = —2

bestimmen. Dies geschieht in 5 Schritten.

(1) Transformation der Koeffizientenmatrix von () durch elementare Zeile-
numformungen in eine Matrix in (spezieller) Zeilenstufenform (cf. (I), (II)):

1 2 1 1 0
0 0 -2 4 und 2
-1 -2 1 -5 -2

Addition von Zeile 1 zu Zeile 3 und Addition von Zeile 2 zu Zeile 3 ergeben

1 2 1 1 0
0 0|-2 4 und 2
0 0 0 0 0
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Multiplikation von Zeile 2 mit —% und anschlieBende Subtraktion von Zeile
2 von Zeile 1 ergeben

1 2 0 3 1
A=|00]1 -2 und —1 | =¥
0 0 0 0
Wir betrachten das lineare Gleichungssystem zu A’ und b’
(*), T1+2x9+3x4 = 1
3 —2x4 = —1

Die beiden Gleichungssysteme (*) und (*)" haben dieselbe Losungsmenge.
(2) Das lineare Gleichungsystem ()’ hat eine Losung, da fiir jedes i € {1,2,3}
gilt: Ist die i-te Zeile von A’ gleich Null, so ist auch die i-te Zeile von b’
gleich Null. (cf. (IIT)).
(3) Bestimmung einer Losung von (%) (cf. (V)):
Da j; = 1 und jy = 3 die Stufenindizes von A’ sind, sind x5 und z4 frei
wéhlbar (cf. (IV)). Wir wéhlen 2 = 0 und 24 = 0, und berechnen xz3 = —1
und z; = 1. Also ist (1,0, —1,0) eine Lésung von (*)" und damit auch von
(4) Bestimmung einer Basis der Losungsmenge des homogenen linearen Glei-
chungssystems (x)}, assoziiert zu (%) (cf. (VIII)):

(*), { x1+2r9+3x4 = 0

Tr3 — 2564 =0
2o und x4 sind frei wéhlbar (cf. (VII)). Wir wihlen 22 = 1 und z4 = 0,
und berechnen 23 = 0 und z; = —2 und erhalten (—2,1,0,0). Wir wihlen
r9 = 0 und x4 = 1, und berechnen z3 = 2 und z; = —3 und erhalten
(=3,0,2,1). Also ist ((—2,1,0,0),(—3,0,2,1)) eine Basis der Losungsmenge
von (x)}, die mit der Losungsmenge des zu (x) assoziierten homogenen

linearen Gleichungssystems {ibereinstimmt.
(5) Die Losungsmenge S((x)) von (x) ist (cf. (IX))

S((*)) = (1, 0, —170) + <(—2, 1, 0,0)7 (-3,0,2, 1)>
= {(1,0, —1,0) + )\1(—2, 1,0,0) =+ /\2(—3,0,2, 1) | )\1,)\2 S Q}
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IV Determinante

§1 Permutationen

Definition 1. Sei n € N. Die Menge aller bijektiven Abbildungen {1,2,...,n} —
{1,2,...,n} wird mit S, bezeichnet. Fiir 0,7 € S,, setze

oc-T:=00T€ES,

mit o o7 die Komposition der beiden Abbildungen ¢ und 7. Das Paar (S, ) ist eine
Gruppe. Sie heiit die symmetrische Gruppe der Menge {1,2,...,n}, die Elemente
von S, heiflen die Permutationen der Menge {1,2,...,n}. Das neutrale Element
der Gruppe (S, -) ist die Identitét id der Menge {1,2,...,n} und das Inverse zu
einem o € S, in der Gruppe (S,,) ist die Umkehrabbildung o~!. (Die Gruppe
(Sh, ) wurde schon in I, §1 betrachtet).

Definition 2. Ein o € S,, heifit Transposition, wenn es a,b € {1,2,...,n} mit
a # b gibt, so dal o die Elemente a,b vertauscht und alle anderen Elemente von
{1,2,...,n} fest lafit, d.h. o(a) = b und o(b) = a und o(k) = k fiir jedes k €
{1,2,...,n} — {a,b}. Schreibe dafiir 0 = (a b). Eine Transposition (a b) heifit
speziell, wenn die natiirlichen Zahlen a, b benachbart sind, d.h. |a — b] = 1.

Fiir jede Transposition o € S,, gilt 0 -0 =1id, also 0! = 0.

Proposition 3. Sei n € N mit n > 2.

(i) Jede Transposition (a b) € S, ist ein Produkt von 2r — 1 speziellen Transpo-
sitionen mit r := |a — b| € N.
(ii) Jedes Element von S, ist ein Produkt spezieller Transpositionen.

Beweis. (i) Wir fithren Induktion nach r € N.

r = 1: Dann ist (a b) eine spezielle Transposition und wir sind fertig.

r—r+1: Sei (a b) € S, mit |a—b| =r+1(> 2). Wir diirfen annehmen, dafi a < b
und damit a < b — 2. Betrachte a < ¢:=a+1 < b. Es gilt (a b) = (a ¢)(c b)(a c).
Nach Induktionsvoraussetzung ist (¢ b) ein Produkt von 2r — 1 speziellen Trans-
positionen. Dann ist (a b) ein Produkt von (2r — 1) + 2 = 2(r 4+ 1) — 1 speziellen
Transpositionen.

(i) Nach (i) geniigt es zu zeigen, daf jedes Element von S, ein Produkt von Trans-
positionen ist. Dies zeigen wir durch Induktion nach n.

n = 2: Es ist S3 = {id, 0} mit o eine Transposition und id = o - 0.

n —n+ 1: Setze

Spi1={0 €S |o(n+1)=n+1} C Spp1
Wir haben die Abbildungen
S/

n

11—~ 50T

Sp = Sy, T T
wobei g :=0[{1,2,...,n} und 7 : {1,2,...,n+1} — {1,2,...,n+1} die Abbildung
ist mit 7(z) = 7(z) fir jedes x € {1,2,...,n} und 7(n+ 1) =n+ 1.
Ist o € S}, so gibt es nach Induktionsvoraussetzung Transpositionen 71, 72, ..., 7y,
€S, mitT =7 -Ta-... T, woraus sich ergibt 0 = (7)™~ = (7)™ - (172)~ .. .- (7)™
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und (71)~,(72)~, ..., (T;m)~ € Sp41 sind Tranpositionen. Also ist jedes o € S, 4
ein Produkt von Transpositionen.

Seinun 0 € Syp41—S,, ;1. Dannist o(n+1) # n+1. Sei 7 € S, die Transposition,
die n+1 und o(n + 1) vertauscht. Dann ist 7-0 € S}, ; und wie eben gezeigt, gibt

es Transpositionen o1, 09, ...,0, € Sy+1 mit

T-0=01°02" ... 0m,
woraus sich ergibt ¢ = 7-01 02 ... 0,,. Damit ist gezeigt, dafl o ein Produkt von
Transpositionen ist. O

Definition 4. Fiir jedes o € S,, definiert man das Signum von o, bezeichnet mit
sign(o), durch
sign(o) := (=1)' € {1,-1}
wobei
te = {04, 7) e {1,...,n} x{1,....,n} |i<jund o(i) > o(j)}| € Ng
Ein Paar (i,7) mit ¢ < j und o(4) > o(j) heifit Fehlstand von o.

Proposition 5.
(i) Fiir alle 0,7 € S,, gilt sign(ro) = sign(7) - sign(o).
(ii) Es ist sign(id) = 1.
(iii) Fiir jedes o € S, gilt sign(o~!) = sign(o).
(iv) Fir jede Transposition o € S, gilt sign(o) = —1.
Beweis. (i) Setze

My: = {(i,5)|i <jund o(i) < o(j) und 7(c(i)) > (o (j))}
My: = {(i,5)|i <jund o(i) > o(j) und 7(c(i)) > 7(c(j))}
Ms: = {(i,5)|i <jund o(i) > o(j) und 7(0(i)) < 7(c(4))}

Dann gelten
(1) MiN My =0 und My UM, ={(i,7)]i < jund 7(c(i)) > 7((4))}
(2) MonN Mz =0 und My U M; :={(i,7)|i <jund o(i) > o(j)}
(3) Setzen wir
M{: = {(i,§)]i <jund c71(i) < o7(j) und 7(i) > 7(5)}
Mj: = {(i,7))i <jund o71(i) > o71(j) und 7(i) > 7(5)}
so ist M{ N M, = 0 und M{ UM = {(i,j)]i < jund 7(¢) > 7(j)} und
gibt es bijektive Abbildungen M; = M/ und M3 — Mj}.
(Zur Existenz der bijektiven Abbildungen: Wir haben die Abbildungen
fl :Ml —>M{ ’ (7’73)'—>(U(2)7J(]))
f3:M3—>M?/) ) (27.])'—)(0-(])70-(2))
und die Abbildungen
g1:M] — My, (i,5) — (07 '(i),07'(4))
g3 My — M, (i,5) — (07'(j), 071 (i))
Es ist fl o0g1 = ld7 g1 © fl = id und f3 0 gs = ld7 gs © f3 = id. Also sind f]_
und f3 bijektiv).
Aus (1),(2),(3) folgt
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(') trg = [ M| + [ My
(2') to = |Ma| + |Ms]
(3") tr = |Mi| + M| = [M] + [Ms]
Also
tro =t; +te — 2 | Ms]
und somit sign(ro) = (—1)t7e = (=1)t(—1) = sign(7)sign(o).
(ii) Es ist tiq = 0 und somit sign(id) = (—1)%d = (=1)° = 1.
(iii) Nach (i) und (ii) gilt 1 = sign(id) = sign(c~1o) = sign(o~!)sign(o), woraus
folgt sign(o~!) = sign(o).
(iv) Ist o eine spezielle Transposition o = (a b) (mit a < b), so hat ¢ genau einen
Fehlstand, niamlich (a,b), und somit ist sign(c) = (—1)ts = (=1)! = —1.

Ist o eine Transposition, so gilt ¢ = o109 - ... 0, mit o1,09,...,0, spezielle
Transpositionen und n von der Form 2r — 1 (Proposition 3 (i)) und somit gilt nach
(i) sign(o) = sign(oy) - sign(oq) - ... - sign(o,) = (-1)" = —1. O

§2 Matrizen iiber Ringen

Seien R ein kommutativer Ring mit Einselement und m,n € N. Eine m x n-Matriz
iiber R ist eine Abbildung A : {1,2,...,m} x {1,2,...,n} = R. Ist a;; € R das
Bild von (4,j) € {1,2,...,m} x {1,2,...,n} unter A, so schreibt man statt A auch
(aij) =12 M (m x n, R) bezeichnet die Menge aller m x n-Matrizen iiber R.

Verkniipfungen (analog zu II, §2)
e Fiir A,B € M(m x n,R) hat man A+ B € M(m x n, R).
e Fir A€ Rund A € M(m x n,R) hat man \- A € M(m X n, R).
e Fir Ae M(mxn,R)und B € M(n x ¢, R) hat man A- B € M(m x ¢, R).

Alle Aussagen und Definitionen in II, §2 nach Proposition 1 gelten analog fiir
M(m X n, R) statt M(m x n, K).

Insbesondere haben wir: Fiir jedes n € N ist das Tripel (M(n x n, R),+,) (mit -
die Multiplikation) ein Ring mit Einselement. Das Einselement ist die Matrix E,,
mit

1 0 ... 0
0 1 0... 0

E,:=| . .| eMmnxn,R)
0 ... 0 1

Die Einheiten dieses Rings heiflen die invertierbaren n x n-Matrizen {iber R. Al-
so eine Matrix A € M(n X n, R) ist invertierbar genau dann, wenn es ein B €
M(nxmn,R) mit A- B=E, = B- A gibt. B ist eindeutig durch A bestimmt. Man
setzt A~ := B. Die Menge aller invertierbaren Matrizen von M (n x n, R) wird mit
GL(n, R) bezeichnet.
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§3 Existenz und Eindeutigkeit der Determinante und
einige Eigenschaften der Determinante

Fiir den gesamten Paragraph seien ein kommutativer Ring R mit Einselement und
ein n € N gegeben.

Fir a1,a9,...,a, € R™ bezeichnet
ai
as
an
die n x n-Matrix iiber R, deren i-ter Zeilenvektor gerade a; ist (fiir i =1,2,...,n).

Definition 1. Eine Determinante auf M (n x n, R) ist eine Abbildung
det : M(n xn,R) > R, A det A
fur die gilt

(I) det ist multilinear in den Zeilen, d.h. fiir jedes ¢ € {1,2,...,n} und alle
A1y ey Qie1, Qit1,-- -, 0y € R™ ist die Abbildung

ai

Aj—1
R" - R, x +— det x
Qj+1

2%

linear, d.h. fiir alle z,y € R™ und X € R gilt

a1 aq ai
ai—1 Ai—1 ai—1
det | =+y | =det T + det y
Ait1 Ai+1 Ait+1
a’n an an
und
ai ay
Ai—1 aj—1
det Ax = X-det T
Ai+1 Ait1

Qn Qn
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(IT) det ist alternierend in den Zeilen, d.h. ist A € M(n x n, R) eine Matrix,
so dafl zwei benachbarte Zeilen von A {ibereinstimmen, so gilt det A = 0.
Genauer: Sind a1, as9,...,a, € R™ und gibt es ein ¢ mit 1 <47 <n —1 und
a; = Qjy1, SO ist

ai
a2

det . =0
an

(IIT) det B, = 1.

Beispiel 2. Wir betrachten den Fall n = 1. Es gibt genau eine Determinante auf
M(1 x 1, R), und diese ist die Abbildung det : M (1 x 1, R) — R, (a) — a.

Beweis. Die angegebene Abbildung hat die Eigenschaften (I),(II),(III) aus Definition
1 und ist somit eine Determinante auf M (1 x 1, R).
Ist f : M(1 x 1,R) — R eine Determinante auf M (1 x 1, R), so gilt f((a)) =

f((a-1)) =a- f((1)) (nach (I)) und f((1)) =1 (nach (IIT)) und somit f((a)) =a ,
also f = det. O

Satz 3. Sei det : M(nxn,R) — R eine Abbildung, die multilinear und alternierend
in den Zeilen ist, d.h. die (I) und (IT) in Definition 1 erfiillt. Dann gelten

(i) Ist A € M(n x n, R) und ensteht A" € M(n x n, R) aus A durch Anwenden
einer Permutation o € S,, auf die Zeilen von A, so gilt det A" = sign(o) - det A.

Genauer: Sind a1,as,...,a, € R" und ¢ € S, so gilt
Qg (1) a1
s (2) . az
det . = sign(o) - det
QAo (n) Qnp

(ii) Ist A € M(nxn, R), so daf zwei Zeilen von A iibereinstimmen, so gilt det A =
0. Genauer: Sind aq,as,...,a, € R™ und gibt es 4,j € {1,2,...,n} mit i # j
und a; = a;, so gilt

ax

as
det . =0

an

(iii) Sei A € M(n x n, R). Wir wenden auf A die elementaren Zeilenumformungen
an:
(I) Entsteht A" € M(n x n, R) aus A durch Vertauschen zweier Zeilen von
A, so ist det A’ = —det A.
(II) Entsteht A’ € M(n xn, R) aus A durch Multiplikation einer Zeile von A
mit A € R, so ist det A’ = X\ - det A.
(III) Entsteht A’ € M(nxn, R) aus A durch Addition des A-fachen (mit A € R)
einer Zeilen von A zu einer anderen Zeile von A, so ist det A’ = det A.

Beweis. (i) Zuniichst zeigen wir
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(x) Ist A € M(n x n,R) und entsteht A’ € M(n X n, R) durch Vertauschen
zweier benachbarter Zeilen von A, so gilt det A’ = — det A.

Denn: Seien ein ¢ mit 1 <¢ <n—1und ay,...,6;-1,a+2,...,0, € R™ gegeben.
Fiir z,y € R™ setze

a1

@i—1
f(z,y) :=det

Aj42

QA

Wir haben zu zeigen f(z,y) = —f(y, ). Dazu: Nach Definition 1 (I) gilt f(z+y,z+
y) = fl@z+y)+ fly, 2 +y) = f(z,2)+ f(z,y) + f(y, x) + f(y,y). Nach Definition

1 (I1) gilt f(z +y,x+y) = f(z,2) = f(y,y) = 0. Dann folgt f(z,y) = —f(y,z).
Damit ist (%) bewiesen.

Nach §1, Proposition 3 kénnen wir fiir das ¢ in (i) schreiben o = 0105 . .. - 0y, mit
01,09 ...,0m € Sy, spezielle Transpositionen. Nach () erhalten wir

s (1) ay
(%) det Cbg:(z) =(=1)" -det “

o (n) On

Nach §1, Proposition 5 gilt sign(c) = sign(oy)-sign(oz)-. . .-sign(c,,) und sign(oy) =
sign(og) = ... = sign(o,,) = —1, also sign(c) = (—1)™. Mit (xx) folgt die Behaup-
tung von (i).

(iii)(I) Fiir jede Transposition o € S, gilt sign(c) = —1 (§1, Proposition 5). Des-
halb erhalten wir (iii)(I), indem wir (i) anwenden mit o eine Transposition.

(ii) Sei A € M(n x n,R) und es gebe i,j € {1,2,...,n}, so daBl i # j und die i-te
und j-te Zeile von A iibereinstimmen. Sind ¢, j benachbart (d.h. |i — j| = 1), so gilt
det A = 0 nach Definition 1 (II). Seien nun ¢, j nicht benachbart. Wir diirfen an-
nehmen, dafl i < j. Sei A’ € M(n x n, R) die Matrix, die aus A durch Vertauschung
der i-ten und (j — 1)-ten Zeile von A entsteht. Nach der schon bewiesenen Aussage
(iil) (T) gilt det A’ = — det A. Die (j — 1)-te und j-te Zeile von A’ stimmen {iberein.
Deshalb det A’ = 0. Dann folgt det A = 0.

(iii) (IT) gilt nach Definition 1 (I).

(iii) (III) Seien a1, as,...,a, € R*";A € Rund i,j € {1,2,...,n} mit ¢ # j. Dann

det : = det : + det : =
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a; a; a;
= det : + A -det : = det

aj a; aj

wobei die erste und zweite Gleichung nach Definition 1 (I) und die letzte Gleichung
nach (ii) gelten. O

Satz 4. (Eindeutigkeit der Determinante und Leibnizformel)
Ist det : M(n x n, R) — R eine Determinante auf M(n x n, R), so gilt fiir jede
Matrix A = (a;;) € M(n x n, R)

det A = Z Sign(0)a15(1y20(2) * - - - * Ano(n)
g€Sy

Diese Formel heifit Leibnizformel.
Als Folgerung erhalten wir, dafl es hochstens eine Determinante auf
M(n x n, R) gibt.

Beweis. Zunéchst zeigen wir
(*) Seidet : M(nxn,R)— R eine Abbildung, die multilinear und alternierend
in den Zeilen ist, d.h. die (I) und (II) in Definition 1 erfiillt. Sei (a;;) €
M(n xn,R) und seien by, ba,...,b, € R". Fiir jedes i € {1,2,...,n} haben
wir das Element Y27, a;;b; € R™. Es gilt
-1 015b; by
det = ( Z sign(0)a10(1)a20(2) - - - am(n)) - det
2i—1 angb; oESn by
Beweis von (x).
Wir setzen L := {1,2,...,n}. Aufgrund der Multilinearitdt von det (Definition 1
(I)) haben wir
> iy a1jb; bj,
(1) det = Z (aj, - - anj, - det )
S ansby ) Grein)els b,

Nach Satz 3 (ii) gilt

bj,
(2) Z (aljl Ceet Qpy, det ) =
(J1seeesdn)EL™ bj”
bjl
Z (aljl Cee ot Qpg, det ) =
(1, dn)ELT, b
JRFde fir ke i
bo(1)

Z (ala(l) el am,(n) -det )

oESy
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Nach Satz 3 (i) gilt

bo(1)
(3) D (@150) - Gno(n) - det : ) =
75 b (n)
by
Z (A1) * - Qo) - sign(o) -det | 1 | ) =
cES, by,

( Z Sign(o‘)alg(l) e ang(n)> - det
oSy by,

Aus (1),(2),(3) folgt ().

Wie im Fall eines Korpers definieren wir auch fiir unseren Ring R die Elemente
e; :==(0,...,0,1,0...,0) € R™. Sei A = (ai;) € M(n x n, R). Der i-te Zeilenvektor
von A ist (a1, @iz, .., Qin) = Z?Zl a;je; € R™. Seidet : M(nxn, R) — R weiterhin
wie in (x). Nach (x) gilt

>io1 a1je;
det A = det =
D1 Ong€;
€1
( Z Sign(O’)dlg(l)azg(g) e ang(n)) - det =
o€Sn €n

( Z SigN(0)a15(1)020(2) * - - - * Gno(n)) - det By
ocESn

Ist nun det : M (nxn, R) — R eine Determinante, so ist det E,, = 1 nach Forderung
(IIT) in Definition 1, und somit folgt det A = 3 ¢ sign(0)ai4(1)20(2) - - Ano(n)-
O

Satz 5. (Existenz der Determinante und Laplace-Entwicklung nach Spalten)

(i) Es gibt eine Determinante auf M (n x n, R),
det,, : M(n xn,R) - R

(N.B. Nach Satz 4 ist det,, eindeutig).

(ii) Sei n > 2 und sei A = (a;;) € M(n x n,R). Fir jedes (4,7) € {1,...,n} x
{1,...,n} sei A;; € M((n—1)x(n—1), R) die Matrix, die durch Streichen der
i-ten Zeile und j-ten Spalte von A entsteht. Dann gilt fiir jedes j € {1,2,...,n}

detnA = Z(—l)iJrj c Qg detn_lAij
i=1

Diese Formel nennt man die Entwicklung von det,, A nach der j-ten Spalte.
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Beweis. (i) Wir zeigen die Behauptung durch Induktion nach n.

Fiir n = 1 gilt die Behauptung nach Beispiel 2.

(n—1) = n(n > 2) : Wir nehmen an, daf} eine Determinante det,_; : M((n —
1)x(n—1)) — R existiert und zeigen, daf es eine Determinante auf M (nxn, R) gibt.
Wir wihlen ein & € {1,2,...,n} und definieren eine Abbildung det,,
M(n x n,R) — R, indem wir fiir jedes A = (a;;) € M(n x n, R) setzen

(%) det, A=Y (=1)""" - ;- det,_1 Ajp
=1

wobei A;, € M((n — 1) x (n — 1), R) die Matrix ist, die durch Streichen der -
ten Zeile und der k-ten Spalte von A entsteht. Um einzusehen, dafl det, eine
Determinante auf M (n x n, R) ist, haben wir zu {iberpriifen, daf} det, die Ei-
genschaften (I),(IT),(III) aus Definition 1 hat. Die Eigenschaft (I) bzw. (III) kann
man leicht aus der entsprechenden Eigenschaft (I) bzw. (III) von det,,_; ablei-
ten. Um (II) zu verifizieren, geben wir uns ein ¢ € {1,2,...,n — 1} und eine Ma-
trix A = (a;;) € M(n x n,R) vor, so da die ¢-te und (¢ + 1)-te Zeile von A
iibereinstimmen und zeigen, daf§ det,, A = 0. Fiir jedes i € {1,2,...,n} —{{,£+ 1}
stimmen zwei benachbarte Zeilen von A;; iiberein und somit ist det,_1 A;z = 0.
Wir erhalten

detn A= (—1)€+k Qe detn,1 A[k + (_1)€+1+k AN W detn,1 Al+1,k

Da die ¢-te und (¢ + 1)-te Zeile von A iibereinstimmen, gilt ag, = ar41,, und
A, = Agy1 . Damit erhalten wir det,, A = 0.

(ii) Fiir jedes n > 2, jedes A = (a;5) € M(n x n, R) und jedes k € {1,2,...,n} gilt
die Gleichung (*) im Beweis von (i), d.h. (ii) gilt. O

GemiB Satz 4 und Satz 5 gibt es genau eine Determinante auf M (n x n, R), die wir
im folgenden mit det bezeichnen,

det : M(nxn,R) — R

Satz 6. Fiir alle A, B € M(n x n, R) gilt
det(AB) =det A-det B

Beweis. Sei A = (a;;) und seien by, bs,...,b, € R" die Zeilenvektoren von B. Der
i-te Zeilenvektor von AB ist 22:1 a;;b;. Nach (%) im Beweis von Satz 4 gilt
21 a15b;

det(AB) = det : =
21 angb;

by
( Z sign(a)alg(l)ago(g) e ang(n)) - det =det A-det B
gES, bn
wobei fiir die letzte Gleichheit die Leibnizformel benutzt wird. O

Satz 7. Fiir jedes A € M(n x n, R) gilt
det(*A) = det A
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Beweis. Seien A = (a;;) und *A = (b;;), also b;; = a;;. Wir benutzen die Leibniz-
formel fiir A und *A
@)

detA = Zaesn Sign(0)a10(1)020(2) * -+ - * Gno(n) =
. (2)
= desn Slgn(o) Ag-1 1)1(10-—1(2)2 : a/afl(n)n =
. (3)
= ZGES” 51gn(0 ) o—1(1) 104 —1(2)2 -aa—l(n)n =
= ZUES" Sign(a) A5(1)105(2)2 - Oolnyn =
- ZUESn Sign(o—)blo(l)b2o(2) . bna(n) =
det(*A)

Dabei gelten die Gleichungen (1),(2),(3) aufgrund von

(1) Dadie Abbildung o= : {1,2,...,n} — {1,2,...,n} bijektivist und o (c=1(7)) =

i, entsteht das Produkt a,-1(1)1a5-1(2)2"- - -*@5-1(n)n aus dem Produkt a1, (1)a25(2)-
- Gpg(n) durch Vertauschen der Faktoren.

(2) sign(c~1) = sign(o) (nach §1, Proposition 5)

(3) Die Abbildung S,, — S,, o+ o~ ! ist bijektiv. O

Korollar 8.

(i) Die Eigenschaften (I) und (II) in Definition 1 und die Aussagen von Satz 3
gelten auch, wenn man das Wort “Zeile” durch das Wort “Spalte” ersetzt.
(ii) Sei n > 2 und sei A = (a;5) € M(n x n, R). Fiir jedes ¢ € {1,2,...,n} gilt

det A = Z(_l)’LJrJ c Qg ot det Aij

Diese Formel nennt man die Entwicklung von det A nach der i-ten Zeile.

Beweis. Wir benutzen Satz 7 und beachten, dafi die Zeilen (bzw. Spalten) von A
mit den Spalten (bzw. Zeilen) von *A {ibereinstimmen. (ii) folgt dann aus Satz 5
(ii). O

§4 Beispiele von Determinanten

Fiir den gesamten Paragraph sei ein kommutativer Ring R mit Einselement gege-
ben.

In §3, Beispiel 2 wurde die Determinante einer (1 x 1)-Matrix angegeben, namlich
det(a) = a

Beispiel 1. Fiir jedes A = < @i > € M(2x2,R) gilt
a;  G22

det A = aj1a22 — a12a21
Beweis . Wir entwickeln det A nach der ersten Spalte (§3, Satz 5 (ii))
detA = (71)1+1a11 det(azg) + (71)2+1a21 det(a12) =

= aii1G22 — a21a12
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Definition 2. Sei A = (a;;) € M(n x n, R).

(i) A heifit obere Dreiecksmatriz, wenn a;; = 0 fiir alle (¢,7) mit j < ¢ (d.h. alle
Koeffizienten unterhalb der Diagonale sind gleich Null).

*
* X X X X

(i) A heit untere Dreiecksmatriz, wenn a;; = 0 fiir alle (¢, ) mit j > ¢ (d.h. alle
Koeffizienten oberhalb der Diagonale sind gleich Null).

* X X X ¥
*

Beispiel 3. Sei A = (a;;) € M(n x n,R) eine obere Dreiecksmatrix oder untere
Dreiecksmatrix. Dann

det A = a11a22 * ... App
Beweis. Sei A eine obere Dreiecksmatrix. Wir fithren Induktion nach n. Der Fall
n =1 ist klar, da det(a) = a.
n — n + 1: Wir entwickeln det A nach der letzten Zeile von A (§3, Korollar 8 (ii))

al * * *
det A = det " * —
App *
Ap41,n+1
ai1 k *
1 1 .
= (71)(774“1’ )+(’ﬂ+ )an+17n+1 det .. * =
ann
= QGp41,n41011022 * ... " App
wobei fiir die letzte Gleichung die Induktionsvoraussetzung benutzt wurde. O

Beispiel 4. Sei A € M(n x n,K), wobei K ein Korper ist. Sei A" = (a};) €
M(n x n,K) eine Matrix in Zeilenstufenform, die aus A durch elementare Zeile-
numformungen vom Typ (I) und Typ (III) hervorgeht (III, §1, Satz 3). Sei m € Ny

die Anzahl der Umformungen vom Typ (I). Dann gilt

det A= (—=1)"-a)j aby ... al,
Beweis. Wir haben
det A= (—1)"-det A" = (=1)" -ajjaby ... a,,

wobei die erste Gleichung nach §3, Satz 3 (iii) gilt und die zweite Gleichung nach
Beispiel 3 gilt, da A’ eine obere Dreiecksmatrix ist. O
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1 a a2 ay~!
1 ay a3 ay ™t
A= € M(n xn,R)
1 a, a2 an—1
die Vandermonde-Matriz zu aq,as, ..., a,. Es gilt
det A = H (a; —a;)

Beweis. Wir fithren Induktion nach n.
n = 2 : Die Vandermonde-Matrix zu aq, as ist

. 1 ay
A_ < 1 az )
mit det A = ay — ay.

(n — 1) — n: Ausgehend von der Vandermonde-Matrix A zu a1, as,...,a, fihren
wir die folgenden elementaren Spaltenumformungen durch (in der angegebenen Rei-
henfolge)

e Addition des (—aq)-fachen der (n — 1)-ten Spalte zur n-ten Spalte.
e Addition des (—ay)-fachen der (n — 2)-ten Spalte zur (n — 1)-ten Spalte.

e Addition des (—ay)-fachen der 1-ten Spalte zur 2-ten Spalte.
Die dabei entstehende Matrix A’ hat die Gestalt

1 0 ... 0
1
A = i € M(n xn,R)
: A"
1
mit
2 n—1 n—2
a2 — a1 a%—agal BRI 55} 1—a2 2(11
a3 —a; as—asa, ... s - —as ‘ai
A = ° ’ ° € M((n—1) x (n—1),R)
ay, — a1 a% — Apaq aﬁ_l — aﬁ_zal
Nach §3, Korollar 8 (i) gilt
(1) det A = det A’
Die Entwicklung von det A’ nach der ersten Zeile von A’ ergibt
(2) det A" = det A”
Es ist

(az —ay) - bo
(a3 —ay) - b3

A = . mit b; = (1 a; a? ... a?72)

(an - al) : bn
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Da die Determinante multilinear in den Zeilen ist, folgt

ba
b3
(3) det A” = (az —a1)(az —ay) ... (ap, —ay)-det | .
bn,
Die Matrix
by 1 ay a3 a§72
b3 1 a3 a3 ay~?
b 1 a, a2 an—2
ist die Vandermonde-Matrix zu as, as, . . ., a,. Nach Induktionsvoraussetzung gilt
ba
b3

(4) det | . = H (a; — a;)

Aus (1),(2),(3),(4) folgt
detA = (ag—a1)(ag—a1) ... (ap —aq) - I (aj —a;) =

(i,5)€{2,...,n}2,
1<j

§5 Determinante und inverse Matrix

Fiir den gesamten Paragraph seien ein kommutativer Ring R mit Einselement und
ein n € N mit n > 2 gegeben.

Definition 1. Fiir jede Matrix A € M(n x n, R) definieren wir eine Matrix Aprd =
A = (ai;) € M(n x n, R), indem wir fir jedes (¢, j) setzen

aij = (—1)i+j det Aji €ER
wobei A;; € M((n—1) x (n— 1), R) die Matrix ist, die aus A durch Streichen der
j-ten Zeile und der i-ten Spalte entsteht. A heifit die Adjunkte von A oder die zu
A adjungierte Matrix.
Satz 2. Fiir jedes A € M(n x n, R) gilt

A-A=(detA) - E,=A-A
Beweis. I) Wir zeigen A - A= (det A
Seien A = (aij), A= (Ezij), A- A=

)

(
. det A wenni=j
Y1 0 wenn ¢ # j

E,.
¢i;). Wir haben zu zeigen
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Es ist ¢;; = Y 1_, aikar; und somit gilt nach Definition von ay;
(*) Cij = Z(—l)k+j c QL det Ajk
k=1
Zunichst betrachten wir den Fall ¢ = j. Nach (x) und der Entwicklung von det A
nach der j-ten Zeile gilt

Cj; = Z(—l)k+j Gk det Ajk = det A.
k=1
Sei nun i # j. Sei A" = (a};) € M(n x n, R) die Matrix, die dadurch entsteht, daf
man in A die j-te Zeile durch die i-te Zeile ersetzt. Dann gilt

i = aj, und Ajp = A%y
woraus sich mit (x) und der Entwicklung von det A’ nach der j-ten Zeile ergibt
Cij = Z(—l)’”‘j - aly, - det A%y = det A’
k=1

Die i-te Zeile und die j-te Zeile von A’ stimmen iiberein. Deshalb det A" = 0 (§3,
Satz 3 (ii)). Damit ist gezeigt ¢;; = 0.

IT) Die Gleichung A- A = (det A)- E,, kann man mit Uberlegungen analog zu denen
in I) zeigen, wobei jedoch Spalten statt Zeilen benutzt werden. ([

Korollar 3. Eine Matrix A € M (n x n, R) ist invertierbar genau dann, wenn det A
eine Einheit des Rings R ist. Sind diese dquivalenten Bedingungen erfiillt, so gilt
A7t = (det A)~! - A und det(A™1) = (det A)~L.

Beweis. Sei zun#chst A invertiebar. Dann haben wir die inverse Matrix A~! und es
gilt
A-A'=E,=4"1.4

Hieraus folgt mit der Muliplikationseigenschaft fiir Determinanten (§3, Satz 6) und
detE, =1

det A-det A7'=1=det A1 -detA
Diese beiden Gleichungen besagen, dafl det A eine Einheit des Rings R ist und
(det A)~t = det A1
Sei nun umgekehrt det A eine Einheit des Rings R. Dann haben wir die Matrix
(det A)~'- A € M(n x n, R) und nach Satz 2 gilt

A-[(det A)" Al =E, =[(det A7 - A]- A
Diese beiden Gleichungen besagen, dafl A invertierbar ist und Al =
(det A)~1 - A. O
Aus Korollar 3 folgt

Korollar 4. Eine Matrix A € M(n x n, K) iiber einem Korper ist genau dann
invertierbar, wenn det A # 0. Sind diese édquivalenten Bedingungen erfiillt, so gilt
A7l = (det A)~!- A und det(A™1) = (det A)~L.
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§6 Determinante und Spur eines Endomorphismus
Sei K ein Korper.

Definition 1. Fiir jede Matrix A = (a;;) € M(n X n, K) setzt man
tr(A) =a11+as+...+au, €K
tr(A) heifit die Spur von A.

Lemma 2.

(i) Fir A,B € M(n xn,K) und A € K gilt tr(A + B) = tr(A) + tr(B) und
tr(AA) = X - tr(A), d.h. die Abbildung tr: M(n x n, K) — K, A~ tr(A) ist
linear.

(ii) Fir A, B € M(n x n, K) gilt tr(AB) = tr(BA).

Beweis. (ii) Fiir C,D € M(n x n, K) mit C = (¢;5), D = (d;j) und CD = (f;;) gilt

tr(CD) =Y fu=> O eidi)= Y cijdi
=1

i=1 j=1 (i9)€{L,....n}?

Hieraus folgt tr(AB) = tr(BA). O

Lemma 3. Seien V ein K-Vektorraum, f € End(V) und A, B Basen von V. Fiir
die Matrizen My 4,4, Ms 5,5 gilt

(i) tr(Mg.a,.4) = tr(Myp5).
(ii) det(Mf,AA) = det(MﬁB,B).

Beweis. (i) Nach der Transformationsformel (II, §3, Satz 12) gibt es ein T €
GL(n,K) (n = dimV) mit My a4 = T My gT. Mit Lemma 2 (ii) ergibt sich
dann tI‘(Mf)_A_A) = tI‘(T_l(Mf’B,BTD = tI‘((Mf)B’BT>T_1) = tI‘(MﬁB)B(TT_l)) =
tr(My5,5)-

ii) Fiir alle A, B € M(n x n, K) gilt det(AB) = det(BA) (denn nach §3, Satz 6
haben wir det(AB) = det(A) - det(B) = det(BA)). Deshalb 148t sich (ii) analog zu
(i) beweisen. O

Aufgrund von Lemma 3 kénnen wir definieren

Definition 4. Sei V ein endlich erzeugter K-Vektorraum. Fiir jedes f € End(V)
definiert man det(f), tr(f) € K durch
(i) Ist V = {0}, so setze det(f) = 1, und ist V # {0}, so wéhle eine Basis A
von V und setze det(f) = det(My 4,4).
(ii) Ist V = {0}, so setze tr(f) = 0, und ist V # {0}, so wihle eine Basis .4 von
V und setze tr(f) = tr(My 4,.4).

det(f) heiit die Determinante von f und tr(f) heifit die Spur von f.

Proposition 5. Sei V ein endlich erzeugter K-Vektorraum. Es gelten

(i) Ein f € End(f) ist ein Isomorphismus genau dann, wenn det(f) # 0. Gelten
diese fquivalenten Bedingungen, so ist det(f~!) = (det(f))~ .
(ii) Fir f,g € End(V) gilt det(f o g) = det(f) - det(g).
(iii) Die Abbildung End(V) — K, f + tr(f) ist linear, d.h. fiir alle f, g € End(V)
und A € K gilt tr(f + g) = tr(f) + tr(g) und tr(Af) = X - tr(f).
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Beweis. Wir kénnen annehmen V # {0}. Sei A eine Basis von V.
(i) Nach II, §3, Proposition 10 (ii) ist f ein Isomorphismus genau dann, wenn
My 4.4 invertierbar ist, und nach §5, Korollar 4 gilt das letztere genau dann, wenn
det(Mf,A’_A) # 0, d.h. det(f) # 0.
Ist f ein Isomorphismus und somit det(f) # 0, so erhalten wir wieder mit II, §3, Pro-
position 10 (i) und §5, Korollar 4 det(f~*) = det(My-1 4 4) = det((Mya,4)"") =
(det(Myf,a,4))~" = (det(f))~".
(i) Mit IT §3, Proposition 9 (ii) und §3, Satz 6 erhalten wir det(fog) = det(Myoq,.4,.4)
= det(My.an - Mg a,.a) = det(My ) - det(Mg a,4) = det(f) - det(g).
(iii) Die Abbildung in (iii) ist die Komposition der beiden Abbildungen

End(V) = M(nxn,K), f—Mpaa

MnxnK)—K, A~ tr(A4)

und diese beiden Abbildungen sind linear nach IT §3, Proposition 8 (ii) und Lemma
2 (). 0



