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Lineare Algebra I1

9.Ubungsblatt

Aufgabe 1:
Sei (V,( , )) ein euklidischer oder unitérer Vektorraum. Fiir zwei Elemente a,b € V
ist der Abstand d(a,b) € R, definiert durch d(a,b) := |ja—b||. Fiir zwei Teilmengen
S und T von V ist der Abstand d(S,T) € Ry definiert durch d(S,T) := inf{d(s, t) |
s € S,t € T}. Zeigen Sie:
(i) Fiir alle a,b,c € V gilt:
e d(a,b) <d(a,c)+d(c,b) (Dreiecksungleichung)
o Ist (¢ —a)L(c—b), so ist d(a,b)* = d(a,c)® + d(c,b)* (Satz von Pytha-
goras)
(ii) Ist V endlich erzeugt und sind U ein Untervektorraum von V und a € V, so
gibt es genau ein b € U mit a —b € U+ und es ist d(a,U) = d(a,b).

Aufgabe 2:
Der R-Vektorraum R® sei mit dem Standardskalarprodukt versehen. Betrachtet
wird der Untervektorraum U = {(wy,ws,w3) von R® mit wy = (1,1,1,1,1),ws =
(2,0,0,2,1),ws = (1,0,0,0, 1).

(i) Bestimmen Sie eine Orthogonalbasis von U.

(ii) Bestimmen Sie fiir z := (0,1,—1,0,1) € R® die eindeutig bestimmten s € U

und t € Ut mit z = s + ¢.

(iii) Bestimmen Sie eine Orthonormalbasis von U-+.

(iv) Bestimmen Sie den Abstand von U und (0,1,—1,0,1) (cf. Aufgabe 1).

Aufgabe 3:
(i) Der R-Vektorraum R[X] (cf. Présenzblatt 2) sei mit dem Skalarprodukt

(f.g) = / F(@)g(a)de

versehen. Bestimmen Sie eine Orthonormalbasis des Untervektorraums {f €
R[X] | f # Ogx) und deg(f) < 2} U {Or[x)}-

(ii) L&Bt jedes Orthonormalsystem eines endlich erzeugten unitéren Vektorraums
(V,{ , )) zu einer Orthonormalbasis von (V,( , )) erginzen? Begriinden Sie
Ihre Antwort.

Aufgabe 4:
Seien (V, (, )) und (W, ( , )) euklidische Vektorrdume. Zeigen Sie
(i) Fiir alle v,w € V gilt (v, w) = 2([|[v + w|? = ||[v]|? — [Jw]]?).
(ii) Fiir jede lineare Abbildung f : V — W sind dquivalent
e f ist orthogonal.
e Esist || f(v)|| = ||v|| fiir jedes v € V.
e Esist || f(v)] =1 fiir jedes v € V mit |jv] = 1.
(iii) Sind V und W endlich erzeugt, so gibt es eine orthogonale Abbildung
(V,(,))—= (W,{,)) genau dann, wenn dim V < dim W.



