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Lineare Algebra II

3.Ubungsblatt

Aufgabe 1:

Seien R ein kommutativer Ring mit Einselement und n € N — {1}. Sei 4 =
(aij)mzl,_“,n S M(TL X TL,R), so daf} fiir jedes 1 € {1,2, . ,’I”L} gﬂt Q5 = Q541 =
oo = aip und a5 = Qiq1,; = ... = ap;. Zeigen Sie, daf} gilt

det A = aji(ag —ai1)(ass —a2) - ... (Gnn — Gn—1,n—1)

Sind V und W Vektorrdume iiber Kérper K, so wird die Menge V x W durch kom-
ponentenweise Addition und komponentenweise Skalarenmultiplikation zu einem
K-Vektorraum.

Aufgabe 2:

Seien V ein Vektorraum iiber einem Korper K und S, T Untervektorrdume von V.
Dann haben wir die K-Vektorriume V/S und V/T und somit, wie eben angegeben,
den K-Vektorraum V/S x V/T. Betrachtet wird die Abbildung

f:VoV/SXxV/T,a— (a+ S,a+T)
Zeigen Sie
(i) f ist linear.

(ii) f ist injektiv genau dann, wenn S NT = {0}.
(iii) f ist surjektiv genau dann, wenn S+ 7 =V.

Aufgabe 3:

(i) Seien S und T Untervektorrdume eines Vektorraums V. Dann haben wir den
Untervektorraum S + T von V und die lineare Abbildung

f:S—=>84T z— x.

Fiir den Untervektorraum SN7T von S und den Untervektorraum 7" von S+7T
gilt f(SNT) C T. Deshalb erhalten wir geméifl V, §3, Beispiel 9 die lineare
Abbildung

F:8/(SNT) = (S+T)/T, x4+ (SNT) — f(z)+T.

Zeigen Sie, daf8 f ein Isomorphismus ist.
(ii) Geben Sie mit Hilfe der Aussage von (i) einen neuen Beweis der Dimensions-
formel fiir Untervektorrdume.

Sei K ein Korper. Fiir jedes h € K[X] setze h’ := 1 € K[X]. Fiir eine Familie
(na)ack in Ng mit Indexmenge K (d.h. zu jedem a € K ist ein n, € Ny gege-
ben), so dafl die Menge L := {a € K | n, # 0} endlich ist, definiert man ein
Polynom [, (X —a)" € K[X] auf die offensichtliche Weise, namlich wihle eine
endliche nichtleere Teilmenge L' von K mit L C L' und setze [],c x (X —a)™ :=
[I.cr/ (X —a)™. (Diese Definition ist unabhéngig von der Wahl von L’). Mit die-
ser Definition und der Definition von v(a, f) auf Ubungsblatt 2 kénnen wir V, §2,
Proposition 12 aus der Vorlesung umformulieren zu



Zu jedem f € K[X] — {0} gibt es ein Polynom t; € K[X] und eine
Familie (n,)qex in Ny, so daf ¢; keine Nullstellen in K hat und die Menge
{a € K | ny # 0} endlich ist und

f=t [[(X—a).
acK

Das Polynom t¢; und die Familie (n,)qex sind eindeutig bestimmt. Es ist
ng = v(a, f) fir jedes a € K.

Ein Polynom f € K[X] — {0} zerfillt iiber K in Linearfaktoren (wie in V, §2,
Definition 14 der Vorlesung definiert) genau dann, wenn ¢; ein konstantes Polynom
ist.

Auf Ubungsblatt 2 ist die Teilbarkeit a|b fiir Elemente a, b des Ring K[X] definiert.

Aufgabe 4:
Sei K ein Koérper. Zeigen Sie
(i) Fir f,g € K[X]— {0} gilt trg =15 - ty.
(i) Fir f,g € K[X] — {0} sind dquivalent
(a) glf
(b) 4|ty und v(a,g) < v(a, f) fir jedes a € K.
(c) g hat eine Darstellung g =t - [, (X —a)™ mit ¢t € K[X] ein Teiler
von t; und ng € {0,1,...,v(a, f)} fir jedes a € K.
(iii) Sind f,g € K[X] — {0} mit g|f und zerfllt f iiber K in Linearfaktoren, so
zerfillt auch ¢ iiber K in Linearfaktoren.



