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Lineare Algebra II

10.Übungsblatt

Aufgabe 1:
Seien n ∈ N, (W, 〈 , 〉) ein unitärer Vektorraum und w1, . . . , wn ∈ W . Betrachtet
wird die lineare Abbildung f : Cn → W, (x1, . . . , xn) 7→ x1w1 + . . . + xnwn . Der
C-Vektorraum Cn sei mit dem Standardskalarprodukt versehen. Zeigen Sie, daß die
Abbildung

g : W → Cn, w 7→ (〈w1, w〉, . . . , 〈wn, w〉)
linear ist und die zu f adjungierte lineare Abbildung ist.

Aufgabe 2:
Seien (V, 〈 , 〉) ein endlich erzeugter unitärer Vektorraum und g ∈ End(V ). Be-
trachtet wird gad ∈ End(V ). Zeigen Sie

(i) Ist f ∈ C[X] das charakteristische Polynom von g, so ist f ∈ C[X] das cha-
rakteristische Polynom von gad. (Dabei ist f wie in Übungsblatt 2, Aufgabe
3 definiert).

(ii) Ist L ⊆ C die Menge der Eigenwerte von g, so ist {λ | λ ∈ L} die Menge der
Eigenwerte von gad.

Aufgabe 3:
Sei (V, 〈 , 〉) ein euklidischer Vektorraum mit dimV = 3. Sei f : (V 〈 , 〉) →
(V, 〈 , 〉) eine orthogonale lineare Abbildung mit det f = 1 und f 6= idV . Zeigen Sie

(i) Der Untervektorraum U := Eig(f ; 1) von V ist 1-dimensional.
(ii) Der Untervektorraum W := U⊥ von V ist 2-dimensional und f -invariant und

der Endomorphismus g := f |W : W →W ist orthogonal mit det g = 1.
(iii) Es gibt eine Orthonormalbasis A von (V, 〈 , 〉) und ein α ∈ [0, 2π[, so daß

Mf,A,A =

 1 0 0
0 cosα − sinα
0 sinα cosα

 .

Man nennt f eine Drehung von (V, 〈 , 〉) mit Drehachse U und Winkel α. Können
Sie diese Bezeichnung geometrisch nachvollziehen?

Aufgabe 4:
Setze

A :=
1

2
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 ∈M(3× 3,R) ⊆M(3× 3,C)

(i) Der R-Vektorraum R3 sei mit dem Standardskalarprodukt 〈 , 〉 versehen.
Sei A die Standardbasis von R3. Zeigen Sie, daß die lineare Abbildung f :=
LA,A,A : R3 → R3 orthogonal ist und detf = 1. Bestimmen Sie eine Ortho-
normalbasis B von (R3, 〈 , 〉) und ein α ∈ [0, 2π[, so daß

Mf,B,B =

 1 0 0
0 cosα − sinα
0 sinα cosα

 .



(ii) Der C-Vektorraum C3 sei mit dem Standardskalarprodukt 〈 , 〉 versehen.
Sei C die Standardbasis von C3. Zeigen Sie, daß die lineare Abbildung g :=
LA,C,C : C3 → C3 unitär ist. Begründen Sie, daß es eine Orthonormalbasis D
von (C3, 〈 , 〉) gibt, so daß Mg,D,D eine Diagonalmatrix ist. Bestimmen Sie
solch eine Basis D.


