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In der reellen algebraischen Geometrie wird h&ufig iber
einem beliebigen reell abgeschlossenen Grundkdrper gear-—
beitet. Deshalb wird seit geraumer Zeit versucht, eine

zur klassischen Theorie i{iber IR analoge Theorie iiber ei-
nem beliebigen reell abgeschlossenen Kdrper R aufzubauen.
Die semialgebraische Geometrie, wie sie etwa in [DK] -
[DK3] entwickelt wird, bietet einen mehr als guten Er-
satz fir die Topologie. Zum Teil lassen sich auch dif;
ferentialtopologische Methoden iiber R anwenden ([M]).

Die Nashfunktionen sind vielfach ein Ersatz fiir die reell
analytischen Funktionen. In dieser Arbeit soll nun eine
zur komplexen Analysis bzw. komplex analytischen Geome-
trie analoge Theorie iiber dem Kdrper C = R(V:T) entwickelt
werden. Diese Theorie wird hier als isoalgebraische Geo-
metrie bezeichnet. Eine Funktion auf einer offenen Teil-
menge des c? als isoalgebraisch zu bezeichnen, wenn sie
lckal in eine Potenzreihe entwickelbar ist, ist sicherlich
die falsche Definition, da bei dieser Definition der Iden-
tititssatz auf Cc” im allgemeinen nicht gilt. Es wird des-
halb die Definition der Nashfunktionen iibernommen: eine
Funktion auf einer offenen semialgebraischen Teilmenge

des c? heist isoalgebfaisch, wenn sie eine etale Faktori-
sierung besitzt. Mit dieser Definition kann man die iso-
algebraische Geometrie entsprechend der komplex analyti-
schen Geometrie aufbauen, soweit dort keine kohomologi-
schen Methoden verwendet werden, es gelten also z.B. der

WeierstraBsche Divisionssatz, der Riemannsche Hebbarkeits-



satz, die globale Komponentenzerlegung, der Remmertsche
Projektionssatz. Will man jedoch in der isoalgebraischen
Geometrie tieferliegende S&tze beweisen, so st&8t man
immer wieder auf dasselbe Hindernis: es gibt zu wenig
isoalgebraische Funktionen. Zum Beispiel sind die algebrai-
schen Funktionen auf C" schon alle isoalgebraischen Funk-
tionen auf c” und die erste Kohomologiegruppe von c® mit
Werten in der Garbe der isoalgebraischen Funktionen auf

c® verschwindet nicht. Entwickelt man also die isocalgebrai-
sche Geometrie innerhalb der semialgebraischen Geometrie
(isoalgebraische Rdume sind semialgebraische R&ume und
isoalgebraische Funktionen sind semialgebraische Funk-
tionen), so wird man die isocalgebraische Geometrie zu
keiner Theorie ausbauen kdnnen, die &hnlich gute Eigen-
schaften besitzt wie die algebraische Geometrie oder die
komplex analytische Geometrie. Auch wenn die in dieser
Arbeit entwickelte Geometrie nicht weit fithrt, so hat

sie immerhindoch eine Anwendung: Sei K ein algebraisch
abgeschlossener Korper der Charakteristik Null. Nach Aus-
wahl eines reell abgeschlossenen Teilkdrpers R von K mit
K = R(V=T) wird die Menge X(K) der K-rationalen Punkte
eines Schemas X von endlichem Typ iiber K zu einem isoal-
gebraischen Raum iiber R. Man kann also die isoalgebraische
Geometrie dazu verwenden, die klassische algebraische Geo-
metrie iber einem beliebigen algebraisch abgeschlossenen
Korper der Charakteristik Null besser zu verstehen.

Grundlage filir diese Arbeit ist die semialgebraische Geo-



metrie wie sie in (DK] - [DK2] angegeben ist. Zum Teil

werden auch Ergebnisse aus [DK3] zitiert. Aus rein for-
malen Griinden wird der Begriff der Uberdeckung gegeniiber
[DK] - [DK,] leicht modifiziert: Eine Familie (U  14€D)

offener semialgebraischer Teilmengen eines semialgebrai-
schen Raumes X heiBt Uberdeckung einer offenen semialge-
braischen Teilmenge U von X, wenn es eine endliche Teil-

menge J von I gibt mit U U; = u u; =U.
i€g i€I

Herrn Prof. Dr. M. Knebusch danke ich fiir die Themenstel-
lung und fiir seine Anleitung und Unterstiitzung bei der
Erstellung dieser Arbeit. Frau Richter danke ich fiir

das sorgfdltige Erstellen des Manuskripts.
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§1 - Die Kategorie der isoalgebraischen Riume

1. Definition der isocalgebraischen Riume und Morphismen

Sei C ein algebraisch abgeschlossener Koérper und sei R ein
echter Teilkdrper von C, so daB C = R(V-T). (R ist dann ein
reell abgeschlossener Koérper). Zeichnet man eine Wurzel von
-1 aus, so kann man C mit R? identifizieren. Auf diese Wei-

se wird C zu einem semialgebraischen Raum iber R.

Sei X ein separiertes Schema von endlichem Typ {iber C. Auf
der Menge X(C) der C-rationalen Punkte von X gibt es genau
eine R-semialgebraische Struktur, so daB gilt: Ist U eine
Zariski-offene affine Teilmenge von X und betrachtet man U
als abgeschlossenes Unterschema eines A", Uo An, so ist U(C)
eine offene semialgebraische Teilmenge von X(C) und die Ein-
schrénkung der semialgebraischen Struktur von X(C) auf U(C)

ist die Teilraumstruktur der semialgebraischen Teilmenge

2n n 2n

u(C) von R®, u(c) - aM(C) =c” =R
Im folgenden bezeichne Schema immer ein separiertes Schema

von endlichem Typ iiber C und ein Schemamorphismus sei immer
ein Morphismus iiber C. Die Menge der C-rationalen Punkte ei-

nes Schemas sei immer mit der eben beschriebenen R-semialge-

braischen Struktur versehen. Ohne Schwierigkeiten beweist man

Proposition 1.1.1.

i) Ist X ein Schema, so ist der semialgebraische Raum X(C)

separiert und lokal vollstdndig (und somit auch affin).



ii) Ist £ :X-Y ein Morphismus zwischen Schemata, so ist
fc : X(C) » Y(C) eine semialgebraische Abbildung.

iii) Ist Z-——U ein kartesisches Diagramm in der Kategorie
V—X

der Schemata, so ist 2(C)—U(C) ein kartesisches
v(C)—Xx(C)

Diagramm in der Kategorie der semialgebraischen Riume

iber R.

iv) Ist £ :X-Y ein endlicher Morphismus zwischen Schemata,
so ist fC:X(C) - Y(C) eine endliche semialgebraische
Abbildung.

v) Ist £ :X~-Y ein etaler Morphismus zwischen Schemata,
so ist fC : X(C) - Y(C) ein lokaler semialgebraischer

Isomorphismus.

Ein Morphismus g : U »V zwischen semialgebraischen R&umen
heiBt lokaler Isomorphismus, wenn es zu jedem u €U eine offe-
ne semialgebraische Umgebung T gibt, so daB g(T) eine offene
semialgebraische Teilmenge von V ist und gIT : T - g(T) ein
semialgebraischer Isomorphismus ist. Nach [DK3] existiert
dann eine tiberéeckung (UiliEI) von U, so daB g]l:li 105 > g(Ui)
ein semialgebraischer Isomorphismus ist fiir jedes i €I. Zum
Beweis von 1.1.1.v) beachte man, daB f lokal standardetale

Form hat.

Sei X ein Schema. Zu jeder offenen semialgebraischen Teil-
menge U von X(C) hat man die Kategorie IU: Die Objekte von

IU sind alle Tripel (X',U',f), so daB f :X' =X ein etaler



Morphismus von Schemata ist, U' eine offene semialgebraische
Teilmenge von X'(C) ist und fCIU' :U' »U ein semialgebraischer
Isomorphismus ist. Die Morphismen Mor ((X',U',f),(X",U",g))
zwischen Objekten von Iy sind die Schematamorphismen h : X" -X',
so dag feh =g und h(U") c U'. Die Kategorie I;; ist filtrie-
rend. Indem man jeder offenen semialgebraischen Teilmenge U
von X(C) die C-Algebra %}!L @X.(X') zuordnet, erhdlt man eine

Pragarbe P‘ von C—Algebrgn auf X(C). Die zu P, assoziierte

X

Garbe P‘(+ (Px+ ist schon eine Garbe, da P, separiert ist)

X
heiBt die Garbe der isocalgebraischen Funktionen auf X und
wird mitth bezeichnet. (x(c),ux) ist dann ein C-geringter

Raum im Sinne der folgenden Definition

Definition 1.1.2.

i) (X,Ox) heiBt ein C-geringter Raum, wenn gilt: X ist eine
Menge, auf der eine Familie von Teilmengen ausgezeichnet
ist. Die Elemente der Familie heiBen die offenen Teilmen-—
gen von X. @ und X sind offen, der Durchschnitt und die
Vereinigung von je zwei offenen Teilmengen ist wieder of-
fen. Die Familie der offenen Teilmengen von X wird durch
die Inklusionen als Morphismen zu einer Kategorie. Auf
dieser Kategorie ist eine Grothendiecktopologie gegeben.
@x ist eine Garbe von C-Algebren auf diesem Situs, so
daB8 der Nullschnitt und der Einsschnitt auf jeder nicht-
leeren offenen Teilmenge von X verschieden sind.

ii) Seien (X,OX) und (Y,OY) C-geringte Riume. (@,¥) : (X,0y4)~

(Y,@Y) heift Morphismus C-geringter R&dume, wenn gilt:



@ : X ~Y ist eine stetige Abbildung von X nach Y (d.h.
¢-1(U) ist eine offene Teilmenge von X fiir jede offene
Teilmenge U von Y und (¢r1(Ui)li€I) ist eine Uberdeckung
von ¢ '(U), wenn (U, I1€I) eine Uberdeckung von U ist)

und ¥ :K& - w,ox ist ein C-Algebrengarbenmorphismus.

Der C-geringte Raum (X(C),ax) heiBt der zu dem Schema X ge-
hérige isoalgebraische Raum und wird mit xh bezeichnet. Die
offenen isoalgebraischen Teilr&ume von X sind die C-gering-
ten Riume der Form (U,MXIU), wobei U eine offene semialge-
braische Teilmenge von X(C) ist. Die offenen isoalgebraischen
Teilrdume von Schemata sind die lokalen Modelle fiir die iso-

algebraischen Riume.

Definition 1.1.3.

i) Ein isoalgebraischer Raum (genauer: ein isocalgebraischer
Raum {ber (C,R)) ist ein C-geringter Raum (x,bx), fir
den gilt:

a) Eine Familie (Uiliel) von offenen Teilmengen von X
ist genau dann eine Uberdeckung einer offenen Teil-
menge U von X, wenn eine endliche Teilmenge J von I
existiert mit U U. = U U, = U.

ieg ' qer *

b) Zu verschiedenen Punkten x,y von X existieren offene

Teilmengen U und V von X, so daB x €U, y €V und
unv =g,
c) Es existiert eine Uberdeckung (UiIiEI) von X, so das

jedes (Uilﬂxlui) als C-geringter Raum isomorph ist



zu einem offenen isoalgebraischen Teilraum eines
Schemas.
Ein Morphismus zwischen isoalgebraischen R&umen ist

ein Morphismus in der Kategorie der C-geringten Réume.

Bemerkung:

i)

iii)

Ist X ein Schema, so bleibt die Bezeichnung OX reser-
viert fiir die Strukturgarbe auf X. Die Strukturgarte
des isoalgebraischen Raumes xh wird eben mit Clx oder
manchmal auch mit O.n bezeichnet.

Sei X ein Schema. Man hat dann einen kanonischen Mor-
phismus C-geringter R&ume wxz(xh,ax) - (x,@x) . Da ein
etaler Morphismus zwischen Schemata einen lokalen semi-
algebraischen Isomorphismus auf den C-rationalen Punk-
ten gibt (Proposition 1.1.1.v)),ist die durch @y gege-
bene Abbildung zwischen den Halmen der Strukturgarben
(p;(’y :Ox,wx(y) - a’X,y eine Henselisierung von Ox,tox(y)
flir jedes y €X(C). (Zur Konstruktion der Henselisierung
eines lokalen Rings siehe [R]).

Ist (X,Dx) ein isoalgebraischer Raum, so ist flr jedes

x €X der Halm @X,x eine lokale C-Algebra und der kano-
nische Morphismus C _'Ox,x/mx ist ein Isomorphismus (m,
bezeichnet das maximale Ideal von Ox,x) . Somit ist der
durch einen isoalgebraischen Morphismus f : (X,04) = (Y,0y)

gegebene Ringhomomorphismus O ein lokaler

v 0 " Ox,x
Ringhomomorphismus fiir jedes x €X.

Ist U eine offene Teilmenge von X, s E(DX(U) und x €U,



so bezeichnet s(x) €C das Bild von s GDX unter der
x X

- C.

Abbildung Ox,x - @x,x/m

1.1.4. Beispiele isoalgebraischer Morphismen

i) Sei f : X »Y ein Morphismus zwischen Schemata. Man erhdlt
dann einen isoalgebraischen Morphismus fh = (9,¥) : Xh ~Yh
folgendermaBen:
¢ = fC :X(C) » Y(C). Sei U eine offene semialgebraische
Teilmenge von Y(C) und sei s € PY(U) . Man hat also ein

(Y',U',g) € Ob(I.) und ein § € O, (¥'). Das kartesische
U Y

g'

X—— Y

a

. q ' N =1 '
Diagramm X‘~——~Yl liefert (X',q, (U"),g") €0b(Iw_1(U))
£

und q*(3) E(OX. (X') . Man ordnet dem Element s € PY(U) das
durch q*(3) gegebene Element aus Px(w-1(U)) zu und er-
hdlt dadurch einen Prdgarbenmorphismus Py = ©,Py, also

auch einen Garbenmorphismus ¥ :aY - w*ax.

Man hat das kommutative Diagramm C-geringter R&ume

ey
% x
be e S

und nach 1.3.8. ist dadurch fh eindeutig bestimmt. Die
Zuordnung x»xh, f»fh ist ein Funktor von der Kategorie
der Schemata in die Kategorie der isoalgebraischen Réume
(In §12 wird gezeigt, daB dieser Funktor volltreu ist).
ii) Seien £ :X Y ein etaler Morphismus von Schemata, U eine

offene semialgebraische Teilmenge von X(C) und Veine offene



semialgebraische Teilmenge von Y(C), so daB fClU 1 U -V
ein semialgebraischer Isomorphismus ist. Es ist dann

fhlU :U -V ein isoalgebraischer Isomorphismus. Denn

1 1

man hat das Inverse (£Mu)”! = (0,9): Es ist @ = (£c10)7 .
Seien T eine offene semialgebraische Teilmenge von U und
s GPX(T), man hat also ein (X',T',g) € Ob(IT) und

3 1 voptof, i

S €0y, (X') . Dann ist (X',T',f-g) € Ob(ﬁp_1(T)) und somit
liefert S ein Element sy aus Py (w-l(T)). Die Zuordnung

s = s, gibt einen Garbenmorphismus y :uxIU Bd w,(ayIV).
Aus dem zweiten Beispiel erhdlt man

Proposition 1.1.5.

Sei X ein isoalgebraischer Raum und seien Sqre-esSy EC&(X).
Dann gibt es eine Uberdeckung (UiliEI) von X, so daB zu jedem
i€I ein Schema Yi' eine offene semialgebraische Teilmenge Vi
von Yi(C), ein isoalgebraischer Isomorphismus

£ : (Vi'“Yi'Vi’ = (U;,0y10;) und 5,4 €0y (¥;) (j=1,...,n)

existieren mit fi*(slei) = sijlvi fir 3 = 1,...,n.

Auf einem isoalgebraischen Raum gibt es eine kanonische semi-
algebraische Struktur. Diese ist in der nachfolgenden Propo-
sition angegeben. Ein isoalgebraischer Raum X sei immer mit
dieser semialgebraischen Struktur versehen; betrachtet man
nur den semialgebraischen Raum, so wird dies manchmal mit X}

angezeigt.



Proposition 1.1.6.

i) Sei X ein isoalgebraischer Raum iiber (C,R). Auf X gibt
es genau eine R-semialgebraische Struktur, fiir die gilt:
Die offenen Teilmengen von X sind die offenen semialge-
braischen Teilmengen. Ist U eine offene Teilmenge von X
und (@,¥) : U -V ein isoalgebraischer Isomorphismus von
(u,mxlu) auf einen offenen i;oalgebraischen Teilraum
eines Schemas, so ist ¢ ein semialgebraischer Isomorphis-
mus .

ii) Ist (9,9) : X »Y ein Morphismus isoalgebraischer R&ume,
so ist @ eine semialgebraische Abbildung.

iii) Ist X ein isoalgebraischer Raum und s wa(x), so ist

S :X»C, x» s(x) eine semialgebraische Abbildung.

Zum Beweis geniligt es, sich folgendes zu iberlegen: Sind Y1,Y2
zwei Schemata und V1,V2 offene semialgebraische Teilmengen
von ¥,(C),¥,(C) und ist £ = (g,¥) : (vj,ayllv1) - (vz,uY2|v2)
ein isoalgebraischer Morphismus, so ist ¢ : V1 - vz ein semi-
algebraischer Morphismus;

Begriindung fiir die letzte Behauptung: OE ist YZ ein Unter-
schema eines A". Seien Zqseesa2y eahn(An) die Koordinaten-
funktionen. Fiir jedes x €V, ist dann o(x) =

(£%(211V,5) (1) 4« £2(2 IV, (x) €CT. xm £2(2,1V,) (x) ist eine

semialgebraische Abbildung von v, nach C fir i = 1,...,n.



2. Kohdrente Garben auf isoalgebraischen R&dumen

Definition 1.2.1.

Sei (X,Ox) ein C-geringter Raum und sei F eine (Ox—Modulgarbe

auf X.

i) F heiBt von endlichem Typ, wenn es eine Uberdeckung
(UiIiEI) von X gibt, so daB8 man auf jedem U; einen
surjektiven (©,1U;)-Modulgarbenmorphismus
©,1U)™ ~ Flu; nat.

ii) F heiBt kohdrent, wenn F von endlichem Typ ist und wenn
fiir jede offene Teilmenge U von X und jeden (OXIU)-MO-
dulgarbenmorphismus ((OXIU)n - F|U der Kern von endli-

chem Typ auf (U,OXIU) ist.

Es folgt unmittelbar aus der Definition, daB8 eine Dx-Unter-
modulgarbe einer kohZrenten Garbe genau dann kohirent ist,
wenn sie von endlichem Typ ist. Entsprechend wie auf gering-
ten topologischen Riumen beweist man (siehe z.B. EGA I*,

Ch. 0, Prop. 5.3.2)

Proposition 1.2.2.

Sei O +F -G »H =0 eine exakte Sequenz von Dx—Modulgarben auf
einem C-geringten Raum (x,ox). Sind zwei der Garben kohdrent,

so auch die dritte.

Korollar 1.2.3.

Sei (X,Ox) ein C-geringter Raum.



- 10 -

i) Ist £ :F »G ein Garbenmorphismus kohdrenter Garben, so
sind im(f), ker(f), coker(f) kohirente Garben.

ii) sSind F und G kohdrente Garben, so sind auch F @G,
F ®0yGs Homo {F,G) koh&rente Garben.

iii) Sind F und G kohdrente Untergarben einer kohdrenten

Garbe, so sind auch F +G und F NG kohdrente Garben.

Ist £ :(x,@x) - (Y,OY) ein Morphismus C-geringter Rdume so
hat man wie iiblich den Funktor f* von der Kategorie der
OY—Modulgarben auf Y in die Kategorie der OX-Modulgarben

1F eine

auf X: Ist F eine Oy-Modulgarbe auf Y, so ist £

f-1®Y-Modu1garbe. @Y ~£,0, liefert per Adjunktion einen Gar-
. - . _ -1

benmorphismus f ROY *Ox. Es ist f£*F := £ F °f~10;9X’ Der

Funktor f* ist linksadjungiert zu f, und ist rechtsexakt.

Proposition 1.2.4.
Ist X ein Schema, so ist wx* ein exakter Funktor von der Ka-
tegorie der Ux-Modulgarben auf X in die Kategorie der

GX—Modulgarben auf xh.

Beweis:

OE ist X affin. Zu einer offenen semialgebraischen Teilmenge
U von X(C) sei Jy die volle Unterkategorie von IU bestehend
aus allen Tripeln der Form (X',U',f) €0b(I;}, so das X' affin
ist. Jy ist filtrierend. Ordnet man jeder offenen semialge-

braischen Teilmenge U von X(C) die C-Algebra lim O_, (X') zu,
3—4 X
u
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so erhdlt man eine Pr&dgarbe B. Der kanonische Prdgarbenmor-
phismus B =Py gibt einen Isomorphismus B# SPy# (# bezeichnet
den Ubergang zur assoziierten Garbe). Sei A die Pridgarbe auf
X(C) mit A(U) = l‘:';_m,@x(v), wobei sich der induktive Limes
iber alle affinen Zariski-offenen Teilmengen V von X mit

U cV erstreckt (U offene semialgebraische Teilmenge von
X(C)). Es ist A% = o, 'O .
Sei nun F -G ein injektiver Dx—Modulgarbenmorphismus auf X.
Dann ist auch wx-1F *@x_1G injektiv. Da B(U) flach iiber A(U)
ist fir jede offene semialgebraische Teilmenge U von X(C),
hat man einen injektiven Prdgarbenmorphismus

h ”‘°qu ®' B -nox_]G ®' ,B (' bezeichnet das Tensorprodukt
in der Kategorie der Prigarben). Es ist dann auch h*¥ injek-

: g ot # = "1
tiv. BEs ist (9, F @' ,B)¥ = ¢,

-1
X

F OA*B# = (ox*F und ebenso

(0. *G.

' 4 =
Ge AB) X
Satz 1.2.5.

Die Strukturgarbe Ox eines isoalgebraischen Raumes (X,04)

ist kohé&rent.

Beweis:

Sei f : Oxn -le ein Dx-Modulgarbenmorphismus. Zu zeigen ist,
daB ker(f) von endlichem Typ ist. Nach Proposition 1.1.5.
kann man annehmen: X ist ein offener isoalgebraischer Teil-
raum eines Schemas Y und es existieren h1”“’hn EOY(Y) , SO
das f(ei) = hilx fir i = 1,...,n, wobei eqsev-rep onn(x)

die Standarderzeugenden der Garbe Oxn sind. Sei F :Qyn »OY



der bY-Modulgarbenmorphismus mit F(Ei) = hi fir i.=1,...,n,
wobei E1,...,En EOYn(Y) die Standarderzeugenden der Garbe
an sind. OE wird ker(F) von b1""'bt €ker(F) (Y) erzeugt.
Nach Proposition 1.2.4. wird ker(f) von b1IX,...,thx er-

zeugt.

Ist £ :(X,OX) - (Y,OY) ein Morphismus C-geringter Riume, wo-
bei OX kohdrent ist, so ist £*(F) kohdrent fiir jede kohdrente

Garbe F auf Y. Also erhdlt man aus Satz 1.2.5.

Korollar 1.2.6.

i) Ist X ein Schema und F eine kohdrente Garbe auf X, so
ist ¢ *(F) eine kohirente Garbe auf xP.

ii) Ist f : X =Y ein Morphismus isoalgebraischer Raume und F
eine kohdrente Garbe auf Y, so ist £*(F) eine kohirente

Garbe auf X.

Auf dem isoalgebraischen Raum (A1)h 128t sich leicht eine
von Null verschiedene Garbe F konstruieren, so das Px =0
fir jedes x E(A1)h. Bei kohdrenten Garben ist dies nicht

méglich.

Satz 1.2.7.
Sei F eine kohdrente Garbe von einem isoalgebraischen Raum

X, so da8 Fx = O filir jedes x €X. Dann ist F = O.

Beweis:

OE hat man eine exakte Sequenz
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Oxm fqoxn -F -+0. f werde durch die Matrix (mij){iiin
<igm
(mij EOX(X)) beschrieben. Nach Proposition 1.1.5. kann man

annehmen: X ist ein offener isoalgebraischer Teilraum eines

Schemas Y und es existieren Mij EOY(Y) mit mij = Mijlx. Sei
G der Kokern des durch die Matrix (Mij)1<i<" gegebenen
1<5<m

s m n s o205 _
Oy-Modulgarbenmorphismus O," +0,". Es ist dann F = (py*G) IX.
Da Ox,x treuflach iber OY,x ist fir jedes x €X, ist Gx =0
fir jedes x €X. Deshalb existiert eine Zariski-offene Teil-

menge V von Y mit X = V und GIV = 0. Also ist F = O.

Korollar 1.2.8.
Sei F eine kohdrente Garbe auf einem isoalgebraischen X und

sei s €F(X), so da8 O = Sy €F, flir jedes x €X. Dann ist s =0.

Beweis:
Sei G die von s erzeugte Ox—Untermodulgarbe von F. G ist ko-
hédrent und Gy = 0 fiir jedes x €X. Also ist G = O und damit

auch s = 0.

Korollar 1.2.9.
Sei G eine kohdrente Untergarbe einer kohdrenten Garbe F auf
einem isoalgebraischen Raum X. Fiir jede offene Teilmenge U

von X ist G(U) = {s eF(U)lsx €G, fir jedes x €U}.

Beweis:
Sei s ¢F(U) gegeben, so das S, €G, fir jedes x €U. Sei (s)
die von s erzeugte «OXIU)-Untermodulgarbe von F|U. Es ist

GIU < GIU +(s) und (GIU), = Glu +(s))x fir jedes x €X. Also
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ist (GIU +(s)/GIU)x = 0 fiir jedes x €X. Die Garbe
GlU +(s)/GIU ist kohdrent und somit die Nullgarbe. Daher

ist GIU +(s) = GIU und s €G(U).

Korollar 1.2.10.
Eine Sequenz F £--G 9.H zwischen kohirenten Garben auf einem
isoalgebraischen Raum X ist genau dann exakt, wenn fir jedes

x €X die Sequenz Px *Gx *Hx exakt ist.

Beweis:

Es sei F £5+Gx EX»HK exakt fiir jedes x €X. Es ist dann
(im(f))x = im(fx) = ker(gx) = (ker(g))x flir jedes x €X.

Da im(f) und ker(g) kohdrente Untergarben von G sind, folgt

aus Korollar 1.2:9. im(f) = ker(g).
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3. Isoalgebraische Teilr&ume

Definition 1.3.1.

Sei (X,@x) ein isoalgebraischer Raum.

i) Die offenen isoalgebraischen Teilrdume von X sind die
isoalgebraischen R3ume der Form (U,@xIU), wobei U eine
offene Teilmenge von X ist.

ii) Sei J eine koh&rente Idealgarbe von X. Man setze
Y = {x€X I((OX/J)x +0} . Eine Teilmenge U von Y heiBt
offene Teilmence von Y, wenn es eine offene Teilmenge
V von X gibt, so daB U = VNY. Eine Familie (u; 11€T)
von offenen Teilmengen U;von Y heiBt Uberdeckung einer
offenen Teilmence U von Y, wenn es eine endliche Teil-
menge K von I gibt, sodaB U U, = U U, = U. Die In-

i€kt jer *
klusion j : Y +X ist dann eine stetige Abbildung. Der
C-geringte Raum (Y,j—1(bx/J)) heiBt der von J definier-
te isoalgebraische Teilraum von X. j :(Y,j"(C&/J)) ~(x,wx)
ist in kanonischer Weise ein Morphismus C-geringter R&u-
me. Ein C-geringter Raum (Z,@Z) heiBt isocalgebraischer
Teilraum von X, wenn es eine kohdrente Idealgarbe J von
X gibt, so das (Z,@z) der von J definierte isoalgebrai-
sche Teilraum ist.

iii) Ein C-geringter Raum (z,bz) heiBt lokal abgeschlossener
iscalgebraischer Teilraum von X, wenn er ein isoalgebra-
ischer Teilraum eines offenen isoalgebraischen Teilraums
von X ist.

iv) Eine Teilmenge Y von X heiBSt isoalgebraische Teilmenge
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von X, wenn es eine Uberdeckung (UiliEI) von X gibt,
so daB es auf jedem Ui Funktionen fl' .. .,fn EDX(Ui)

gibt mit Y AU; = {x €U I1f,(x) =...=f (x) = O}.

Sei J eine kohdrente Idealgarbe auf einem isoa‘igebraischen
Raum (X,0,) und sei (Y,j_1((0x/J)) der von J definierte iso-
algebraische Teilraum von X. Es ist dann X ~\Y eine offene
Teilmenge von X. Nach Satz 1.2.7. ist X ~\Y die gr&Bte offene
Teilmenge U von X, fir die (OX/J) 10 = 0. Ist (U;l1i€l) eine
Uberdeckung einer offenen Teilmenge U von Y, so existieren
eine offene Teilmenge V von X und eine Uberdeckung (V; 1i€T)
von V, so daB U = VNY und U; =v;Nny fir jedes i €I. Also
ist Y mit der "schwdchsten Grothendiecktopologie" versehen,
so daB j : Y »X stetig ist. Flir jede offene Teilmenge U von X
ist der kanonische Morphismus (DX/J) (U) - jq ((OX/J) (UNY) ein
Isomorphismus.

pas (¥,57" (04/3)) im kategoriellen Sinn der zur Idealgarbe J
gehdrige Teilraum in der Kategorie der C-geringten Rdume ist,

besagt die folgende Proposition.

Proposition 1.3.2.

Sei j : (Y,j_1(0X/J)) - (X,0,) der von einer kohdrenten Ideal-
garbe J auf einem isoalgebraischen Raum (:(,OX) definierte iso-
algebraische Teilraum. Sei f = (g,)) : (Z,IDZ) - (X,Ox) ein Mor-
phismus C-geringter R&ume. Genau dann gibt es einen Morphis-
mus g : (2,0,) - (Y,j-1(®x/J)) C-geringter Riume, so daB

kommutiert
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g

3
wenn J im Kern von OX - f,@z liegt. In diesem Fall gibt es

HKe——
!-n

Y

genau ein g, so daf8 das Diagramm kommutiert.

Beweis:

J liege im Kern von # : LOX - waz‘ Also hat man einen Garben-
morphismus 10./T » 0,0, Y bildet 1-Schnitt auf 1-Schnitt
ab. Da ((QX/J) (X ~Y) = O, ist auch w,@z(x N\Y) = 0. Deshalb

ist @(2) cY. Seien U =ine offene Teilmenge von Y und

(Ui]iEI) eine Uberdeckung von U. Man wéhle eine offene Teil-
menge V von X und eine Uberdeckung (Vi[iEI) von V, so da8

U= VY und U =V, NY £ir jedes i €I. Bs ist ¢ ' (U) = o' (V)
eine offene Teilmenge von 2 und (w—’(ui) [i€I) = (!DMIl (Vi) [i€1I)
eine Uberdeckung von 9-1 (U). Also hat man ein kommutatives

Diagramm

T @

Y

X

wobei 1 eine stetige 3bbildung ist. Der Garbenmorphismus

I :(DX/J - w*OZ = JxTx9y gibt per Adjunktion einen Garbenmor-
phismus o :j—1(«)x/J) = T40;. Fir g = (1,0) gibt j+g = f.

g ist eindeutig bestimmt, da (0,/3) (U) = 371 (0,/3) (UAY) ein

Isomorphismus ist fiir jede offene Teilmenge U von X.
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DaB ein isoalgebraischer Teilraum eines isoalgebraischen Raums
ein isoalgebraischer Raum ist, wird sich aus der folgenden

Proposition ergeben.

Proposition 1.3.3.

Sei X ein Schema und I eine kohdrente Idealgarbe auf X. Sei

i :T < X das durch I gegebene Unterschema von X und sei

JiY e Xh der durch wx*(I) gegebene isoalgebraische Teilraum

von xh. Dann faktorisiert ih

oh

ey

Y ————X

3
und g ist ein Isomorphismus.

tber j

Beweis:

Flir jedes x €X(C) ist (wx“(I))x das von Ix bezliglich @&,X »u&lx
n i =

erzeugte Ideal von Y, % Also ist Y {x €X(C) 1 (og* (1N, *ax'x}

= {x€x(C) i1, +@ .} = T(C). Man hat somit das kommutative Dia-

X
gramm von Mengen

T

Y ———————X
J
id gibt aber auch einen Isomorphismus zwischen den Siten von 0
und Y. Es ist noch zu zeigen
()o@ (I) liegt im Kern von &y - (:M) @)
(2) Die induzierte Abbildung Z,/¢.* (I) *(ih),aT ist ein

Isomorphismus.
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Denn aus (1) folgt die Existenz von g = (id,o) und aus (2)
folgt, daB ¢ ein Isomorphismus ist (da (sz/wx" (I))(U) -
j-.l(a‘/wx" (I)(UNY) ein Isomorphismus ist fiir jede offene

Teilmenge U von xh) .

Beweis von (1) und (2):

Das kommutative Diagramm C-geringter R&ume

ih
b i <0
le Oy
T x X
h

gibt flir jedes x €T das kommutative Diagramm in den Halmen

(ih) *
aT,x < = UX, x
(o)1 (o) >

= l.*
Oy J1,70pl — 32X 0o

X, x'Tx TT,x X

Da (wT)v‘ und (wx)x‘ Henselisierungen sind, ist der Kern von

shy g = i* *

(i )+ das von I = ker (i *) und (o) * erzeugte Ideal von
a,x «- (Zur Begrindung siehe Lemma 3.1. aus §3). Also ker(ih)‘{‘ =
('DX* (1)), - Damit hat man filir jede offene Teilmenge U von xh:
ker @ (0) ~ (:M),a,00)) = (£ €a 1™ F(£) = 0 fir jedes
x €unT"} = (£ €A (0)1£, € (0% (1)), fir jedes x €unT’} =

X X X

(f €a (U If €loX (1)) £Ur jedes x €U} = @ (I) (V).
Das erste Gleichheitszeichen gilt nach Korollar 1.2.8., das
letzte Gleichheitszeichen gilt nach Korollar 1.2.9.. Es bleibt
noch zu zeigen, das Uy *(ih),aT surjektiv ist. Dies ergibt

sich aus Proposition 1.1.1.v) und Proposition 8.1 aus
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[(sGa 1, I]: Seien zO ein Unterschema eines Schemas Z, wo
ein etales ZO—SChema und X, €W . Es gibt dann eine Zariski-
offene Umgebung U von Xq in wo, ein etales 2Z-Schema W und
einen Zc-Isomorphismus U=z xzw‘

Korollar 1.3.4.

Sei (Z,@z) ein isoalgebraischer Teilraum eines isoalgebrai-
schen Raumes (X.OX). Dann ist (Z,Oz) ein isoalgebraischer
Raum und die semialgebraische Struktur von (Z,Oz) ist die
semialgebraische Teilraumstruktur der semialgebraischen

Teilmenge 2 von IX|.

Beweis:

OE wird die (Z,DZ) definierende Idealgarbe von f1""’fn e@&(x)
erzeugt. Nach Proposition 1.1.5. kann man weiterhin OE anneh-
men, daB8 X ein offener isoalgebraischer Teilraum eines Schemas
Y ist und das yreer 9y EDY(Y) existieren mit fi = gilx. Es

ist dann (2,0,) ein offener Teilraum des durch @g* (J) definier-
ten isoalgebraischen Teilraums von Yh, wobei J die von
9qr---+9, erzeugte Idealgarbe von Y ist. Also ist (Z,UZ) iso-

morph zu einem offenen isoalgebraischen Teilraum eines Schemas.

Korollar 1.3.5.

Sei (x,wx) ein isoalgebraischer Raum. Es gibt dann eine lber-
deckung (UiliEI) von X, so daB jedes (Ui,DXIUi) isoalgebraisch
isomorph zu einem lokal abgeschlossenen isocalgebraischen Teil-

. n
raum eines A ist.
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Beweis:

Es gibt eine Ub_erdeckung (UiIiEI) von X, so daB jedes (Ui,OXIUi‘,
isomorph ist zu einem offenen isocalgebraischen Teilraum V:L ei-
nes affinen Schemas X; emA™i. Nach Proposition 1.3.3. ist )(ih
ein isoalgebraischer Teilraum von (Ani)h. Man wdhle eine of-
fene Teilmenge W; von @), so das Vo= W, nxih. v; ist

dann ein isoalgebraischer Teilraum von mi'aAnilwi) .

Aus 1.3.4. und 1.3.5. folgt, daB man (entsprechend wie in der
komplex analytischen Geometrie) auch die lokal abgeschlossenen
isoalgebraischen Teilrdume der A" als lokale Modelle fiir die

isoalgebraischen Rdume hdtte wdhlen koOnnen.

Proposition 1.3.6.
Sei (X,DK) ein isoalgebraischer Raum und seien a1,...,an ewx(x)A

Es gibt genau einen isoalgebraischen Morphismus f : X -»(An)h,

so das f‘(zi) =a; fir i = 1,...,n, wobei Zyreeeazy die Koor-

dinatenfunktionen des A" sind.

Beweis:
Eindeutigkeit von f:
Seien f,g9 : X -o(A“)h isoalgebraische Morphismen, so daB f‘(zi) =

a; = g'(zi) fiir i = 1,...,n. Fir jedes x €X ist f(x) =
(a;(x),..,a (x)) = g(x) und £* = g * :aAn'y- ox'x mit

y := £(x) = g(x) (denn: Angenommen, es gibt ein s €ayn v mit
.

5 3 i s5) - k
fx‘(s) tgx*h). Wihle ein k €EIN, so daB fx‘ (s) gx‘ (s) ((mx) ’

wobei m, das maximale Ideal von o ist. Da (zi)y S Yqeeees

X,x

(Zn)y -y, ¢y = (yq,-..sy,)) das maximale Ideal von a/A",y
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erzeugen und da C 5 Yn Y/mY (my ist das maximale Ideal von
aAn,y)' existiert ein Polynom p €C[T1,...,Tn], so daB

= - - ; k s
s = ;:‘((21)y 3(1,...,(2,1)y yy) + tmit t€m)". Es ist
dann f* (s) - 9* (s) € (mx)k‘ Widerspruch) .Nach Korollar

1.2.8. ist £ = g.

Existenz von f:

Aufgrund der Eindeutigkeit von f kann man annehmen, da8 X
ein offener isoalgebraischer Teilraum eines Schemas Y ist
und da8 by,...,b €08,(Y) existieren mit a; = b;IX fir
i=1,...,n (Proposition 1.1.5.). Sei g:Y >a" der Schema-
morphismus mit g"(zi) = bi fir i = 1,...,n. Fir £ = ghlx

ist dann f‘(zi) =a; fir i =1,...,n.

Korollar 1.3.7.

Seien (X,(OX) ein isoalgebraischer Raum, Y = Spec (A) ein
affines Schema und h :A=0,(Y) *wx(x) ein C-Algebrenhomomor-
phismus. Dann gibt es genau einen isoalgebraischen Morphis-

mus f :X-»Yh, so daB flir jedes s €A gilt £*(s) = h(s).

Beweis:
Sei A = C[T1, ...,Tn]/J. Man hat ein kommutatives Diagramm
von C-Algebren
0y (X)
,ffzz,z”””’a I r
C[Tl,...,Tn]/Je—-——————-C[T1,...,Tn]
Nach Proposition 1.3.6. existiert ein isoalgebraischer Mor-

phismus g : X -»(An)h, so daB fiir jedes t €C[T1,...,Tn] =@An(An)
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gilt g*(t) = r(t). Fir jedes j €J ist g*(j) = 0. Also liegt
lDN;.‘(I) im Kern von aAn *g‘@x, wobei I die durch J gegebene
Idealgarbe von AM ist. Nach den Propositionen 1.3.2. und 1.3.3.

hat man ein kommutatives Diagramm

h

Y
Fiir jedes s €A ist £*(s) = h(s). Die Eindeutigkeit von £
folgt aus den Eindeutigkeitsaussagen der Propositionen 1.3.2.

und 1.3.6..

Flr ein Schema Y ist der Morphismus ©y :Yh -Y durch folgende

universelle Eigenschaft gekennzeichnet.

Korollar 1.3.8.

Seien (X,Dx) ein isocalgebraischer Raum und (!,UY) ein Schema.
Zu jedem Morphismus £ : (X,k?x) - (Y,DY) C-geringter Rdume gibt
es genau einen isoalgebraischen Morphismus g : (X,0,) - (Yh,ll )

so da8 kommutiert

X
|
h

Beweis:
Nach Korollar 1.3.7. gibt es hochstens ein g. Nun zur Existenz
von g. Fir jedes x €X ist C ¥ (DX x/mx' Deshalb ist f(x) ein
’
C-rationaler Punkt von Y und OY,f(x) - Lox’x ist ein lokaler

Ringhomomorphismus. OE ist Y affin. Sei g der isoalgebraische
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Morphismus x-Yh, so daB g‘(voy'(s)) = f*(s) fir jedes s ewY(Y)
(Korollar 1.3.7.). Fir jedes s EOY(Y) und x €X ist s(f(x)) =
£%(s) (x) = g*(9y*(s)) (x) = @y*(s) (g(x)) = s((py-g) (x)). Also
ist f(x) = (wy-g) (x) fiir jedes x €X. Fiir ein s EOY(Y) ist

t := sID(s) invertierbar auf D(s). Deshalb ist £*(s) inver-
tierbar auf £ '(D(s)), @y *(s) invertierbar auf o, ' (D(s))

und g"‘(apy*(s)) invertierbar auf (oy-g)"(D(s)). Fir

1 = (alD(s))-t ™" €0,(D(s)) (a €0, (¥), neM)) gilt (T := D(s)) :
£x(1) = (ex(@ £ M) - (ex(s) 17 () =

g* (o * @) IE7HT) + (g% (o * (s 1€ (1)) ™ =

g* (oy* (@) 1oy, (D) - g* (og* (s) 1oy () ™) =

g* (0y* (aIT)) - g* (o * (£TM) = (ogeg)* ((alT)- ™) =

(9yog)* (1) .

Damit ist gezeigt, daB Oyeg = f.

Korollar 1.3.9.

Seien X,Y isoalgebraische Rdume und seien X, €X, Yy, €Y gege-

ben.
i) Sind £,g : X' »Y isoalgebraische Morphismen, so dag

£(x,) = glxg) = v , dann

und £ * = g _* : 0,
<) X6 %o

Y,yo ~ Dx,xo
gibt es eine offene Teilmenge U von X, so daB8 X, €U

und £lU = glU.
ii) Ist t: 0, -0 ein C-Algebrenhomomorphismus, so
Y,Yo X, Xg
gibt es eine offene Teilmenge U von X mit X, €U und
einen isoalgebraischen Morphismus £ : U =Y, so da8

£(x) =y, und £xg =t
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Beweis:

i) OE ist Y der isoalgebraische Raum zu einem affinen
Schema Spec (A) . Sei LR ERRRTL N ein Erzeugendensystem
der C-Algebra A. Es gibt eine offene Teilmenge U von
X, so das Xg €U und ft(ai)lu=g*(ai)|u fir i = 1,...,n.
Nach Korollar 1.3.7. ist fIU = glU.

ii) OE ist Y der isoalgebraische Raum zu einem affinen
Schema Spec (A) . Es gibt eine offere Teilmenge U von
X mit X €U und einen C-Algebrenhomomorphismus
h :A »@X(U), so daB kommutiert

t

——
Ox,x Oy

Yo

14 9

OX(U)<h—-—A
wobei p und g die kanonischen Morphismen sind. Sei f
der nach Korollar 1.3.7. durch h gegebene isoalgebrai-
sche Morphismus U -Y. Wie im Eindeutigkeitsbeweis der
Proposition 1.3.6. zeigt man, daB f(xo) = Y5 und
fx; = t (man beachte, daB t ein lokaler Ringhomomor-
phismus ist).

Korollar 1.3.10.

Seien (Z,Dz) ein offener isoalgebraischer Teilraum eines
Schemas X, Y ein Schema und f :Z-'!!h ein isoalgebraischer
Morphismus. Es existieren eine Uberdeckung (UiIiSI) von Z,
Schemata Xy offene semialgebraische Teilmengen V; von xi(c),

etale Morphismen p; :X; »X und Morphismen fi : Xi =Y von
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Schemata, so daB fiir jedes i €I pih IVi V- !Ji ein isoal-

gebraischer Isomorphismus ist und das Diagramm kommutiert

h
VioKs
h h
py Vg l \(\
Uy HEA i

Beweis:
OE ist Y affin, Y = Spec (C[Ty,...,T 1/3). Sei a; = £*(T,)
fir i = 1,...,n, wobei T; das Bild von T, in CI[T,,...,T 1/J
ist. Es existieren eine Uberdeckung (UiliEI) von Z, etale
Morphismen Py 23 +X, offene semialgebraische Teilmengen vy
von Zi(c) und ai.‘l""'aineozi(zi)' so daB fiir jedes i €I
pihlvi :Vi =U; ein isoalgebraischer Isomorphismus ist und

h - s o s . n
(pi lvi)'(ajmi) = aijlvi fiir j = 1,...,n. Sei g; ¢ zi BV
der durch ajqre- "ain etozi(zi) gegebene Morphismus von Sche-

mata. Aufgrund der Eindeutigkeitsaussage aus Proposition

1.3.6. hat man das kommutative Diagramm

h
Vi=Zy oh
h i
p; cvil
h, mh
B

Sei j1, ...,jm ein Erzeugendensystem des Ideals J. Es ist
gi*(js)lvi =0 fiir s = 1,...,m. Daher existiert eine Zaris-
ki-offene Teilmenge X; von Z;, so das v eXy und gi‘(js) Ixi =0
fir s = 1,...,m. Man hat einen Morphismus fi :xi -Y von
Schemata, so daB kommutiert
h h

vis.xi »Zi

i
h

U — 5 e@h?

£10;
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Sei f : X~+Y ein Morphismus isocalgebraischer Riume. f heiSt
lokaler Isomorphismus bei x €X, wenn OY,f(x) - 0x,x ein
Isomorphismus ist. f heiBt lokaler Isomorphismus, wenn

bY,f(x) - wx'x ein Isomorphismus ist fiir jedes x €X.

Korollar 1.3.11.

i) Sei f : XY ein isoalgebraischer Morphismus, der ein
lokaler Isomorphismus bei x €X ist. Dann gibt es eine
offene Teilmenge U von X, so daB x €U, £(U) eine offe-
ne Teilmenge von Y ist und £|U : U -£(U) ein isoalge-
braischer Isomorphismus ist.

ii) Sei f : X -+Y ein lokaler Isomorphismus isoalgebraischer
Riume.

a) Es existiert eine Uberdeckung (U;1i€I) von X, so dag
f(Ui) eine offene Teilmenge von Y ist und flUi :Ui -

f(Ui) ein isoalgebraischer Isomorphismus ist fir

jedes i €I.

b) Ist f bijektiv, so ist f ein Isomorphismus.

c) Ist f endlich, so existiert eine Uberdeckung (lejeJ)
von Y, so daB8 fiir jede nichtleere Zusammenhangskompo-
nente 2 éines f_1(Vj) gilt: £1Z :2 -»vj ist ein iso-
algebraischer Isomorphismus.

Beweis:

i) Nach Korollar 1.3.10. kann man OE annehmen, daB8 ein Mor-

phismus £, : X, + Y, zwischen Schemata existiert mit
h h h h
= = = . (0] =
X=Xg,¥=¥y, £=£,.0Da Yo, £, (x) @Y,f(x)q
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@X,x- XorX
h

A h
(DYO,fo(x)) - (0Xo,x
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: s : A
einIsomorphismus ist, ist auch oYorfo(X)

A = onlx ein Isomorphismus. Nach

{sGa 1, I, Cor. 4.4] ist fo etal in x. Es existiert

dann eine Zariski-offene Umgebung V von x in X,, so

daB folv etal ist. Die Behauptung folgt nun aus 1.1.1.v)

und 1.1.4.ii).

a) Wie unter i) kann man OE annehmen: Es existiert ein

c

etaler Morphismus fo < Xy ~Y° von Schemata, so daB

_ o h
Y=Yy,
h

Xs und f = foh |X. Nach Proposition 1.1.1.v) exi-

X ein offener isoalgebraischer Teilraum von

stiert eine Uberdeckung (Uili€I) von X, so daB f(Ui)
eine offene Teilmenge von Y ist und fIUi 205 ~f(Ui)
ein semialgebraischer Isomorphismus ist. Nach 1.1.4.ii)
ist flUi 10y ~E(Ui) ein isoalgebraischer Isomorphis-
mus.

Man wdhle eine Uberdeckung (UiliEI) von X mit der in
a) angegebenen Eigenschaft. Nach der Proposition 4.1.
aus §4 existiert eine Uberdeckung (vjljeJ) von Y durch
offene zusammenhdngende semialgebraische Teilmengen

Vj von Y, so da8 jede Zusammenhangskomponente Z eines
f'I(Vj) in einem U, enthalten ist. Ist Z nicht leer,
so ist £(2) = Vj c £(U;). Es ist f12:2 —'Vj ein iso-

algebraischer Isomorphismus.

Ein isocalgebraischer Morphismus f : X—-Y heiBt Einbettung, wenn

f lber einen Isomorphismus auf einen isoalgebraischen Teilraum

von Y faktorisiert
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T ist eindeutig bestimmt, denn T wird durch die Idealgarbe
ker 0y »£,0,) definiert. Nach Proposition 1.3.2. ist dann
auch g eindeutig bestimmt.

Ist £ : X >Y eine abgeschlossene Immersion von Schemata, so

h »Yh eine Einbettung (Proposition 1.3.3.).

ist g0 i ¥

Korollar 1.3.12.

Sei £ = (@,¥) : (X,bx) -+ (¥,0y) ein Morphismus isoalgebrai-

scher Rdume. f ist genau dann eine Einbettung, wenn gilt

a) ¢ ist injektiv, ©(X) ist das Komplement einer offenen
Teilmenge von Y und zu jeder offenen Teilmenge U von X
existiert eine offene Teilmenge V von Y mit @(U) = Vno(X).

b) Fir jedes x €X ist O,

v, £ (x) "Ox,x surjektiv.

Beweis:

Sei f : X »Y ein Morphismus isoalgebraischer Rdume, der a)

und b) erfiillt. Es wird bewiesen, das f eine Einbettung ist.

Da a) erfiillt ist,geniigt es folgendes zu zeigen:

(*) Es existieren eine Uberdeckung (Ui]iEI) von X und eine

Familie (Vili€I) von offenen Teilmengen von Y, so daB

£lu; = u; - V; eine Einbettung ist fir jedes i €I.

Man kann nach Korollar 1.3.10. OE annehmen: Es existiert ein

Morphismus von Schemata fo $ Xy "Yo' so daB X ein offener iso-
h h

algebraischer Teilraum von Xoh ist, ¥ = Y, und f = fo 1X.
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h h . iw s
=0 = -
2 Oy o = Pr, 0 7 O T O ,x SUTiektiv ist, er
: ® ;
zeugt das maximale Ideal von Yo, £ (x) das maximale Ideal

von O (bzgl. O

XorX ). Deshalb ist f_ unver-

Yoifotx) ~ %%y, x
zweigt in jedem x €X. Nach [SGA 1, I, 7.8] hat man dann OE
eine Faktorisierung
2z

P

—_—
%y £y Yo

wobei g eine abgeschlossene Immersion und p etal ist. Da gh

eine Einbettung ist und wegen 1.1.1.v), gilt (*).

Ist F eine kohdrente Garbe auf einem isocalgebraischen Raum X,

so heiBt supp(F) = {x EFIF, +0} der Tr&ger von F.

Proposition 1.3.13.
Sei F eine kohdrente Garbe auf einem isoalgebraischen Raum X.
supp(F) isteine isoalgebraische Teilmenge von X. X N supp (F)

ist die gréBte offene Teilmenge U von X mit FIU = O.

Beweis:

OE hat man eine exakte Sequenz Dxm S.@x“ -F -0 auf X. £

werde durch die Matrix (Mij) 1<i<n (Mij EOX(X)) gegeben.

. 1373%m
Es ist supp(F) = {x €X!Rang v6n“(Mi.(x))1<i<n <n}. Also
3 1Z3Zm
ist supp(F) eine isoalgebraische Teilmenge von X. Die

zweite Behauptung folgt aus Satz 1.2.7..
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4. Produkte isoalgebraischer Riume

Proposition 1.4.1.

i) Ist x:Ty.__——Jl————~Y ein kartesisches Diagramm von

X ——7
g
h gh h _. .
Schemata, so ist (XITY) ———=———» Y ein kartesisches
ob l ¢h
h___
X " T

Diagramm in der Kategorie der isoalgebraischen Rdume.
ii) In der Kategorie der isoalgebraischen R&ume (iiber (C,R))

existiert das Faserprodukt. Das sich aus einem Faser-

produkt isoalgebraischer Riume Kxp¥ Y
X

ergebende Diagramm IxxTYI —————1¥| ist kartesisch

|

Xl ———— |7}

[EEE———

in der Kategorie der semialgebraischen Riume (iiber R).
iii) Seien £ : X »T ein Morphismus isocalgebraischer Rdume, J
eine kohdrente Idealgarbe auf T und Y der durch J defi-
nierte isoalgebraische Teilraum von T. Sei Z der durch
die kohdrente Idealgarbe f‘(J)E)x 1= im(£*(J) a@x) de-
finierte isoalgebraische Teilraum von X. Man hat ein

kommutatives Diagramm
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2 «——— X. Dieses Diagramm ist kartesisch in der Kate-

|

Ye——T

gorie der C-geringten Rdume.

iv) 1Ist f : X -»Y ein S-Morphismus isoalgebraischer Riume, so

ist die Graphenabbildung X —»XISY von f eine Einbettung.

Beweis:

i) folgt aus Korollar 1.3.7..Aus i) folgt die Existenz des
Faserprodukts XxTY in der Kategorie der isoalgebraischen
Riume in der folgenden Situation: X, ¥, T sind offene isoal-
gebraische Teilrdume von Schemata X, Yo’ To’ f:X->T und

g : ¥ »T sind die Einschrdnkungen von EJ’ und 9;1 auf X und Y,
wobei fo Xy Ty und 9o :¥g » To Morphismen von Schemata
sind. Hieraus und aus Korollar 1.3.10. folgt die allgemeine
Existenz des Faserprodukts in der Kategorie der isoalgebrai-
schen Rdume. iii) folgt aus Proposition 1.3.2.. Nach Koro-
lar 1.3.12. ist der Schnitt eines isoalgebraischen Mor-
phismus eine Einbettung. Also ist die Graphenabbildung

X -Xst als Schnitt der Projektion Xst =X eine Einbettung.
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5. Reduzierte isoalgebraische Rdume

Definition 1.5.1.
Ein isoalgebraischer Raum (X,0y) heiBt reduziert (bzw. normal,

bzw. reguldr), wenn O reduziert (bzw. normal, bzw. reguldr)

XX
ist flir jedes x €X.

Proposition 1.5.2.

Sei J eine kohdrente Idealgarbe auf einem isoalgebraischen
Raum (:(,Ux) . Ordnet man jeder offenen Teilmenge U von X den
0y (U) -Modul (s €0X(U)| es existiert ein n €N, so daB

s® €J(U)} zu, so erhilt man eine kohirente Idealgarbe. Sie
wird mit VJ bezeichnet. Fiir jedes x €X ist (VTJ’)x das Nilra-
dikal des Ideals Jx im Ring Dx,x'
Beweis:

Es ist klar, daB VJ eine Garbe ist und daB die Halme von VJ
die angegebene Form haben. Um zu zeigen, daB8 yJ kohidrent ist,
kann man nach Proposition 1.1.5. OE annehmen: X i;t ein
offener isoalgebraischer Teilraum eines Schemas Xg und es

existieren fq,...,f; €0, (X ), so daB8 J die von £
1 m o 0

X,
erzeugte Idealgarbe ist.

1 X,...,fmlx

Sei J, die von f‘l""’f

n erzeugte Idealgarbke auf Xo und sei

Jy die Nilradikalgarbe von J . Es ist @u*(J;)IX ¢ VvJ. Da
° <

] eine Henselierung von @ ist und da

O%s,x *0%,x X%

(Jo)x'ox,x = J, ist, ist V(Joix'@x,x = V‘Jx, d.h.
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(&D{(J,))x = (V?)x fir jedes x €X. Nach Korollar 1.2.9. ist
o

©y*(T4)1X = VT und VJ ist damit kohdrent.
°

Der durch die kohdrente Idealgarbe V(0O) definierte isoalge-
braische Teilraum eines isoalgebraischen Raumes (X,@x) heiBt
die Reduktion von X und wird mit Xred bezeichnet. Es ist

Xl = Ixred“ Xred hat wie iliblich folgende universelle Eigen-

schaft

Proposition 1.5.3.

Sei X ein isoalgebraischer Raum. Dann ist Xred ein reduzier-
ter isoalgebraischer Raum und ist f : Y +X ein Morphismus
isoalgebraischer Rdume, wobei Y reduziert ist, so gibt es

genau einen Morphismus g : Y *Xredr SO dag kommutiert

9 £

X

red____?__—*x N

Der Beweis ergibt sich aus Proposition 1.3.2. und Korollar
1.2.8..

Die isoalgebraischen Funktionen (d.h. die Elemente aus
@x(x)) auf einem reduzierten isocalgebraischen Raum (x,mx)
kann man wirklich als Funktionen auf der Menge X lesen.
Der entscheidende Schritt hierzu ist die (nicht schwer zu

beweisende) Proposition 1.5.4..
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Proposition 1.5.4.

Sei (x,wx) ein isoalgebraischer Raum. Dann ist 2-dimf%( x =
’
aimiX £0r jedes x €X. Dabei bezeichnet dim} X die lokale

Dimension des semialgebraischen Raums |X| im Punkt x €X.
Diese Proposition ist in [X, Kap. IX, §2] bewiesen.

Definition 1.5.5.
Sei (X.Ox) ein isoalgebraischer Raum. Fir ein x €X heiBt
N . 1.. sa - . N N
:= © = P!
d:.mxx := dim X, % 7d1mx X die lokale Dimension von X im

Punkt x. dim X := max{dim XIx €X} heiSt die Dimension von X.

Proposition 1.5.6.

i) Seien X ein isoalgebraischer Raum und J eine kohdrente
Idealgarbe auf X. Flir jede offene Teilmenge U von X ist
VI(U) = (s €0y (U)Is(x) = O fir jedes x €U nsupp(ox/J)).

ii) Seien X ein isoalgebraischer Raum und A eine isoalge-
braische Teilmenge von X. Ordnet man jeder offenen Teil-

. menge U von X den 0y (U)-Modul {s €0, (V) Is(x) = O fir
jedes x €U NA} zu, so erhdlt man eine kohidrente Ideal-
garbe auf X. Sie wird mit Jp bezeichnet. Es ist

A = supp (Ox/JA) .

Beweis:
i) Gegeben seiein s€0y(X), so daB s(x) = O flir jedes

x €supp(0/J). Zu zeigen ist, daB ein n €IN existiert,
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so daB s™ €J(X). OE ist X ein offener isoalgebraischer

Teilraum eines Schemas Xo und es existieren t,

f1""'fm EWXO(XO), so daB J die von f1|x,...,fm[x

erzeugte Idealgarbe ist und s = tl|X. Sei 2 die Zariski-

abgeschlossene Menge {y EX I (y) = ..o = £ (y) = o}

von X . Nach Voraussetzung ist t(x) = O flir jedes x €XNZ.

Nach Proposition 1.5.4. existiert eine Zariski-offene

Teilmenge V von Z, so daB t(y) = O flir jedes y €V und

XNZcV. W =X, ~(2\V) ist eine Zariski-offene Teil-

menge von X, fir die gilt: X cW und (t!W)(y) = O fir je-

des v €{y EWI(EIW (y) = ...= (fmlw)(y) = 0}. Also exi-

stiert ein n €I, so daB (tIw)™ EJO(W), wobei I die von

f11w,...,fm[w erzeugte Idealgarbe ist. Dann ist s™ €J(X).
ii) OE existieren £1,...,im me(x), so daB A =

{x €XIf,(x) = ... = £ (x) = O}. Sei J die von

f1,...,fm erzeugte Idealgarbe auf X. Es ist dann

A = supp(0/J) und somit ist nach i) J, = VJ. Nach Pro-

position 1.5.2. ist Jp kohdrent.

Korollar 1.5.7.

Flr einen isocalgebraischen Raum (X,0y) sind &quivalent

i) X ist reduziert

ii) Ist U eine offene Teilmenge von X und s EDX(U), so das

s(x) = O fir jedes x €U, dann ist s = O.

Beweis:

ii) = i) ist trivial. Es gelte nun i). Nach 1.5.2. ist V{O)
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eine kohdrente Garbe. Somit ist V{O) = (O) nach Satz 1.2.7..

ii) folgt nun aus 1.5.6.1i).

Aus Korollar 1.5.7. folgt

Korollar 1.5.8.

Es sei f :X »Y ein Morphismus isoalgebraischer R&ume und T
ein isoalgebraischer Teilraum von Y. Ist X reduziert und
£(X) < T, dann gibt es einen Morphismus g : X »T, so daB

kommutiert

X
s
P
Sei A eine isoalgebraische Teilmenge eines isoalgebraischen
Raums (X,wx). Auf der semialgebraischen Teilmenge A von [X]|
hat man eine Garbe OA von C-Algebren: Fiir eine offene semi-
algebraische Teilmenge U von A ist 0, (U) die Menge aller
Funktionen £ : U ~+C, fir die es eine Uberdeckung (Uiliel)
von U, eine Familie (ViIiEI) von offenen semialgebraischen

Teilmengen von X und

EOX(Vi) gibt, so dasB U; = A nvi und
fix) = fi(x) fiir jedes x €A nvi. Der C-geringte Raum (A,IDA)
ist ein isoalgebraischer Raum, er ist ndmlich der durch die
kohdrente Idealgarbe Ja definierte isoalgebraische Teilraum
von X.

Hdufig ist es nétig zu wissen, daB eine isoalgebraische

Teilmenge A eines iscalgebraischen Raumes X der zugrunde-



liegende semialgebraische Raum eines isoalgebraischen Raums
(oder noch besser: eines isoalgebraischen Teilraums von X)
ist; dies ist eben richtig, man versehe A mit der eben be-

schriebenen reduzierten Teilraumstruktur.
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6. Nashrdume

Die Definition eines Nashraumes erfolgt analog der Definition
eines isoalgebraischen Raumes: Sei X ein Schema von endlichem
Typ iiber R. Die Menge X(R) der R-rationalen Punkte von X ist
ein semialgebraischer Raum iiber R. Zu jeder offenen semialge-
braischen Teilmenge U von X(R) hat man wieder die Kategorie
IU. Die Objekte von IU sind die Tripel (X',U',f), wobei

f :X' »X ein etaler Morphismus von endlichem Typ zwischen
R-Schemata ist und U' eine offene semialgebraische Teilmenge
von X'(R) ist, so das fR :U' »U ein semialgebraischer Iso-
morphismus ist. Die zu der Prdgarbe U = %;mﬂk.(x') assozi-
ierte Garbe wird mit nx bezeichnet und heiBt die Garbe

der Nashfunktionen auf X. Ein offener Nashteilraum von X

ist ein R-geringter Raum (U,lxlu), wobei U eine offene
semialgebraische Teilmenge von X(R) ist. (Die Kategorie

der R-geringten Rdume wird entsprechend 1.1.2. definiert).
Ein Nashraum ber R ist ein R-geringter Raum, der lokal
isomorph ist zu einem offenen Nashteilraum eines Schemas

von endlichem Typ lber R.

Es werden nun alle Definitionen aus den Abschnitten 1., 2.,
3., 4. analog fiir den Nashfall ilibernommen. Es bleiben dann
alle Aussagen aus 1., 2., 3., 4. richtig. Vorsicht ist im

Abschnitt 5. geboten. Hiervon sind nur noch die Propositio-
nen 1.5.2. und 1.5.3. richtig. Zwar sind auf einem Nashraum

(X,UY) die Strukturgarbe mx und die Idealgarbe V{O) kohédrent
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und man kann somit die Reduktion eines Nashraumes bilden,
aber auf einem reduzierten Nashraum (die Definition 1.5.1.
wird Ubernommen) kann man die Schnitte der Strukturgarbe

im allgemeinen nicht mehr als Funktionen lesen. Denn die zu
Proposition 1.5.4. analoge Aussage dimbx'x = dimiax ist
nicht richtig. Ist jedoch der Nashraum (x,wx) reguldr, so
ist ein s GIDX(X) eindeutig durch die zugehdrige Funktion

S :X >R, x»s(x) bestimmt. Die am Ende von Abschnitt 5. an-
gegebene Beschreibung der reduzierten Teilraumstruktur ei-
ner isoalgebraischen Teilmenge eines isoalgebraischen Raums

flihrt im Nashfall im allgemeinen zu keinem Nashraum. Dies

wird im folgenden an zwei Beispielen illustriert.

Sei A eine Nashteilmenge einer offenen semialgebraischen
Teilmenge T des R". Auf A hat man eine Garbe QA von R-Alge-
bren: Flir eine offene semialgebraische Teilmenge U von A ist
©,(U) die Menge aller Funktionen f :U R, fiir die es eine
Uberdeckung (UiliEI) von U, eine Familie (VilieI) von offe-
nen semialgebraischen Teilmengen von T und f; enAn(Vi)

gibt, so daB Ui = ANV, und £(x) = fi(x) fir jedes x €A nv;.
Auf T hat man die Idealgarbe JA: Fir eine offene semialge-
braische Teilmenge V von T ist J, (V) = {s € n (V) Is(x) =0
£ir jedes x €ANV}. Es ist 0, = j"(wT/JA), wobei j :A T
die Inklusion und @T = nAan ist. Der R-geringte Raum (A,0,)
hat folgende Eigenschaften:

i) Flir jedes a €A ist wA a ein henselscher lokaler Ring
’



- 41 -

und R»©, _/m_ ist ein Isomorphismus. ((A,0,) gibt also
A,a’ a A
AnlaB zu einem strikt reellen Raum im Sinne der Defini-
tion aus [Kzl).
cs s : s _ 4. Sa
ii) Fir jedes a €A ist dim oA,a = dlma A.

iii) Fir ein a €A ist a genau dann ein Integritdtsbereich,

A,
wenn der von (T,A) reprédsentierte Nashkeim des R® im
Punkt a irreduzibel ist.

iv) (A,0,) ist genau dann ein Nashraum, wenn die Idealgarbe
J, auf (T,0;) kohdrent ist.

(Begriindung von iv): Ist JA kohdrent, so ist (A,WA) ein Nash-

raum nach Korollar 1.3.4.. Ist (A,@A) ein Nashraum, so ist

der kanonische Morpnismus R-geringter R&ume j :(A,WA) »(T,OT)
eine Einbettung nach Korollar 1.3.12.. Dann ist JA =

ker (0, »3,0,) kohdrent.)

Es gilt (die Bezeichnungen seien wie oben):

(1) Sei a ein Punkt von A, fiir den gilt: Der von (T,A) re-
prisentierte Nashkeim des R” im Punkt a ist irreduzi-
bel und in jeder Umgebung U von a in A gibt es ein b

mit dimzaA #dim:al\. Dann ist J, nicht kohidrent.

a
(1) ist in [C] bewiesen. Cartan benutzt hierzu die Komplexi-
fizierung reell analytischer Mengenkeime. Auf diese Weise
148t sich (1) natilirlich auch im Nashfall zeigen. Eine ande-
re M8glichkeit ist die folgende: Angenommen, es sei Jp ko=

hirent. Dann ist der R-geringte Raum (A,oA) ein Nashraum.
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Also gibt es eine offene semialgebraische Umgebung V von a

in A, so daB (V,OAIV) ein offener Nashteilraum eines Schemas

X von endlichem Typ iiber R ist. Da 0 a = O}(ha integer ist,
2, .
ist auch Ox 5 integer. Deshalb gibt es eine offene semial-
’

gebraische Umgebung U von a in V, so daB dim;ah = dimL’7A b=
.

i = di = dimo, = ain®%a fir j .
dlm@k’b d;makla dim Aa dxma A fir jedes b €U

Widerspruch.

Beispiel:

s oA 3 2 2y _ L3 : ; sa _
Sei A={(x,y,z) €R”|2(x" +v°) x> = 0}. Es ist dlm(O,O,O)A =
2, dimS2 A = 1 fiir jedes z #+0 und A ist irreduzibel in

(0,0,2)

(0,0,0). Also ist (A,‘QA) kein Nashraum.

Wie in [N, Ch. V, Prop. 8] beweist man mit Hilfe der Komple-

xifizierung von Nashkeimen

(2) seien U eine offene semialgebraische Teilmenge von ct
und A eine isoalgebraische Teilmenge von U. Sei a ein
Punkt von A, fiir den gilt: A ist im Punkt a irreduzibel
und in jeder Umgebung von a in A gibt es einen Punkt, in
dem A reduzibel ist. Man betrachte nun U als offene se-
mialgebraische Teilmenge es R2n und A als Nashteilmenge.

Es ist dann J, nicht kohdrent auf (U,%;7410).

Beispiel:
Sei A = ((x,y,2z) €C’1x? -2zy? = 0}. Es ist A irreduzibel in

(0,0,0). Fiir jedes z #0 ist A reduzibel in (0,0,2z). Also
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gibt es im Rs eine rein 4-dimensionale Nashteilmenge A, so

dag (a,9,) kein Nashraum ist.
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§2 - Einige Eigenschaften isoalgebraischer Funktionen, I

Es werden die Ergebnisse lber isoalgebraische Funktionen
aus [K;] angegeben. Die Beweise findet man in [K]. Es wird
gezeigt, daB einige elementare Eigenschaften holomorpher
Funktionen, wie Identitdtssatz, Maximumprinzip, Differen-
zierbarkeit, Potenzreihenentwicklung, auch filir iscalgebrai-

sche Funktionen gelten.

Satz 2.1.

Seien X ein normales Schema, U eine offene semialgebraische
Teilmenge von X(C) und £ EaX(U). Es existieren dann ein
Schema Xo' eine offene semialgebraische Teilmenge V von
XO(C), ein etaler Morphismus p Xy oX und ein fo e@xo(xo),
so daB phlV :V »U ein isoalgebraischer Isomorphismus ist

und (phIV)‘(f) = folv.

Satz 2.2.

Sei X ein normaler isoalgebraischer Raum und sei f : X »C eine
semialgebraische Abbildung. 2Zu jedem x €X gebe es eine offene
Teilmence U von X, so daf x €U und £]U : U ~C isoalgebraisch

ist. Dann ist f iscalgebraisch.

Satz 2.3.
Seien U eine offene semialgebraische Teilmenge von A"(C) und
f :U »C eine isocalgebraische Funktion. f ist differenzierbar,

d.h. fiir jedes u €U und jedes i €{1,...,n} existiert der



- 45 -

Grenzwert (D,f) (u) = 2 (w) := lim fluthey) - W) ypg gie
i 3z hs0 h

dadurch bestimmte Funktion U -C, u »(Dif)(u) ist isoalge-

braisch.

Satz 2.4.

Sei X ein zusammenhd&ngender normaler isoalgebraischer Raum
und sei f €0,(X), so daB £V = O fiir eine nichtleere offene

Teilmenge V von X. Dann ist f = O.

Beweis:

Nach 1.1.5. gibt es eine Uberdeckung (U;1i = 1,...,n) von X,
so daB zu jedem i ein zusammenhdngendes normales Schema Xy
eine offene semialgebraische Teilmenge Vi von Xi(C), ein
isoalgebraischer Isomorphismus hy :(Vi,axilvi) - (Ui,@xlui)
und fi Ecki(xi) existieren mit hi*(flui) = filvi. OE ist
vau, #@. Es ist dann f1lh1_1(v nU;) = O. Deshalb ist nach
1.5.4. £, = O und somit f£1U; = 0. OE ist U, nu, +@. Wie
eben folgt dann fle = 0. OE ist U3 n(U1 UU2) +@. Es ist

dann flU3 = 0. ...

Satz 2.5.
Sei X ein zusammenhdngender reguldrer isoalgebraischer Raum
und sei s €®X(X). Dann ist die Abbildung § :X +C, X =»s(x)

konstant oder offen.

Beweis:
Es sei s nicht konstant. Es ist zu zeigen, daB s offen ist

in jedem Punkt x €X. Sei ein v €X gegeben. OE ist s(v) = O.
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Nach dem Identitdtssatz 2.4. ist O *sy GE&IV. Es ist also
zu zeigen:
(*) Ist X ein reguldrer isoalgebraischer Raum, v €X und

s €0, (X) mit s 0 und s(v) =0, so ist s offen in v.
OE ist X ein offener isoalgebraischer Teilraum eines Sche-
mas X . Da oxo,v reguldr ist, existiert OE ein etaler Mor-
phismus X, -A". Nach Proposition 1.1.1.v) ist dann OE X
ein offener isoalgebraischer Teilraum von A" und v der Null-
punkt. Sei U eine offene Teilmenge von X, so da8 v €U und
L NU zusammenhdngend ist flir jeden 1-dimensionalen linearen
Unterraum des A®. Wihle ein w €U, so daB w #v und s(w) #O.
Sei L, der 1-dimensionale lineare Unterraum des A" mit
w €Ly und sei t die Einschrdnkung von s auf L, NU. Es ge-
niigt zu zeigen, daB t offen in v ist. Nach dem Identitdts-—
satz ist tv +0. Also kann man in (*) annehmen: dimO, = 1.

X, v
Sei a ein erzeugendes Element des maximalen Ideals von Ox

Y

Es ist s, = b-a", wobei b eine Einheit in 0‘ v ist und
X,

m€IN. Da @x v ein lokaler henselscher Ring mit algebraisch
’

abgeschlossenem Restklassenkdrper der Charakteristik Null

ist, gibt es ein ¢ €Dx v mit b = ¢™; also sy = (c-a)™. OE
,

existieren ein Schema X, und d GMXO(XO), so daB X ein oiffe-
ner isoalgebraischer Teilraum von X, ist und c-a = d,. Sei
£ : Xy »al der durch d gegebene Morphismus von Schemata. Es

ist f£(v) = O und es gibt eine offene Teilmenge U von X mit

v €U, so daB das folgende Diagramm von Abbildungen kommu-

tiert
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x U
l \\\\\E\\»
f£(x) al(c) ——cC

Kr——————————xM

Da c-a das maximale Ideal von OY v erzeugt, erzeugt d, das
X,

maximale Ideal von Ox . Deshalb ist f unverzweigt in v.
°]

v
Nach [SGA 1, I, 9.5.] ist dann f sogar etal in v. Also ist

s offen in v.

Im folgenden bezeichne v den Nullpunkt des A". Seien 290002y

die Koordinatenfunktionen des a™. HAn y lst ein reguldrer lo-
’

kaler Ring der Dimension n und (z1)

V,...,(zn)V bildet ein

reguldres Parametersystem von qzn v+ C ist ein Koeffizienten-
B

A

""'(zn)v in eine formale Potenzreihe mit Koeffizienten

kérper von &, , v Somit l&B8t sich jedes fe‘ﬁn v bezliglich
B ,

(z),
in C entwickeln, I ¢ T®€cllT,,...,T 11 ( I e % erhalt
o€ ] a€ING

lal<k
man durch Identifizierung von Uy n V/mk+1 mit den Polynomen
P

vom Grad <k in (zq)ys...,(z), mit Koeffizienten in C), oder

anders ausgedriickt: durch Auszeichnung des reguldren Parame-

tersystems (21)v""'(zn)v erhdlt man einen kanonischen Iso-
3 A~

morphismus wﬁhn,v) S CllTy, -, T 1]

Der Zusammenhang zwischen Differentiation und Entwicklung in

formale Potenzreihen ist der folgende

Satz 2.6.
N : _ a _
Sei f Q“An,v und sei ¢ = z CaT €C[[T1,...,Tn]] die forma
a€ING
le Potenzreihe von f.
i) Ist d = £ da_ 1% die formale Potenzreihe von

a€IND
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; -3¢
D;f EaAﬂ,v' so ist d = 3T; "

i s e n _ 1 a
ii) Fur jedes « €1N° ist ¢ =& (D7E) (v).

Beweis:
i) Flr Dy gilt die gewdhnliche Produktregel der Differen-

tiation (also ist Dy ECA eine Derivation lber

° An,v"aAn,v
C). Es ist Di(zj)v = 0 flir j #i und Di(zi)v = 1. Gege-

ben sei ein k €EIN. Sei p = z cﬂTu. Also ist f =
a€ING
lal<k,

= k+1

p(zy)yrener(z) ) + x mit x €m" . Dann ist D,f =

D;p((zq)yreven(z) ) + Dyx. Es ist Dip({z)yreeen(z) ) =

n 3 _3p
k3 ggj (zg)gonnnn (20 ) +Dy (290, = B (240 g0eeen (200
und D;x em®. somit ist T daTu = %%_ .

Q€N i

lal<k=1

ii) folgt aus i).

Korollar 2.7.

Sei f eine isoalgebraische Funktion auf einer offenen semi-
algebraischen Teilmenge von A™(C). Dann ist DiDjf = DjDif‘
Auf C hat man den Betrag || :C »R, a +ib —»\/32+b2, wobei i
eine Wurzel von -1 ist. Ein Polyzylinder mit Mittelpunkt a =
(a1,...,an) ec® und Multiradius r = (rl,...,rn) er"

(r; >0 fir i = 1,...,n) ist B (a) = {(z;,...,2.) €c"
lzi-aix<ri fir 1 = 1,...,n}.

Sei f eine isoalgebraische Funktion auf einem Polyzylinder
Bp(v) . Fiir jeden Multiradius (r1, ceesT) =T <p sei Mf(r) =

_ - a
max {1€(x,«-wox VIlIxgb =y oo, dx 1 = ). Ist £ c.T

n
a€m°
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die formale Potenzreihe von fv E%A“ s SO folgt im holomor-
’

Mg (x)
=T rxa

phen Fall aus der Cauchyschen Integralformel lc,|
In der allgemeinen Situation erhdlt man einedhnliche Ab-

schitzung.

Satz 2.8.
Sei f :Bp(v) -C eine isoalgebraische Funktion auf einem Poly-

zylinder und sei I caTa die formale Potenzreihe von

aE
fVELZAn v Flir jeden Miltiradius r <p und jedes a €IN gilt
B
lal Mg(r)
tegl <2 rﬂ
Beweis:

1. Fall: n = 1

Es gilt

(1) Sei g eine isoalgebraische Funktion auf Bp(v) und sei
T chn die formale Potenzreihe von g €

1 o
nemg ALy
sei c, =0 fiir n = 0,1,...,k-1. Fir jedes r €R mit

Es

0 <r <p gilt dann: lg(x)| <—Si£l|xl fiir jedes

x EB (v) und ¢yl < <—9—(El
denn: Die Voraussetzung ¢ =0 fir n = 0,...,k-1 besagt ge-
rade, daB 9y Emk, wobei m das maximale Ideal von aA1,v ist.
Also ist h :B(v) =C, hix) = ZE fir x+0 und h(0) = ¢
isoalgebraisch. Nach Satz 2.5. ist l|h(x)| <max{lh(t)I}it] = r}
fir jedes x €B_(v). Hieraus folgt (1).
Satz 2.8. wird durch vollstidndige Induktion nach a € N, be-
wiesen. Der Fall a = O ist in (1) enthalten. Satz 2.8. gelte
fir « = 0,1,...,k-1. Sei g die isoalgebraische Funktion

£ - (co+Cqz +... +cg_q2K~1). Nach (1) ist
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Iey ! 5}1? max{lg(x) ! |1xl = r}. Fir jedes x mit Ix|] = r gilt:

< k-1
Ig(x) | < HEE) T +legl +leylr +... + ey Ir

k-1

<o +2% 0 2 w2 o

2 Mf(r).

2. Fall: n beliebig
Satz 2.3. wird durch vollstidndige Induktion nach n bewiesen.

Satz 2.8. gelte fiir ein vorgegebenes n. Seien p = (ol,...,an)

und r = (r],...,rnH) Multiradien mit r <p, o = W]""'“nﬂ) €

:|1fo§"H ein Multiindex und f eine isoalgebraische Funktion auf

B (v). Sei B = ((xqreeerx)) ec“nxil < py fUr i =1,...,n}.

. 1 Gn+1 .
Nach Satz 2.3 ist g : B ~»C, x»—— (D ) £(x,0) eine
I n+1

isoalgebraische Funktion. Nach Fall 1. und Satz 2.6.ii)

gilt fir jedes x €B:

on+1 M(x N

(2) gt <2 ;—n)ﬂ, wobei M(x) = max{|f(x,v)!Ilyl=r_,.}.
n+l

Nach Induktionsvoraussetzung und Satz 2.6.ii) ist

l%! (DBg) (v) 1 < 2|B|-6NB- ; wobei B = (ag,...,a)), Q= (ry,...,T)
und N = max{1g(x;,.c.,x ) I1Ixg1 = Tq, ..o, ix | = £ }. Somit

folgt aus (2):

- - (pB 1B1,%n+1 Me(r) _ ,lal Mg(x)
leg! 15T (DFg) (v)1 < 27772 et 2] =
n+l
Satz 2.9.

Sei f eine isoalgebraische Funktion auf einem Polyzylinder

B,(v) und sei ¢ = z ca‘l‘a die formale Potenzreihe von
a€INR
: ;0 s k 5
£, €uﬂ\",v' Sei J€R eine Mikrobe von R, d.h. (7 Jyemw ist

eine Nullfolge in R. Dann konvergiert c auf Br(v) gleichmds-

sig gegen f fiir jeden Multiradius r <% < p.
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Beweis:

Zundchst wird (1) aus dem Beweis von Satz 2.8. verallgemei-
nert.

(3) Sei g eine isoalgebraische Funktion auf Bp (v) und sei

T cu'i‘(x die formale Potenzreihe von 9y € . Sei k

&, n
ae ™y v
eine natilirliche Zahl. Fiir jeden Multiindex a EDIO mit
lal<k sei Cq = 0. Dann gilt fir jeden Multiradius
(r1,...,rn) = r <p und jedes (x1,...,xn) = X eBr(v)
1gGa 1 < Hgln) - (max{1EL 115 = 1,...,ank,
i 0
denn: OE ist x #v. Sei p = min{IZ>11i = 1,...,n} und
-1
q = min[l%l[i =1,...,n} (Ist x5 = 0, so setze man
-1
o3 r;
l,—(-;-l = I’—(%! = +wo) . Man hat die isoalgebraische Funktion
1
h : {t en’ (€)11t! <p} »C, tw»g(tx). Die formale Potenzreihe
von h €1 ist I d T mitd_= = c x% Also ist
v - al,v neEme ™ R genn O

jat=m
d =0 firm=0,1,...,k-1. Somit folgt aus (1) aus dem

m

Beweis von Satz 2.8. [g(x)| = lh(1)1 < M..s%‘ll. = Mh(q) o
(max(léilli = 1,...,aD%. Fir jedes t €C mit It] = q ist

tx €§z(v) und somit ist aufgrund des Maximumprinzip

th(t) 1 = Ig(ex) | < Mg(r) . Also ist My(q) = max{ Ih(t) ] 1ti=q}
< Mg(:) .

Satz 2.9. ergibt sich aus den folgenden beiden Behauptungen
(sei r <5‘7 - p ein fest gegebener Multiradius):

(*) Fir jedes k €N sei g, die isoalgebraische Funktion

£ - r ¢ z% (21""’Zn sind die Koordinatenfunktionen
aemg
lal<k
a a
auf AP und z% = z, LR sz ?.) pann ist

(max(1gy (x) 1 ]x eEr(v) Dyeqy eine Nullfolge.
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(**) Zu jedem & €R, ¢ >0 existiert eine endliche Teilmenge
I von mg, so daB fiir jede endliche Teilmenge J von

n . s a
JNO ~I und jedes xEBr(v) gilt: ¥ lcax | < ¢

€

Begriindung von (*):
Sei Q = (Q1,...,Qn) ein Multiradius , so daB8 Q <p und
r <§ZQ. Nach Satz 2.8. und (3) gilt fiir jedes x €B_(v) und
j : . Kijg = k
jedes k €EMN: gy (x) 1< Mgk(Q) (max(loillx =1,...,nH)" <
e + x 2 gn hR  w @+ 1 1k

€D a€INg

lal<k lal<k
< M@K

n.k ) .
und (k¥ )kEm ist eine Nullfolge.
Begriindung von (**):
Sei Q = (Q1,...,Qn) ein Multiradius, so daB Q <p und
r <%Q. Nach Satz 2.8. gilt fUr jedes x €B_(v):
lal Me(Q) lal lal : -

lc“xul <2 ¢ ‘éﬁg_ (%) ot = M (Q) T %!, Also gilt fiir
jede endliche Teilmenge J € Iy ~{a €INJIllal <k-1} und

(k+n-

o) . a .
jedes x €B .(v) = I e x| < M (Q) -1

Tk 1
) =578 - Es

. xin-1, k, €7 .
ist (( =1 )7 ey ©ine Nullfolge.
Satz 2.10.

Sei U eine offene semialdebraische Teilmenge von C". Sei

f : U »C eine Funktion, fiir die gilt

a) f ist eine komplexwertige Nashfunktion, d.h. Re(f) und
Im(f) sind Elemente aus nmln(U)' wobei man U als offene
semialgebraische Teilmenge von &2R(R) = R2D = CN be-
trachtet.

b) £ ist partiell differenzierbar, d.h. fiir jedes u €U

und jedes i €{1,...,n} existiert die partielle Ab-
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leitung %%A(u).
i

Dann ist f eine isoalgebraische Funktion.

Beweis:

Man zeichne eine Wurzel i von -1 aus. Man identifiziere C"

mit R?? indem man setzt (zq,...02) = (Re(zy),Im(zy), ...,

Re(zn) ,Im(zn)) . R2D wiederum betrachte man ganz kanonisch

als Teilmenge von C20.

Nach Satz 2.2. geniligt es zu zeigen, daB es zu jedem Punkt

aus U eine offene semialgebraische Umgebung in U gibt, auf

der f isoalgebraisch ist. Gegeben sei ein u €U. OE ist u=0.

Es gibt eine offene zusammenhdngende semialgebraische Umge-

bung V von O in C2M und eine isoalgebraische Funktion

T :V-C, so daB VNR2™ < U und £(x) = F(x) fir jedes

x €V NR2M, Es gilt

(1) sind r und s isocalgebraische Funktionen auf V, so daB8
r(x) = s(x) fir jedes x €V NR2N, so ist r = s.

Denn: Fir jeden Multiindex a €m20n und jedes x €V nR?" ist

(0%r) (x) = (0%) (x). Nach Satz 2.6.ii) ist dann ry =

Sy €%2n  fiir jedes x €V nR2". Nach dem Identititssatz

ist r = s.

Da f partiell differenzierbar ist, gilt fiir jedes x €V nNR2D:

af _ 1% T _129F F _
321(:() = ;EZ(X), E}(x) =7 3—24(x), ...,a—zzn_l(x) =
%% (x). Aus (1) folgt
2n
.1, 3F _ 1 3F 3% _ 1 3% o _ 1%
(2) RV gilt 57 =1 9%, by T T sz, v bz, , T 1oz
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Sei h :(:zn —»Czn die lineare Abbildung (zj,...,zzn) »

1 1 1 1 .

(3 2%z ) eg7(2q=2 ) e eim(zp 42, ) v5r(2 =2, ) . Sei P
ein Polyzylinder in c™ mit Mittelpunkt O, so dag h(PxP) cV.
wobei PxP = {(zy,.-.,2,) €C%® | (z),...,2) €P und

( SrZ,) €P}. Fiir jedes z = (zg,...,2,) €P ist

Zne1r e
h((z,2)) = (Re(z;),Im(z;),...,Re(z,),Im(z_)) (" bezeichnet
die Konjugation auf C, bestimmt durch R und i). Also ist
PcU gCn. Sei g : PxP »C die isoalgebraische Funktion F.h.
Es gelten

(3) Fiir jedes z €P ist g((z,2)) = £(2)

@ -g-}nﬂ = 0,...,3—%% = o.

Dabei folgt (4) aus (2). Aus (4) ergibt sich

(5) Fir jedes z €P ist g auf {z}xP konstant.

Sei j die isoalgebraische Abbildung P -+PxP, zw= (z,0). Nach

(3) und (5) ist £IP = gsj. Also ist f|P isoalgebraisch.
AbschlieBend noch ein rein algebraisches Ergebnis

Satz 2.11.

%",O ist algebraisch abgeschlossen in seiner Komplettierung

(U}An,o)’\‘ -

Fiir einen Beweis von Satz 2.11. siehe [EGA IV, 18.9.3]. Es
N A _ A N

gilt OA“,O < a/A“,O < (aA“,O) = (vAn'o) . Es ist leicht

einzusehen, daB aAn,O no

sichert also einen "gewissen Vorrat" an isoalgebraischen

algebraisch iiber €7A ist. Satz 2.11.

Funktionen.
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Satz 2.11. wird in keinem Beweis der bisher aufgefiihrten
Sétze verwendet. Auch in dieser Arbeit wird Satz 2.11. nur
einmal bendtigt, ndmlich beim Beweis des Riemannschen Heb-

barkeitssatzes.

Bemerkung:

Satz 2.1. und Satz 2.2. gelten analog fiir Nashfunktionen,
wenn das Schema bzw. der Nashraum reguldr sind. Auch gilt
der Identitdtssatz flr reguldre Nashriume. Nashfunktionen
auf offenen semialgebraischen Teilmengen des R™ sind diffe-
renzierbar. Der Zusammenhang zwischen Differentiation und
formaler Potenzreihe eines Nashfunktionskeims ist natir-
lich derselbe wie im isoalgebraischen Fall (Satz 2.6.). Da
die formale Potenzreihe einer isoalgebraischen Funktion
lokal gegen die Funktion konvergiert (wenn der Kdrper R

mikrobial ist), gilt dies ebenso fiir Nashfunktionen.
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§3 - WeierstraBscher Vorbereitungssatz und Divisionssatz

In [EGA IV, 18.6.8] ist gezeigt

Lemma 3.1.

Seien A ein lokaler Ring und B eine endliche A-Algebra.
Seien Bys..-sBy die Lokalisationen von B in den maximalen
Idealen von B. Fiir die Henselisierung Bh von B gilt:

h_,h ho_ h
= 31 X ... xBr BQAA .

B
Lemma 3.2.
Sei f : X Y ein Morphismus isoalgebraischer R&ume, so daB
DY,f(x) *ox,x quasiendlich ist fiir ein x €X. Es gelten dann
i) wy,f(y) ‘OX/Y ist endlich fiir jedes y in einer Umgebung
von x.
ii) Es existieren eine offene semialgebraische Umgebung U
von x in X und eine offene semialgebraische Umgebung
Vv von £(x) in Y, so daB8 f(U) < V und £IU : U »V endlich

ist.

Beweis:

Nach Korollar 1.3.10. kann man OE annehmen: Es existiert ein

Morphismus von Schemata . g : S »T, so daB X =Sh, Y =Th, £ =gh.
h - _nh 5 : : 5

Da DT,g(x) = wY,f(x) ‘Dx,x = @S,x quasiendlich ist, ist auch

wT,g(x) *Os,x quasiendlich. Nach Zariskis Hauptsatz ([EGA III,

4.4.3]) hat man ein kommutatives Diagramm



- 57 -

i—2 v

SN

wobei U eine Zariski-offene Umgebung von x in S ist, i eine
offene Immersion und h ein endlicher Morphismus ist. Also

ist OE g endlich. ii) ist klar und i) folgt aus Lemma 3.1..

Ein Morphismus zwischen semialgebraischen Riumen £ : X~Y
heiBt quasiendlich in x €X, wenn x isoliert in der Faser

£ E(0) ist.

Satz 3.3.
Sei f : X »Y ein Morphismus isoalgebraischer R&ume und sei
X €X. Es sind &dquivalent

i) wY,f(x) "ox,x ist quasiendlich

-0

ii) o,

¥, £ (x) ist endlich.

X, x

iii‘) Es existieren eine offene semialgebraische Umgebung
U von x in X unéd eine offene semialgebraische Umge-
bung V von £(x) in Y, so daB £(U) < V und £1U : U »V
endlich ist.

iv) f ist quasiendlich in x.

Beweis:
i) = ii) = iii) = iv) ist klar (Lemma 3.2.).
iv) = i):

Ist m das maximale Ideal von © so ist O /m-0

Y, £(x)’ X, x X,x



- 58 -

der lokale Ring der Faser f_1(f(x)) in x. Nach Proposition

1.5.4. ist 0 = din £ (£(x)) = dimO,. . Also ist

T(£(x)),x
(Ox'x/m-(ox,x = 05_1 (£(x)),x ein endlichdimensionaler C-Vektor-

raum.

Ein einfaches aber fiir uns wichtiges Beispiel eines endli-

chen Morphismus ist

Beispiel 3.4.

Sei X ein isoalgebraischer Raum und sei F €0, (X) [T] ein nor-
miertes Polynom iiber dem Ring UX(X). Sei Y der durch F gege-
bene iscalgebraische Teilraum von Xx (A‘)h und sei p : Y »X
die Einschrdnkung der Projektion Xx (d\‘)h -»X auf Y. Seien

A €04 (X) die Diskriminante von F und S = {x €XIA(x) = O}.

Es gelten:

i) p ist endlich und flach und fiir jedes y €Y ist
dimyY = dimp(y)x.

ii) Es existiert eine Uberdeckung (Uiliel) von X \S, so
dag fiir jedes i €I und jede Zusammenhangskomponente
Z von :"1 (U;) pIZ : 2 -U; ein Isomorphismus ist.

iii) Ist X normal und zusammenhdngend und A $#0, so ist Y

reduziert.

Bewelis:

OE ist X = 'a‘h, wobei W ein Schema ist, und F eww(W)[T] .
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Ist V das durch F gegebene Unterschema von WX.‘I\1 und q :V »W

die Einschrédnkung der Projektion w:a1» W auf V, so ist

Y = v! und P = qh (Proposition 1.3.3.).

h

i) q ist endlich und flach. Also ist auch p =q endlich

und flach. Flir jedes v €V ist dim ‘Dw,qw) = dim@v,v

(denn g ist endlich und flach). Nach 1.5.4. ist dann

dlmyY = dlmp(y)x flir jedes y €Y.

ii) q ist tber W~{w €WIA(w) = O} etal. Also folgt ii)
aus 1.3.1t1.ii)c).
iii) Es ist also W zusammenhingend und normal und A #0O.

Sei a ein generischer Punkt von V. Da dimub a =
’

dim@w,q(a) B

g etal iliber dem generischen Punkt von W ist, ist LOV
'

reduziert. Also hat V die Eigenschaft Rc. WxA1 ist

ist g(a) der generische Punkt von W. Da

a

normal, hat also die Eigenschaft Sy- Fir jedes x EWxA1 =:7

ist F, ein Nichtnullteiler in 0y x° Deshalb hat V noch
’
die Eigenschaft S.l. Ein Schema, das Ro und 51 erfillt,

ist reduziert.

Satz 3.5.

Sei X ein isoalgebraischer Raum. Seien v €X, a EAI(C) und A
der lokale Ring von Xx(A1)h im Punkt (v,a). Sei z ein Ele-
ment von A, das, eingeschrédnkt auf den isocalgebraischen Teil-
raum (v)x(Al)h, das maximale Ideal des lokalen Rings von
(v)x(A1)h im Punkt (v,a) erzeugt.

Gegeben sei ein £ €A, so das f|(v}x(/A1)h in (v,a) eine
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Nullstelle der Vielfachheit k (1 <k <) besitzt. Dann
gelten

i) A/fA ist ein freier Modul tber Kgx v mit Basis
’
1,:,22,...,zk_1 mod fA. Also l&Bt sich jedes g €A
schreiben

g =h-f +a.|zk_1 +...%a

mit h €A und agrecsay €£Ox,

k

v h,a1,...,ak sind eindeu-

tig bestimmt.

ii) Es existieren h €A und ayreeerly wa so das
B

- k k-1
£ = h-(z +a,z +...+ak).

v’

h ist eine Einheit in A und Aqs ey liegen im maxi-
malen Ideal von O . h,a;,...,a, sind eindeutig be-
X, v 1 X

stimmt.

Beweis:

Seien m das maximale Ideal von @x,v und B der lokale Ring

von {v)x(Al)h in (v,a), also B = A/mA. Fiir jedes g €A be-

zeichnet g das Bild von g unter der Einschrinkungsabbildung

A ~B. Es ist T = u-Z° mit einer Einheit u aus B.

i) A/fAs, O,  /m = B/EB ist ein freier Modul Uber
L’JX'v/m r)r(\;.‘é Basis 1,%,...25 ' mod FB. Nach Lemma 3.2.

ist dann A/fA ein endlich erzeugter OXIV-Modul.

A ist flach iber O _ und T ist ein Nichtnullteiler

von A/mA = B. Nach [EGA O ;, 10.2.4] ist dann f ein
Nichtnullteiler von A und A/fA flach iber Ox v
’

ii) Nach i) existieren t €A und I:~1,...,l:’k wa,v, so das
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gilt
") 2= eegen X a
Hieraus erhdlt man Z° = T.F +517k-1 +... +b, und somit

% (-Ewz* = 57+ 4B,

Fiir jedes i €{1,...,k} ist entweder Ei = 0 oder Ei ist
eine Einheit in B. Aus (**) folgt dann Si = 0 fiir jedes
i€{1,...,k}, also 1 = E-u. Damit ist T eine Einheit

in B und t eine Einheit in A. Aus (*) folgt

A RS S
k-1

Es sei nunf=h~(zK+a1z +...+a.<) mit h €A und

7,757,

_
@ps---s2 €0y . Man hat dann (u-3)2° = 3, S +E

Wie eben folgt hieraus Ei = 0 fir jedes i €{1,...,k}

und u = K. Alsc ist h eine Einheit in A und agsee-iayg

liegen im maximalen Ideal von OY v*
X,

Satz 3.6.

algebraische Teilmenge von (AnxA1) (C).

Sei U eine offene ser
Sei p die Einschrdnkung der Projektion AnxA1a A" auf U,
p :U-p(U) =: V. Sei f eine isocalgebraische Funktion aul 7,
so das flp_1(v) mit Vielfachheit gerechnet genau k Nullstel-
len (1 <k <) auf p_1(v} besitzt fiir jedes v €V. Es gelten
dann
i} Sei X der durch £ definierte isoalgebraische Teilraum
von U und sei g : X »V die Einschrdnkung von p auf X.
Es ist q,0y eine freie (uAnIV)-Modulgarbe mit Basis 1,

t,‘..,tk_1 €0x(x), wobei t die Einschrinkung der
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(n+1) -ten Koordinatenfunktion von A“xA1 auf X ist.
ii) 2u jedem g EL&\“xA" (U) existieren eindeutig bestimmte

h €&n 100}, a4, ...,2) €A n(V), so das
g =nh-f +aL1zk'1 tooovay o
wobei z die Einschrénkung der (n+1)-ten Koordinaten-

B n 1 :
funktion von A"xA" auf U ist und aAnx/A1

p als &, n(V)-Modul betrachtet wird.

(U) beziglich

iii) Es existieren h€ “Anxaﬂ

h keine Nullstellen hat und
k-1,

U), ay,.--,a € & q(V), so das

f=h(zk+a1z ...+ak).

Beweis von i):

Aus 3.5.ii) folgt

(1) Ist v ein Punkt aus V und T eine offene semialgebraische
Umgebung von q-1 (v) in X, so gibt es eine offene semi-
algebraische Umgebung W von v in V, so daB q-1 (W) < T.

Sei © =U,,IV und sei a :0¥ +qo, der durch £571,¢57%, L1 e

UX(X) = Q.0y (V) gegebene O -Modulgarbenmorphismus. Es gilt

(2) Fir jedes v €V ist die Halmabbildung ay : (0%), + (q.0,),
ein Isomorphismus.

P | N

Denn: Es sei g (v) = (x1,...,xr). Nach (1) ist (q,04), =

@x,x1""“"x,xr' Somit ist nach 3.5.i) (c;,lox)V ein freier

LOV—Modul vom Rang k. Es geniigt deshalb zu zeigen, daB Ev:

k . i s N
© )vo(gv‘ov/mv - (q,t'l?x)vaiov(ov/mv surjektiv ist, wobei m,

das maximale Ideal von O ist. Fir jedes i €{1,.. .,r} sei
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x5 = (v,yi) mit Yi €C und ky die Vielfachheit der Nullstelle
von flp‘1(v) im Punkt X5 Flir jedes i €{1,...,r} und

S €10, 1, 0 ky=1) sei by _ = ey KT ey -
(emy % - (emy |, D FIFT L ey )T €0, (0. Fir jedes
je{1,...,r} ~{i} ist das Bild von by o in Ox,xj%v‘”v/“‘v
Null. Die Bilder von bi,o""'bi,ki-1 in Ox,xi%vmv/mv bilden
eine Basis des Dv/mv-:-ioduls Ox’xiobvtov/mv. Also bilden die
von );)5.,S €0y (X) = @, (V) (i=1,...,r, s=0,1, ...,ki-'l) gege-
benen Elemente von (q,lox)voovov/mv eine Basis des Ov/mv—Mo-

duls (q,ox)veovlov/mv. Diese Basis liegt im Bild von a.

Weiterhin gilt

(3) Es existieren semialgebraische Teilmengen V,,...,V, von
V und zu jedem i €{1,...,w} semialgebraische Funktionen
si,1""’si,1(i) : Vi - C, so daB gilt

a) V ist die disjunkte Vereinigung von V1”"’vw

b) Ist v €V, und sind x,y €{1,...,1(1)} mit x #y, so ist
si’x(v) :si,y(v) .

c

. -1 _
Ist v €V, so ist g (V) = {("’si,1("))""’(V'si,l(i) (v
d) Zu vorgegebenen i €({1,...,w} und j €{1,...,1(i)} ist

die Vielfachheit der Nullstelle von flp_1(v) in
(V’Si,j(v)) unabhédngig von v €V;.

Denn: Fir jedes g €IN sei Fg = {x EX]flp_l(p(x)) hat in x

eine Nullstelle der Vielfachheit g}. Es ist Fq=(x€x| (0f) (x)

=0 fiir i = 0,...,g-1 und (D%£) (x) $+0}, wobei D die Ab-

leitung nach der (n+1)-ten Koordinatenfunktion ist. Deshalb
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ist jedes Fg eine semialgebraische Teilmenge von X. Der
Satz von Hardt ([DK1, §61), angewendet auf q : (X’F‘l’Fz""’Fk)"V’

liefert (3).

Es wird nun gezeigt, daB der Garbenmorphismus a :'ok +3.0¢
ein Isomorphismus ist. Seien ¥V eine offene semialgebraische
Teilmenge von V und g E(Dx(q-1 (7)) = 40, (V). Wihle gemds (2)
zu jedem v €V die eindeutig bestimmten Elemente a.‘v, .. .,akvit.')v,
so das av((aw,...,akv)) = g,- Zu zeigen ist, das isoalge-
braische Funktionen Qyree-iy € o(V) existieren, so da8

(@) = ai, flir jedes v €7 und jedes i €{1,...,k} (denn

1.2.8., nicht angewendet auf q,,Dx, sondern angewendet auf

0y ergibt dann a((avu.,ak)) =gq).

Sei v €V gegeben. Es existieren dann eine offene semialge-
braische Umgebung W von v in ¥ und b1, ...,bk € 0(W), so daB
(by),, = a;, fir jedes w €W und jedes i €{1,...,k} (Denn es
existieren eine offene semialgebraische Umgebung w1 von v

in ¥ und by,...,by €0(W,), so daB (b;), = a, fir jedes

iv
i€{1,...,k}. Es ist damn a((by,...,b)), = g,. Also exi-
stiert eine offene semialgebraische Umgebung W von v in Wie
so daB a((b‘l""'bk))w = g, fur jedes w €W. Da a, ein Iso-
morphismus ist fir jedes w €W, ist (bi)w = a5y, fiir jedes

w €W und jedes i €{1,...,k}.). Also gibt es Funktionen
a1,‘..,ak : ¥ +C, so daB es zu jedem v €V eine offene semi-
algebraische Umgebung in v gibt, auf der aqs-..say isocalge-

braisch sind, und so das (ai)v = a fiir jedes v €V und

iv
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jedes i €{1,...,k}. Nach 2.2. ist noch zu zeigen, daB diese
@gr--erdy semialgebraische Funktionen sind. Wie man nach ei-

nigen Uberlegungen erkennt, folgt dies aus (3).

Beweis von ii):

Gegeben sei ein g QUAnxA" (U) . Nach i) existieren eindeutig
k-1 -

ee. ta, .

bestimmte Aqreerdy €“An(v)' so daB g!X = a,t K

Somit gilt:

. . R . X
(*) Zu jedem x €X existiert ein Hy €aA“xA1,x’ so daB in

-1
Yt Fla) .
Auf U ~X hat man natiirlich eine isoalgebraische Funktion H,

k-1

; k
o : = .
AnxA1,xgllt‘ Ix Hx fx * (a.‘)x(z
so daB8 auf U ~X gilt g = H-f +agz +...+a;. Nach (*) setzt
sich H zu einer Funktion h :U -»C fort, fiir die gilt: Zu jedem
X €U gibt es eine offene semialgebraische Umgebung in U, auf
der h isoalgebraisch ist, und auf U ist g = h-f +a.lzk-1+...+ak.

Da U ~X dicht in U ist, ist h semialgebraisch. Nach Satz 2.2.

ist h isoalgebraisch.

Beweis von iii):

Nach ii) existieren H €0hn_,1(U), by,..,by €4n(V), so das
% = Hofep 2N
k-1

+... +bk. Fir jedes v €V hat
(zk —b1z - -bk) Ip_1 (v) mit Vielfachheit gerechnet h&ch-
stens k Nullstellen. Deshalb ist H(u) #0 filir jedes u €U. Es

. L I S S ~
ist dann f = g - (2" + (-b})z +e.o+(=bp)) .
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Aus dem WeierstraBschen Vorbereitungssatz und Divisionssatz
in seiner lokalen Form (Satz 3.5.) und in seiner globalen
Form (Satz 3.6.) erhdlt man wie im komplex analytischen

Fall das Korollar (siehe z.B. [H, II.8])

Korollar 3.7.

Seien U eine offene semialgebraische Teilmenge von A" (),
f1,...,fr isoalgebraische Funktionen auf U und J die von
f1""’fr erzeugte Idealgarbe auf U. Zu jedem x €U existiert
eine offene semialgebraische Umgebung V von x in U, fir die
gilt: Ist g EuAn(V) mit g, €J,, so existieren g;,...,9,. €&, (V),

so daB auf Vv g = g.lf1 +“'+grfr’

Bemerkung:

Zum Beweis des WeierstraBschen Vorbereitungssatzes und Divi-
sionssatzes wurde nur Lemma 3.2. bendtigt. Dieses ist auch
im Nashfall richtig. Deshalb l&8t sich fiir Nashfunktionen
der WeierstraBfsche Vorbereitungssatz und Divisionssatz im
lokalen Fall (Satz 3.5.) genauso bewgisen wie fir isoalge-
braische Funktionen. Auch die globale Form (Satz 3.6.) ist
fiir Nashfunktionen richtig, wenn man voraussetzt, das

g : X -V endlich ist.
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§4 - Endliche Abbildungen

Das erste Ziel dieses Paragraphen ist, den Kohidrenzsatz fir
endliche isoalgebraische Morphismen zu beweisen. Der Beweis-
gang ist &hnlich wie im komplex analytischen Fall (siehe

z.B. [N]).

Proposition 4.1.

Sei f : X +Y eine endliche Abbildung zwischen semialgebrai-
schen Rdumen. Sei (Uili = 1,...,r) eine Uberdeckung von X.
Dann gibt es eine Uberdeckung (Vj]j =1,...,8) von ¥, so daB
£ir jedes Vj gilt: jede Zusammenhangskomponente von f-1(Vj)

ist in einem U; enthalten.

Beweis:

OE ist Y affin. Dann ist auch X affin. Nach dem Satz von
Hardt ([DK,, §6)) existiert eine Zerlegung von Y in semialge-
braische Teilmengen, Y = Ty V... UTn’ so daB
(hrp e ) avp, .67 (T,) NU,) beziiglich f trivial
gber T, ist (i = 1,...,n). Sei y :N 3 Y die erste baryzen-
;:rische Unterteilung einer simultanen Triangulierung von

Y, Toeeew, T Nach [DK3] gibt es einen geometrischen simpli-
zialen Komplex M, einen semialgebraischen Isomorphismus

@ :M~X und eine simpliziale Abbiidung @ :M >N, so daB kom-

mutiert
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Da a simplizial ist und nach Konstruktion von ¢, ist @ eine
simultane Triangulierung von X, Ugrew-sUpe Seien €qse-ereg €Y
die Ecken der Triangulierung § : N -Y und sei vy = Stern(ei)gY
fir i = 1,...,5. Gegeben sei ein t €{1,...,s}. Es sei f"(et)=
(x1,....xp). [STERETEN sind dann Ecken der Triangulierung

© :M - X. Es ist £ 1(V,) = Stern(x;) U... UStern(x) und
diese Vereinigung ist eine disjunkte Vereinigung. Ist ein

x, in einem U; enthalten, so ist auch Stern(xj) €U

J

Proposition 4.2.

Sei £ : X »Y eine endliche Abbildung zwischen semialgebrai-
schen Riumen. Dann ist £, ein exakter Funktor von der Kate-
gorie der abelschen Garben auf X in die Kategorie der abel-

schen Garben auf Y.

Beweis:

Sei h :F -G ein surjektiver Garbenmorphismus auf X. Zu zei-
gen ist, daB f,(h) : £,(F) - £,(G) surjektiv ist. Gegeben
seien eine offene semialgebraische Teilmenge V von Y und ein
T €£,(G) (V), d.h. ein s €G(£7'(V)). Es gibt eine Uberdeckung
(U;1i€T) von £ (V), so das man zu jedem i €I ein s; €F(U;)

hat mit h(si) = s|Ui. Nach Proposition 4.1. gibt es eine

n(3)

u Zk die Zerlegung von 5"1(Vj) in Zusammenhangskomponenten,
k=1

so ist jedes Z, in einem Ui(k) (i(k) €I) enthalten. Sei tj
1

Uberdeckung (V;13€3) von V, filr die gilt: Tst f"(vj) =

der Schnitt von F iiber f (Vj), der gegeben ist durch t.l2, =

3%k
Si 2 &= e n(3). t5 gibt ein ’Ej €f, (F) (vj) mit

£,.(0) (E)) = S1vy.
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Lemma 4.3.

Sei £ : XY ein endlicher Morphismus isocalgebraischer Rdume,
so das f,Dx eine koh&rente OY—Modulgarbe ist. Dann ist f,F
eine kohidrente UY—Modulgarbe fiir jede kohdrente Ox-Modul-

garbe F.

Beweis:

Es gibt eine Uberdeckung (UiliEI) von X, so daB man auf je-
dem Uy eine exakte Sequenz hat vami |Ui - Oxni ]Ui - F]Ui - 0.
OE ist m; =m und n; =n fiir jedes i €I. Nach Proposition
4.1. existiert eine Uberdeckun_g (‘IjleJ) von Y, so da8 man
auf jedem £ (Vj) eine exakte Sequenz hat OX’“ T (Vj) -
lDXn]f_1(Vj) - Flf"(vj) ~0. Nach Proposition 4.2. hat man
dann eine exakte Sequenz auf V. (fg’.“x)mlvj -»(f‘Ux)nlvj -

J
f,E‘IV:.l ~0. Also ist f‘E‘le kohérent.

Lemma 4.4.
Seien X,Y isoalgebraische R&ume und i :Y +X eine Einbettung.
Sei F eine OY—Modulgarbe. F ist genau dann eine kohdrente

L’)Y—-Modulgarbe, wenn i,F eine kohirente O _-Modulgarbe ist.

X
Beweis:

Nach 1.2.6. ist F = i*i,F kohdrent, wenn i F kohdrent ist.
Bs ist 1,0y = OX/J, wobei J eine kohdrente Idealgarbe auf

X ist. Nach 4.3. ist i,F kohdrent, wenn F kohdrent ist.

Lemma 4.5.

Sei f : X »Y ein endlicher Morphismus von Schemata und sei F
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eine kohdrente ax-Modulgarbe auf Xh. Dann ist (fh),(F) eine

kohdrente uY-Modulgarbe .

Beweis:

OE ist Y ein Unterschema eines A", i : YoA™. Nach Lemma 4.4.
geniigt es Lemma 4.5. fir i-f zu beweisen. Also OE Y=Spec A
mit A = c[x1,...,xmj. Es ist X = Spec B, wobei B als A-Modul
endlich erzeugt ist. Sei €qrecesep €B ein Erzeugendensystem
der A-Algebra B. Sei Py EA[Ti] ein normiertes Polynom mit
pi(ei) =0 (i=1,...,n). DPyre--ePy liegen im Kern des sur-
jektiven A-Algebrenhomomorphismus A[Tl, . ..,Tn] -B, Ti e .

Man hat deshalb das kommutative Diagramm

Spec B ——=— Spec ALy, e e s T 1/ (pyseeepp))
£ 9
Spec A ’

wobei e eine abgeschlossene Immersion und g der kanonische
Morphismus ist. Nach Lemma 4.4. ist Lemma 4.5. nur fiir g
zu beweisen. Es ist also zu zeigen:
(*) Ist Y ein A" und X das durch normierte Polynome
P GBY(Y) [Ti] (i =1,...,n) gegebene Unterschema von
yxa" und £ :X Y die Einschrinkung der Projektion
Y™ -Y auf X, so ist (fh)*(F) eine kohdrente uY-Modul-

garbe fiir jede kohdrente &, -Modulgarbe F auf Xh‘

X
Es wird (*) durch vollstindige Induktion nach n bewiesen.

Der Fall n = 1 folgt aus Satz 3.6.i) und Lemma 4.3..

Induktionsschritt: Sei W das durch Py gegebene Unterschema

von ¥xa" = (1:a" ). =A™ 8T ynd sei w W o vaa™!

die Einschrinkung der Projektion (YxAn-l)-A‘I »Y‘An—‘l auf W.
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X ist ein Unterschema von W, a : X< W. Sei Z das durch

Pqs--+Py_q gegebene Unterschema von vaa™ !, bizova™?,

und sei z : 2 »Y die Einschrinkung der Projektion v oy

auf Z. Man hat einen Morphismus q : X -2, so da8 kommutiert

und so daB f = z-g. Nach Lemma 4.4. und da (*) fir n = 1
gilt, ist M, (g™, () = (WM, (aM, (F) kohirent. Deshalb
ist nach Lemma 4.4. auch (qh)*(F) kohdrent. Nach Induktions-

voraussetzung ist dann (fh).(F) = (zh)*(qh),(F) kohdrent.

Satz 4.6.
Sei f : X »Y ein endlicher Morphismus isoalgebraischer R&ume

und sei F eine kohdrente Garbe auf X. Dann ist f,F kohdrent.

Beweis:

OE ist Y ein offener isoalgebraischer Teilraum eines Schemas
Yo. Nach Korollar 1.3.10. existieren eine Uberdeckung
(UiliEI) von X, Schemata Xi, offene isoalgebraische Teilrdu-
me Wi von X, Morphismen fi :xi ’Yo von Schemata und isocal-

gebraische Isomorphismen p; tW; »U;, so dag fiir jedes i €I

kommutiert
h
Wy S X5
h
£
pil \
h
U —g————¥.
i 105 (]

Nach Proposition 4.1. gibt es eine Uberdeckung (lejeJ) von
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Y, so daB jede Zusammenhangskomponente eines f_1(Vj) in ei-
nem Ui enthalten ist. Es geniigt Satz 4.6. zu beweisen, in-
dem man Y durch ein Vj und X durch eine Zusammenhangskompo-
nente von f-1(Vj) ersetzt. Also ist OE X ein offener iso-
algebraischer Teilraum eines Schemas X Y ein offener iso-
algebraischer Teilraum eines Schemas Y, und f : X +Y die
Einschrénkung von f;’ auf X, wobei £ :X, Y  ein Morphis-
mus von Schemata ist. Die Menge W = {x exolfo ist (Zariski-)
quasiendlich in x} ist Zariski-offen in X5 Nach Proposition
1.5.4. ist X cW. Indem Xs durch W ersetzt ist also OE fo
quasiendlich. Nach Zariskis Hauptsatz ([EGA III, 4.4.3])

ist dann sogar OE fo endlich.

Es seien z = (£ 7 (¥) und g = £ 12 :2 +¥. X ist eine of-
fene semialgebraische Teilmenge von Z. Da glIX : X =+Y endlich
ist, ist X auch eine abgeschlossene semialgebraische Teil-
menge von Z. Ist Fo die Fortsetzung von F durch Null auf 3z,
so ist F, eine kohdrente Garbe auf Z. Nach Lemma 4.5. ist
9.9, = (fc?)gzxolY kohdrent. Nach Lemma 4.3. ist dann auch

£,F = 9«F g kohédrent.

Korollar 4.7.

Seien Y ein isoalgebraischer Raum, U eine offene Teilmenge
von Yx(A1)h, p die Einschrinkung der Projektion Yx(A1)h +Y
auf U, V = p(U) und £ eine isoalgebraische Funktion auf U,
so daB f|p-1(v) mit Vielfachheit gerechnet genau k Nullstel-
len (1 <k <) auf 9-1(v) besitzt fiir jedes v €V. Sei X der

durch f definierte isoalgebraische Teilraum von U und sei
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q : X »V die Einschr&nkung von p auf X.

Dann ist q,Ox eine freie Dv—Modulgarbe vom Rang k.

Beweis:
Nach (1) aus dem Beweis von Satz 3.6. ist g : X -V endlich.
Also ist q,0y eine kohdrente Garbe. 4.7. folgt nun aus dem

Punkt (2) aus dem Beweis von Satz 3.6. und Korollar 1.2.10..

Korollar 4.8.
Sei f :X »Y ein endlicher Morphismus iscalgebraischer Riume.

Dann ist f£(X) eine isoalgebraische Teilmenge von Y.

Beweis:

Ist J der Kern von OY »f,ox, so ist f(X) = Supp(OY/J).

Korollar 4.9.

Sei f : X »Y ein Morphismus isoalgebraischer R&ume, der quasi-
endlich in einem Punkt x €X ist. Sei W eine offene semialge-
braische Umgebung ven y = £(x) in Y und seien - PURERIL iso-
algebraische Funktionen auf W, so das (g1)y,...,(9r)Y den

Kern von 9. -0 x &rzeugen. Es gibt eine offene semialge-
.

Y,y X
braische Umgebung U von x in X und eine offene semialgebrai-
sche Umgebung V von y in W, so daB £(U) = {v €Vig,(v) = ... =

g . (v) = 0}.

Beweis:

Nach Satz 3.3. ist OF f endlich. Es gilt dann auch OE £ '(y)=
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{x}. Sei J der Kern von DY *f,wx. Es gibt eine offene semi-
algebraische Umgebung V von y in W, so das g1lV,...,qr|V
die Idealgarbe J auf V erzeugen. Es ist dann f(f-1(v)) =

{v EVIgy(v) = ... = gx(v) = 0}.

Nach dem Beweis des Kohdrenzsatzes filir endliche Abbildungen
wird nun noch gezeigt, daB8 sich auch in der isoalgebraischen
Geometrie, entsprechend wie in der algebraischen Geometrie
oder komplex analytischen Geometrie, endliche Morphismen als
Spektren kohdrenter Algebrengarben ergeben.

Eine @X-Algebrengarbe auf einem isoalgebraischen Raum (X,Ox)
heiBt von endlichem Typ bzw. kohirent, wenn sie als Ox-Modul—
garbe von endlichem Typ bzw. kohirent ist. Fiir eine Ox-Alge-
brengarbe F und f1""’fn €F(X) bezeichnet (f1,...,fn) die
von 51,...,fn erzeugte Idealgarbe von F. Ordnet man jeder
offenen Teilmenge U von X die 0, (U) -Algebra (&(U)[T1,...,Tn]
zu, so erhdlt man eine Garbe. Sie wird mit OX[TI""'Tn] be-

zeichnet.

Lemma 4.10.

Seien X ein isoalgebraischer Raum und F eine Ox-Algebren—

garbe vom endlichen Typ. Es gelten

i) Ist G eine von endlich vielen Elementen aus F(X) er-
zeugte Idealgarbe von F, so ist G als Dx-Modulqarbe von
endlichem Typ.

ii) Sei s €F(X). Es existiert eine Uberdeckung (U; 11€1) von
X, so daB s auf jedem U; ganz iber Ox(Ui) ist, d.h. es

fens . n n-1
existieren a;,...,a €0, (U;) mit (siU;) +a (s|U;) +
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Beweis:

i)

ii)

Da F von endlichem Typ ist, hat man OE einen surjektiven
Ck—Modulgarbenmorphismus 0;“ -+F. Weiterhin hat man auch
einen surjektiven F-Modulgarbenmorphismus F? 5G. Also
gibt es einen surjektiven wx—Modulgarbenmorphismus

o " ~6.

OE existieren Sqree-sSy €EF(X), die F als ox—Modulgarbe
erzeugen. Sei e €F(X) der Einsschnitt von F. Es exi-
stiert eine Uberdeckung (Ui!iEI), so daB flir jedes i €I
gilt: elui, slUi und alle (sp-sq)lui (p=1,...,n,
g=1,...,n) liegen in dem von s,lUi,.-.,snIUi erzeugten
Ox(ui)-Untermodul M von F(Ui). Dann ist M eine ox(Ui)-
Unteralgebra von F(U;) und s|U; ist darin enthalten.

Deshalb geniigt s[Ui einer ganzen Gleichung tiber OK(Ui)'

Lemma 4.11.

i

ii)

Sei X ein isoalgebraischer Raum. Gegeben seien normier-
te Polynome D3 E@X(x)[Ti] fiir 1 = 1,...,n und Polynome
Gyreeerdy €OX(X)[T1,...,Tn]. Dann ist 0X[T1"""Tn]/
(p1,..A,pn, 91,...,3“) eine kohdrente Dx-Modulgarbe.
Sei F eine kohdrente Wx-Algebrengarbe auf einem isoal-
gebraischen Raum X. Dann gibt es eine Uberdeckung
(Uillel) von X, so daB auf jedem Ui FIUi als wx|ui-
Algebrengarbe isomorph ist zu einer Algebrengarbe von

der in i) angegebenen Form.
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Beweis:

i)

ii)

Es ist OX[T1,...,Tn]/(p1,...,pn) eine freie 0Oy -Modul-
garbe von endlichem Rang, also kohdrent. Es seien
§1""'§m die von g,,...,g; gegebenen Elemente aus
Ox[T1,...,Tn]/(p1,...,pn)(x). Nach Lemma 4.10.i) ist
(61,...,§m) kohdrent. Also ist Oy[T,,...,T 1/(Pys---/Py/
Gqre--:9g) = (OX[TI""’Tn]/(P1""’pn))/(§1""'§m)
koh&rent.

Nach Lemma 4.10.ii) kann man OE annehmen: F wird als
Dx—Modulgarbe von Sq,.-.sSpy EF(X) erzeugt und jedes
s; ist ganz tber OX(X). Sei f der Ox-Algebxengarben—
morphismus OX[T1""’Tn] »F, T;~s;- £ ist surjektiv

und es existieren normierte Polynome Py

EOX(X)[Ti]

(i =1,...,n), sodasjedes p; in ker(f) (X) liegt. Also
faktorisiert f iber E :@x[T1,...,Tn]/(p1,---.pn) SF.
Da ker () kohdrent ist, kann man OE annehmen, da8

ker (f) als O, -Modulgarbe von §1""'§m €ker (E) (X) er-
zeugt wird. Weiterhin existieren OE 9qr---19n €

gegeben ist. Es ist

TV

O Ty, T 1(X), so das §i durch g;

dann F als 9y-Algebrengarbe isomorph zu OX[T

LA
Ppre--sPpr 9qreeergp) .

Sei X ein isoalgebraischer Raum und sei F eine kohdrente

OX-Algebrengarbe auf X. Auf der Kategorie der isoalgebrai-

schen Rdume iliber X betrachte man folgenden kontravarianten

Funktor in die Kategorie der Mengen

(£:Y =) wtomy g (F/£,0,).
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Satz 4.12.

Dieser Funktor ist reprédsentierbar, : Spech (F) -X,

ap

b, :F = (aF) «(© ist ein endlicher Morphismus

P spech (F)) © 2F
und bF ist ein Isomorphismus.

Beweis:

Nach Lemma 4.11.ii) kann man OE annehmen F = DX[T1,..V,Tn]/
(p1,...,pn, g1,...,gm), wobei COTRERYL- EOX(X)[T1,...,TH]

und P; eox(x) [Ti] normiert (i = 1,...,n). Sei H der durch
DyrecerPpr IyreearIy definierte isoalgebraische Teilraum

von Xx(An)h und sei t :H -»X die Einschrédnkung der Projektion
xx @M ox auf H. Sei & :0IT;,...,T ] »£,0, der O, -Algebren-
garbenmorphismus, bei dem Ty auf das durch die i-te Koordi-
natenfunktion des A" gegebene Element von t,OH (X) abgebil-
det wird. Nach der Definition von H faktorisiert a iber

a2 O[Ty, o T 1/ (Pys e eiPyr Gqreeer ) S E40,.

t und o reprédsentieren den Funktor, denn: Sei f :Y =X ein
Morphismus isoalgebraischer R&ume und sei B :LOX[T1 PR ,'l‘n]/
(PyreverPpr Gqrees ,gm) ~»£,9y ein Dx-Algebrengarbemnoxjphis-
mus. Seien Tl""'Tn die durch T1,...,Tn gegebenen Elemente

aus OX[T1”"'Tn]/(pI""' , g1,..,gm)(x). Nach 1.3.6. be-

Pn
stimmen g(T,), ..,a(Tn) €£,0,(X) =0, (Y) einen X-Morphismus
g Y +Xx (™D Nach 1.3.2. faktorisiert g Uber einen Mor-
phismus g : Y +H. Sei ¢ : t,OH -»f.bY der durch g gegebene
ox—Algebrengarbenmorphismus. Nach Konstruktion von g kommu-

tiert dann
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£,y
8 [+
£50, .
g ist aber auch der einzige X-Morphismus Y -+H, der obiges

Dreieck kommutativ macht.
Es ist klar, daB t :H »X endlich ist.

a ist einIsomorphismus, denn: Sei H' der durch | FUREEY)
definierte isocalgebraische Teilraum von Xx(/An)h und sei a'
der entsprechend a definierte Ox-Algebrengarbenmorphismus
OX[T1”"’Tn]/(p1’""pn) «t';DH,, wobei t' die Einschr&n-
kung der Projektion Xx(An)h -X auf H' ist. Es wird zundchst
gezeigt, daB a' ein Isomorphismus ist. Da t',0,, kohdrent
ist (Satz 4.6.),geniigt es dies halmweise zu iberpriifen
(Korollar 1.2.10.). Sei ki der Grad von Py und sei Hi der
von p; definierte isoalgebraische Teilraum von XX(A1)h

(i = 1,...,n). Bs ist H' = HyxHx ...z H . Durch voll-
stédndige Induktion nach n zeigt man mit Hilfe des Weier-
straBschen Divisionssatzes 3.5.i), das (t‘,oﬂ.)xein freier
Dx,x'MOd“l vom Rang k1~...~kn ist flir jedes x €X. Ebenso
ist (ox[T1'""Tn]/(pl""’Pn))x ein freier Ox’x-Modul vom
Rang k.l-...~kn fiir jedes x €X. Es ist leicht einzusehen,
das (LOX[T1,...,Tn]/(P1,...,pn))xolox x‘ox,x/mx"(tl*oﬁ')x%x xo

, .
surjektiv ist (mx ist das maximale Ideal von O, ). Also ist

X, x
(u')x und damit auch q' ein Isomorphismus. Sei J die Ideal-
garbe auf H', die erzeugt wird von den isoalgebraischen

Funktionen auf H', die durch LVRTRYS- AN gegeben sind. Man hat

/m
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das kommutative Diagramm
Fg0--003) ~OxlT1,...,Tn]/(p1,...,pn)

T a'

£ e 1,0,
wobei 61, cee 'Em die von gy, ...,9, gegebenen Elemente von
ux['l‘.l, .. ”Tn]/(pl' .. .,pn) (X) sind. T ist ein Isomorphismus,
denn es gilt allgemein (nach Proposition 4.1.): Sei g :V -»W
ein endlicher Morphismus isoalgebraischer R&ume und sei I
die von SqreeerSy GOV(V) erzeugte Idealgarbe auf V. Dann ist
gsI die von sy, ...,s; Eg*lgv(w) erzeugte Idealgarbe der
0, ~Algebrengarbe g,lDV.
H ist der durch J definierte isoalgebraische Teilraum von H'.
Sei j :H-H' die Inklusion. Man hat die exakte Sequenz
0-J QOI-I' —»ngH*O und somit nach 4.2. auch die exakte Se-
quenz O -»t',J -»t'.(oH, -»t',j,OH -0. Dadurch erhdlt man das
kommutative Diagramm mit exakten Zeilen
0= (g -9 2O T .. T 1By e ) »OLT T 1/ By, pug s i)~ O

T|= a'l= a

0= ', ———— t',0,, €0y o

Also ist a ein Isomorphismus.

Korollar 4.13.
Sei f : Y »X ein endlicher Morphismus isoalgebraischer R&ume.

Man betrachte a = a Spech(£,0y) ~+X. Die Identitdt

£0, °
id : f,0y +£,0, definiert einen X-Morphismus g :Y -Spech(£,0.).

g ist ein Isomorphismus.
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Beweis:
Sei Z = Spech(f,wy) und o 12,0, ef‘OY der durch g gegebene
Garbenmorphismus. Man hat das kommutative Diagramm

bfo
e 11 SN
f*DY a*Oz

i\ l [}
£,0,

bf o, ist ein Isomorphismus. Also ist ¢ ein Isomorphismus.
*Y
a und f sind endliche Abbildungen. Deshalb gilt: g ist bi-

jektiv und fiir jedes y €Y ist © ein Isomorphis-—

o,
2,900 ",y
mus. Nach Korollar 1.3.11.ii) ist g ein Isomorphismus.

Sei X ein isoalgebraischer Raum. Seien F,G kohdrente wx-Al-
gebrengarben und sei f : F -G ein wx—Algebrengarbenmorphismus.
Es existiert dann genau ein X-Morphismus h : Spech(G) ~Spech(F),

so das der durch h induzierte Morphismus t :(ap)t(OSpech(F)) -

(ag) 4 (© )) ein kommutatives Diagramm liefert:

Spech (G
F
P (ap) s Ogpecn(r))
£ lc

GT(aG)‘(U ) .

Spech (G)
h wird mit Spech(f) bezeichnet. Man hat dann den kontrava-
rianten Funktor Spech von der Kategorie der kohdrenten 0X~
Algebrengarben in die Kategorie der isocalgebraischen R&ume

iber X. Aus 4.12. und 4.13. folgt

Korollar 4.14.
Spech ist eine Aquivalenz von der Kategorie der kohdrenten

oX-Algebrengarben in die Kategorie der isoalgebraischen
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Ridume iiber X, deren Strukturmorphismus endlich ist.

Korollar 4.15.

Sei £ :X »Y ein endlicher Morphismus isoalgebraischer Ré&ume.
Dann gibt es eine Uberdeckung (UiIiEI) von Y, so daB fir
jedes i €I gilt: Es existieren ein endlicher Morphismus von
Schemata fi : xi "Yi’ ein offener isoalgebraischer Teilraum
Vi von Yi und isoalgebraische Isomorphismen p; :U; -*vi

und q; £ (u) »(£") 7 (v, so das kommutiert

-1 gi h,-1
£ (Ui) —_— (fi ) (Vi)
ol

l £ R
1

-
Us 5, vy
=1

Beweis:

Nach Korollar 4.13. ist X = Spech(F) das Spektrum einer
koh&renten E)Y-Algebrengarbe F. Nach Lemma 4.11.ii) ist OE

F = GY[T1,.-.,Tn]/(p1,...,pn, gqr-+-r9y) s wobei

Gqre-er9y eoY(Y) [Tqyr-- -+T,] und P; EOY(Y) [T;] normiert

(i =1,...,n). Nach dem Beweis von Satz 4.12. ist X der iso-
algebraische Teilraum von Yx (An)h, der durch Pys---sPps
gqr---r9y definiert ist. Nach 1.1.5. ist OE Y ein offener
isoalgebraischer Teilraum eines Schemas Yo und es existie-
ren 61""’$n' 13'1,...,§'m echO(Yo) [T.l,...,'l‘n], so daBs

p; = :Si[y (i=1,...,n) und g; = 'ﬁil‘l (i =1,...,m) und

B; €L9Y° (Y,)[T;] normiert. Sei X, das durch E,,...,En,

'g".l, .v,?g“m definierte Unterschema von YO-An. Sei f_ die Ein-
schrénkung der Projektion YoxAn -Y, auf X,- Es ist fo end-

5 - h,-1 _¢h
lich, X = (fo ) (Y) und £ = fo 1X.
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§5 - tGberlagerunasdarstellung irreduzibler isoalaebrai-

scher Keime

Es wird die Uberlagerungsdarstellung irreduzibler isoal-

gebraischer Keime wie in [F, §15] bewiesen.

Sei X ein isocalgebraischer Raum und sei x €X. Auf der Men-
ge der Paare (U,S), wobei U eine offene Teilmenge von X
mit x €U0 und S eine isoalgebraische Teilmenge von U ist,
wird folgende Equivalenzrelation ~ betrachtet: Es ist
(U,S) ~(U',S") genau dann, wenn es eine offene Teilmenge
V von X gibt mit x €V cU NU’', so daB8 SNV = S§' NV. Die
Hquivalenzklassen von ~ heiBen die isoalgebraischen Keime
von X in x. Auf der Menge der isoalgebraischen Keime von
X in x hat man die Relation < und die Operationen N und U.
Einem Ideal J von bx,x ordnet man einen isoalgebraischen
Keim V(J) von X in x zu: Sind f1,...,fm160x(u), wobei U
eine offene Teilmenge von X mit x €U ist, und erzeugen
(f1)x""’ (fm)xet')xlx das Ideal J, so ist (U,{x EUlfl(x) =
. =fm(x) = 0}) ein Reprédsentant von V(J). Umgekehrt

hat man zu einem isoalgebraischen Keim T von X in x ein
Ideal J(T) von Ux'x :J(T) = {f €0

X,x
Repridsentant (U,S) von T und ein g €0, (0), so daB g(y) =0

| es existieren ein

flir jedes y €S und 9y = f£}. Ein isoalgebraischer Keim T
von X in x heiBt irreduzibel, wenn gilt: Sind Ty,T, iso-

algebraische Keime von X in x mit T = Ty UT,, so ist
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Ty =T oder T, = T. Die maximalen Elemente der Menge al-
ler irreduziblen isoalgebraischen Keime von X in x, die
in einem vorgegebenen isoalgebraischen Keim T von X in x
enthalten sind, heiBen die irreduziblen Komponenten von
T. Die irreduziblen Komponenten des durch (X,X) reprdsen-
tierten isocalgebraischen Keims von X in x, .heiBen die lo-
kalen irreduziblen Komponenten von X in x. X heiBt lokal
irreduzibel in X, wenn (X,X) einen irreduziblen isocalge-
braischen Keim von X in x reprdsentiert. X heiBt lokal

irreduzibel, wenn X in jedem Punkt lokal irreduzibel ist.

Aus Proposition 1.5.6. folgt

Proposition 5.1.

i) T »J(T) ist eine Bijektion von der Menge der isoal-
gebraischen Keime von X in x auf die Menge der Ideale
I von 0x'x mit I = VI. Die Umkehrabbildung ist
Iw=v(I).

Insbesondere gelten

ii) sSind Sqreedd, die minimalen Primideale von O, so

@ X, x
V(J,) die lokalen irreduziblen Kompo-

sind V(J,),.
nenten von X in x. Die Vereinigung der lokalen irre-
duziblen Komponenten von X in x ist der durch (X,X)
reprédsentierte isoalgebraische Keim von X in x.

iii) Ein reduzierter isoalgebraischer Raum X ist genau
dann lokal irreduzibel in x €X, wenn Ox,x integer

ist.
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Korollar 5.2.
Sei X ein isoalgebraischer Raum, der lokal irreduzibel
in einem Punkt x €X ist. Dann ist dimyx = dimxx fir je-

des y in einer Umgebung von x in X.

Beweis:

OE ist X ein offener isoalgebraischer Teilraum eines re-
i i i i o,

duzierten Schemas xo. Da @x,x integer ist, ist auch Xo o %

integer. Also ist OE Xo irreduzibel. Dann ist dimﬁk v =
.
dimE& x fiir jedes y €X. Die Behauptung folgt nun aus Pro-
’

position 1.5.4..

Korollar 5.3.

Sei X ein Schema und sei x €X(C). Es gibt einen etalen
Morphismus £ : Y -»X von Schemata und ein y €Y(C) mit
£(y) = x, so daB gilt: Sind ¥Yi,...,Y die irreduziblen
Komponenten von Y, so reprdsentieren (Yh,Y1(C)),---,

h

(Yh,Ym(C)) die lokalen irreduziblen Komponenten von Y

in y.

Beweis:
Seien J,,...,J  die minimalen Primideale von & . Man
1 m X,x
wéhle Erzeugende gi1,...,g1k(i)€ “x,x des Ideals 5
(i =1,...,m. Es gibt einen etalen Morphismus von Sche-

mata f : Y +X, ein y €Y(C) mit f£(y) = x und Eg‘ij €0 (Y)

(i=1,...,m, 3§ =1,...,k(i)), so das (fh);(gij) =
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@ij’y ea, v fir i = 1,...,m, j = 1,...,k(i). Also gilt
’

fiir die minimalen Primideale Pqs---+Ppy VoD (4]

P1uY,y""'pmaY,y sind die minimalen Primideale von ay,y'

Seien Y1, ...,Ym die irreduziblen Komponenten von Y, die

vyt

Pqre--sPp entsprechen. Auf den anderen irreduziblen Kom-
ponenten von Y liegt y nicht. Also sind OE RETERER) M

die irreduziblen Xcmponenten von Y. Es gilt dann 5.3..

Bemerkung:

Sei X ein Nashraum. Ist T ein Nashkeim von X in x €X und
J(T) < l.’?x’x ‘das zu T gehdrige Ideal, so ist dimsa'l' =
dim@x,x/J(T) . Aus dem Nullstellensatz fiir die Ringe nﬂn(u)
(siehe [BE, Th. 8.1]) erh&lt man: T »J(T) ist eine Bi-
jektion von der Menge der Nashkeime von X in x auf die
Menge der reellen Ideale von lﬂx’x. Die Umkehrabbildung
ist I»V(I). Insbesondere gilt: Ein Nashkeim T von X in

x ist genau dann irreduzibel, wenn J(T) ein Primicdeal

in O ist. Ist I ein reelles Ideal von O und sind
X,x X, x

Pyre+rPyp die minimalen I umfassenden Primideale von wx <
B

(@ <erPyp sind dann ebenfalls reell), so sind V(p.l), s

1r-
V(p,) die irreduziblen Komponenten von V(I).

Sei p : X »Y ein Mcrphismus isoalgebraischer Rdume. Ge-

geben sei ein x €X, so daB 0( x integer, normal
X, X

(4]
Y,p(x)

und O injektiv und endlich ist. Dann existie-

Y. p(x) "%, x
ren eine offene semialgebraische Umgebung U ven x in X,
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eine offene zusammenhidngende semialgebraische Umgebung V
von p(x) in ¥, ein normiertes Polynom F €0,(V)[T] und ein
Morphismus q : U -2, wobei % der durch F definierte iso-
algebraische Teilraum von Vx m1)h ist, so daB gilt:

i) a) Die Diskriminante A EDY(V) von F ist ungleich

Null.

n-1

b) Das Polynom F =70 +a,T +... ta €O

p(x) Y.p(x)[T]

ist irreduzibel in wY,p(x) [(T] und agse-esay lie-

gen im maximalen Ideal von O‘I,p(x)‘

c) degF = [Quot(@x'x) : Quot (0. )1.

Y,p(x)
ii) Dz,q(x) ist integer, Oz,q(x) "ox,x ist injektiv und
Quot(L‘)zlq(x)) -»Quot(q('x) ist bijektiv.
iii) Es kommutiert
u 9 z
PM‘ ‘/t

v

wobei t die Einschridnkung der Projektion Vx(A1)h -V

auf Z ist. plU, g, t sind endlich und surjektiv und

1

ist S = {v €VIA(v) = 0}, so ist qlU~p '(S):

u \p_1 (s) -2 <! (S) ein Isomorphismus.

Beweis:

Wéhle ein a aus dem maximalen Ideal von L’)x x’ S° dag
)X

= i _ o n-1
Quot(9y ) = Quot(@Y,p(x)) (a). sei F = T" +b,T +
e +bn eQuot(L'JY’p(x)) [T] das Minimalpolynom von a. Es

ist F €0,

Y, p () [T] und die Diskriminante A €

oY,p(x) von



- 87 -

Fo ist ungleich Null. Jedes bi (i =1,...,n) liegt im

maximalen Ideal von O (denn: Sei m das maximale

¥,p(x)

i i )
Ideal von oY,p(x) . Da a im maximalen Ideal von X, x

liegt und da Fo(a) = 0, ist l:»‘_l €m. Also ist F modm =
Tk~s, wobei k €IN, s ein normiertes Polynom aus

N k N N
(@Y,P(x)/m) [T] ist und T und s teilerfremd in

(o /m) [T] sind. Da © henselsch ist, existie-

¥,p(x) Y,p(x)

ren normierte Polynome P,Q Ewy,p(x) [r1,
k

T%, Qmodm = s und Fo = P-Q. Da F irreduzibel ist, ist

so daB8 Pmodm =

Q =1, also Po modm = Tn, woraus folgt bi €m flr i=1,...,n).
Man wdhle eine offene semialgebraische Umgebung ¥ von p(x)
in Y und ein normiertes Polynom F E(OY(V) [T], so daB Ep(x)=
F . Seien Z der durch F definierte isoalgebraische Teil-
raum von ¥x @M und T : 7 -7 die Einschrdnkung der Pro-
jektion ¥x@a")P 4¥ auf Z. Es gibt nur einen Punkt y €%
mit T(y) = p(x). Nach dem WeierstraBschen Divisionssatz

3.5.1) ist Oy v kanonisch isomorphzu @, )[T]/(f"
i ,

px pix))
Sei 00y o [T]/(Fp(x)) =°’z‘,y -+, . der 'Dv,p(x)"“"e'
brenhomomorphismus, der T mod (Fo(x)) auf a abbildet. ¢
ist injektiv, OAZ‘,y ist integer ;md Quot(@«z'y) <Quot(l£)x,x)
ist bijektiv. Wdhle gem&8 Korollar 1.3.9.ii) eine offene
semialgebraische Umgebung U von x in X und einen Morphis-
mus § : ¥ 4% mit §(x) = y und '&:x'= . Nach eventueller
Verkleinerung von U ist § ein ¥-Morphismus (d.h. p(¥) ¥
und T-§ = p|¥) (nach Korollar 1.3.9.i)). OE sind (ﬁ,soxlﬁ)

und (V,Oyﬁi) reduziert und (ﬁ',oxﬁ) ein lokal abgeschlos-
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sener isoalgebraischer Teilraum eines AY. seien ZqreeerZp
die Einschrdnkungen der Koordinatenfunktionen des A" auf
T. Nach dem Satz vom universellen Nenner existieren

Cqre-sCyp €O, so das A°~(zi) = ¢, fir i=1,...,r.

Y,p(x) tal, x i

Also gilt nach geeigneter Verkleinerung von U und ¥

(*) Es existieren C;,...,S, sz('f), so da8 auf T §* (%) -z;=
&‘(Ei) fir i = 1,...,r, wobei & = £*(d) und 4 eoy(v)
die Diskriminante von ¥ ist.

Aufgrund von Korollar 4.9. existiert eine offene semial-

gebraische Umgebung W von y in E, so daB nach geeigneter

Verkleinerung von 0 §(J) = W und § : U »W endlich ist.

1st § = (wewlZw) = 0}, so ist FT~F'(® T~ (® +w§

ein Isomorphismus. Denn: Gegeben sei ein w €W ~8. Es gibt

ein u eﬁ~\a_1(§) mit G(u) = w. u ist eindeutig festgelegt,

denn nach (*) sind die Koordinaten von u €U ca” (C)

(%%’- seees %% ) . Die Funktionen w»%i—((w"i)) sind isoal-

gebraisch auf W~35. Also ist §IT~F ' (%) ein Isomorphis-

mus (0 \31"1 ($) und W~% sind reduziert). Man wihle nun

eine offene zusammenhdngende semialgebraische Umgebung

V von p(x) in ¥, so das T w cW, und setze U = 3_1(?:'—1 v,
g = glu und F = FIV. Es sind dann i), ii), iii) aus 5.4.

erfiillt.

Korollar 5.5.
Sei f : X »Y ein Morphismus isoalgebraischer Rdume, so

daB f einen semialgebraischen Isomorphismus [X| - Y]
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gibt. Sei X reduziert und Y normal. Dann ist f ein iso-

algebraischer Isomorphismus.

Beweis:
Gegeben sei ein x €X. Sei g der Ringhomomorphismus
OY,f(x) "Dx,x‘ Da f eine offene Abbildung ist, ist g
injektiv. Nach Satz 3.3. ist g endlich. Sei p ein Prim-
ideal von lelx, so daB diml!)x’x = dim(g(lx/p. Es ist

g ') = (0), denn Aim®, oy = dim0, = din@ /p =
c'(i_m!D‘{lf(x)/g-1 (p) . Wihle einen lokal abgeschlossenen
isoalgebraischen Teilraum ('Z',l!)T) von X, so daB X €T

und L‘JT'x = L’)x'x/p. Nach Korollar 4.9. gibt es eine offe-
ne semialgebraische Umgebung U von x in T, so daB f(U)
eine offene semialgebraische Umgebung von f£(x) in Y ist.
Da f injektiv ist, ist U eine offene Teilmenge von X. Da
X reduziert ist, folgt hieraus p = (0). Also ist (DX'X
integer.

Da f injektiv ist, folgt aus i)c) und iii) aus Satz 5.4.,
daB Quot (9,

= Quot (0 ). Da O normal ist,
X,x

¥, (0] ¥, £ (x)
ist g ein Isomorphismus. Nach Korollar 1.3.11. ist f ein

Isomorphismus.

Um Satz 5.4. zur Untersuchung irreduzibler isoalgebrai-
scher Keime beniitzen zu kénnen, bendtigt man das folgen-

de Lerma.
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Lemma 5.6.
Sei X ein isoalgebraischer Raum und sei x €X. Es gibt
eine offene Teilmenge U von X mit x €U und einen Morphis-

mus £ :U - @MY, so das @

AN, £ (x) -.Ox'x injektiv und end-

lich ist.

Beweis:

Sei n = dim(f?x x* OE ist X ein offener isoalgebraischer
’

Teilraum eines Schemas Xo. Da n = dlmq(‘)lx, ist OE xo

ein n-dimensionales affines Schema. Sei g t Xy ~A" ein

endlicher Morphismus. Man setze f = ghlx. Es ist dann

%an, £x) "%, x

aAn,f(x) "Dx,x injektiv.

ich. im& = di i
endlich. Da dim D, £ (x) dim X, x" ist
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§6 - Der Riemannsche Hebbarkeitssatz

Der 1. Riemannsche Hebbarkeitssatz wird in der komplexen
Analysis im allgemeinen mittels Cauchyscher Integralformel
bewiesen. Aus dem 1. Riemannschen Hebbarkeitssatz und der
Uberlagerungsdarstellung irreduzibler holomorpher Mengen-
keime folgt
(*) Sei X ein normales Schema iiber ¢ und sei U eine zusam-
menhingende offene Teilmenge von X(€). Dann ist
u nxreg(G) zusammenh&ngend.
Hiufig wird (*) auch als eine Form des Hauptsatzes von
Zariski bezeichnet. Wie sich in den nachfolgenden Beweisen
zeigt, ist der isoalgebraische Riemannsche Hebbarkeitssatz
iber (C,R) &dquivalent zu (*), formuliert in der semialge-
braischen Topologie iber (C,R). Im folgenden wird der Rie-
mannsche Hebbarkeitssatz fiir beliebiges (C,R) bewiesen. Ins-
besondere ergibt sich dadurch ein Beweis fiir (*) ohne analy-
tische Hilfsmittel. Es wird jedoch als algebraisches Hilfs-

mittel Satz 2.11. verwendet.

Definition 6.1.

Sei X ein semialgebraischer Raum und sei A eine abgeschlos-~
sene semialgebraische Teilmenge von X, so daB A = @. Eine
Funktion £ : X ~A »C heiBt lokal beschridnkt auf X, wenn es

zu jedem x €X eine offene semialgebraische Umgebung U von

X in X gibt, so daB8 f auf U ~A beschrédnkt ist. Eine Funktion
f : X ~A »C heiBt schwach lokal beschrinkt auf X, wenn es zu

jedem x €X ein K €R gibt, so daB es in jeder Umgebung U von
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x in X ein y €U NA gibt mit [£(y) | <K.

Lemma 6.2.

Seien X ein normales Schema, U eine offene semialgebraische
Teilmenge von X(C) und £ EUX(U). Dann existieren ein norma-
les Schema X,r eine offene semialgebraische Teilmenge V von
xo(C), eine Zariski-offene Teilmenge W von Xy mit V cW, ein
£y €6&°(W) und ein endlicher Morphismus p t X, =X, so dag
hIV :V U ein isoalgebraischer Isomorphismus ist und

GV = £,1v.

Beweis:

Nach Satz 2.1. existieren ein etaler Morphismus g : W =X

von Schemata, eine offene semialgebraische Teilmenge V von
W(C) und ein £, €6,(W), so dad glIV :V +U ein isoalgebrai-
scher Isomorphismus ist und (ghIV)*(f) = folv‘ Nach dem
Hauptsatz von Zariski ([EGA IV, 8.12.11]) hat man ein kommu-
tatives Diagramm

w——»x

N,

wobei Xy ein normales Schema, i eine offene Immersion und p

endlich ist.

Lemma 6.3.
Seien U eine offene semialgebraische Teilmenge von A’(C),
u €U und £ : U~ {u} »C eine isoalgebraische Funktion, die auf

U schwach lokal beschrankt ist. Dann 148t sich f zu einer
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isoalgebraischen Funktion auf U fortsetzen.

Beweis:

OE ist Uzusammenhdngend. Nach Lemma 6.2. existieren ein re-
guldres zusammenhdngendes eindimensionales Schema X, eine
offene semialgebraische Teilmenge V von X(C), eine Zariski-
offene Teilmenge W von X mit V cW, ein fo EOX(W) und ein
endlicher Morphismus p :X »A1, so das phlv :V »U~{u} ein
isoalgebraischer Isomorphismus ist und (phlv)‘(f) = folv'
Sei p-1(u) = {v1,...,vr} und sei V; eine zusammenhingende
offene semialgebraische Umgebung von vy in 9—1(U) mit
p‘1(u) nv,; = (vi}(i = 1,...,r). Es gibt eine offene semial-
gebraische Umgebung T von u in U, so da8 p_i(T) 5V1 U...uv_.
Also gibt es ein s €{1,...,r}, so dasg (vs \{vs}) nvV £@. Da

V offen und abgeschlossen in p '

(U ~{u}) ist, ist Vs \(vs) cv.
Man setze VO =Vuvg. Es ist b :vc -U bijektiv. Nach Korol-
lar 4.9. ist p; eine offene semialgebraische Abbildung (denn

fir jedes x €X ist wUX x endlich und somit injektiv).
.

“al,p(x)
Also ist Pc :Vo -U ein semialgebraischer Isomorphismus. Nach
Korollar 5.5. ist phlvo 2V, -U ein isoalgebraischer Isomor-
phismus. Da f schwach lokal beschrédnkt auf U ist, ist Vg
keine Polstelle der durch f, gegebenen rationalen Funktion

¥ auf X, d.h. VO liegt im maximalen Definitionsbereich von .

Also 148t sich f zu einer isoalgebraischen Funktion auf U

fortsetzen.

Lemma 6.4.

Sei U eine offene semialgebraisché Teilmenge von An(c) und
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sei A eine isoalgebraische Teilmenge von U, so daB8 fir jedes
n-1 ..

(240e-0vz ) €C die Menge A N{(zy,...,2,_;,2) 12 €C} end-

lich ist. Sei f :U -+C eine semialgebraische Funktion, die

auf U NA isoalgebraisch ist. Dann existiert filir jedes u €U

die partielle Ableitung 2f (u) und die Funktion D : U -C,

Az
3

u»a—i (u) ist semialgebraisch auf U und isoalgebraisch auf
n

U~A.

Beweis:

Nach Lemma 6.3. und Satz 2.3. existiert fiir jedes u €U die
partielle Abbildung g—in(u) . DIUSNA ist isoalgebraisch

(Satz 2.3.). Es ist noch zu zeigen, daB8 D stetig ist in je-
dem Punkt a €A. Gegeben sei ein Punkt ag €A. OE ist a, = 0.
Nach Satz 3.3. existieren Polyzylinder P und Q in IAn_‘I ()
und a'(C) mit Mittelpunkt O, so das PxG cU und (Px3Q) NA = @.
Sei e€R, & >0 gegeben. Da D|Px3Q semialgebraisch ist, gibt
es eine offene semialgebraische Umgebung P, von O in P, so
das ID(p,q) - D(0,q)} <% flir jedes p €P, und jedes g €30Q.

Da DI{p} xQ isoalgebraisch ist filir jedes p €P, ist nach dem
Maximumprinzip ID(p,q) - D(0,g)1 <% fir jedes p €P, und je-
des g €Q. Es existiert eine offene semialgebraische Umgebung
Q, von 0 in Q, so das ID(0,q) - D(0,0)] <% fir jedes q €Q.

Dann ist ID(y) - D(0)I<e fiir jedes y €P, xQg-

Lemma 6.5.
Seien U eine offene semialgebraische Teilmenge von A" (C) und

A eine isoalgebraische Teilmenge von U mit dim A <n-1. Sei
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£ : U »C eine semialgebraische Funktion, die auf U ~A isoal-
gebraisch ist. Auf U gelte

m -1 -

a4 v =0,

wobei CPRRRRL) isocalgebraische Funktionen auf U sind. Dann

m

gibt es zu jedem u €U ein g EaAh,u’ so daB in aAn,u gilt

m-1 -
g +...+(am)u—0.

g+ (ag)y
Beweis:
Gegeben sei ein u €A. OE ist u = O. Sei V eine offene semi-
algebraische Umgebung von O in U, fiir die gilt: L NV ist zu-
sammenhdngend fiir jeden eindimensionalen linearen Unterraum
von A™(C) und es gibt ein s €& n(V), so das s +0 und ANV ¢
{x €Vis(x) = O}. Man w&hle Pqre--sPy EV ~{x €EV|s(x) = 0},so
das PyreeerPpy eine Basis des C-Vektorraums A"(C) ist. Im
folgenden sei A™(C) mit dem durch die Basis Pqs--+sP, gege-
benen Koordinatensystem versehen. Nach dem Id&ntitdtssatz ist
fiir jedes i €{1,...,n} die Menge L; AV NA endlich, wobei
L; = (t‘pilt €C}. Nach satz 3.3. gibt es eine offene semial-
gebraische Umgebung Q von O in U, so das (q+Li) NQ NA endlich
ist fir jedes i €{1,...,n} und jedes q €Q.
Sei F der Ring aller semialgebraischen Funktionen h :Q -C,
die auf Q <A isoalgebraisch sind. Nach Lemma 6.4. ist jedes
h €F unendlich oft partiell differenzierbar. Deshalb hat
man den Ringhomomorphismus v :F «C[[T1,...,Tn]],
bz 1 (©%)(0).7% In F hat man ™ +b,x™ ' 4. 4 =0,

aemd **

wobei r = f|Q und bi = ai|Q, also gilt in C[[T1,...,Tn]]

¥ vm-1

() BTl 4B = 0.

Durch Auszeichnung des Koordinatensystems auf A" (C) wird
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auch ein regulidres Parametersystem von U~An o
.

und man erh&lt dadurch einen Isomorphismus 1 : (“Aﬂ O)A d
’

ausgezeichnet

Cl{T,,...,T_11. Nach Satz 2.6.ii) ist 1(b) = I = (D% (0)-T®
1 n aemz ¢*
A .
%an,o € (yn o)". Damit folgt Lemma 6.5. aus

(*) und satz 2.11. .

fir jedes b €

Lemma 6.6.

Seien U eine offene semialgebraische Teilmenge von A™(C) und
A eine abgeschlossene semialgebraische Teilmenge von U mit
dim A <2n -2. Dann l&8t sich jede isoalgebraische Funktion

f :U~NA »C, die schwach lokal beschrd@nkt auf U ist, zu einer

isoalgebraischen Funktion auf U fortsetzen.

Beweis:

Gegeben sei dieASituation aus Lemma 6.2.: Es existieren ein
normales rein n-dimensionales Schema X, eine offene semial-
gebraische Teilmenge V von X(C), eine dichte Zariski-offene
Teilmenge W von X mit VcW, ein £, €0y (W) und ein endlicher
Morphismus p : X +a", so das phlv :V-U~NA ein isoalgebrai-
scher Isomorphismus ist und (phlv)‘(f) = folv. Sei Yo der
AbschluB von V in p~ ' (U). Es gilt

1) PclVgy 1V, »U ist ein semialgebraischer Isomorphismus.
Denn: pclvo Vg, ~U ist eine endliche Abbildung. U NA ist
dicht in U, also ist pclvo surjektiv. Es bleibt noch zu zei-
gen, das pclvo injektiv ist. Gegeben sei ein u €U. Es sei
(pclvm)-1 (u) = {u.l, .. .,ur) . Seien Uy, ...,U. paarweise dis-

junkte offene semialgebraische Umgebungen von Ugreee Uy in
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Vo. Es gibt eine zusammenhdngende offene semialgebraische Um-
gebung T von u in U, so daB (pclvo)—1('1‘) S U, U...UuU_. Da
T ~A zusammenhd@ngend ist ([DK, §13]), ist auch (pclvo)_1 (T ~3a)
zusammenhingend und somit existiert ein t €{1,...,r}, so das8
(pe!V,) T (T~A) € UL Da (pglV) " (U~A) = V dicht in V, ist,
ist (pc1Vy) TSR 0 (pg1v) TN nUy = (o 1v,) (T NA) nU; s
fiir jedes i €{1,...,r}. Also ist r = 1.
(2) kS ist eine offene semialgebraische Teilmenge von X(C)

und phlvo :Vo -»U ist ein isoalgebraischer Isomorphismus.
Denn: Gegeben sei ein v €V,. Es existieren eine offene semi-
algebraische Umgebung V, von v in p-1 (U), eine zusammenhin-
gende offene semialgebraische Umgebung U, von p(v) in U, ein
normiertes Polynom F €Gyn (U‘l) [T] und ein isoalgebraischer Mor-
phismus q :V; =2, wobei Z der durch F definierte iscalgebra-
ische Teilraum von U,x(Ah) ist, so das i), 1i), iii) aus
Satz 5.4. gelten (Es ist Zan,p(v) --llx,V endlich und somit
auch injektiv). Es ist Pc (Vo nv,) offen in Uy (nach (1)) und
abgeschlossen in U.‘ (da pC|V1 :V1 -U.I endlich ist). Also ist
nach (1) pc[Vo v, :v, 0V, >0, ein semialgebraischer Isomor-
phismus. Dann ist auch tliL :L U, ein semialgebraischer Iso-
morphismus, wobei L die abgeschlossene samialgehrai;che Teil=-
menge g (Vv nv1) von Z ist und t :2Z ~U, die Einschrénkung der
Projektion U x (ﬂ\“)h -U, auf 2 ist. Ist 1:2 = (A‘l)h die Ein-
schridnkung der Projektion U,l‘(l-u)h - (4\1)h auf 2z, so gibt

1

lo(tIL)- eine semialgebraische Funktion g :U.l -C,fiir die

. m m-1 s -1
gilt g +a,g ... *ay =0, wobe1P='l’m+a.|T +...+am€

X n(U)[T]. Sei A €&, (U;) die Diskriminante von F und sei
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S = {u €U1IA(u) = O}. Nach Beispiel 3.4.ii) ist gluy ~5 iso-

algebraisch. Da F irreduzibel in )[T] ist, ist nach

p(v) aA".p (v

Lemma 6.5. deg F = 1. Also ist Quot(aA ) -'Quot(ax’v)

n,p(v)

ein Isomorphismus und damit auch aA“,p(v) »ax'v

phismus. Nach Korollar 1.3.11.i) existieren eine offene semi-

ein Isomor-

algebraische Umgebung vV, von v in p-1(U) und eine zusammen-

hédngende offene semialgebraische Umgebung U, von p(v) in U,

so dasg pclv2 :V2 ”UZ ein semialgebraischer Isomorphismus

ist. Wie oben folgt dann, daB auch pclvo nv2 :Vo nV2 »Uz

ein semialgebraischer Isomorphismus ist. Also ist V, <V,

und vV, ist offen. Nach Korollar 1.3.11.ii)b) ist phlvo 1V, »U

ein isocalgebraischer Isomorphismus.

(3) Vo liegt im maximalen Definitionsbereich der durch fo
gegebenen rationalen Funktion ¥ auf x.

Denn: Sei P der Triger des Polstellendivisors von T und N

der Tréger des Nullstellendivisors von ¥. 2u zeigen ist, das

Vo AP = @. Angenommen, es sei Vo NP +@. Da vy offen in X(C)

ist, gibt es ein v €V° NP mit v ¢N. Dann gibt es zu jedem

K €R eine offene semialgebraische Umgebung T von p(v) in U,

so daB [f(u) |>K flir jedes u €T ~A. Widerspruch dazu, daB f

schwach lokal beschrénkt auf U ist.

Aus (2) und (3) folgt, daB sich f isoalgebraisch auf U fort-

setzen laBt.

Korollar 6.7.
Sei X ein isoalgebraischer Raum. Ist X lokal irreduzibel in

einem Punkt x €X, so gibt es ein Fundamentalsystem von offe-
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nen semialgebraischen Umgebungen U von x in X, so daB8 U~NA
zusammenhdngend ist fiir jede abgeschlossene semialgebraische
Teilmenge A von U mit dim A idimxfax - 2. Ist X zusammenhdn-
gend und lokal irreduzibel, so ist X ~A zusammenhdngend fiir
jede abgeschlossene semialgebraische Teilmenge A von X mit

dim A < dim®¥x - 2.

Beweis:

Zundchst ein Hilfssatz.

Hilfssatz:

Sei U eine offene zusammenhingende semialgebraische Teilmenge
von A”(C) und sei F ein normiertes Polynom aus aAn(U)[T],'das
irreduzibel in %Bn(U)[T] ist. Die Diskriminante A eq%n(u) von
F sei ungleich Null und sei S = {u €UjA(u) = O}. Dann ist

der durch F|U \S gegebene isoalgebraische Teilraum X von

¢ \S)X(A1)h zusammenh&ngend.

Beweis:
Sei t : X »U ~S die Einschré&nkung der Projektion (U \S)x(A1)h~
U ~S auf X. Angenommen, es sei X die disjunkte Vereinigung
zweier nichtleerer offener (und abgeschlossener) semialge-
braischer Teilmengen T, und T,- Nach Beispiel 3.4.ii) sind
t(T1) und t(Tz) offene und abgeschlossene semialgebraische
Teilmengen von U~S, also t(T;} = t(T,) = U~S. Fir jedes
u €U NS bilde man die Polynome

F T = (T-a1)-.‘.-(T-ai(u

Fz(u,T) = (T—b1)-...-(T-bj(“)

)) €c(T]
) €c(T],
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wobei aj,...,3; )’ b.l,...,b €C dadurch bestimmt sind,

ifu j ()

das {(u,ap),...,(u,a =t AT, und {(a,by),...,

i(u)

(u,b. ))) = t_1 (u) nTZ. Nach Beispiel 3.4.ii) erhdlt man

jlu
dadurch normierte Polynome F,,F, EtlAn(U ~S)[T]. Es ist

Fy:F, = FIUNS. Die Koeffizienten von F, und F, sind isoal-
gebraische Funktionen auf U ~S, die lokal beschrinkt auf U
sind. Nach Lemma 6.6. lassen sich Fy,F, 2zu G,G, €% ,(U) [Tl
fortsetzen. Es ist G1~G2 = F. Widerspruch zur Irreduzibili-

tdt von F.

Nun zum Beweis des Korollars. Sei X lokal irreduzibel in

x €X. OE ist X reduziert. Nach Satz 5.4., Lemma 5.6. und

dem Hilfssatz existiert ein Fundamentalsystem von offenen semi-
algebraischen Umgebungen U von X in X mit: Es existiert eine
isoalgebraische Teilmenge S von U, so daB8 dim & < dimxx-1

und U NS eine zusammenhingende semialgebraische Mannigfaltig-
keit ist der Dimension dimxfax. Deshalb ist (U ~S) NA zusam-
menhdngend flir jede abgeschlossene semialgebraische Teilmenge
A von U mit dimA gdimxsax-Z. Nach Korollar 5.2. ist OE
dimyx = dimxx fir jedes y €U. Dann ist (U ~A) ~S dicht in

U ~A. Also ist U ~NA zusammenhdngend.

Sei nun X zusammenhdngend und lokal irreduzibel.

L = {x €Xldim X = dim X} = {x €XIdim X >dim X} ist eine ab-
geschlossene semialgebraische Teilmenge von X. Nach Korollar
5.2. ist L auch offen. Also ist dim %X = dim®3X fir jedes

X €X. Es sei A eine abgeschlossene semialgebraische Teilmen-
ge von X mit dim A 5dimsax-2. Angenommen, es sei X ~A die

disjunkte Vereinigung zweier nichtleerer offener semialge-
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braischer Teilmengen T1 und Tz von X NA. Es ist X = X ~A =
TT UT;. Da X zusammenhdngend ist, existiert ein x ETT nT;.
Wihle eine offene semialgebraische Umgebung U von x in X,
so daB U ~A zusammenhidngend ist. Es ist U ~A die disjunkte
Vereinigung von U n'l‘1 und U nT2 und U nr, +*@, U ﬂTZ +@.

Widerspruch.

Satz 6.8. (1. und 2. Riemannscher Hebbarkeitssatz)

Seien X ein normaler isoalgebraischer Raum, A eine abgeschlos-

sene semialgebraische Teilmenge von X und f : X ~A -C eine iso-

algebraische Funktion.

i) Ist dimA < dimasax-z flir jedes a €A und ist f schwach
lokal beschrdnkt auf X, so 148t sich f zu einer isoalge-
braischen Funktion auf X fortsetzen.

ii) Ist QimA < dimS%X-3 fir jedes a €A, so la8t sich f zu

einer isoalgebraischen Funktion auf X fortsetzen.

Beweis:

OE ist X ein offener isoalgebraischer Teilraum eines normalen
zusammenh&ngenden n-dimensionalen Schemas Z. Nach Lemma 6.2.
existieren ein normales rein n-dimensionales Schema Xy, eine
offene semialgebraische Teilmenge V von xo(c), eine dichte
Zariski-offene Teilmenge W von xO mit VcW, ein f° E@xo(w)
und ein endlicher Morphismus p : X, =%, so das ph|v :VaXNA

ein isoalgebraischer Isomorphismus ist und (ph!V)‘(f) = f°|v.

1 a

Sei V_ der Abschlug von V in p~'(X). Es sei dim A <dim S%x-2
fir jedes a €A. Mit Hilfe des Korollars 6.7. zeigt man wie

im Punkt (1) aus dem Beweis des Lemmas 6.6.
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(n?' pCIVO Vg =X ist ein semialgebraischer Isomorphismus.
Weiterhin gilt

(2)' Vo, ist eine offene semialgebraische Teilmenge von Xy «©).
Denn: Gegeben sei ein v €V . Sei T eine zusammenhdngende offe-
ne semialgebraische Umgebung von v in p_1 (X). Da V offen und
abgeschlossen in p_1 (X ~A) ist, ist T NV offen und abgeschlos-
sen in T \p-1 (A) . Nach Korollar 6.7. ist T \p-1 (A) zusammen-
hingend. Da T NV +@, ist T~p '(A) = T nV, also T~p | (A) v

und damit T eV, (denn T ~p '(a) ist dicht in T).

Nach (1)' und Korollar 5.5. ist phIVO :Vo -+X ein isoalgebra-
ischer Isomorphismus. Es geniigt noch zu zeigen, daB Vo im
maximalen Definitionsbereich wo der durch fo gegebenen ratio-—

nalen Funktion auf Xo liegt.

Beweis von ij:
Entsprechend wie im Punkt (3) des Beweises von Lemma 6.6.
zeigt man Vo Ewo'
Beweis von ii):

. _ -1
Es ist (XO \Wo) ﬂVO SVO NV o= VO Np "(A). Also ist
dimsa(xo “Wy) AV, <2n-3. Der semialgebraische Raum (X, ~W,) (C)
ist leer oder rein (2n-2)-dimensional. Also ist (X “W, )0V, =d,

d.h. vV, cW,.
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§7 - Normalisierung und irreduzible Komponenten eines

isoalgebraischen Raumes

Sei X ein isoalgebraischer Raum. Eine abgeschlossene semi-
algebraische Teilmenge A von X heiBt nirgends dicht in X,
wenn A keine offene Teilmenge von X enthdlt. Ist X redu-
ziert so sind z.B. N(X) = {x €X|Dx,x ist nicht normal} und

S(X) = {x €Xlo ist nicht reguldr} nirgends dicht in X.

X,x
Leicht zu beweisen ist

Proposition 7.1.

Eine isoalgebraische Teilmenge A eines isocalgebraischen Rau-
mes X ist genau dann nirgends dicht in X, wenn dimaA <dimax

fiir jedes a €A.

Proposition 7.2.

Seien £ : X -»Z und g : Y »Z endliche Morphismen isoalgebrai-
scher Rdume, wobei X und Y normal sind. Sei A eine isoal-
gebraische Teilmenge von Z, so daB f"(A) nirgends dicht
in X und g~ ' (A) nirgends dicht in Y ist. Dann 1Bt sich
jeder (z ~A)-Morphismus t :X~£ ' (A) =¥ ~g ' (A) auf genau
eine Weise zu einem Z-Morphismus h : X -Y fortsetzen. Ist

t ein Isomorphismus, so auch h.

Beweis:
Zundchst wird gezeigt, daB sich t zu einer semialgebrai-

schen Abbildung X »Y fortsetzen 1dB8t. Hierzu geniigt es
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zu beweisen: Fiir jedes x Ef-1(A) 148t sich t zu einer
stetigen Abbildung auf (X \f-1(A)) U{x} fortsetzen. Gege-
ben sei ein X €X. Es sei g | (£(x)) = {yqs---s¥ }. Wihle
disjunkte offene semialgebraische Umgebungen UyreeasUp

VOn Yqs.eesY¥yp in Y. Es gibt eine offene semialgebraische
Umgebung T von f(x) in 2z, so daB PRt ) SU V... v .

Sei U eine zusammenhingende offene semialgebraische Um-
gebung von x in f_1(T)~ Nach Kcrollar 6.7. und Proposition 7.1.
ist U~f"'(aA) zusammenhdngend. Also gibt es ein s €{1,...,r},
so dag t(U~f™'(A)) € U_. Durch x ~y_ setzt sich t zu ei-
ner stetigen Abbildung auf (X \5-1(A)) u{x} fort.

Nach Proposition 7.1. und dem Riemannschen Hebbarkeits-

satz 6.8.i) ist die semialgebraische Fortsetzung h : X —»Y

von t ein isoalgebraischer Morphismus.

Definition 7.3.

Eine Normalisierung eines reduzierten isoalgebraischen

Raumes X ist ein Paar (X,f), fiir das gilt

i) R ist ein normaler isoalgebraischer Raum

ii) £ :X X ist ein endlicher Morphismus, so das f_i(N(x))
nirgends dicht in & ist und EIR~ET(N()) : X~ (NG~

X NN (X) ein Isomorphismus ist.

Satz 7.4.
Jeder reduzierte isoalgebraische Raum X hat eine Normali-
sierung (X,£) und diese ist eindeutig bestimmt, d.h. ist

(X',£') eine weitere Normalisierung von X, so gibt es
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genau einen X-Morphismus g :X »%X' und g ist ein Isomor-

phismus.

Beweis:

Die Eindeutigkeit folgt aus Proposition 7.2.. Nun zur Exi-
stenz der Normalisierung. Aufgrund der Eindeutigkeit kann
man OE annehmen, daB8 X ein offener isoalgebraischer Teil-
raum eines reduzierten Schemas X5 ist. Sei £:Y X5 die
Normalisierung von X, . Dann ist fhl(fh)_1(x) :(fh)_1(X) =X

eine Normalisierung von X.

Lemma 7.5.
Seien X ein zusammenhdngender lokal irreduzibler isoalge-
braischer Raum und A eine isocalgebraische Teilmenge von X.

Dann ist entweder A nirgends dicht in X oder A = X.

Beweis:

L = {x Exldimxx = dim X} ist eine abgeschlossene semialge-
braische Teilmenge von X. Nach Korollar 5.2. ist L offen.
Also dim X = dim X flUr jedes x €X. T={a €Aldim A = dim_X}
= {aGAldimaA >dim X} ist eine abgeschlossene semialgebrai-
sche Teilmenge von X. Da X lokal irreduzibel ist, ist T
offen in X. Also ist entweder T = @, und damit A nirgends

dicht in X, oder T = X, und damit A = X.

Lemma 7.6.

Sei A eine isoalgebraische Teilmenge eines isoalgebraischen
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Raumes X und sei Z eine Zusammenhangskomponente von X NA.

Dann ist Z eine isoalgebraische Teilmenge von X.

Beweis:

OE ist X reduziert. Sei (i,f)eine Normalisierung von X.
Seien Z1""’zr die Zusammenhangskomponenten von X. Nach
Korollar 6.7. und Lemma 7.5. ist 2, ~£ 1(a) entweder leer
oder zusammenhdngend und dicht in Zi (fir i = 1,...,r).
f'1(z) ist offen und abgeschlossen in X \f_1(A). Somit ist
£77(2) nz, entweder leer oder dicht in z;. Also ist E-T(Z)

Vereinigung von Zu hangskomp 1iten von i. Nach Korol-

lar 4.8. ist Z = £(£-7(2)) eine isoalgebraische Teilmenge

von X.

Definition 7.7.

Sei X ein isoalgebraischer Raum. Eine isoalgebraische Teil-
menge A von X heiBSt irreduzibel, wenn gilt: Ist A die Ver-
einigung zweier isoalgebraischer Teilmengen A1 und AZ von
X, so ist A = A1 oder A = AZ. Die maximalen irreduziblen
isoalgebraischen Teilmengen von X heiBen die irreduziblen

Komponenten von X.

Zum Beispiel ist nach 7.5. ein zusammenhdngender lokal ir-
reduzibler isoalgebraischer Raum (insbesondere ein zusam-

menhdngender normaler isoalgebraischer Raum) irreduzibel.
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Satz 7.8.

Sei X ein isoalgebraischer Raum. Sei A eine nirgends dichte
isoalgebraische Teilmenge von X, so daB8 X ~A lokal irredu-
zibel ist (zum Beispiel A = s(xred) oder A = N(xred))'
Seien 21""'Zr die Zusammenhangskomponenten von X ~A. Dann

sind 51""’ir die irreduziblen Komponenten von X.

Beweis:

Nach Lemma 7.6. sind El""'fr isoalgebraische Teilmengen
von X. Da Z1,...,Zr irreduzible isoalgebraische R&ume sind,
sind 31,...,7r irreduzible isoalgebraische Teilmengen von
X. Es ist X = Z; U... UZ_. Also sind Z,,...,Z_ die irredu-

ziblen Komponenten von X.

Der Zusammenhang zwischen Normalisierung, irreduziblen Kom-
ponenten und lokalen irreduziblen Komponenten ist der fol-

gende.

Proposition 7.9.

Sei X ein reduzierter isoalgebraischer Raum und sei (ﬁ,f

eine Normalisierung von X.

i) Sind 21""'Zr die Zusammenhangskomponenten von ﬁ, so
sind f(z1),...,f(Zr) die irreduziblen Komponenten von
X.

ii) 2Zu jedem x €X existiert ein Fundamentalsystem von of-
fenen semialgebraischen Umgebungen U, fir die gilt:

Sind U1”“’Us die Zusammenhangskomponenten von 5_1(0),
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so existiert in jedem U; genau ein £ mit f(xi) = x
und (U,f(U1)),...,(U,f(US)) sind Reprédsentanten fiir
die lokalen irreduziblen Komponenten von X in x (Nach
i) sind f(U1),...,f(Us) die irreduziblen Komponenten
von U) .

Sei x €X und sei £ '(x) = {%4s-..,x }. Seien py, ... B
die minimalen Primideale von Ox,x’ Es ist r = s und
nach geeigneter Umnummerierung der Pqr---1Pg ist P

der Kern von O (i=1,...,8). b X ...x02

o
X,x 7K, x5 %%, X,xg

ist die Normalisierung von Dx x°
.

Beweis:

i

ii)

Nach Korollar 4.8. sind f(Z1),...,f(Zr) isoalgebraische
Teilmengen von X. Da Zl""'zr irreduzible isoalgebrai-
sche R&ume sind, sind f(Z,)....,f(Zr) irreduzible iso-
algebraische Teilmengen von X. Fiir jedes i €{1,...,r}
ist z, N G~ ') #@, da £ (M(X)) nirgends dicht
in X ist. Deshalb ist £(z;) & £(2;) fur i+j. Es ist

X = f(Z.I) U... UE(Zr). Also sind f(Z.l),...,f(Zx_) die

irreduziblen Komponenten von X.

Gegeben sei eine offene semialgebraische Umgebung V
eines Punktes x €X. Es sei £ '(x) = {x4,...,x ). Wahle
disjunkte offene semialgebraische Umgebungen w,,...,ws

VOM Xy «eesX in X und eine offene semialgebraische

E

Umgebung W von x in V, so das £ (W) S W UL UL

1
Seien 24,...,2_ die Zusammenhangskomponenten von 5'1(w).
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OE ist x; €2; fUr i = 1,...,s. Man setze T = £(2_,,)

U ... Uf(z) und U = W~T. Da £z, ... £(2) die ir-
reduziblen Komponenten von W sind, ist £(2;) NT cN(W)
< N(X) fir i = 1,...,s (nach satz 7.8.). Deshalb ist
nach Xorollar 6.7. Zi \5_1(T) zusarmmenhdngend (denn

£7'(N(x)) ist nirgends dicht in X). Also sind U, := 2,
~ f_1(T),...,Us =2 ~£ '(T) die Zusammenhangskompo-

-1
nenten von f

).

Seien tg, ..., tg die durch (U,f(U1)),..,(U,f(US)) re-
présentierten isoalgebraischen Keime von X in x. Ist
i+j, so ist £(U;) AL gf(uj) NL fir jede offene semi-
algebraische Umgebung L von x in U (nach Satz 7.8.).
Also ist t; &&; fir i+j. Da £7100 nuy = (x;} und U,
lokal irreduzibel in Xy ist, ist t; irreduzibel (fiir
i=1,...,8). Es ist f(U1) U... Uf(Us) = U und somit
ist tlu c.e U ts der durch (X,X) reprisentierte Keim.
Also sind tqreeenty die lokalen irreduziblen Kompo-
nenten von X in x.

Sei U eine offene semialgebraische Umgebung von x in X,
so daB fir die Zusammenhangskomponenten U],...,Ur von
£ W) gilt: x, €0, fur i = 1,...,r und T P
(U,f(Ur)) sind Reprédsentanten fiir die lokalen irredu-
ziblen Komponenten von X in X. Man versehe die isoal-
gebraische Teilmenge f(Ui) von U mit der reduzierten
Teilraumstruktur, Ji sei die zugehdrige Idealgarbe

(i =1,...r). Es sind dann (J1)x""’(Jr)x die mini-

malen Primideale von O - {J.)_  ist aber auch der
X, x i'x
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Kern des durch flUi :Ui -U gegebenen Ringhomomorphis-

mus Ox % (i=1,...,0). Sel £; :U; =X,

X *Oui,xi = wX,xi
= f(Ui) der durch f induzierte isoalgebraische Mor-
phismus. Es ist noch zu zeigen, daB fi einen Isomor-
phismus Quot(@xi'x) -—Quot(wuilxi) gibt. Sei n = dimxxi’
Nach Satz S5.4. und Lemma 5.6. gilt: Es gibt eine offene
semialgebraische Umgebung V von x in xi, eine offene
semialgebraische Teilmenge W von a"(Cc), eine isoalge-
braische Teilmenge S von W mit dim § < n-1 und einen
endlichen Morphismus p : V -W, so da8 oh’,p(x) -(Dv,x in-
jektiv und endlich ist und *p_1(y) = [Quot(DV )

.

Quot (© )1 und #p-£.) " y) = [Quotloy L)
1

W,p(x
Quot(ow'p(x))] fir jedes y €W ~S, wobei fi =

-1 e -1 -1 X
£E,77(V) 2 £,7(V) 4. Da £,1U; SETUNGO) s

Ui \f-1 (N(X)) »Xi NN(X) ein Isomorphismus ist, ist

)= 1.

[Quot (o
Uy X

,x') H Quot(OXA
i i

Proposition 7.10.

FUr einen reduzierten isoalgebraischen Raum X sind &qui-

valent
i) X ist irreduzibel
ii) X ~NN(X) ist zusammenhingend
iii) X ~S(X) ist zusammenh&ngend
iv) Filir jede abgeschlossene semialgebraische Teilmenge
A von X mit dimA < dim5?%-2 ist X ~A zusammenhdngend .
v) Es gibt eine semialgebraische Teilmenge von X, die

offen dicht zusammenhidngend und semialgebraisch re-
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guldr ist.
vi) Es gibt einen zusammenhingenden dichten lokal irre-
duziblen offenen isoalgebraischen Teilraum von X.
vii) FUr jede isoalgebraische Teilmenge A von X gilt: A =X

oder A ist nirgends dicht in X.

Beweis:

Klar ist i) e ii), 1) e iii), iii) = v), iii) = vi), iv) =
iii), vii) = i).

v) = i):

Sei U eine dichte offene semialgebraische Teilmenge von X,
die zusammenhdngend und semialgebraisch regulédr ist. Der
isoalgebraische Raum U ist irreduzibel, denn U ~S(U) ist
zusammenhingend ([DK, §13}). Dann ist auch X =U irreduzibel.
vi) = i):

Sei U ein dichter offener isocalgebraischer Teilraum von X,
der zusammenhidngend und lokal irreduzibel ist. Der isoal-
gebraische Raum U ist irreduzibel, also ist auch X =0 ir-
reduzibel.

iii) = vii):

Sei A eine isoalgebraische Teilmenge von X. Nach Lemma 7.5.
ist A N(X~S(X)) = X~NS(X) oder AN (X ~S(X)) ist nirgends
dicht in X ~S(X). Im ersten Fall ist A = X und im zweiten
Fall ist A nirgends dicht in X.

iii) = iv):

(X ~S(X)) ~NA ist zusammenhdngend und (X SNS(X)) NA = (X ~NA)

~ S(X) ist dicht in X NA.
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Korollar 7.11.
Sei A eine isoalgebraische Teilmenge eines irreduziblen

isoalgebraischen Raumes X mit dim A = dim X. Dann ist A =X.

Korollar 7.12.

Flir einen reduzierten isoalgebraischen Raum X sind &qui-

valent

i) X ist lokal irreduzibel

ii) PFir jede zusammenhdngende offene semialgebraische
Teilmenge U von X und jede abgeschlossene semialge-
braische Teilmenge A von U mit dimA < aim®3y-2 ist
U ~A zusammenhdngend.

iii) Fir jede zusammenhingende offene semialgebraische

Teilmenge U von X ist U ~S(X) zusammenhdngend.

Beweis:

i) = ii): Korollar 6.7.

ii) =iii): klar

iii) =i):

Gegeben sei ein x €X. Wihle eine offene semialgebraische
Umgebung U von x in X, so daB die irreduziblen Komponenten
von U die lokalen irreduziblen Komponenten von X in x re-
prisentieren. Es ist dann U zusammenhingend. Nach Voraus-
setzung ist U ~NS(U) zusammenhdngend. Also ist U irreduzi-

bel und damit X lokal irreduzibel in x €X.

Aus 7.10. und 7.12. folgt
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Koroilar 7.13.

Seien X und Y isoalgebraische Riume, die semialgebraisch
isomorph sind (d.h. IX| und Y| sind isomorph). Dann
gelten

i) X ist genau dann irreduzibel, wenn Y irreduzibel ist.
ii) X ist genau dann lokal irreduzibel, wenn Y lokal ir-

reduzibel ist.

Proposition 7.14.

Fiir einen isoalgebraischen Raum X sind &dguivalent

i) Fiir jeden Punkt x €X und jede lokale irreduzible Kom-
ponente K von X in x ist dim K= n.

ii) Es gibt eine dichte Teilmenge T von X, so daB dimxx =n
fiir jedes x €T.

iii) Jede irreduzible Komponente von X hat die Dimension n.

iv) Der semialgebraische Raum [X| ist rein 2n-dimensional.

Ein isoalgebraischer Raum, der die &quivalenten Bedingun-

gen i) - iv) erfiillt, heiBt rein von der Dimension n.

Beweis:

Klar ist i) = ii) = iii) = iv).

iv) = i):

Gegeben sei ein x €X. Man wéhle eine offene semialgebrai-
sche Umgebung U von x in X, so da3 die irreduziblen Xompo-
nenten von U die lokalen irreduziblen Komponenten von X
in x reprdsentieren. Nach Voraussetzung ist jede Zusam-

menhangskomponente Z von U \S(Ured) und somit auch der
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AbschluB Z von Z in U semialgebraisch rein von der Dimen-

sion 2n.

Als erste Anwendung der Zerlegung eines isoalgebraischen

Raums in irreduzible Komponenten erhdlt man

Proposition 7.15.

Sei (XiliEI) eine Familie von iscalgebraischen Teilmengen
eines isoalgebraischen Raums X. Dann gibt es eine endliche
Teilmenge K von I, so da8 N X, = N Xi. Insbesondere ist

i€r t i€K

n eine isoalgebraische Teilmenge von X.

X5
i€

Beweis:

Der Beweis erfolgt durch vollstdndige Induktion nach dim X.
7.15. gelte fiir dim X < n-1. Sei X ein isoalgebraischer

Raum der Dimension n. Seien AgreeesAy die irreduziblen Kom-
ponenten von X. Es geniigt 7.15. fiir die Familien (Xi na; tie1),
...,(xi nArliEI) zu beweisen. Sei ein p €{1,...,r} gegeben.
Ist Xi NA = A _ flir jedes i€I, so ist 7.15. trivialerweise

P )4

erfiillt. Existiert ein g €I mit xq NA_ +A so ist

o
dim(xq nAp) < dim Ap < n (nach Korollar 7.11.). Man wende
die Induktionsvoraussetzung an auf die Familie (xi nxq nADIiEU

von isoalgebraischen Teilmengen von Xq nAp.

Proposition 7.16.
Sei X ein isoalgebraischer Raum und sei f eux(x). Man hat

die Funktionen f :X »C, x»f(x) und I£f] :X »R, xmI£(x)].
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Es gelten:

i) Ist £ nicht konstant bei x_ €X (d.h. gibt es in jeder
Umgebung von Xq in X ein x mit f(x) ef(xo)), so ist
T offen in %, (d.h. fir jede Umgebung U von x_ in X
ist f(xo) innerer Punkt von f(U)).

ii) Ist X irreduzibel, so ist T konstant oder offen.

iii) Ist X zusammenhingend und T nicht konstant, so hat

I£]l kein Maximum.

Beweis:
i) Hilfssatz:
Seien Y ein rein n-dimensionaler isoalgebraischer
Raum, y, ein Punkt von Y und g eine isoalgebraische
Funktion auf Y, so daB g nicht konstant ist. Es gebe
einen endlichen Morphismus p : Y »Q mit p_1(p(yo)) =
(yo), wobei Q ein Polyzylinder von a™(c) ist. Dann
ist g offen in Y-
Beweis:
Sei a ein Punkt von Y mit g(a) :g(yo). Sei L der 1-di-
mensionale affine Unterraum von A"(C), auf dem p(a)
und p(yo) liegen. Fiir jedes y €Y ist DQ,p(y) —L’)Y'y
endlich und injektiv. Nach Korollar 4.9. ist p eine
offene Abbildung. Deshalb ist p_l(L) ein semialgebrai-
scher Raum rein von der Dimension 2. Sei K eine irre-
duzible Komponente von p_l(L), auf der a liegt. Nach
Proposition 7.14. hat K die Dimension 1. p(K) ist eine

1-dimensionale isoalgebraische Teilmenge von Q. Da
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L NQ eine irreduzible isoalgebraische Teilmenge

von Q ist, ist p(K) = L NQ (nach Korollar 7.11.). Da

9-1(p(y0)) = (yo) ist, liegt y_ auf K. Man versehe K

mit der reduzierten Teilraumstruktur. Sei (ﬁ,h) eine

Normalisierung von K. K ist zusammenhédngend und regu-

l4ar. Nach Satz 2.5. ist g offen in Y-

Nun zum Beweis von i). Sei U eine Umgebung von Xq in
X. Man wédhle eine offene semialgebraische Umgebung V
von X, in U, so daB jede irreduzible Xomponente von V
den Punkt x, enthdlt (dies ist nach Proposition 7.9.
mdglich) . Sei K eine irreduzible Komponente von V, die
nicht in f-1(f(xo)) enthalten ist. Es ist dann

K nf"(f(xo)) eine nirgends dichte isoalgebraische
Teilmenge von K. Nach Lemma 5.6. gibt es eine offene
semialgebraische Umgebung Y von Xq in K und einen end-
lichen Morphismus p : Y +Q, so das p-1(p(xo)) = {x,}
und Q ein Polyzylinder in A"(C) ist mit n = dim K. Nach
dem Hilfssatz ist f(xo) innerer Punkt von E(U).

Sei X ein irreduzibler reduzierter isocalgebraischer
Raum und sei f nicht konstant. Nach Satz 2.5. ist

FIX ~S(X) offen. Also ist T nicht konstant bei x, fir

jedes x, €X. Nach i) ist f offen.

iii) folgt aus ii).

Beispiel 7.17.

Sei X ein zusammenhdngender normaler isoalgebraischer Raum
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und sei p GOX(X)[TI ein normiertes Polynom. Es gibt (bis
auf die Reihenfolge) eindeutig bestimmte Polynome pg,...,Py
€ GX(X)[T] und natiirliche Zahlen Dyseeermy, SO daBs
Pyr--erPy normiert und irreduzibel in 0X(X)[T] sind und p =

n
py

.. 'pknk. Die Diskriminante A €0x(x) VOn pgt... Py

ist ungleich Null. Ist Y5 der durch P; gegebene isoalgebrai-
sche Teilraum von Xx(AI)h (i=1,...,k), so sind Yl,...,Yk
die irreduziblen Komponenten des durch p definierten iso-
algebraischen Teilraums Y von Xx(A1)h. (Nach Beispiel 3.4.

sindé Yyreaes ¥y reduziert) .

Beweis:

Hilfssatz:

Der Ring ox(x) ist integer und normal.

Beweis:

Da X irreduzibel ist, ist Ux(x) integer. Gegeben seien
£,9 €04 (X), g +0, so das § ganz iiber Ox(x) ist. Zu jedem

x €X existiert dann ein eindeutig bestimmtes hx wa so

x’
daB fx = hxgx. Also gibt es eine Funktion h :X -#C, so da8
f = hg und es zu jedem x €X eine offene semialgebraische
Umgebung gibt, aﬁf der h isoalgebraisch ist. Auf der dich-
ten offenen Menge {x €Xlg(x) #0} ist h semialgebraisch.
Also ist h semialgebraisch und nach Satz 2.2. ist h isoal-

gebraisch.

Aus dem Hilfssatz folgt, daB8 sich p auf eindeutige Weise

in normierte irreduzible Polynome zerlegen 1l48t, und daB
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die Diskriminante A von Py-ee Py ungleich Null ist. Sei

S = {x €xlA(x) = O}. Wie im Hilfssatz des Beweises von

Korollar 6.7. zeigt man, daB Yi nx \S)x(AI)h zusammenhdn-—

gend ist (i = 1,...,k). Nach Beispiel 3.4. ist Y; N (X \S)x(A1)h
normal und dicht in Yi‘ Also ist Yi irreduzibel. Flr i +3j

ist ¥y $Yj' Weiterhin ist Y = Y, U... UY, . Also sind

Y1""'Yk die irreduziblen Komponenten von Y.

Satz 7.18.
Sei X ein irreduzibles Schema. Dann ist B ein irreduzib-
ler isoalgebraischer Raum. Insbesondere ist xh zusammen-

h&ngend.

Beweis:

Hilfssatz:

Der Ring BAn ") ist ganz abgeschlossen in “An @h(c)) .
Beweis:

m-1,

Gegeben sei ein f €&, (AR(C)), so das £ 4p,f L..tp_ =0

m
mit p1,...,pm€0An(/An) = C[TI""'Tn]' Dann ist [£(z)! <
1+lp1(z)i +...+Ipm(z)l fiir jedes z €A™(C). Somit existie-

ren ein I, >0 und ein k €IN, so daB |f(z)l<rk fir jedes

T >r, und jedes z = (z1,...,zn) ec™ mit lzil <r (i =1,...,n).
3 a : 3
Sei z CaT die formale Potenzreihe von fo thn,o. Nach

a€IN? o
satz 2.8 ist Cq = O flir jeden Multiindex « EINO mit

lal >k. Aufgrund des Identitdtssatzes ist £ = I ct¥e
aemn ¢

ClTy, . .uTl = Opn (™ la1<®



- 119 -

Nun zum Beweis von Satz 7.18..

1. Fall:

2. Fall:

3. Fall:

X ist das durch ein normiertes irreduzibles Poly-
nom p € OAn @M [T] gegebene Unterschema von An:-A1 .
Aufgrund des Hilfssatzes ist p auch in uAn @&"(c)) [T]
irreduzibel. Nach 7.17. ist X" irreduzibel.

X ist ein integres affines Schema.

Es existieren ein n € IN ein durch ein normier-

o
tes irreduzibles Polynom aus vAn(An)[Tj definier-
tes Unterschema X, von AnxA1 und ein Morohismus

g :X =X , so daB8 gilt: Ist h :Y -»X die Normali-
sierung von X, so ist geh :Y ~x° die Normalisie-
rung von X_. Nach Fall 1 und Proposition 7.9. ist
xh irreduzibel.

X ist ein integres Schema.

Man iberdecke Xreg durch endlich viele offene
affine Unterschemata Uqs--.,U . Nach Fall 2 sind

UI(C)""'UI(C) zusammenhingend. Also ist auch

xreg(C) zusammenh&dngend.
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§8 - Noethersche Normalisierung, der Satz {iber die wesent-

lichen Singularitdten, der Remmertsche Projektionssatz

1. Noethersche Normalisierung

Lemma 8.1.1.

Sei f : X »Y eine quasiendliche Abbildung zwischen semialge-
braischen Riumen (d.h. jedes x €X ist isoliert in der Faser
f-i(f(x)), oder anders ausgedriickt, fiir jedes y €Y ist
f_l(y) endlich) und sei X lokal vollstdndig. Dann existiert
ein kommutatives Diagramm

X—2E 5

N\,

wobei g eine endliche Abbildung und i eine offene Einbet-

tung ist.

Bewelis:

Sei K = X U{=} die Einpunktvervollstdndigung von X. Sei S
der AbschluB des Graphen von f in YxK und sei g die Ein-
schrédnkung der Projektion YxK -»¥ auf S. g ist endlich und

die kanonische Abbildung i :X-S ist eine offene Einbettung.

Lemma 8.1.2.
Sei £ :X »Y eine gquasiendliche Abbildung zwischen semialge-
braischen Rdumen und sei X lokal vollstdndig. Dann gibt es

eine Uberdeckung (U;11€I) von X und eine Familie (Vi 11€T)
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von offenen semialgebraischen Teilmengen von Y, so da8 f(Ui)

SV, und £lU; :U; v, endlich ist fir jedes i€1I.

Beweis:
Sei x—i—-s das kommutative Diagramm aus Lemma 8.1.1..
B g
Y

Nach cdem Beweis der Proposition 4.1. gibt es geoﬁletrische
simpliziale Komplexe M und N, semialgebraische Isomorphis-
men ¢ :M =S und ¢ : N »Y und eine simpliziale Abbildung
a:M =N, so daB gilt: Es kommutiert M ——® .5 und sind
a 9
N

M Y
eys-..,e_ €i(X) die Ecken der Triangulierung ¢, die in i(X)
liegen, so ist i(X) = Sternw(e1) U... USternw(er). Es ist

glsternw(ek) : Sternw(ek) - Sternw(g (ek)) endlich (k=1,..,r).

Satz 8.1.3.

Sei X ein isoalgebraischer Raum. Dann existiert eine Uber-

deckung (UiIiEI) von X, so daB es zu jedem Uy einen surjek-
tiven endlichen isoalgebraischen Morphismus g PUy -V gibt,

wobei V ein offener isoalgebraischer Teilraum eines a" ist.

Beweis:
Der Beweis erfolgt durch vollstdndige Induktion nach dim X.
Der Fall dim X= O ist klar. Sei nun dim X= n. OE ist X ein

offener isoalgebraischer Teilraum eines n-dimensionalen af-
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finen Schemas X,- Sei g :X, +a" ein endlicher Morphismus.
Nach Lemma 8.1.2. gibt es eine Uberdeckung (UiIiEI) von X
und eine Familie (Vili€I) von offenen zusammenhdngenden
semialgebraischen Teilmengen von a"(C), so das gclUi 20y =V
endlich ist. Nach Induktionsvoraussetzung ist noch zu zei-
gen, das g(Ui) = Vi, wenn dim U; =n. Gegeben sei ein U;
mit dim U; = n. Es ist g(Ui) eine n-dimensionale isoalge-
braische Teilmenge von V;. Da der isoalgebraische Raum vy

irreduzibel ist, ist g(Ui) = Vi (nach Xorollar 7.11.).

2. Der Satz {iber die wesentlichen Singularitdten

Seien X ein komplex analytischer Raum, Y eine analytische
Teilmenge von X und A eine analytische Teilmenge von X \Y.
Der AbschluB A von A in X ist im allgemeinen keine analyti-
sche Teilmenge von X. Ein Punkt a €A heiBt wesentliche Sin-
gularitdt von A, wenn es keine offene Umgebung U von a in
X gibt, so daB A NU eine analytische Teilmenge von U ist.
Der Satz iber die wesentlichen Singularit&dten von Remmert,
Stein, Thullen ([A, §37.]) macht Aussagen iiber die Menge
der wesentlichen Singularitdten. Diese Menge ist z.B.
leer in der folgenden Situation
(*) Seien X ein komplex analytischer Raum, Y eine analy-
tische Teilmenge von X und A eine analytische Teilmen-
ge von X \Y. Sei A rein n-dimensional und dim Y< n-1.
Dann ist A eine analytische Teilmenge von X.
In der isoalgebraischen Geometrie gibt es keine wesentli-
chen Singularitdten, denn es gilt der ganz einfach zu be-

weisende Satz
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Satz 8.2.1.

Seien X ein isoalgebraischer Raum, Y eine abgeschlossene

semialgebraische Teilmenge von X und A eine isoalgebrai-

sche Teilmenge von X \Y. Es gelten:

i) Ist Y eine isoalgebraische Teilmenge von X, so ist A
eine isoalgebraische Teilmenge von X.

ii) Ist A rein n-dimensional und dim Y< 2n-2, so ist A

eine isoalgebraische Teilmenge von X.

Beweis:

OE ist X ein offener isoalgebraischer Teilraum eines Sche-

mas X, und A irreduzibel. Es sei n = dim A und A der za-

riski-AbschluB8 von A in Xo Es ist n = dim A, und A ir-
reduzibel. Indem man X durch X na, und Y durch Y A, ersetzt,
kann man OE annehmen, da8 X rein n-dimensional ist. Seien

X1, . e ,Xr die irreduziblen Komponenten von X.

i) Es sei X; ¢ Y fir i = 1,...,s und X; ¥ fir i=s+1,...,r.
Es sind dann X, \y,..‘,xs \Y die irreduziblen Komponen-
ten von X Y. Es ist A = X _~Y fir ein t €{1,...,s}.
Also K = X,.

ii) Es sind XqNY, ,..,xr ~NY die irreduziblen Komponenten

von X ~Y. Es ist A = X Y fir ein t€{1,...,r}. Also

3. Der tsche Projektionssatz

Sei X ein isoalgebraischer Raum und sei x €X. Durch den

Ringhomomorphismus ©. +C, sws(x) wird C zu einem O -
X, x X/x

Modul. Der C-Vektorraum der C-Derivationen é :0, . +C heiBSt

X,
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der Tangentialraum TxX von X in x. Ist & :OX x -C eine
’
C-Derivation, so ist 6(mx2) = 0, wobei . das maximale

Ideal von Ox % ist. Also hat man einen C-Vektorraumhomo-
’

morphismus T, X ~(mx/mx2)‘. Dieser Homomorohismus ist ein
Isomorphismus. Ist £ :X -»Y ein Morphismus isoalgebraischer
Rdume, so gibt oY,f(x) 40x’x den C-Vektorraumhomomorphis-
mus Txf :Txx 4T£(X)Y. Es gilt der Satz von der Umkehrfunk-
tion: Sind X und Y reguldre isoalgebraische Riume und ist
Txf ein Isomorphismus, so ist f ein lokaler Isomorphismus
in x. (Denn: Seien y = f(x), g der Ringhomomorphismus

v} 0. und €qre-erep ein reguldres Parametersystem

¥,y "%, x

von OY,y' Da (mx/mxz)‘ *(my/myz)‘ ein Isomorphismus ist,
ist auch my/my2 *mx/mxz ein Isomorphismus und somit ist

g(e1),...,g(er) ein reguldres Parametersystem von Ox x°
23
Deshalb ist g : (DYIY) "(Ox'x

Korollar 1.3.10. existiert OE ein Morphismus fo :Xo Yy

von Schemata, so daB8 X = XJ’, Y = Yoh, f = fJ‘. Da § ein

)" ein Isomorphismus. Nach

Isomorphismus ist, ist auch @Yb'y) »(oxo'x) ein Isomor-
phismus. Nach [SGA 1, I, 4.2.] ist fo etal in x.) Aus dem

Satz liber die Umkehrfunktion folgt der Rangsatz

Satz 8.3.1.

Sei £ : X »Y ein Morphismus zwischen reguliren isoalgebrai-
schen Rdumen vom Rang r, d.h. Txf hat Rang r fiir jedes x €X.
Dann gibt es eine Uberdeckung (Ui[ieZ) von X, so dag fiir
jedes Ui gilt: Es existieren eine offene Teilmenge V von Y,

ein reguldrer rein r-dimensionaler isoalgebraischer Teil-
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raum V, von V und eine offene Einbettung j :Ui »Volaﬂ“)h,
so da8 f(Ui) =V, und so da8 kommutiert
v—3i v ™t
£|U4 F
v t———————JVO

wobei p die Projektion ist.
Der Rangsatz 8.3.71. ist in [M, §1] bewiesen.

Korollar 8.3.2.

Sei £ : X -»Y ein Morphismus zwischen reguldren isoalgebrai-
schen Riumen vom Rang r. f sei abgeschlossen, d.h. f(A) ist
eine abgeschlossene semialgebraische Teilmenge von Y fir
jede abgeschlossene semialgebraische Teilmenge A von X.
Dann ist f£(X) eine rein r-dimensionale isoalgebraische

Teilmenge von Y.

Beweis:

Nach dem Rangsatz existieren eine Uberdeckung (Uili =1,...,n)
von X und eine Familie (Vili = 1,...,n) von offenen Teilmen-
gen von Y, so daB f(Ui) eine rein r-dimensionale isocalge-
braische Teilmenge von vi ist (i = 1,...,n). Fir jede
nichtleere Teilmenge T von {1,...,n} setze man N,, =

T
(n V) aY~EX~ UU)).
ieT ieT
Es gelten
(*) Die endlich vielen offenen semialgebraischen Teilmen-

gen NT von Y iiberdecken die abgeschlossene semialge-
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braische Teilmenge £ (X).
Denn: Gegeben sei ein x €£(X). Setzt man T = {i €{1,...,n}I
N
X €V,}, so ist x €Ng.
(**) Fir jedes T ist f(X) NNg eine rein r-dimensionale
isoalgebraische Teilmenge von NT'
Denn: Es ist £ '(N) U U,. Somit ist £(X) AN, =
T = jer? T
e g = i 0 v = £y 7T g o)) =
-1 i€T i€T
U £(£f (NT) ﬂUi) = U (NT nf(Ui))‘ Fir jedes i €T ist
i€T i€T
N, Vi und somit ist NT nf(ui) eine rein r-dimensionale

T
isoalgebraische Teilmenge von NT.

Ist £ : X »Y ein eigentlicher Morphismus zwischen komplex
analytischen Rdumen, so ist f£(X) eine analytische Teilmenge
von Y. Mit Hilfe des Korollars 8.3.2. 1l&d8t sich der ent-
sprechende Satz in der isoalgebraischen Geometrie &hnlich
beweisen wie in der komplexen Analysis (siehe [N]). Der
Beweis ist jedoch im isocalgebraischen Fall viel einfacher,

da hier keine wesentlichen Singularitdten auftreten kdnnen.

Satz 8.3.3.
Sei f :X »Y ein Morphismus zwischen isoalgebraischen R&umen,
der abgeschlossen ist. Dann ist f(X) eine isoalgebraische

Teilmenge von Y.

Beweis:
Der Satz wird durch vollstdndige Induktion nach dim X bewie—

sen. Der Satz gelte fiir dim X <n. Sei nun X ein n-dimensio-
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naler isoalgebraischer Raum. OE ist Y ein lokal abgeschlos-
sener isoalgebraischer Teilraum eines An, also ist auch OE

Y ein offener isoalgebraischer Teilraum eines A" und somit
reguldr. OE ist X irreduzibel und reduziert. Sei S der sin-
guldre Ort von X und m = max{rang Txflx €X NS}. So ={x €X S|
rang Txf <m} ist eine isoalgebraische Teilmenge von X ~\S.
Nach Satz 8.2.1.i) ist S USo =S U§° eine isoalgebraische
Teilmenge von X. Es ist dim(S US ) <n. Also ist A= £(s us,)
eine isoalgebraische Teilmenge von Y. Nach Korollar 8.3.2.
ist B = f(X \5_1(A)) eine isoalgebraische Teilmenge von Y NA.
Wieder nach Satz 8.2.1.i) ist somit £(X) = A UB eine isoalge-

braische Teilmenge von Y.
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§9 - Der Kugelsatz

Der klassische Hartogsche Kugelsatz im ¢" lautet

(*) Seien G eine offene zusammenhdngende und K eine kom-
pakte Teilmenge von ¢ (n>2), so daB K <G und G ~K
zusammenhdngend ist. Dann l&B8t sich jede holomorphe
Funktion auf G ~K fortsetzen zu einer holomorphen
Funktion auf G.

Zum Beweis benutzt man H1(¢n,0) = O fiir die Garbe O der

holomorphen Funktionen auf ¢" (siehe z.B. [GR, II, §41,

[KK, §52]) oder die Bochner-Martinelli Integralformel

([BT, Kap. III]). In [BS, I, §4) und [Ha] wird der Hartog-

sche Kugelsatz auf normale Steinsche R&ume verallgemei-

nert

(**) Sei X ein zusammenhingender normaler Steinscher
Raum der Dimension »>2 und sei K eine kompakte Teil-
menge von X, so daB8 X \K zusammenhdngend ist. Dann
ist fir jede offene Menge U von X mit KcU ©OU) -
O(U ~K) bijektiv.

Zum Beweis von (**) wird ebenfalls H1 (X,0) = 0 und noch

zusdtzlich Dualitdtstheorie benutzt. Aus (**) folgt ins-

besondere die rein topologische Aussage

(***) Sei X ein zusammenhdngender normaler Steinscher
Raum der Dimension >2 und sei K eine kompakte Teil-
menge von X, so daB X ~K zusammenhdngend ist. Fir
jede offene zusammenhdngende Teilmenge U von X mit

K cU ist U ~K zusammenhingend.
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Im isoalgebraischen Fall geht man den umgekehrten Weg von
der topologischen Aussage zu der funktionentheoretischen
Aussage. In 9.1. wird zuerst (***) fir affine Schemata
gezeigt. Mit diesem Ergebnis wird dann (**) fir affine

Schemata gezeigt.

Proposition 9.1.

Sei X ein zusammenhdngendes affines normales Schema der
Dimension >2. Seien K eine vollsténdige semialgebraische
Teilmenge von X(C), so daB X(C) ~K zusammenhingend ist,
und U eine zusammenhingende offene semialgebraische Teil-

menge von X(C) mit K ¢ U. Dann ist U ~K zusammenhingend.

Beweis:

Hilfssatz:

Sei p : 51 sz »51 die Projektion. Sei L eine abgeschlos-
sene semialgebraische Teilmenge von S‘l xRZ, so daB

plL :L Lt eine Uberlagerung ist. Sei t :X st «r?

eine
endliche Abbildung, so daB t[X~t ' (L) :X~t ' (L) »5' xR L
eine Uberlagerung ist. Sei K eine vollstindige semialge-
braische Teilmenge von X, so daB ein a eS.I existiert mit
t-1({a)xR2) NK = @. Sei U eine offene semialgebraische
Teilmenge von X mit K cU. Seien x und y Punkte aus X, die

in U \t_1 (L) und in (X ~K) \tq (L) durch einen Weg verbind-
bar sind. Dann sind x und y auch in (U ~K) <t ') durch

einen Weg verbindbar.
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Beweis:

Sei Z die Zusammenhangskomponente von X <t (L), die x

und y enthdlt. q = p[S1 sz ~L :51 sz ~NL -aS1 ist eine

stark lokal triviale Faserung. Die lange exakte Homotopie-

sequenz zu dieser Faserung liefert die exakte Sequenz

) ny(a @) wngis! xrREm) wnsh .

Sei P eine abgeschlossene semialgebraische Teilmerge von

s xr%~ (L Ut(K)), so daB qlP : P +s' ein Isomorphismus

ist. Nach (%) ist m (Q) =, (s’ xR® L) surjektiv, wobei

Q =g '(a) UP. Also ist t '(Q) N2 zusammenhingend und

“1(t_1(Q) N2) +w,(2) surjektiv. Dann ist H1(t‘1(Q) nz,s) -

Hy (z,2) surjektiv, also auch HI(Z ~K,2) —vH1(Z,Z) surjek-

tiv, denn t~1(Q) NZ cZ ~K. Aus der Maver-Vietoris Sequenz

zu der Uberdeckung 2 = (2 ~K) U (Z NU) von Z folgt

(**) Hy((Z~K) n(200),2) » Hy(Z ~K,2) ® Hy(Z nU,T) ist
injektiv.

Sei Z1 die Zusammenhangskomponente von Z ~K, die x und y

enthdlt und sei Z2 die Zusammenhangskomponente von Z AU,

die x und y enthdlt. Nach (**) ist 2, r\Z2 zusammenh&ngend.

Nun zum Beweis von Proposition 9.1.. Sei t :X -a" ein end-

: . ; : : - -1
licher und surjektiver Morphismus. Sei p ;A = a® 1xA1—~ a?

die Projektion. Es gibt ein reduziertes abgeschlossenes

1

Unterschema L von &", so daB dim L < n-1 und t|X~t ' (L):

x~t7 (L)» AP L etal ist. Es gibt eine Zariski-abgeschlos-

sene Teilmenge Z, von An_1, so daB dim Zy < n-2 und

1 n-1

PIL~p 1 (Z) 1L~p 'z ) ~A"" <z  endlich und etal ist.
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Man setze q = pg e tg 1X(Q)= A" (@) und 2 = €7 (LiC)) U
q-1(Z°(C)). Es ist dim 2 <dim X. Es geniigt zu zeigen, daB
(U ~K) N2 zusammenhingend ist. Seien x und y Punkte aus
(U ~K) ~2. Nach Korollar 6.7. ist (X(C) ~K) \Z zusammen-
hingend. Man wihle einen Weg a : [-1,+1] = (X(C) ~K) ~Z, so
daB a(-1) = x, a(+1) = y und ein Punkt a aus (q-a) ([-1,+1])
~ c(K) existiert (dies ist die einzige Stelle, an der die
Voraussetzung dim X >2 eingeht). Auch U~Z ist zusammen-
hingend. Man wdhle einen Weg B : [-1,+1] »U N2 mit B(-1) = x
uné B(+1) = y. Sei h :s's An~1(C) die semialgebraische
Abbildung, definiert durch h(d,e) = (ge-a) (d) fir (d,e) €S
mit e >0 und h(d,e) = (gep) (d) fir (d,e) €S’ mit e <0. In-
dem man das kartesische Diagramm zu X(C)

q

1
= ©

s ——— A"

betrachtet, folgt aus dem Hilfssatz, da8 x und y in (U ~K) \2

durch einen Weg verbindbar sind.

Proposition 9.2.

Sei f : X »Y ein endlicher surjektiver Morphismus zusammen-
hdngender affiner normaler Schemata der Dimension >2. Sei
K eine vollstdndige semialgebraische Teilmenge von Y(C),
so daB Y(C) K zusammenhdngend ist. Dann ist auch X(C)~

f—1(K) zusammenhdngend.

Beweis:

Es gilt der triviale
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Hilfssatz:

Sei p: [0,1]:‘112 -+[0,1] die Projektion und sei L eine ab-
geschlossene semialgebraische Teilmenge von [O,1lxR2, so

daB8 plL : L »[0,1] eine Uberlagerung ist. Sei t :X -[0,1 ]xRZ\L
eine Uberlagerung und sei Z eine Zusammenhangskomponente

von X. Fiir jede abgeschlossene semialgebraische Teilmen-

ge H von [0,1] mit H #[0,1] und jedes r >0 ist dann

z nt”' (0, 1]xR% \Hxﬁr(o) ) zusammenhingend.

Sei g:Y -a" ein endlicher surjektiver Morphismus. Sei Ko
ein Polyzylinder in &™(C) mit Mittelpunkt O, so da8 g(X) ¢
KO. Es existiert eine Zariski-abgeschlossene Teilmenge

Y6y sx~£ 1B

B von Y, so daB dim B <dim ¥ und f|X ~fT
Y B etal ist. Seien u und v Punkte aus (X(C) \6-1(!()) ~f ') .
Nach Korollar 6.7. ist (Y¥(C) ~K) ~B zusammenhdngend. Wdhle
Wegea,B : [0,1] » (Y(C) ~K) ~B, so daB a(0) = £(u), a(l) €

(1@ ~g" (®}) ~B und B(0) = £(v), B(1) €(Y(C) ~g (K )) ~B.
Seien & und E die Liftungen von a und B bezliglich fclx(c) ~
£7(8) mit 3(0) = u und $(0) = v. Es sind dann a(1) und

B(1) Punkte aus X(C) \f-I(q_I(EO)) . Es geniigt also zu zei-
gen, das X(C) \t-1 (f('o) zusammenhdngend ist, wobei t = g-f.

Es existiert ein reduziertes abgeschlossenes Unterschema

L von &%, so daf dimL <n und £IX~t (L) :X~t ' (L) -A NI

etal ist. Sei p :A” = AP ha' .a™" die projektion. Es

gibt eine Zariski-abgeschlossene Teilmenge A von An—1, so
n-1 ~A end-

lich und etal ist. Sei q = pget, und T = e (L(C)) Uq-1(A) .

daB dim A <n-1 und plL~p | (A) :L ~p ' (&) =A
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Seien x und y Punkte aus (X(C) \t_1(EO)) ~T. Nach satz

7.18. und Korollar 6.7. ist X(C) ~T zusammenhingend. Sei

o :{0,1] »X(C) ~T ein Weg, so da8 (g-0) ([0,1]) gp(io)

und 0(0) = x und ¢(1) = y. Betrachtet man das kartesi-

sche Diagramm zu X(C) , so folgt
q

Yo

fo,11 A

q-0
aus dem Hilfssatz, da8 x und y in (X(C) \t-1(?;)) ~T durch

einen Weg verbindbar sind.

Korollar 9.3.

Sei X ein irreduzibles affines Schema der Dimension >2
und sei K eine vollstdndige semialgebraische Teilmenge
von X(C). Dann gibt es eine vollstdndige semialgebraische
Teilmenge K, von X(C), so daB X ¢ K, und X(C) ~K, irredu-

zibel (also auch zusammenhingend) ist.

Beweis:

OE ist X reduziert. Sei g : X A" ein endlicher surjektiver
Morphismus und sei £ :Y »X die Normalisierung von X. Sei
P ein Polyzylinder in A"(C), so das g(K) < P. Nach Pro-
position 9.2. ist Y(C) \(q-f)‘1(3) zusammenhingend. Also

ist X(C) ~g~ ' (F) irreduzibel.

Satz 9.4.
Sei X ein zusammenh&@ngendes affines normales Schema der
Dimension >2. Sei K eine vollstdndige semialgebraische

Teilmenge von X(C), so daB X(C) ~K zusammenhingend ist
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und sei U eine offene semialgebraische Teilmenge von X(C),
so daB X < U. Dann ist die Restriktion & (U)- ax(U ~K)

bijektiv.

Beweis:

Seien Ugree "Un die Zusammenhangskomponenten von U. Es ist
dann U1 NK vollstdndig und X(C) \(U1 NK) zusammenhdngend,
denn: Da X(C) zusammenhdngend ist (Satz 7.18.), ist U; €K,
d.h. (X(C) ~K) ﬂUi #@ (fir i = 1,...,n). Also ist

X(C) N (Uy AK) = (X(C) NK) VU, V... vu, zusammenhingend.

2
Indem man U durch Uy und K durch U, NK ersetzt, kann man
OE annehmen, da8 U zusammenhingend ist. Nach 9.1. ist dann
auch U ~K zusammenhingend. Gegeben sei ein f €llx(u ~K) .
Nach Lemma 6.2. existieren ein zusammenhingendes affines
normales Schema xo’ eine offene semialgebraische Teilmen-
ge V von xo (C), eine Zariski-offene Teilmenge W von Xo
mit V cW, ein fo eoxo(w) und ein endlicher surjektiver
Morphismus p : xo -+X, so dag phw :V -+U K ein isoalgebrai-
scher Isomorphismus ist und (phlv)‘(f) = fOIV. Seien
VeV die Zusammenhangskomponenten von p-1 (U). pa Vv
zusammenhdngend ist, ist V Svt fiir ein t €{1,...,m}. Es
gilt

(%) Vt\p_1(}() ist zusammenhdngend.

Denn: Nach 9.2. ist X (C) <o ' (K) zusammenhingend. Da

nach Korollar 4.9. offen ist, ist p(Vi) ¢K fir jedes

Pc
i€{1,...,m}. Deshalb ist X (C) ~(V, np  (K}) = (X, (C) ~

m
P-1(K)) U UV, zusammenhdngend. Nach 9.1. ist V_~p T
i=1

ist



- 135 -

zusammenhdngend .

Aus (*) folgt

=) vo~pT R = Ve

Es gibt eine Zariski-abgeschlossene Teilmenge Z von X, so
daB8 dim Z <dim X und plxo \p-I(Z) etal ist. Also ist
pclVy \p—‘l (2) =V \p-1 (2) »U ~Z eine semialgebraische
Uberlagerung. Nach (**) ist PclVy \p_l(Z) ein Isomorphis-
mus. Da p, eine offene Abbildung ist, ist dann Pe 1V, »U
ein semialgebraischer Isomorphismus. Nach Korollar 5.5.
ist ph :vt -+U ein isoalgebraischer Isomorphismus. Sei "o
der maximale Definitionsbereich der durch fo gegebenen
rationalen Funktion auf Xo’ Angenommen, es sei vt gwo.

Es ist dann (Xg \Wo) NV,_ eine isoalgebraische Teilmenge

t
von Vt der Dimension dim X-1. Nach (**) ist (x° \wo) nvt
vollst&ndig. Dann ist (x0 W) nve endlich nach Proposi-
tion 7.16.. Widerspruch zu dim X>2. Also ist Ve Ew, und
£ 148t sich zu einer isoalgebraischen Funktion auf U fort-

setzen.

Ahnlich wie Satz 9.4. beweist man folgende kleine Verschir-

fung fir den Fall X = a".

Satz 9.5.
Seien U eine offene semialgebraische Teilmenge von An(c)

und K eine abgeschlossene semialgebraische Teilmenge von

U. Sei p die Einschrdnkung der Projektion A" = An_1xA1~ An-1

auf U. Es gelte



- 136 -

i) U und U ~K sind zusammenhdngend
ii) pIlK : K »p(U) ist eigentlich und p(K) #p(U).

Dann ist (ZAn(U) -a"\n(U ~K) bijektiv.

Korollar 9.6.

Seien q.l,.“,qn €R mit O <qi <1 fiir i = 1,...,n. Dann
148t sich jede isoalgebraische Funktion auf der Hartogs-
figur ((21, ceerzp) ec"tqn <zl <1 und 1251 <1 fiir
i=1..0n-1} U{lzgr-niz)) ec™ lz I <1 und lz;1 <q;
fir i = 1,...,n-1} fortsetzen zu einer isoalgebraischen
Funktion auf dem Polyzylinder {(z.l,. ..,zn) ec™y [zi[ <1

fir i = 1,...,n}.
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§10 - Einige Eigenschaften isoalgebraischer Funktionen, II

Satz 10.1.

i) Seien X ein zusammenhingender normaler isoalgebraischer
Raum und f : X +C eine semialgebraische Funktion mit
p(f) = 0, wobei p ein von Null verschiedenes Polynom
aus DX(X)[T] ist. Dann ist f isoalgebraisch.

ii) Seien X ein integres affines Schema, U eiﬂe offene se-
mialgebraische Teilmenge von X(C) und £ €ux(U). Dann
gibt es ein von Null verschiedenes Polynom p EOX(X) {T],

so das (pluU) (£) = O.

Beweis:
i) Es sei p(f) = O mit p = aoTn +a1'1'n-1 to.vay EOX(X)[T],
a, #0. Nach dem Riemannschen Hebbarkeitssatz geniigt es
zu zeigen, daB8 f auf X~{x Exlao(x) = 0} isoalgebraisch
ist. Also OE ag = 1 auf X, d.h. p ist normiert. Sei
p= p1m Ceee ® pknk die Zerlegung von p in irreduzible
Faktoren gemd8 Beispiel 7.17.. Die Diskriminante A von
q =Py .- Py ist ungleich Null. Da g(f) = 0, ist
nach Beispiel 3.4. f isocalgebraisch auf X ~{x €Xla&(x) =0}.
Also ist f isocalgebraisch auf X.
ii) Es gibt eine Uberdeckung (Uili =1,...,n) von U, so
daB fiir jedes i €{1,...,n} gilt: Es existieren ein
Schema xi, eine offene semialgebraische Teilmenge Vi
von Xi(C), ein fi GOxi(Xi) und ein etaler Morphismus
2

95 :xi -+X, so das 93 Vi :Vi -’Ui ein Isomorphismus ist
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h - i -
und (g, IVi)‘(f|Ui) = £,1V;. Da der Ring Uxi(Xi) al
gebraisch iiber O, (X) ist, gibt es ein p; €0,(X)[T]~{0}
mit (pilUi)(f) = 0. Fir p = p; ... -p, ist dann

(plU) (£) = O.

Satz 10.2.

Seien X ein zusammenhingender normaler isoalgebraischer

Raum, A eine abgeschlossene semialgebraische Teilmenge von

X und f EOX(X NA) .

i) Ist dimA < dim®®xX-1 (d.h. ist X ~A dicht in X) und
148t sich f zu einer stetigen Funktion auf X fortset-
zen, so ist diese Fortsetzung isoalgebraisch.

ii) Ist dim A < dim®3®xX-2 und ist f schwach lokal beschrénkt
auf X, so 1l&Bt sich f isoalgebraisch auf X fortsetzen.

iii) Ist dimA < dim®2X-3, so 148t sich f isoalgebraisch
auf X fortsetzen.

Beweis:

i) OE ist X ein offener isoalgebraischer Teilraum eines

zusammenhdngenden affinen normalen Schemas Xy- Nach
Satz 10.1.1ii) gibt es ein p soxo(xo)['r] ~ {0}, so das
(pIX ~A) (f) = 0. Sei fo eine stetige Fortsetzung von
f auf X. Es ist (plx)(fo) = 0. Nach Satz 10.1.i) ist

fo isoalgebraisch.

ii) und iii) sind der Riemannsche Hebbarkeitssatz 6.8..

Korollar 10.3.

Seien X ein normaler isoalgebraischer Raum und f : X »C eine
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semialgebraische Funktion, so daB f isocalgebraisch auf

{x €X|£(x) #+0} ist. Dann ist f isoalgebraisch.

Beweis:
Es ist f isoalgebraisch auf X ~Rd{x €X|f(x) = O} und

X ~Rd{x €X|f(x) =0} ist dicht in X.

Der folgende Satz gibt eine Umkehrung von Satz 2.3. und

Satz 2.9. und eine Verschdrfung von Satz 2.10..

Satz 10.4.

Seien U eine offene semialgebraische Teilmenge von a™(c)
und £ : U »C eine semialgebraische Funktion.

i) Ist f partiell differenzierbar, d.h. existieren zu

jedem u €U die partiellen Ableitungen %£ (), ... (u),
1

af
.
z 3z,

so ist f isoalgebraisch.

ii) Ist f analytisch, d.h. gibt es zu jedem u €U eine Um-

gebung V und eine Potenzreihe I l_‘cm(T-u)ﬂ, so daB
IN

aem”

so i%t £ isoalgebraisch.

h ca(z-u)“ gegen f(z) konverqie?:t flir jedes z €V,

Beweis:
i) Man betrachte U als offene semialgebraische Teilmenge

von Azn(R)‘ Seien A,B ¢ r2",

xR die Graphen des Real-
teils von f und des Imagindrteils von f. Sei Z der
Zariski-Abschlu8 von A UB in A2; xA;. Man versehe 2

mit der reduzierten Unterraumstruktur. Da dim 2 = 2n,

gibt es eine Zariski-abgeschlossene Teilmenge S von
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/Azg, so daB dim S <2n und piz \9_1(5) etal ist, wobei

p:2 -AZQ die Einschrinkung der Projektion AZP‘? xaﬂ\; ~A2:
auf 2 ist. Es sind plA ~p ' (S) :A~p ' (S) -U~S und
plB \9-1(5) :B \p_1(s) -+U NS semialgebraische Isomor-

phismen. Deshalb sind A \p_1(s) und B \9_1

(s) offene
semialgebraische Teilmengen von (2 \p_1(S))(R) und Re(f
und Im(f) sind Nashfunktionen auf U ~S. Nach Satz 2.10.
ist f isoalgebraisch auf U ~S. Nach Satz 10.2.i) ist £
isoalgebraisch auf U.

ii) Ist f analytisch, so ist f partiell differenzierbar

und somit isoalgebraisch.

Eine Teilmenge A eines isoalgebraischen Raumes X heiBit lo-
kal isocalgebraisch, wenn es zu jedem x €X eine offene semi-
algebraische Umgebung U von x in X gibt, so da8 A NU eine

isoalgebraische Teilmenge von U ist.

Satz 10.5.
Eine semialgebraische und lokal isoalgebraische Teilmenge
eines isoalgebraischen Raumes X ist eine isocalgebraische

Teilmenge von X.

Beweis:
Ist a ein Punkt einer semialgebraischen und lckal isoalge-
braischen Teilmenge A eines isoalgebraischen Raums, so

1

setze man dimaA =3 ~dims:A. Es geniigt zu zeigen

(*) Seien X ein offener isoalgebraischer Teilraum eines
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reduzierten Schemas Xy und A eine semialgebraische
und lokal isoalgebraische Teilmenge von X. Dann ist
A eine isoalgebraische Teilmenge von X.
Es wird (*) durch vollstidndige Induktion nach dim Xy be~
wiesen. (*) gelte fiir dim X, <n. Sei nun Xo ein n-dimen-
sionales Schema.
Ay = {a €A|dimaA :n) ist eine abgeschlossene semialgebrai-
sche Teilmenge von X. Sei S der singuldre Ort x;on X. A NS
ist offen und abgeschlossen in X ~S. Also ist Ao_\s Ver-
einigung von irreduziblen Komponenten von X. Es ist A,
semialgebraisch rein von der Dimension 2n und somit ist
A, = T\—S eine isoalgebraische Teilmenge von X.
Sei T eine abgeschlossene semialgebraische Teilmenge von
ANA,, so das (A \Ao) NT dicht in ANA, ist und (A \Ao) ~T
eine semialgebraische Mannigfaltigkeit ist. Seien Z‘l" ..,zr
die Zusammenhangskomponenten von (A \Ao) ST, (X \Ao) NT ist
offen in X und 21,...,2r sind lokal isoalgebraische Teil-
mengen von (X ~NA() ~T. Sei d; = max {dim 2 Ix €2}
(i =1,...,r). Es gibt eine offene semialgebraische Teil-
menge U; von Z;, so dag dim qzar = d; und dim 2, = d; fir

ein x €Ui' Man betrachte nun die lokal isoalgebraische Teil-
Zar

menge Z; n von (X \AQ) ~T und die Menge Ty =

i
w-Zar, .. —Zar s N s

{x €2, nT """ 1dim (z; NT;"°7) > d;}. T, ist eine nichtleere
abgeschlossene semialgebraische Teilmenge von Zi. Es gilt
*x i i

(**) T ist offen in Zi'

Denn: Sei x €T; gegeben. Sei V eine offene semialgebraische

Umgebung von x in (X \Ao) ~T, so daB Z, nV eine isoalgebrai-
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sche Teilmenge von V und zusammenhd&ngend ist. Nach Propo-

sition 7.10. ist Zi NV irreduzibel. Da x ETi, gilt nach
Xorollar 7.11.: dim(z; AV) = d, und (2, aV) n0;2%F = z; av.
Also ist 2. NV CcT. .

1 -1
Aus (**) folgt Zi = Ti und somit ist Z; gﬁ—zar. Also ist
r __. r

2ar Zar

Uz, =y
i=1 i=1
} = max{dimaAla €A \Ao) <n-1.

Zar Zar

ANAg = (A~A) T = und damit

i
dim AN Aozar = max{d;,...,d.
AN(A \Ao)zar ist eine semialgebraische und lokal isoal-

gebraische Teilmenge des offenen iscalgebraischen Teil-

Zar r

raums X 0 (A \Ao) von A \Aoza . Nach Induktionsvoraus-

r

setzung ist A N (A \AO)Za eine isoalgebraische Teilmenge

2T und damit auch eine isoalgebraische

von X n (A \Ao) Z
Teilmenge von X. Deshalb ist A = Ao u((an(a \AO)Z‘“) eine

isoalgebraische Teilmenge von X.

Der folgende Satz verallgemeinert 2.2. auf reduzierte iso-

algebraische Réume.

Satz 10.6.

Sei f : X »Y eine semialgebraische Abbildung zwischen re-
duzierten isoalgebraischen Rdumen. Zu jedem x €X gebe es
eine offene semialgebraische Umgebung U, so daB £lU : U =Y

isoalgebraisch ist. Dann ist f isoalgebraisch.

1. Beweis:
Der Graph T(f) von £ ist eine semialgebraische und lokal

isoalgebraische Teilmenge von X xY. Nach Satz 10.5. ist
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T(f) eine isoalgebraische Teilmenge von X xY. Man versehe

[ (f) mit der reduzierten Teilraumstruktur. Seien p : XxY =X

uné g : Xx¥ »Y die Projektionen. Nach Korollar 1.3.11.ii)b)

ist pIT(f) : T(f) »X ein isoalgebraischer Isomorphismus.

Somit ist f = q°(plf(f))_1 isoalgebraisch.

2. Beweis:

Es genligt zu zeigen

(*) Sei h :X »C eine semialgebraische Punktion; so das
es zu jedem x €X eine offene semialgebraische Umge-
bung gibt, auf der h isoalgebraisch ist. Dann ist h

isoalgebraisch.

. Zu zeigen ist, daB ein

Zu jedem x €X hat man hx €0X'x

g E'DX(X) existiert mit g, = h fir jedes x €X. Sei (X, £)
eine Normalisierung von X. Nach Satz 2.2. ist hef eine iso-
algebraische Funktion auf i, gibt also ein s eci(i) =

f.as((x) . O_ ist eine Untergarbe von ftvi- Es ist s_ = h

X X X

fiir jedes x €X. Nach Satz 4.6. ist fJOi kohdrent und somit

ist nach Korollar 1.2.9. s €0,(X).

Satz 10.7.

Seien X ein isoalgebraischer Raum, f EUX(X), v = {x €x]|

£(x) = O} und F eine kohdrente Garbe auf X. Es gelten

i) Sei s €F(X) mit s|X~V = O. Dann ist f".s = 0 fiir
ein n €.

ii) Sei s €F(X ~\V). Dann gibt es ein n €IN, so daB sich
(£1X ~V)™.s zu einem globalen Schnitt von F fort-

setzen 1l3Bt.
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Dies besagt, daB F(X “V) die Lokalisation von F(X) beziig-

lich f ist.

Beweis von i):
OE existieren ein Schema X_, ein f£_ €0, (X)), eine Familie
o o =X o

(m

ij) von Elementen aus Oxo(xo) und S4/.../8 €DXO(X°) .

12igp

<j<a P

so daB8 X ein offener isoalgebraischer Teilraum von x .
£ = folx, F der Kokern des durch die Matrix (m l‘() i;ip
1<5¢
gegebenen Garbenmorphismus qu -»O‘(p und s das Bild von

(511X, ..05,1%) €07 (X) unter der Abbildung 0.F (X) =F(X)

ist. Ist F der Kokern des durch die Matrix (ml]) £1<..°
153¢
gegebenen Garbenmorphismus Ux S -0y P una so €F, x,)

Bild von (51,...,5 ) EO p(x ) unter der Abbildung

<q
das

P =
ox (‘(o) ~F°(xo), so ist F = ((oxo)‘(Fo) I1X und

s = (wxo)‘(so) IX. Da Ox'x treuflach iiber Oxc,,x ist und

somit (Fo)x - ( (wxo) * (Fo) Vy = (Fo)x ey x@x'x injektiv
.

ist, ist (so)x = 0 fir jedes x €X \Vo, wobei

Vo = {x€X If (x) = 0}. Sei T = {x €X_l(s), =0}. T ist
eine Zariski-offene Teilmenge von X5 und es ist (Xo ~NT)
NX cV, NX. Dann existiert eine zariski-offene Teilmenge
U von X,, so daB X cU und (X° NT) AU eV, NU. Also ist
So1U NV, = 0. Somit ist (£/10)%- (s, 1U)=0 fir ein n €N
und folglich £".s = o.

Beweis von ii):

Eine Garbe G auf einem isoalgebraischen Raum Y wird im

folgenden als hebbar bezeichnet, wenn G kohdrent ist und
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wenn es zu jeder offenen Teilmenge U von Y, zu jedem

£ €0,(U) und zu jedem s €G(U ~{u €UIf(u) = 0}) ein n €N

gibt, so daB sich (£1U~{u €UIf(u) = 0})®-s zu einem

Schnitt von G iiber U fortsetzen l&B8t. Es gelten

a) Ist (Uiliél) eine Uberdeckung von Y und ist GIUi heb-
bar fiir jedes i €I, so ist auch G hebbar.

b) Eine kohdrente Untergarbe einer hebbaren Garbe ist
hebbar.

<) Ist O »S -G -»T -0 eine exakte Sequenz von DY-Modul-
garben und sind S und T hebbar, so ist auch G heb-
bar.

4d) Die Strukturgarbe eines reduzierten isoalgebraischen
Raumes ist hebbar.

Mit Hilfe von i) lassen sich a), b), c) leicht beweisen.

Beweis von d):

Seien Y ein zusammenhéngendes normales Schema, U eine

offene zusammenhdngende semialgebraische Teilmenge von

Y(C), £ €O, (Y) ~{0} und s €0, ({u €UIf(u) #0}). Es exi-

stieren ein zusammenhdngendes normales Schema YQ, eine

offene semialgebraische Teilmenge V von YO(C), eine Za-

riski-offene Teilmenge W von Y mit V cW, ein s eoYO(W)

uné ein endlicher surjektiver Morphismus p :YO -Y, so

das phlv :V-{u€Uif(u) #+0} ein Isomorphismus ist und

(ph[v)t(s) = 5,1V, Sei A der AbschluB von V in p-1(U).

Es ist V offen in YO(C) (denn: Gegeben sei ein v €V, -

Sei T eine offene zusammenhdngende semialgebraische

1

Umcebung von v in p ' {U). T np ' ((u €UI£(u) +0}) ist zu-
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sammenhingend. Also T ﬂp_1 ({u €UI£f(u) #0}) <V und damit
T SVO). Da nach Korollar 4.9. Pc eine offene Abbildung
ist, ist o :V° »U ein semialgebraischer Isomorphismus.
Nach Korollar 5.5. ist ph :Vo -+U ein isoalgebraischer
Isomorphismus. Sei 2 = {y EYolp*(f)(y) = 0}. Es ist

(Yo ~W) av, <2 nv,. Es existiert eine Zariski-offene
Teilmenge Q von Yo' so das vo <Q und (Yo NW) nQcznQ,
d.h. 0 ~2 cW. Somit existiert ein n €IN, so daB sich
(p*(f) 10 \Z)n~(s°lQ ~2) zu einem Element aus QYD(Q) fort-
setzen l&Bt. Dann l&Bt sich auch (fi{u €U|£f(u) s0l) s zu
einem Element aus %, (U) fortsetzen.

Damit ist gezeigt, daB die Strukturgarbe eines normalen
isoalgebraischen Raumes hebbar ist. Sei nun Y ein redu-
zierter isoalgebraischer Raum. Sei (§,f) eine Normali-
sierung von Y. DY ist als Untergarbe der hebbaren Garbe

f‘wi hebbar.

Nun zum eigentlichen Beweis von ii). Seien X ein isoalge-
braischer Raum und F eine kohdrente Garbe auf X. Zu zei-
gen ist, daB8 F hebbar ist. Wie man im Beweis von i) gese-
hen hat, existieren eine Uberdeckung (UiIiEI) von X,
Schemata Xi' offene Einbettungen 9; :Ui ax;‘ und kohdren-
te Garben Fy auf Xir SO das FlU; isomorph zu gi*(wxi)‘(Fi)
ist (fir jedes i €I). Also ist OE X der zu einem affinen
Schema Y gehdrige isoalgebraische Raum und F = (wy)‘(H)y
wobei H eine kohdrente Garbe auf Y ist. Man hat eine Fil-

trierung (0) = Hy € Hy ¢ ... ¢ H_ = H von H durch kohd-
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rente Untergarben von H und integre abgeschlossene Unter-
schemata ¥Yyr-.s¥ von ¥, so dag Hk/l-lk_1 = (jk)‘(OY ), wobei
jk : ¥y »Y die Inklusion ist (k = 1,...,t). Da (wy)* ein
exakter Funktor ist, ist (0) = (wy)*(Hy) cloy)*(H)) <
<.+ S(@y)*(H) = F eine Filtrierung von F durch kohidrente
. yh

* =

Untergarben von F und (gy) (Hk)/(wy)*(ﬁk_.l) (Jk) *((Zyk)

(k = 1,...,t). Nach c) Ghd d) ist F hebbar.

Kc;rollar 10.8.

Sei X ein offener isoalgebraischer Teilraum eines affinen
Schemas xo . Seien x1,...,xr die irreduziblen Komponenten
von X. Dann gibt es Punkte a; exi, i=2,...,r, und ein
£ GOX(X), so daB f(x) = O fir jedes x EX1 und f(ai) +0
fiir 1 = 2,...,r. Also sind die Primideale p; = {f eox(x)l

£(x) = O fir jedes x exi}, i=1,...,r, verschieden.

Beweis:

Sei S der singuldre Ort von (X )

o' re

4+ Es gibt ein g EOXO(XO) B

so das8 v = {x GXO(C) lg(x) = O} nirgends dicht in X, ()

ist und S(C) £ V. Seien Z,,...,2, die Zusammenhangskom-
ponenten von X \V. Sei h die isoalgebraische Funktion auf
X NV definiert durch hIZ.l = O und hlzi =1 fir i = 2,...,r.
Es existiert ein n €IN, so daB sich (glX ~V)™h zu einem

£ EDX(X) fortsetzen l&gt.

Der nachfolgende Satz verallgemeinert Proposition 7.15.

auf kohdrente Garben.
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Satz 10.9.

Seien X ein isoalgebraischer Raum und F eine kohidrente
Garbe auf X. Sei (F;1i€I) eine filtrierende Familie von
kohérenteg Untergarben von F (d.h. zu beliebigen p,q €I
existiert ein r €I, so daB Pp SFr und Fq EFr). Dann ist
die Familie stationdr, d.h. es gibt ein s €I, so da8

Fj SF  flr jedes i €I.

Beweis:
Es gilt das triviale Kriterium
(*) seien (FiliEI) eine filtrierende Familie von Unter-
garben einer Garbe F auf einem semialgebraischen
Raum X und O =G <F-£H -0 eine exakte Sequenz von
Garben auf X. Sind die Familien (Pi NGli €I) und
(f(Fi)li €1I) stationdr, so ist auch (Filiel) stationdr.
Satz 10.9. wird durch vollstidndige Induktion nach dim X
bewiesen. Der Induktionsanfang ist dim X = -1 (oder auch
dim X = 0). 10.9. gelte filir dim X <n.
1. Fall: X ist ein n-dimensionaler reduzierter isoalgebrai-
scher Raum.
Sei zundchst (FilieI) eine filtrierende Familie von kohd-
renten Untergarben von Ox. Sei Y, der durch Fi definierte
iscalgebraische Teilraum von X. Nach Proposition 7.15. exi-
stiert ein a €I, so das IYiI = IYaI fir jedes i €I mit
F, SF;. Nach Proposition 1.5.6.i) ist dann F, cF; cVF_
fir jedes i €I mit F, cF,. Also ist OE F_ cF; cVF fur

jedes i €I. Seien Xyreees Xy die irreduziblen Komponenten



- 149 -

von X und J1,.<.,Jr die zugehdrigen Idealgarben, d.h.
Jk(U) = {f er(U)lf(x) = 0 fiir jedes x €U nXk) fir jede
offene Teilmenge U von X und jedes ke {1,...,r}. Es sei
Fa ngbfﬁr ke{tl,...,b} und Pa SJk fiir k ¢ {b+1,...,r}.
(F;+ nJ /F_+ N J |i€I) ist eine filtrierende Familie
Plgmr KTa gk b
kohdrenter Untergarben von UX/F + n J, auf dem durch
b a k=1 K
Fa + N Jk definierten isoalgebraischen Teilraum Y von X.
k=1
Es ist Y] € IXq1 U... UIX 1 und IX | & IY] fUr k = 1,..,b
(denn Fa 31_:Jk fir k = 1,...,b). Deshalb ist dim ¥ <dim X .
Nach Induktionsvoraussetzung ist die Familie
b
(F + 0 J /F + N J |1 €I) stationdr. Somit ist auch (F.+
k=1 k k= k i
n Jkll €1) statxonar Es gibt also ein c €I, so da8
k=1 "b b
F. + 0N J cF + n J fUir jedes i €I. Es ist dann auch
i k=1 k = k
F:. SFC fir ]edes i EI, denn: Gegeben sei ein i €I. Wihle
ein t €I, so daB F; cF, und Feo SFt’ Es geniigt zu zeigen,
daB F, cF_. Da Fa EJk fiir k = b+1,...,r, ist @SJk fir
k = b+1,...,r und somit F_ < n Jk. Aus F cl-‘t, F SF +
b

€= k=b+1

r
k[‘.‘Jk' Fy Sk 2 1Jk folgt F  SFo+ n Jk. Da X reduziert

r
ist, ist 0 I = (0) . Also ist Ft c F_.
k=1 - c

Mit Hilfe von (*) zeigt man durch vollstdndige Induktion
nach m, daB eine filtrierende Familie kohdrenter Unter-

garben von 0;“ stationdr ist. Sei nun (F;|i€I) eine fil-
trierende Familie koh&renter Untergarben einer koh&drenten
Garbe F. Es gibt eine Uberdeckung (UtlteT) von X, so das
man auf jedem Ut einen surjektiven q%;Modulqarbenmorohis—

£
mus qjmt -t FlU, hat. Wie eben gezeigt, ist (f_ (F 100
t
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i €I) stationdr fiir jedes t €T. Dann sind alle Familien
(Filut‘i €I) stationdr und damit auch (FilieI).
2. Fall: X ist ein beliebiger isoalgebraischer Raum der

Dimension n
Sei (F,l1i€I) eine filtrierende Familie kohdrenter Unter-
garben einer kohdrenten Garbe F auf X. Sei J die Nilradi-
kalgarbe von X. Es ist J® = (0) flr ein m €IN. Man hat
die Filtrierung ©) = MF c ™ P c ... coF ¢ Pr=v
von F durch kohdrente Untergarben. Fiir jedes k €{1,...,m}
ist die filtrierende Familie (J¥F + (7 'rar)/a¥Fi1 e
kohirenter Untergarben von Jk-lr/JkF stationdr (denn:
Sei j 1X, 4 ~X die Inklusion. Da J- (3% 'r/a%r) = (o),
ist 3 'p/ake *j.j‘(Jk-1/JkF) ein Isomorphismus). Mit
Hilfe von (*) folgt durch absteigende Induktion nach k,

das (3°F AF,1i €1) stationdr ist fur k = m,m-1,...,0.

Korollar 10.10.

Sei F eine kohdrente Garbe auf einem isoalgebraischen

Raum X.

i) Ist (si!ieI) eine Familie globaler Schnitte von F,
so ist die von (sili€1) erzeugte Dx-Untermodulgarbe
von F kohdrent.

ii) Wird F von seinen globalen Schnitten erzeugt, so

wird F von endlich vielen globalen Schnitten erzeugt.
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§11 - Eindimensionale isoalgebraische Rdume

Proposition i1.1.

i)

ii)

Sei X ein zusammenhingender offener isoalgebraischer
Teilraum eines 1-dimensionalen affinen reguldren
Schemas XO und sei x €X. I sei folgende Kategorie:
Die Objekte von I sind alle Tripel (Y,U,p)! wobei Y

ein 1-dimensionales dngendes affines regu-

ldres Schema, U eine offene semialgebraische Teilmen-
ge von Y(C) und p : Y »Xo ein Morphismus von Schemata
ist, so das phIU : U »X ein isoalgebraischer Isomor-
phismus ist und %p_1(x) = 1. Die Morphismen

Mor ((Y,U,p), (¥',U',p")) zwischen Objekten von I sind
die Xo-Morphismen g :Y' »Y von Schemata, so da8

g(u') <u.

Die Kategorie I ist filtrierend und der Morphismus
l%g* o, (¥) *Qko(x) ist ein Isomorphismus.

Sei X ein offener isocalgebraischer Teilraum eines
1-dimensionalen affinen Schemas Xo und seien
x1,...,xr die irreduziblen Komponenten von X. I sei
folgende Kategorie: Die Objekte von I sind alle
Tripel (Y,p,s), wobei Y ein affines Schema der Dimen-
sion <1, p:Y »xo ein Morphismus von Schemata und

s X~ Yh ein isoalgebraischer Schnitt von ph :Yh ~x;’
ist, so daB die Zariski-Abschliisse ETX;Tzar,...,
ETi;Tzar von s(Xq),...,s(X.) in Y paarweise ver-

schieden und die irreduziblen Komponenten von Y sind.
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Die Morphismen Mor((Y,p,s),(¥',p',s')) zwischen Ob-
jekten von I sind die xo-Morphismen von Schemata
g:Y' =Y, so das gh~s‘ = s.

Die Kategorie I ist filtrierend und der Morphismus

lim O, (Y) *U&O(X) ist ein Isomorphismus.

Der Beweis von 11.1. sei dem Leser Uberlassen. Ein 1-di-
mensionaler isoalgebraischer Raum, der isomorph ist zu
einem offenen isoalgebraischen Teilraum eines affinen
Schemas, wird im folgenden als affine isoalgebraische

Kurve bezeichnet.

Korollar 11.2.

Sei X eine affine isoalgebraische Kurve und seien X.I,...,xr
die irreduziblen Komponenten von X. Dann sind die Prim-—
ideale 2 ={f €0x(x)lf(x) = 0 fiir jedes x exi}, i=1,...,x,
paarweise verschieden und sie sind die minimalen Primide-
ale von 0x(X). x~{f €0, (X) 1£(x) = O} ist eine Bijektion
von der Menge der Punkte von X auf die Menge der maxima-
len Ideale von OX(X). Die minimalen Primideale und die ma-

ximalen Ideale sind die einzigen Primideale von ox(x).

Korollar 11.3.

Ist X eine zusammenh&ngende reguldre affine isoalgebrai-
sche Kurve so ist @x(x) ein Dedekindring. Ist X ein zu-
sammenhidngender offener isoalgebraischer Teilraum von A1,

so ist @x(x) ein Hauptidealring.
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Beweis:

OE ist X ein offener isoalgebraischer Teilraum eines re-
guldren affinen Schemas X, der Dimension 1. Gegeben sei
ein x €X. Sei f1,...,fr ein Erzeugendensystem des Ideals
€3 €C&°(x°)lf(x) = O}. Nach Proposition 11.1.i) erzeugen
£y1X, ..., £ 1X das Ideal {f €0, (X) 1£(x) = O}. Also ist je-
des Primideal von OX(X) endlich erzeugt und damit ist
@x(x) noethersch. Ist X ein offener isoalgebraischer Teil-
raum von A1, so ist jedes Primideal ein Hauptideal. Nach

dem Hilfssatz aus dem Beweis von 7.17. ist Dx(x) normal .

Proposition 11.4.

Seien X ein isoalgebraischer Raum und Y eine regquldre af-
fine isoalgebraische Kurve. Dann ist

t : Hom(X,Y) - Hom (OY(Y) ,Dx(x)) bijektiv.

C-Alg.
Beweis:

OE ist Y ein offener isoalgebraischer Teilraum eines re-
guléren affinen Schemas Yo der Dimension 1. Sei

i:0y (Yo) - OY(Y) die Einschrinkung. Gegeben sei ein
C-Alggbrenhomomorphismus q :OY(Y) »@x(x). Nach Korollar
1.3.7. gibt es genau einen isoalgebraischen Morphismus
£f:X »YJ‘, so daB f* :OYO(YO) - OX(X) mit gei Uberein-
stimmt. Fir jedes x €X ist f(x) der Punkt aus YO(C), so
das {s €o, (Yo)ls(f(x)) = 0} der Kern der Zusammensetzung

o
i a N
@YO(YO) —a@Y(Y) a»Ox(x) "Ek,x *C&,x/mx ist. Nach Korollar
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11.2. ist deshalb f(X) c¥Y. Ordnet man q den isoalgebrai-

schen Morphismen f : X =Y zu, so erhdlt man eine Abbildung
r :HomC-Alg.
ist ret = id. Um ter = id einzusehen, ist zu zeigen

Oy (¥) , 0, (X)) ~» Hom(X,Y). Nach Konstruktion

(*) Sind u,v C-Algebrenhomomorphismen DY(Y) —vﬂx(x) mit
uei = vei, so ist u = v.

Begriindung von (*): Angenommen es sei u #v. Es gibt dann

ein a EOY(Y) und ein x €X, so dag (keu)(a) # (k-v)(a) mit

k :@x(x) "@x,x' Man wdhle ein n €N, so daB

(keu) (a) - (kev)(a) € (mx)n. Die Zusammensetzung OY(Y) s,

v

Oy (X) 20y =0y . /m, und Oy (¥) =0, (X) =0y x ~Ox, x/My ba~

ben den gleichen Kern m. Nach Proposition 11.1.i) ist

OYO(YO)/(u\n('l}(o('io))n - 0’[(Y)/mn ein Isomorphismus. Also
; : u n

stimmen die Zusammensetzungen Oy (Y) 0, (X) *Ox,x -»(Dx,x/(mx)

v n . s .
und Oy (Y) =0, (X) °0x,x "Ox,x/(mx) tberein. Widerspruch

zu (kew) (a) - (kev) (@) € (m)P.

Sei X ein isoalgebraischer Raum. Man hat die Abbildung

© = Oy 1 X »Spec Oy (X) , x={f €0, (X)I£(x) = O}. Nach Pro-
position 7.15. ist ¢ eine stetige Abbildung, d.h. ist U
eine offene Teilmenge von Spec D (X), so ist w_1(U) eine
offene Teilmenge von X, und ist (UilieI) eine Yberdeckung
von U, so ist:(to”‘| (Ui) |i€I)eine Uberdeckung von m—1(U) . Man
spec 0 (x) ~ ©0%-
Also ist ¢ = Oy ein Morphismus C-geringter R&ume.

hat einen kanonischen Garbenmorphismus O

Das Schema Spec lQX(X) wird im folgenden mit Spec X bezeich-

net. Ist M ein Ox(x)-Modul, so bezeichnet M die durch M
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gegebene quasikohdrente Garbe auf Spec X und M die Garbe

©* (M) . Nach satz 10.7. ist Ogpec x * ©xOy ein Isomorphis-
mus. Ist F eine kohdrente Garbe auf Spec X, so ist o* (F)

eine kohdrente Garbe auf X, und ist F eine kohirente Gar-
be auf X, so ist ¢, (F) eine gquasikohdrente Garbe auf

Spec X, ©,(F) = I'(X,F)” (nach Satz 10.7.).

Ist X eine reguldre affine isoalgebraische Kurve, so ist

OSpec X, 00x) ™ () eine Henselisierung flir jedes x €X

X, x
(nach Proposition 11.1.i)) und ¢* ein exakter Funktor von

der Kategorie der 0O, -Modulgarben auf Spec X in die

Spec X
Kategorie der 0x-Modulgarben auf X.

Proposition 11.5.
Seien X eine reguldre affine isoalgebraische Kurve und M
ein Oy (X)-Modul. Dann ist die kanonische Abbildung

M = I'(Spec X, M) - I'(x,M) bijektiv.

Beweis:

OE ist X zusammenhdngend. Sei (MiliEI) die Familie der
endlich erzeugten Untermoduln von M. Es ist dann

T (Spec X, M) = lim T (Spec X,ﬁi) und T (X,M) = F(X,liﬂ‘ﬁi) =
lim ['(X,M;). Also ist OE M endlich erzeugt. 11.5. wird
nun durch vollstédndige Induktion nach der minimalen An-
zahl der Erzeugenden von M bewiesen. Es werde zundchst

M von einem Element erzeugg, also M = Ox(x)/J, wobei J
ein Ideal von Ox(x) ist. Der Fall J = (0) ist trivial.

Sei J #(0). Es existieren endlich viele Punkte
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Xqeeeerx €X, SO daB FlISpec X \(w(x1),...,w(xr)}

ospec x |Spec X \r(“’(xl)"""’(xr”‘ Also ist
FﬁSpec X,M) = ;inwspec X,w(xi)/Jw(xi) und T(X,M) =
. Da oSpec X, o(x) * Ox'x eine Hense-

LPTN

i/ X,x
eine Henselisierung. Da Ey +(0) fUr jedes y €Spec X, ist

i%o)(.xi/‘]w(xi) "gx,xi
lisierung ist, ist auch O

spec X, 0 J000 * O%,x

ospec X,y/3§ ein endlichdimensionaler C-Vektorraum und
damit henselsch. Also ist [ (Spec X, M) - I'(X,M) ein Iso-
morphismus. Sei nun (m1,...,mn+1) ein minimales Erzeugen-
densystem von M. Sei N der von my,...,m  erzeugte Unter-
modul von M. Man hat das kommutative Diagramm

0 =T (Spec X, N) =T (Spec X, ) =T (Spec X, (1/N)”) ~ 0

| | L

0 — I'(X,N) —— I(X,M) —— I'(x,(/M)7) — 0
Die obere Zeile ist exakt. Da u surjektiv ist, ist auch
v surjektiv. Also ist auch die untere Zeile exakt. Nach
dem Fiinfer-Lemma ist T (Spec X, M) »T (X,M) ein Isomorphis-

mus .

Korollar 11.6.
Sei X eine regulédre affine isoalgebraische Kurve.
i) Fiir jeden wx(x)-Modul M und jede wx-Modulgarbe F

ist die Abbildung Hom, (M,F) - Hom, (T (X,M),T(X,F))
0y 0y (X)
bijektiv.
ii) Fir Ox(X)-Moduln M und N ist die Abbildung

Homy, (M,N) » Hom, (M,N) bijektiv.
Spec X X
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Beweis:

Man iiberlegt sich leicht, daB die Zusammensetzung der
Isomorphismen Homox(ﬁ,F) = Hom0 (o* (M) ,F) =

Homos (M, 0,F) = Homo (x)(F(Spec X, M), T (Spec X,@,F))
= Homo (x) (TOGH) T (X, £) und Homg_ X(M,N) =

Homo (x) M/ N) = Hom )(M,F(w‘w*‘\f)) =

Oy (X

Homo (M,w*w*N) E Hom, (o*M,o*X) = Hom, (M,N) die
Spec X X X .
Abbildungen aus i) und ii) sind.

Korollar 11.7.
Sei X eine reguldre affine isoalgebraische Kurve. Fir
jede quasikohirente Garbe F auf Spec X ist der Adjunk-

tionsmorphismus F -¢,@*F ein Isomorphismus.

Beweis:

Man schreibe F als induktiven Limes kohirenter Garben.
@* und ¢, vertauschen mit induktivem Limes. Also ist OE
F koh#rent. Dann ist ¢,@*F quasikohdrent. Nach 11.5. ist

T (Spec X, F) »T(Spec X, ¢,0*F) ein Isomorphismus.

Proposition 11.8.

Sei F eine kohdrente Garbe auf einer reguldren affinen
isoalgebraischen Kurve X. Dann ist T'(X,F) ein endlich er-—
zeugter Ox(x)-Modul und somit@,F eine kohdrente Garbe auf

Spec X .
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Beweis:

Nach Korollar 10.10. wird OE F von einem endlich erzeug-
ten OX(X)-Untermodul M von T(X,F) erzeugt. Die Inklusion
Mol (X,F) liefert M -T(X,F)~ = ¢,F und somit M =

©* (M) »@*@,F »F. t :M »F ist surjektiv, da F von M er-
zeugt wird. Nach Proposition 11.5. ist T'(X,M) = M und
somit ist TI'(t) :T(X,M) »T(X,F) injektiv. Also ist
T'(X,ker(t)) = (0) und aufgrund des nachfolgenden Hilfs-
satzes ist dann ker(t) = (0). Deshalb sind t und

T(t) :M -»T(X,F) Isomorphismen.

Hilfssatz:

Seien X eine reguldre affine isoalgebraische Kurve, F
eine kohdrente Garbe auf X, die von endlich vielen glo-
balen Schnitten erzeugt wird, und G eine von (0) verschie-
dene kohdrente Untergarbe von F. Dann ist T (X,G) #(0).
Beweis:

OE ist X zusammenhdngend. Der Beweis erfolgt durch voll-
stdndige Induktion nach der minimalen Anzahl von globalen
Schnitten von F, die F erzeugen. Sei F von einem Element
erzeugt, d.h. man hat einen surjektiven Garbenmorphismus
h :OX -+F. Es genligt zu zeigen, daB h_1(G) von seinen glo-
balen Schnitten erzeugt wird. Es ist h-I(G) eine von (O)
verschiedene kohdrente Idealgarbe. Es existieren

Xpoe-eox, €X, 50 das b7 (@) = fiir jedes

0X,x
x €x~{x, .t wd bTHE) = ()R ofar 1= 1Ly,
xi 1

wobei my das maximale Ideal von Ox'xi ist und ki EEVO.
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Sei My = {£ €O (X)1£(x;) =0} (£ =1,...,r) und

J = 151 (Mi)ki. Da wSpec X, 9 (x) »Ox’x eine Henselisierung
ist fir jedes x €X, ist h™(G) = o*(¥) = T. Also wird
h_1(G) von seinen globalen Schnitten erzeugt. F werde
nun von s.l,...,sn+1 €T (X,F) erzeugt. Sei H die von sn+1
erzeugte Untergarbe von F. Ist G NH % (0), so ist wie
eben gezeigt (0) #I(X,G NH) < T'(X,G). Ist GNH = (0), so
ist die Zusammensetzung G -»F =+F/H injektiv. Alsé ist G
eine Untergarbe von F/H und nach Induktionsvoraussetzung

ist T(X,G) #(0).

Korollar 11.9.

Seien f : X »Y ein endlicher Morphismus isocalgebraischer
Rdume, Y eine reguldre affine isoalgebraische Kurve und
F eine kohdrente Garbe auf X. Dann ist T (X,F) ein end-

lich erzeugter OY(Y)-Modul.

Korollar 11.10.

Seien X eine reguldre affine isoalgebraische Kurve und F
eine koh&rente Garbe auf X. Genau dann gibt es einen

0, (X)-Modul M, so dag F isomorph zu M ist, wenn F von
seinen globalen Schnitten erzeugt wird. Es ist dann der
Adjunktionsmorphismus ¢*@,F -»F ein Isomorphismus,

F = T(X,F) .

Beweis:

@*p,F ist eine kohdrente Garbe auf X mit T (X,0*p,F) =
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T (Spec X,@,F) = T(X,F). Nach dem Hilfssatz aus dem Beweis
von Proposition 11.8. ist ¢*g,F »F injektiv. Wird F von
seinen globalen Schnitten erzeugt, so ist ¢*g,F »F sur-

jektiv.

Aus den Korollaren 11.7. und 11.10. folgt

Korollar 11.11.

Sei X eine reguldre affine isoalgebraische Kurve. ¢* und
¥, geben Aquivalenzen zwischen der Kategorie der kohdren-
ten Garben auf Spec X und der Kategorie der kohdrenten
Garben auf X, die von ihren globalen Schnitten erzeugt
werden (betrachtet als volle Unterkategorie der Katego-

rie der 0x~Modulgarben auf X).

Am Ende dieses Paragraphen wird gezeigt, daB eine kohd-
rente Garbe auf einer reguldren affinen isoalgebraischen
Kurve im allgemeinen nicht von ihren globalen Schnitten

erzeugt wird. Es gilt aber

Prooosition 11.12.

Seien F eine kohdrente Garbe auf einer reguldren affinen
isocalgebraischen Kurve, die von ihren globalen Schnitten
erzeugt wird, und G eine kohirente Untergarbe von F.

Dann wird auch G von seinen globalen Schnitten erzeugt.
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Beweis:
Man hat das kommutative Diagramm
00— G —s F —— F/G
g\ fI e ]
O - ©*Q,G » ©*@,F - 9*0,F/G
Die beiden Zeilen sind exakt, denn ¢, ist linksexakt und
@* ist exakt. Nach Korollar 11.10. sind f und e Isomor-

phismen. Also ist auch g ein Isomorphismus.

Proposition 11.13.

Seien X eine reguldre affine isoalgebraische Kurve, F
und G kohdrente Garben, die von ihren globalen Schnitten
erzeugt werden, und F -G ein surjektiver Ox—Modulgarben—

morphismus. Dann ist ['(X,F) »T(X,G) surjektiv.

Beweis:
Man hat das kommutative Diagramm

FP———G

Q@ F ~ ©*0,G
Nach Korollar 11.10. ist ¢@*@,F - ¢*¢,G surjektiv. Da
OSpec X, ©(x) - ox,x treuflach ist fiir jedes x €X, ist
dann auch @,F »¢,G surjektiv. Also ist T(X,F) =

T (Spec X, 9,F) = T'(Spec X, ©,G) = TI'(X,G) surjektiv.

Proposition 11.14.

i) Sei f :X -»Y ein Morphismus zwischen reguldren affi-
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nen isoalgebraischen Kurven und sei M ein DY(Y)-MO-

dul. Es ist £*(M) = (M %Y(y)"x‘x”_-

ii) Sei f :X =Y ein endlicher Morphismus zwischen regu-
liren affinen isoalgebraischen Kurven und sei M ein
0, (X)-Modul. Es ist £,(M) = N, wobei N = M und N
beziiglich OY(Y) ~»DX(X) als OY(Y)-Modul betrachtet

wird.

Beweis:
Man hat das kommutative Diagramm C-geringter R&ume

Ox=y

X —————— Spec X
£ 1 g
Y

o= Spec Y

wobei g durch den C—Algebrenﬁorphismus £* :OY(Y) wOX(X)
gegeben ist. Hieraus folgt sofort i). Man hat den kano-
nischen Morphismus N = (‘9‘{) *g M £, (wx) M = £, (M). Da
(wx)‘, (wy)‘, g,r £, mit induktivem Limes vertauschen,
ist OE M ein endlich erzeugter OX(X)-Modul. Nach Satz
4.6. und Korollar 11.9. sind £, (M) und N kohirent. Es
geniigt deshalb zu zeigen, daB ﬁy »f,(ﬁ)y ein Isomorphis-
mus ist flir jedes y €Y. Es sei f"(y) = {xg,-.ax b
Nach Lemma 3.1. gilt N_ = ((WY)"Q,‘M)Y =

Yy
(g, M) ® o =
( *~)w(y) 0Spec Y, ©(y) YqY
P L4 O,
*ely) lDSpec Y, o(y) Spec Y, @ly)

0, 1)%pec ¥, viy)! %0
Hog (x) Ox(X) @

Me o =
Spec ¥, 0(y) Spec Y, @(y)

o] ) @
OY(Y) Spec Y, ©(y) DSpec ¥, 0(y)

QSpec Y, 0(y)
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r
h

=Moo no

r Oyx(X) ;_,7Spec X, b(x;)

n Mo

i=1

(£, () *ﬁ)y = £ Mg,

0] )® 9]
@x(x) Spec X, Ul(x.l) O5pec x, U)(xi) X%

Korollar 11.15.

i) Seien X eine reguldre affine isoalgebraische Kurve,
U eine offene Teilmenge von X und F eine kohdrente
Garbe auf X, die von ihren globalen Schnitten er-

zeugt wird. Dann ist F(U) = F(X) & o ().

ox(x) X
ii) Seien f :X -»Y ein endlicher Morphismus zwischen re-
guldren affinen isoalgebraischen Kurven, P eine end-

liche Teilmenge von X und U eine offene Teilmenge

. -1 _
von Y. Dann ist 0, (£ (U) ~P) =0 (X~P) QOY(Y)OY(U)‘

Beweis:

i) folgt aus 11.10., 11.14.i) und 11.5.. Nach 11.14. und
. -1 _

11.5. ist Ox(f (W) = OX(X) QOY(Y)OY(U)'

Es bleibt noch zu zeigen

(*) Fiir jede offene Teilmenge V von X ist

0, (VSP) = O (X ~P) @ O _(v).

0, (X)°X
Es gibt f£4,...,£ €0x(x), so daB P = {x €X|f1(x) = ... =

£ (x) =0}. sei D, = {x €XI£;(x) +0} und D, = D; NDy =

ij 3
{x Exl(fifj)(x) #0}. Es ist X NP =D, U... UD,. Man hat

r

die exakte Sequenz von 0x—Moduln o] a@x(x ~P) » T Ox(Di)<
r i=

n Ox(Dij) und somit das kommutative Diagramm

i,5=1
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r xr
0 -90_(X\P)® 0 (V) - To_(D,)® o (V) T O (D )@ O (V)
X ox(x) X islx i Ox(x) X i,9=1 X ij Gx(x) X
ul v W

r r

n n
0 =0, (VNP) ——> i_1(°x(Di"V’ —_ : j_1°x(Dijnv)

= , 3=

mit exakten Zeilen (denn OX(V) ist ein flacher Ox(x)-Mo—
dul). Nach Satz 10.7. sind v und w Isomorphismen. Also

ist auch u ein Isomorphismus.

Sei X ein Schema. Et(X) bezeichnet die Kategorie der al-
gebraischen Uberlagerungen des Schemas X. Et52(X(C)) be-
zeichnet die Kategorie der semialgebraischen Uberlagerun-
gen des semialgebraischen Raums X(C). Man hat den kanoni-
schen Funktor T :Et(X) - Et53(X(C)). In §12 wird gezeigt,

daB8 dieser Funktor volltreu ist.

Satz 11.16.
Sei U eine Zariski-offene Teilmenge von A1. Dann ist

T :Et(U) - Et5?(U(C)) eine Kquivalenz von Kategorien.

Ribenboim und van den Dries bestimmen in [DR] die absolu-—
te Galoisgruppe von C(t). Hierzu entwickeln sie in [DR]
eine Terminologie, die es ihnen ermdglicht, eine topolo-
gische Fundamentalgruppe filir Zariski-offene Teilmengen
von A1 zu definieren. Mit Hilfe des Riemannschen Existenz-
satzes und einigen Methoden aus der Modelltheorie bewei-
sen sie dann einen zu Satz 11.76. analogen Satz. In der
semialgebraischen Geometrie 1&B8t sich mit Hilfe der Me-

thode der Grundkdrpererweiterung Satz 11.16. ganz ein-
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fach aus dem Riemannschen Existenzsatz flir Zariski-offene
Teilmengen von A; ableiten.

Beweis:

Sei Ro ein reell abgeschlossener Teilkdrper von ¢ mit

¢ = RO(V?T). Die Anzahl der Isqmorphieklassen der Uber-
lagerungen von U(¢)R vom Grad n’stimmt liberein mit der
Anzahl der Isomorphigklassen der Uberlagerungen’ von
U(c)IR vom Grad n und diese Zahl ist endlich (denn die
Fundamentalgruppen von U(€)p und U(Q) , sind freie Grup-
pen von #(A1 \U) Erzeugenden). Da nach dem Riemannschen
Existenzsatz Tp :Et(U) - Etsa(U(G)IR) eine Aquivalenz
ist und da TR :Et(U) - Etsa(u(a:)R ) volltreu ist, ist
TRO eine §qui3alenz. Sei nun C einobeliebiger algebraisch
abgeschlossener Kérper und R ein echter Teilkdrper mit
C = R(V=T). Es gibt einen reell abgeschlossenen Teilkdr-
per K von R, der endlichen Transzendenzgrad iiber @ hat,
und eine Zariski-offene Teilmenge U' von Aé, so daB

U =a' OKC' wobei K der algebraische Abschlu8 von K in C
ist. Sei i :K » € eine Einbettung. Sei L ein reell abge-
schlossener Teilkdrper von ¢, so da8 i(K) = L und ¢ =
L(V=7). Man hat die "kommutativen" Diagramme, die durch

Kdrpererweiterungen gegeben sind

Et(U'e zb) b £t (00 20 (€)))
r s
' Sa iy (K
EEU) ———— B0 @)y
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Et(U'e z0) ——— Et53((U'® 0} (C) )

P q

sa =
Et(U") ————F——> EtT(U" (K) )
X
r,s,p,q sind Kquivalenzen. Da T eine Hquivalenz ist, ist

17, und damit auch t eine Aquivalenz.

K
Satz 11.16. sichert die Existenz "genligend vieler" alge-
braischer Uberlagerungen von Zariski-offenen Teilmengen
des A1 und damit auch einen gewissen Vorrat an isoalge-
braischen Funktionen auf offenen semialgebraischen Teil-~
mengen von A1(C). Mit Hilfe von Satz 11.16. beweist man

dann auch

Satz 11.17.

Seien U und V offene und einfach zusammenhidngende semi-
algebraische Teilmengen von A1(C), so da8 U NV zusammenhdn-
gend ist, oder sei U = {z ea' () 11zl <r} und v = {zea' (@)1
lzl >s} mit s <r. Gegeben sei ein c €0, 1(U NV). Dann gibt
es f1,...,fn Eah1(U) und Gqreeer9y €0ﬁ1(v), so daB auf

U NV oilt

c = fi9, ... +fngn.

(s gibt jedoch im allgemeinen kein £ Eaﬁ1(0) und

g €& q(V) mit ¢ = f +g oder ¢ = f-g).

Beweis:

Nach Lemma 6.2. existieren ein irreduzibles normales
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Schema T, eine offene semialgebraische Teilmenge W von
T(C), eine Zariski-offene Teilmenge W, von T mit WcW,,

ein So EOT(WO) und ein endlicher Morphismus t : T ~A1,

so das thlw :W U NV ein Isomorphismus ist und
(W *(e) = colW- Es gibt endlich viele Punkte
Pyse-rBy ea’(c), so das t1t” '@’ ~{py.---,p;}) etal ist.
Es sei Pqre-sPL € U und Ppyqr--rPp €U. Da
m (U S{py,..asp}) oy @' ~ {pyr---sp}) ein Isomor-
phismus ist, gibt es eine semialgebraische Uberlagerung
g, 1S, -a'©) ~ {pys--.,p} und einen semialgebraischen
Isomorphismus o, : ! (U \{p.‘, . ..,pk)) - 92_1 (U \(p1, . "pk}) .
so daB gy°0, = tlt_1 (U \{p‘,...,pk}) . Nach Satz 11.16.
existieren ein Schema 51, ein endlicher etaler Morphis-
mus gg :S, oy \(pl' ...,pk} und ein semialgebraischer
Isomorphismus g4 :S, +5,(C), so das 9401 = 9,- Es gibt
ein reguldres rein 1-dimensionales Schema S und einen
endlichen Morphismus g : S sa', so das 9_1 (a! ~{pyre--ep D)
= SAl und glg_1 (A1 \fpl,...,pk}) =94 Der semialgebrai-
sche Isomorphismus ;-0 : e hw ~{pgre-aip ) =
9-1 (U ~{py,-- - }) ist ein isoalgebraischer Isomorphis-
mus, der sich nach Proposition 7.2. zu einem isoalgebrai-
schen Isomorphismus t-1 () -»g_1 (U) fortsetzt. Also gilt
(*) Es existieren eine reguldre affine isoalgebraische
Kurve X (nimlich X = g~ (UUV)) und ein endlicher
Morphismus h : X -U yV, so daB h|h—1 ((uuyv) \[p.‘ re .,pk))
ein lokaler Isomorphismus ist, eine endliche Teil-

menge P von 1’1-'I (U) und ein isoalgebraischer Schnitt
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so 1 U NV »X von h, so das so(U av) AP = @, und ein
a €0, (71 (V) ~P), so daB ¢ = des,.
X o

Der Schnitt So setzt sich fort zu einem isoalgebraischen
Schnitt s : V »X von h. Nach Korollar 11.15.ii) gibt es
£100..,E €051 (U) und 51....,§n €0, (X ~P), so das auf
nTHU) NP gilt d = h*(£,)-F, +... +h*(£,)-F . Setzt man
9; = Ei-s fir i = 1,...,n, so gilt auf U nV:

c = f1g1 +... +fngn'

Satz 11.18.

Seien U und V offene semialgebraische Teilmengen von
m1(c) und ¢ :U NV »C eine Funktion, die auf jeder Zusam-
nenhangskomponente von U NV konstant ist. Dann gibt es
f1""’fn EaA1(U) und Gqr---09y eaA1 (V), so daB auf U nv
gilt

c = f.lgAl +... +fngn.

Beweis:

Es existieren offene semialgebraische Teilmengen U' und
v' von a'(C), so das gilt: U cU', VeV, a'© ~ @ v
ist endlich und jede Zusammenhangskomponente von U NV

ist auch eine Zusammenhangskomponente von U'nV'. (Denn:
Seien A der Rand von U NV in V und A der AbschluB8 von A
in a'(C). Man setze V' = V und U = U u(@'(C) ~A). Es ist
dann U' AV' = V<A und A'(C) ~ (U' UV') cA~A ist endlich,
da dim (A~ A) <dimA < 1). Indem man U durch U' und V

durch V' ersetzt, existiert OE eine Zariski-offene Teil~-
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menge T von A1, so daB U UV = T(C). Seien Zl,...,zm die

Zusammenhangskomponenten von U NV. Sei G eine abelsche
Gruppe der Ordnung m, G = {g.],...,gm}. Die Abbildung

o :U NV »G, die auf der Zusammenhangskomponente 25 kon-
stant den Wert 95 annimmt (i = 1,...,m), definiert einen
semialgebraischen G-prinzipalhomogenen Raum X iiber U UV.
Sei p : X »U UV der Strukturmorphismus. Es gibt eine zu-
gleich offene und abgeschlossene senialgebraische Teil-
menge % von p_1(V) und eine Zerlegung von p'1 (U) in zu-
gleich offene und abgeschlossene semialgebraische Teil-
mengen von p_‘I v, p_1 (u) = 71 U... U'Zm, so das

plZ 0% : Zn‘ii - 2, (fur i = 1,...,m) und p|Z :Z +V Iso-
morphismen sind. Also existiert eine Funktion d :p-1 (u)-C,
so daB8 d auf jedem '2’.1 konstant ist und de(slUNV) = c mit

1 :V-~Z. Man versehe den semialgebraischen Raum

s = (p1D)7
X mit der eindeutig bestimmten isoalgebraischen Struktur,
so daB8 p ein lokaler Isomorphismus ist. Nach Satz 11.16.
ist X eine reguldre affine isoalgebraische Kurve. Deshalb
gibt es nach Korollar 11.15.ii) f1, ...,fn eaA1 (U) und
?;‘1,...,§‘neox(x), so daB 4 = p*(f,)fg'1 +... +pH(E) ~§n.
Setzt man 9; = Ei-s fir i = 1,...,n, so gilt auf U NV:

c = flg1 +... +fngn.

Bemerkung:
Zum Beweis von Satz 11.18. wird von Satz 11.16. nur be-
ndtigt, daB ein semialgebraischer G-prinzipalhomogener

Raum iiber einer Zariski-offenen Teilmenge T von A1 (C) zu
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einer endlichen abelschen Gruppe G algebraisch ist. Dies
148t sich aber leicht ohne Verwendung des Riemannschen
Existenzsatzes beweisen, z.B. durch vollstZndige Induk-

tion nach #(A.I ~T) .

Hubbard zeigt in [Hu], da8 HI(AI(IR),&A1) 4+ (0) . Er fiihrt
den Beweis, indem er einen 1-Cozyklus konstruiert, der

nicht zerf&dllt. AKhnlich zeigt man

Satz 11.19.

Sei X ein 1-dimensionaler isoalgebraischer Raum. Esgelten

i) Es gibt eine koh&rente Garbe auf X, die nicht von
ihren globalen Schnitten erzeugt wird, und es ist
' (x,0,) +(0).

ii) Ist X reduziert und irreduzibel, so gibt es ein iso-
algebraisches Geradenbiindel L auf X, so daB8 L und
das duale Biindel LY auBer dem Nullschnitt keinen
globalen Schnitt besitzen.

iii) Es ist H‘(X,Ox) ein unendlichdimensionaler C-Vektor-
raum. Ist X eine reguldre affine isoalgebraische
Kurve, so ist H1(X’OX) ein nicht endlich erzeugter

9y (X) -Modul.

Beweis:
Man wédhle eine offene Teilmenge G von X und ein hy €OX(G),
so daB gilt: G ist eine affine isoalgebraische Kurve und

der durch (ho)red E@Xred(G) gegebene Morphismus
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H:G, 4 -»(A1)h ist ein Isomorphismus von Gred nach
H(G_q) = Bg(0). Man setze U = ™ (8,(0)) wnd V =
G\H_1(§2(0)) . Seien e;, e,, ey, e die Punkte aus G, so
daB H(ey) = -1, H(e,) =1, H(ey) =5, H(e) = 3. Seien Y
der durch T2 - (b ~h_(e,)) (hy-hy (e,)) (h -h_(e3)) €0, (G) [T]
definierte isoalgebraische Teilraum von Gx(Aj)h und
p : Y +G die Einschrdnkung der Projektion Gx(A1)h -G auf
Y. p~1(U V) zerfdllt in 2zwei Zusammenhangskompdnenten
200 2y und plZ; :2; ~U NV ist ein isoalgebraischer Iso-
morphismus (i = 1,2). Seien s = (plz1)_1, q die Ein-
schrankung der Projektion Gx(AM™ & @")® auf ¥ und £ das
durch ges : U NV ~(4\1)h gegebene Element aus OX(U nv).
Seien a :[0,1] »p” (U~{e;se,}) und 6 : (0,1] AN CNY
semialgebraische Wege mit a(0) = B(0) = p—1(e) nz, und
a(h) = 8(1) = p"(e) nz,. Es gilt
(1) Gegeben sei ein g EOX(G), das nicht im Nilradikal

von @)x(G) liegt. Dann gibt es kein u E(Ox(u) und

v EOX(V), so dag auf U NV gilt g-f = v-u.
Denn: Angenommen, es gibt ein u E@X(U) und v EOX(V) , SO
daB g-f = v-u auf U NV. Nach Satz 10.1. gibt es ein von
Null verschiedenes Polynom t GOxred(G) [T] mit (£IV) (v, _4)=0.
Durch vollstdndige Induktion nach n wird gezeigt, daB gilt
(*) (tlunv) (Vred _zn'gred'fred) = O fir jedes n EINo .
Es sei (tlUu Nv) (Vred _zno'gred'fred) = 0 fir ein n, E]No.

Der isoalgebraische Funktionskeim (v £ )

"5 9req fredle

red
148t sich langs des Weges p+B isoalgebraisch fortsetzen

und als Fortsetzung erhdlt man (vred +2no'gred'fred)e'
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+2n

Also ist auch (tlU nV) (v, o‘gred'fred) = 0. Ebenso

red

1ast sich (u g+ (2n #1) g 4 f g) o = (Vg +205°9, 0 Fred)e

lings des Weges p-.a fortsetzen und man erh&lt den Funk-

tionskeim (u - (2n +1) -g (Vred -2(n°+'l) .

red red fredle =

red‘fred)e . Somit ist (tlUnv) (Vred —2(n°+‘l)~g

= O und (*) ist bewiesen. Aus (*) folgt gredlx = 0 fiur

°9. red frea’

eine nichtleere offene Teilmenge K von G. Dann ist aber g

im Nilradikal von O, (G). Widerspruch.

Die Menge {£f(x)Ix €U NV} cC ist beschrinkt. Deshalb gibt
es ein a €C, so daB f(x) +a #+0 und ~£f(x) +a £0 fir jedes

X €U NV und %g))*_;: #1 fiir ein x_ €U NV. Es gilt

(2) Gegeben seien u eo (U) und v E@ (V), so daB

= i -
v = (f+a)u oder v = gZu auf UnV. Dann ist Uieg o

und Vied =0.

Denn: Es gibt ein von Null verschiedenes Polynom
red) = O. Durch isoalge-

braische Fortsetzung lidngs der Wege pef und pea beweist

t €0y (G)[T], so daB (t}V) (v
“red

man entsprechend zu (*)

(**) Ist v = (f+a)u auf UNV, so ist

—freqg +tan — S
(£1U nV) ((—=F=5—= %, d+a) red) =0 fir jedes n €N,
1
Ist v = z=u auf UNV, so ist (tlUAvV) ((—m) Vi eq)=0

flir jedes n ElNo‘
Aus (**) folgt vred“( = 0 flr eine nichtleere offene Teil-

menge K von V. Dann ist v = 0 und somit auch Ureg = O-

red

571 (5,(0)) ist vollsténdig. Somit ist W = X ~171 (3, (00)
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offen in X.

Beweis von ii):

Gegeben seien u EOX(U) und w EOX(W), so daB8 w = (f+a)u
oder w = ﬁu auf UNW = UNV. Aus (2) folgt Uieg = O

und wredw = 0. Ist X irreduzibel, so ist auch der iso-
algebraische Raum W irreduzibel. Nach Proposition 7.16.ii)
ist dann VYied = 0. Ist zusdtzlich X noch reduziert, so
ist also u = O und w = 0. Ist L das durch (f+a)'€0x(U nw)*
gegebene Geradenbiindel auf X, so ist ii) erfiillt.

Beweis von iii):

Ist (UiIiEI) eine Uberdeckung eines semialgebraischen
Raums Q und F eine Garbe auf Q, so bezeichnet

R1 (Q; (UiIiEI);F) die erste Cechkohomologiegruppe von Q

zu der Uberdeckung (UiliEI) mit Werten in F. Angenommen,
es sei u' (X,@x) ein endlichdimensionaler C-Vektorraum.

Da die kanonische Abbildung i1 (X;U,W;Ox) - H1 (X,Ox) injek-
tiv ist, ist auch i (X;U,W:Ox) ein endlichdimensionaler
C-Vektorraum. Die kanonische Abbildung ﬁ1 (X;U,W;Ox) -

il (G;U,V;0g) ist surjektiv. Also ist der O (G)-Modul

I:I1 (G; U,V;@G) ein endlichdimensionaler C-Vektorraum. Dann
existiert ein g €0G(G), so daB g-m = O fir jedes

m €§1 (G;U,V;OG) und g nicht im Nilradikal von OG(G) liegt.
Dies steht im Widerspruch zu (1).

Sei nun X eine reguldre affine isoalgebraische Kurve. Es
gilt

(#*x)Fiir jedes maximale Ideal m von Oy (X) ist

“1 _
H (X;U,W;OX) QOX(X)OX(X)/m = (0).
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Denn: Nach der Definition von ﬁ1(x;u,w;ox) hat man die
exakte Sequenz von Dx(x)-uoduln

=1
OX(U) x(‘)x(w) -ox(unW) - H (X,U,W,Ox) -0
und somit auch die exakte Sequenz

L -
@x(’.l)/mé)X ) xOX (W)/mOx (W) -»Ox (unw /me Unw
11 (x;0,W;0,) /m &' (X;0,W50,) 0.
_Es gibt ein x €X, so da8 m = {f EOx(x)lf(x) = 0}. Ist
x €U AW, so ist O, (U NW)/mO, (U AW) = (0). Ist x €U W,
so sind Oy (U) /mO, (U) ,0y (W) /mOy (W), O, (U AW) /m0, (U nW)
isomorph zu C und r entspricht dabei der Abbildung
C xC »C, (a,b) »b-a, ist also surjektiv.

Nach (1) ist &'

(X;U,W;0,) #(0). Nach dem Lemma von
Nakayama und (***) ist 1'-'I1 (X:U,W:Dx) ein nicht endlich
erzeugter (Dx(x)—Modul. Da Fl1 (X;U,W;Ox) ein Untermodul
von H.l (X,DX) und ox(x) noethersch ist, ist auch ' (x,@x)
nicht endlich erzeugt.

Beweis von i):

Sei x0 eine 1-dimensionale irreduzible Komponente von X.
Man versehe X, mit der reduzierten Teilraumstruktur. Sei
3 :xo -»X die Inklusion. Sei L ein Geradenbiindel auf xo’
das auBer dem Nullschnitt keinen globalen Schnitt hat.
Dann wird j, (L) nicht von seinen globalen Schnitten er-

zeugt.
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e Vergleichssétze

Vorbild fiir diesen Paragraphen sind die GAGA-Vergleichs-
sdtze, wie etwa
(*) 1Ist X eine analytische Teilmenge von IPn(G), so ist
X eine algebraische Untervarietdt von IPn(¢)
oder allgemeiner
(**) Ist X ein projektives Schema iber ¢ und wi :x30 Lx
der zu X assoziierte komplex analytische Raum, so
gilt
(1) (¥y)* gibt eine BRquivalenz von der Kategorie
der kohdrenten Garben auf X mit der Kategorie
der kohdrenten Garben auf x3°.

(2

atx,p) - Hi(xan,(wx)‘F) ist ein Isomorphismus

fir jede kohdrente Garbe F auf X und jedes i >0.

Ersetzt man wx durch ©Oyr SO zeigt Satz 11.19., daB8 (1)

und (2) schon fir ¢p,7 nicht mehr gelten. Das erste Ziel

dieses Paragraphen ist es

(1)' zu zeigen, daB die Kategorie der kohdrenten Garben
auf X durch (gy)* zu einer vollen Unterkategorie
der koh&drenten Garben auf Xh wird, und diese Unter-
kategorie zu charakterisieren

(2)' zu zeigen, da8 HO(X,F) —Ho(x,(wx)*F) noch ein Iso-
morphismus ist.

Sei X ein Schema. Ist F eine kohdrente Garbe auf X, so

ist (wx)‘F eine kohdrente Garbe auf Xh und ist F eine ko-

hdrente Garbe auf xh, so ist (wx),F eine quasikohdrente
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Garbe auf X (nach Satz 10.7.). Fiir eine koh&drente Garbe

F auf X wird (wx)'F hidufig auch einfach mit Fh bezeichnet.

Satz 12.1.
Seien X ein Schema und A eine isoalgebraische Teilmenge
von Xh. Dann gibt es eine Zariski-abgeschlossene Teilmenge

T von X mit A = T(C).

Beweis:

Der Beweis wird durch vollstd&ndige Induktion nach dim X
gefiihrt. Seien x1,...,xr die irreduziblen Komponenten von
X. Es geniigt die Behauptung fir xi und A nxi anstelle von
X und A zu beweisen (i = 1,...,r). Also ist OE X irredu-
zibel.

1. Fall: dimA = dim X

Nach Satz 7.18. und Korollar 7.11. ist A = X(C).

2. Fall: dimA <dimX

Es ist dim A%%F = dimA. Man wende die Induktionsvoraus-

setzung an auf A%

und A.

Satz 12.2.

Seien X ein Schema und F eine kohdrente Garbe auf X.
Dann gibt T »Th eine Bijektion von der Menge der kohd-
renten Untergarben von F auf die Menge der kohdrenten

Untergarben von Fh.
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Beweis:

Es ist klar, daB die Abbildung injektiv ist. Um die Sur-
jektivitdt zu zeigen, kann man deshalb OE annehmen, dag8
X affin ist. Man hat dann einen surjektiven Garbenmor-
phismus f :OX? -+F und somit auch einen surjektiven Gar-
x?)h -F". Sei K eine kohirente Unter-
garbe von Fh und L = (fh)_1
S omit T® =L, so ist K = £(1)". Es

geniligt also die Existenz von To zu beweisen.

benmorphismus fh 1 (O
(K). Ist T  eine kohdrente

Untergarbe von O,

Es gibt eine iberdeckung (UiIiEI) von X(C), so daB LIUi
von endlich vielen globalen Schnitten von L iber Ui er-
zeugt wird (flir jedes i €I). Somit existieren eine Uber-
deckung (lej =1,...,m) von X(C), Schemata Xj’ offene

semialgebraische Teilmengen ¥,

J

% Und etale Morphismen fj :xj =X,

von Xj(C), kohdrente Un-

tergarben Lj von Ox
h

so das fj IVj :Vj -y ein Isomorphismus ist und
(£ @ 1T = LT g Jedes 5 et m. (2] @)

und L;‘ sind kohdrente Untergarben von (Ox n)h. Nach

J
Satz 12.1. gibt es eine Zariski-offene Teilmenge wj von
X., so daB ¥, cW. und (f.h)‘(L)Iw.(C) = L,hIW.(C). Somit
h) 1-=3 J 3 J I n
gilt: Es existieren ein Schema W (ndmlich W = Lle),
~ =1
eine kohdrente Untergarbe L von ow“ und ein surjektiver
etaler Morphismus g : W -»X, so daB (gh)‘(L) = fh. Man

hat das kartesische Diagramm



- 178 -

P

W
tg
X

p1‘(f) und pz'(f) sind kohdrente Untergarben von

1
Wxxw
P, P

w

g

O™ Es ist p*(@) = p,*(D), denn (px@EN" =

e = M@ = B HE) = (prEN™. pa g als
treuflacher quasikompakter Morphismus ein effektiver Ab-
stiegsmorphismus ist, existiert eine kohdrente Untergarbe

n _. - _ o~ . h _
T, von Ox mit g (To) = L. Es ist To = L.

Korollar 12.3.
Seien F und G kohdrente Garben auf einem Schema X. Dann

ist I-Iom!J (F,G) - Homax(Fh,Gh) bijektiv.
X

Beweis:

Gegeben sei ein ax-Modulgarbenmorphismus t :Ph ~Gh. Der
Graph H von t ist eine ax-Untermodulgarbe von thch, so
dag p : H -OFh ein Isomorphismus ist, wobei p die Ein-
schridnkung der Projektion E‘thh -d?‘h auf H ist. Also ist
H kohdrent. Nach Satz 12.2. entspricht der Garbe H eine
kohdrente Untergarbe T von FxG. Da p ein Isomorphismus
ist, ist auch q : T »F ein Isomorphismus, wobei g die Ein-
schrénkung der Projektion FxG -»F auf T ist. Bezeichnet

r die Projektion FxG -G, so ist t = (r-q-I)h.



- 179 -

Korollar 12.4.
Seien X ein Schema und F eine kohdrente Garbe auf X.
Dann ist I'(X,F) <F(xh,Fh) bijektiv. Insbesondere ist

0, (X) =@, (X(C)) bijektiv.

Beweis:

3 = h h, _ h
Es ist T(X,F) = Homwx(Ox,F) und T(X",F) = Hoﬂlx(ax,F ).

Indem man 12.4. auf jede Zariski-offene Teilmenge von X

anwendet, erhdlt man

Korollar 12.5.
Sei F eine kohdrente Garbe auf einem Schema X. Dann ist
der Adjunktionsmorphismus F »(wx)'(wx)*F ein Isomorphis-

mus .

Satz 12.6.

Seien X ein Schema und F eine kohdrente Garbe auf xh.

Dann gelten

i) (wx),F ist eine kohdrente Garbe auf X.

ii) F ist genau dann isomorph zu einer Garbe der Form
Gh, wobei G eine kohdrente Garbe auf X ist, wenn
es eine Uberdeckung (Ui[iEI) von X durch Zariski-
offene Teilmengen gibt, so dag FlUi(C) durch die
Schnitte von F iiber Ui(C) erzeugt wird. Es ist
dann der Adjunktionsmorphismus (wx)‘(wx)*F -F ein

Isomorphismus.
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Beweis:

i)

ii)

OE ist X affin. (¢y),F ist eine quasikohdrente Garbe.
Es genligt deshalb zu zeigen, daB8 F(Xh,F) ein endlich
erzeugter Ox(x)-Modul ist. Sei G die von r(xh,F) er-
zeugte ax-Untermodulgarbe von F. Nach Korollar 10.10.i)
ist G kohdrent. Nach 10.10.ii) gibt es einen endlich
erzeugten ox(x)-untermodul M von r(xh,G), der G er-
zeugt. Die Inklusion M T (x®,G) liefert M -r(x%,6) ™=
(wx)*c und somit t :(wx)‘ﬁ ~(wx)*(wx)*G -+G. Da G

von M erzeugt wird, ist t :(wx)*ﬁ -G surjektiv. Nach
Korollar 12.4. ist F(xh,(wx)*ﬁ) = M und somit ist
T, (9 )* () -r (x*,6) injektiv. Also ist
F(Xh,ker(t)) = (0). Nach Satz 12.2. folgt hieraus
ker(t) = (0). Deshalb ist t ein Garbenisomorphismus
und man erhdlt M = [(x", (o) *H) = T(x",6) = T(x,m.
Sei t der Adjunktionsmorphismus (@,)*(@,)«F ~F.

Nach i) und Korollar 12.4. ist (wx)'(wx),F(U(C)) -
F(U(C)) ein Isomorphismus fiir jede Zariski-offene
Teilmenge U von X. Nach i) und Satz 12.2. ist des-

halb ker(t) = (0). Also ist t injektiv.

Aus Korollar 12.5. und Satz 12.6. ergibt sich

Korollar 12.7.

Sei X ein Schema. Dann geben (wx)‘ und (mx)‘ Rquivalenzen

zwischen der Kategorie der kohdrenten Garben auf X und

der Kategorie der kohirenten Garben F auf xh, fiir die gilt:
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Es gibt eine Uberdeckung (U;li€I) von X durch Zariski-
offene Teilmengen von X, so daB FIUi(C) durch die globa-
len Schnitte von F iber Ui(C) erzeugt wird. Ist X affin,
so geben (wx)* und (wx)‘ Kquivalenzen zwischen der Kate-
gorie der kohdrenten Garben auf X und der Kategorie der
kohdrenten Garben auf xh, die von ihren globalen Schnitten

erzeugt werden.
Aus 12.6.1i) folgt

Korollar 12.8.

Seien X ein Schema und F eine kohdrente Garbe auf Xh.

Ist X affin, so ist T(Xh,F) ein endlich erzeugter ux(X(C))-
Modul. Ist X vollstdndig, so ist (X",F) ein endlichdimen-

sionaler C-Vektorraum.
Entsprechend wie Proposition 11.14.ii) beweist man

Proposition 12.9.
Seien f :X »Y ein endlicher Morphismus zwischen Schemata
und F eine kohZrente Garbe auf X. Dann ist der kanonische

Morphismus (gy)*£,F a(fh),(wx)‘F ein Isomorphismus.

Auf keinem affinen Schema der Dimension >1 gilt das iso-

algebraische Theorem A oder B, denn es gilt
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Satz 12.10.

Sei X ein affines Schema der Dimension >1. Es gibt“’eine
koh&rente Garbe auf xh, die nicht von ihren globalen
Schnitten erzeugt wird, und I-I‘l (xh,zzx) ist ein nicht end-

lich erzeugter %(X(C))-Modul.

Beweis:

Sei £ :X -A™ ein endlicher Morphismus, so da8 Gpn@mh >
@x(X) injektiv ist. Man hat dann eine exakte Sequenz

[} -»OAn -»f‘Dx -+T -0 und somit auch die exakte Sequenz

[e] -.aAn ..(p*f,ox +@*T -0 mit ¢ = Opn- Hieraus folgt die
exakte Sequenz HO(An(C),w‘f,px) g ‘An(C),to"‘T) -

u' @"(c) ,U-An) ERTY " (c) s9*£,0,) . Nach Proposition 12.9.
ist @*£ x = (fh),(lx. Da nach Proposition 4.2. (fh)t

exakt ist, ist die kanonische Abbildung H'(@&"(C), (£7) &)~
H1 (xh,ax) ein Isomorphismus. Angenommen, es ist H1(xh,ax)
ein endlich erzeugter aX(X(C))-Modul. Dann ist

u' @ () +©*£,0y) ein endlich erzeugter DAn(An)-Modul. Nach
Korollar 12.4. ist die Abbildung r in der obigen exakten
Sequenz surjektiv. Also ist s injektiv und a' @) Aan)

ist ein endlich erzeugter OAn(An)—Modul. Seien p ;A A1

1

eine Projektion und s :A'-~ A" ein Schnitt von o. Die durch

s gegebene Abbildung #'(@&"(C) - al@l@ g ist

A")
surjektiv. Also ist 1-1.I (A1 (c) ,0‘A1) ein endlich erzeugter
@A1(A1)-Modu1, im Widerspruch zu Satz 11.19.iii).

Sei Y ein 1-dimensionales integres abgeschlossenes Unter-

schema von X. Nach Satz 7.18. ist Yh irreduzibel. Sei L
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ein isoalgebraisches Geradenbiindel auf Yh, das auBer dem
Nullschnitt keinen globalen Schnitt besitzt (Satz 11.19.ii)).
Ist j :Yh ~xh die Einbettung, so ist j,L eine koh&rente
Garbe auf xh, die nicht von ihren globalen Schnitten er-

zeugt wird.

Sei X ein Schema. Eine kohdrente Garbe auf Xh heist alge-
braisch, wenn sie isomorph ist zu einer Garbe Fh, wobei

F eine kohdrente Garbe auf X ist. Ist X ein affines Sche-
ma der Dimension >1, so gibt es nach 12.10. eine kohdrente
Garbe auf xh, die nicht algebraisch ist. Dies gilt sogar

fir jedes Schema der Dimension >1.

Satz 12.11.
Seien X und Y Schemata. Dann ist Hom(X,Y) aHom(xh,Yh)

bijektiv.

Beweis:

Sei g €Hom(xh,Yh) gegeben. Der Graph 2 von g ist ein iso-
algebraischer Teilraum von thYh = (XXY)h. Sei T das nach
Satz 12.2. dem isoalgebraischen Teilraum Z entsprechende
abgeschlossene Unterschema von XxY. Seien p : T -+X und

q : T =Y die Einschrdnkungen der Projektionen XxY -»X und
XxY »Y auf T. Es ist ph ein isoalgebraischer Isomorphis-
mus. Also ist p etal. Benutzt man, daB p lokal standard-
etale Form hat und das Pe : T(C) »X(C) bijektiv ist, so

folgt, daB p ein lokaler Isomorphismus ist in der Zariski-
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Topologie. Da P bijektiv ist, ist p ein Isomorphismus.
Es ist g = (q.p-1)h.

Sei X ein Schema. Nach Satz 12.11. ist der Funktor

T :Et(X) »Et3(X(C)) volltreu. Der Riemannsche Existenz-
satz besagt, da8 T eine Kquivalenz ist flir (C,R) = (¢, IR) .
Im Anhang wird bewiesen, da8 dies fiir beliebige (C,R)

richtig ist.

Satz 12.12.
Sei X ein Schema. Dann ist 1 :Et(X) »Et>*(X(C)) eine Kqui-

valenz von Kategorien.

Korollar 12.13.

Seien X ein Schema, Y ein reduzierter isoalgebraischer
Raum und f :Y ~Xh ein endlicher Morphismus isoalgebrai-
scher Rdume. Dann existieren ein Schema 2, ein endlicher
Morphismus g : 2 -X und ein isoalgebraischer Isomorphis-

mus e : Y *Zh, so daB kommutiert

Nach Satz 12.11. kann man auch sagen: Die Kategorie der
isoalgebraischen xh-Rﬁume, die reduziert und endlich lber
xh sind, ist &dquivalent zu der Kategorie der X-Schemata,

die reduziert und endlich iiber X sind.
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Beweis:
1. Fall: Y ist ein irreduzibler normaler isoalgebraischer
Raum.
Nach Korollar 4.8. und Satz 12.1. gibt es eine Zariski-
abgeschlossene Teilmenge T von X mit £(Y) = T(C). Man
versehe T mit der reduzierten Unterraumstruktur. Es ist
dann T ein integres Schema. f faktorisiert iber fo : Y —»Th.
s = {y EYIEO ist bei y kein lokaler Isomorphismus} ist
eine isoalgebraische Teilmenge von Y mit dimS <dimY. Es
existiert eine Zariski-abgeschlossene Teilmenge To von T
mit £,(S) = T_(C). Nach Satz 12.12. existieren ein Schema
Zqr ein endlicher etaler Morphismus 9o * Zo -T \To und ein
isoalgebraischer Isomorphismus ey Y \fo-l (To) -'Zoh, so
das goh-e = fo' Z, ist irreduzibel und normal. Es exi-

(<} =]

stieren ein irreduzibles und normales Schema 2 und ein
endlicher Morphismus g :2 -»T, so daB Zo = 9—1(1‘ \TO) und
9 = glg(r ~T,). Nach Proposition 7.2. setzt sich e
fort zu einem isoalgebraischen Isomorphismus e :Y -ozh.
2. Fall: Y ist ein reduzierter isoalgebraischer Raum.
Sei p : ¥ +Y eine Normalisierung von Y. Indem man Fall 1
auf jede Zusammenhangskomponente von ¥ anwendet, erhilt
man ein Schema Q und einen endlichen Morphismus q :Q =X,
so das ¥ und Qh Xh-isomorph sind. Deshalb sind nach Pro-
position 12.9. die mx—Algebrengarben (f-p)49§ und (q*OQ)h
isomorph. @‘x' - P05 ist injektiv und somit ist f,‘OY eine
kohdrente Untergarbe von (fe«p) ,@9. Nach Satz 12.2. ist

£,0, algebraisch, 1:£,0, =F", uobei F eine kohirente
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Garbe auf X ist. Mit Hilfe von 1 iibertrage man die UX-Al—
gebrenstruktur von f£,0, auf Fh, (FﬂbxF)h = thleh -
(die Multiplikation) und &, -F" (der Einschnitt). Nach
Korollar 12.3. gibt dies Dx—Modulgarbenmorphismen

E‘@O F »F und ox -F. Dadurch wird F zu einer Ox-Algebren-
garbe. Seien nun 2 = Spec F und g : Spec F =»X der Struktur-
morphismus. Es sind f*vY und (gh),aZ als uX-Algebrengar—
ben isomorph. Also sind Y = Spech(f40y) und =

Spech((gh).ai) Xh-isomorph.

Korollar 12.13. ist im allgemeinen fiir nicht reduzierte
isoalgebraische R&ume Y nicht richtig, denn es gilt:

Sei X ein Schema der Dimension >1. Dann gibt es einen iso-
algebraischen Raum Y und einen Morphismus f :Y ~xh, so

h _ h . . .
da8 f Flad & )red = (xred) ein Isomorphismus ist,

red * Yre
Y aber nicht algebraisch ist, d.h. es gibt kein Schema 2,
so daB8 Y isomorph zu Zh ist. (Insbesondere gibt es iso-
algebraische Riume, die nicht algebraisch sind, deren Re-
duktion jedoch algebraisch ist).

Beweis:

Sei F eine kohdrente Garbe auf xh, die nicht algebraisch
ist. &y ®F wird zu einer Mk-Algebrengarbe durch
(ag+fy) - (ay+f,) == aja, +(a,f,+a,f)) fir aj.a, €x 0,
f1,f2 €F(U) und U eine offene semialgebraische Teilmenge
von X(C). Man setze Y = Spech (@, ®F). Sei f:Y %" der
Strukturmorphismus. Offensichtlich ist fxed ein Isomor-

phismus. Angenommen, es existieren ein Schema Z und ein
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isoalgebraischer Isomorphismus e :Y »Zh. Nach Satz 12.11.
gibt es einen Morphismus g : 2 »X von Schemata, so da8
gh~e = f. g ist ein endlicher Morphismus. Nach Proposi-
tion 12.9. sind die Garben £,0, = &, OF und (g,0,)" iso-

morph. Nach Satz 12.2. ist F algebraisch. Widerspruch.

Sei X ein Schema. xsa bezeichnet folgenden Situs: Die
zugrundeliegende Kategorie ist die Kategorie de; semi-
algebraischen Rdume iiber X(C), deren Strukturmorphismus
ein lokaler Isomorphismus ist. Eine Familie
(fi :Vi -Uli €I) von Morphismen dieser Kategorie heiBt
iberdeckend, wenn (fi(Vi)li €I) eine Uberdeckung von U
ist. Der semialgebraische Situs von X(C) wird einfach-
heitshalber ebenfalls mit X(C) bezeichnet, der einge-
schrdnkte etale Situs von X wird mit Kot bezeichnet. Man
hat die kanonischen Morphismen von Siten

8 X,y 2X(O), € X

a *Xet-

Nach dem Vergleichslemma ([SGA 4, III, 4.1.]) sind &,

S

und 6* zueinander quasiinverse Hquivalenzen zwischen der
Kategorie der abelschen Garben (bzw. Mengengarben) auf xSa
und der Kategorie der abelschen Garben (bzw. Mengengarben)

auf X(C). Im Anhang ist bewiesen

Satz 12.14.
Seien X ein Schema und G eine abelsche Torsionsgruppe. Der

durch ¢ gegebene Homomorphismus Hq(xe +G) - Hq(xsa,G) ist

t

ein Isomorphismus fiir jedes q >0.
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Korollar 12.15.

Sei X ein Schema. Flir jede abelsche Gruppe G siné die
semialgebraischen Homologiegruppen HC(X(C),G) und semi-
algebraischen Kohomologiegruppen Hq(é(c),G) unabhdngig
von der Auswahl des reell abgeschlossenen Teilk&rpers
von C (d.h. sind K und L reell abgeschlossene Teilkdrper
von C mit C = K(V=T) und C = L(V=T), so sind H_(X(C)y,G)
(bzw. BIX(C),6)) und H(X(C),6) (bzw. vI(X(C);,G))

als Gruppen abstrakt isomorphn).

Beweis:
Der entscheidende Punkt ist
(*) Fir jede natilirliche 2Zahl 1 ist der kanonische Mor-
phismus HL(X(C), lim 2/1%*m) -~ 1im #9(x(0),2/1'27)
i€IN i€
ein Isomorphismus.
Begriindung von (*):
Sei (Ujlj = 1,...,p) eine Uberdeckung von X(C), so das
'21“5 kontrahierbar ist fiir jede Teilmenge I von
%1,...,p}. Arbeitet man mit der Cechkohomologie zu die-
ser Uberdeckung, so geniligt es zu zeigen:
Flir jedes i € IN habe man einen Komplex Ky
e ~K2 33~K2+1 - ... endlicher abelscher Gruppen.
bn

Weiter sei O -—K.l .-Kz - ’Kn-1 -— Kn«— ... ein projek-

tives System von Komplexen, so daB jedes bn =

(...,bﬁ,bﬁ+1,..v) surjektiv ist (d.h. jedes bi ist sur-

jektiv). Dann ist die kanonische Abbildung g :HY( lim Ki)*
i

lim Hq(Ki) ein Isomorphismus.
1
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el die Differentiale des

Seien a" : (LimK.)™ - (limK,)

- 1 - 1
Komplexes _lim Ki -
Injektivitdt von g:
Gegeben sei ein x = (x.(,xz,...) E(q;‘gl(i)q mit a¥(x) = o,
d.h. a?(xi) = 0 fiir jedes i EIN. Es sei g(X) = 0, wobei
X das durch x gegebene Element aus 1Y limKi) ist. Es

N N q-1 . q-1 _

gibt also zu jedem i €EIN ein Y €Ki mit aj (yi) = X5
Also ist O e(ac.li_‘l)_1 (xq) ~ (33-1)-1 (x) - ... ein projek-

tives System nichtleerer endlicher Mengen. Es ist dann

JLlim (aq 1) (x;) nicht leer. Man wihle ein
L€IN
y € 11m(a 1(xi) . Es ist dann y € ( limki)q 1 und

2971 (y) = x. Also ist x = O.
Surjektivitdt von g:

P : q P N _
Gegeben sei ein x € 1lim H (Xi) s definiert durch eine Fol
ge (Xq,Xy,...) mit x; EK? fir jedes i €N, so daB
q _ G 4 ; q q-1 &
ai(xi) O fiir jedes i €IN und (bi(xi) X, .l)ea (K

1)

fir jedes i €N ~{1}. Man definiere eine Folge (y1,y2,...)
induktiv: Sei Yq = Xq- Seien Yqreeoo¥y schon definiert,
so das y; €:(q fir i = 1,...,k, b%(yi) =y ¢ flUr
i=2,...,k und (yi-xi) n‘?"(xq") fir i = 1,...,k. Es

i g - 3-1 a1 a-1 . ga-1  ga-1

ist (bk+1(xk+1) yk) Ea (Kk ). Da bk+1 Kk+1 Kg

surjektiv ist, existiert ein z EKE? mit b, (x

1 et we1) T ¥y T

ad” 1(bq 1(z)). Man setze y, 4 = . Es ist

x Prar Sepq = 21 (2)

q a - _ 3
dann vieyq €L 0 B (epq) = vy UnE (g T € T
Es ist y = (y1,y2,...) €( limKi)q und aq(y) =0. Isty

das durch y gegebene Element aus 1%( 1imKi), so ist g(y)=x.
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Nach Satz 12.14. hat man einen Isomorphismus projektiver
Systeme
o«aq(xet', ?/lZ)«—Hq(Xet;z/lzz)«
0—H(x(C),2/12) ~ KL(X(C) , 2/1%7) ~ . ..
Also hat man nach (*) einen kanonischen Isomorphismus
¢ 1im #%(x_,, 2/1%9) Za%x(0), Linz/1'7) .
pa 1im2/1%z flach tber 7 ist, gilt
(***)Der kanonische Morphismus
#9(x(0),®) o, linz/1's + 5¥(x(0), Linz/1%7) ist
ein Isomorphismus.
Seien X und L reell abgeschlossene Teilkdrper von C mit
C = K(V=T) und C = L(V=T). Aus (**) und (***) folgt, daB
die lim3/1'z-Moduln B(x(C) g, D) @z_l'ﬁz/liz und
KA x@) . » 02.1_1'.m_7/li2’ isomorph sind fir jedes 1 €IN.
Ist 1 eine Primzahl, so ist der Rang des %-Moduls

u9(x(C),2) gleich dem Rang des _lim 2/1'z-Moduls

H¥(x (), ) ®, 1im2/17 und der 1-Torsionsanteil von

H4(x(c),2) ist isomorph zum Torsionsmodul von

19(x(C), ) @, 1inz/1*2 ((X(C), ) ist eine endlich er-
zeugte Gruppe). Also ist #4(x(C), 2) unabhdngig von der
Auswahl des reell abgeschlossenen Teilkérpers von C. Aus
den universellen Koeffizientenformeln E¥(X(C),G) =

#9(x(0),2) @,6 © Tor? (8% (x(0), D) ,6) und #y(X(0),6) =

a+1

som, (14(x(0),21,0) @ Extjm¥ (x(C), 7,0 folgt nun

Korollar 12.15..

Sei X ein Schema und seien K,L reell abgeschlossene Teil-
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kérper von C mit C = K(V=T) und C = L(V=T). Nach geeig-
neter Wahl von 1 € IN hat man das Diagramm
13x(0) ., Lma/1tn 2 — w¥x(0) B
rl
dinkd(x,,,7/1)
s|t
adx(o), Lnztn ———wd @, »
wobei u und v gegeben sind durch den Garbenmorphismus
z »ingz/liz. Es bleibt die Frage, ob unter dem (kanoni-
schen) Isomorphismus s-r‘1 die Untergruppe Hq(X(C)K,T) auf

die Untergruppe Hq(X(C)L.Z) abgebildet wird.
Aus Satz 12.12. erhdlt man Koroliar 12.16.

Korollar 12.16.

Sei X ein zusammenhdngendes Schema. Die algebraische Fun-
damentalgruppe von X ist isomorph zu der proendlichen Kom-
plettierung der semialgebraischen Fundamentalgruppe von

X(C) .

Seien K und L reell abgeschlossene Teilkdrper von C mit

C = K(V=T) und C = L(V-1) und X ein Schema. Die proendli-
chen Komplettierungen n,(X(C)K,x)A und 1r1(X(C)L,x)A sind
isomorph. Serre zeigt in [S] an einem Beispiel, daB je-
doch ﬂ1(X(C)K,X) und n1(X(C)L,x) im allgemeinen nicht
isomorph sind. Auch ist der Topos von X{Cly im allgemei-

nen nicht dguivalent zum Topos von X(C)L.
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Anhang

Der Anhang dient dem Beweis der S&tze 12.12. und 12.14..
Satz 12.12. folgt auf B) und Satz 12.14. folgt aus Y)

des nachfolgenden allgemeinen Vergleichssatzes.

Satz
Sei f : X »S ein Morphismus von Schemata. Man hat das
kommutative Diagramm von Siten

£ x

xsa et

fsa Iet

s} —— S

sa € et

a) Fir eine Garbe F von Mengen auf xet ist
* *
€ fetaF - fsatz F
ein Isomorphismus.
B) Flr eine Garbe F indfiniter Gruppen auf Xet und
q €{o, 1} ist
*g9 q *
£*R fet‘F -+ R fsa‘c F
ein Isomorphismus.
) Fiir eine abelsche Torsionsgarbe F auf xet und
q E]:No ist
*g9d q *
e*R fettF.q R fsazz F

ein Isomorphismus.

Dieser Satz ist Théoréme 4.1. aus SGA 4, XVI. Auch der

Beweis wird entsprechend gefiihrt wie dort. Der Beweis
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ist hier sehr ausfiilhrlich dargestellt und daher sehr lang
geraten. Es sei ausdriicklich darauf hingewiesen, da8 zum
Beweis von a) und y) keine Ergebnisse fiir den Fall (C,R)=
(€, IR) herangezogen werden. Um B) zu beweisen, wird je-
doch der Riemannsche Existenzsatz flir Zariski-offene Teil-
mengen von Aé benttigt (denn es wird Satz 11.16. verwen-

det) .

Eine Garbe F auf einem semialgebraischen Raum X heiBt kon-
struierbar, wenn es semialgebraische Teilmengen XyreeosXp
von X gibt, so daB X = X, U... er und E‘Ixi isomorph zu

einer konstanten Garbe auf X; ist (1 =1,...,1).

Lemma 1.

Sei f :F »G ein Garbenmorphismus zwischen konstruierba-
ren Garben auf einem semialgebraischen Raum X, so das
Fx 'Gx ein Isomorphismus ist filir jedes x €X. Dann ist f

ein Isomorphismus.

Lemma 2.
v

Sei Zx,X X ein kartesisches Diagramm

2 —Y

g
affiner semialgebraischer R&ume, wobei f eigentlich ist,
und sei F eine konstante Garbe von Mengen (bzw. von end-

lichen Gruppen, bzw. von abelschen Gruppen) auf X. Dann
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ist der Basiswechselmorphismus
g*R¥E,F » R%u,v*F

ein Isomorphismus fiir g = O (bzw. q €{0,1}, bzw. g€ mo) .

Lemma 3.

Sei f : X -»Y eine eigentliche Abbildung zwischen affinen
semialgebraischen Rdumen und sei F eine konstante Garbe
von Mengen (bzw. von endlichen Gruppen, bzw. von abel-
schen Gruppen) auf X. Dann ist qu,P eine konstruierbare

Garbe auf Y fiir ¢ = O (bzw. q €{0,1}, bzw. g €N .

Der Beweis von Lemma 1 ist trivial. Lemma 2 ist im Falle,
daB F eine abelsche Garbe ist, in [D,] bewiesen. Mit Hil-

fe des Satzes von Hardt erhilt man Lemma 3 aus Lemma 2.
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Beweis von a):

Seien z Lox E—Y Morphismen von Schemata und F eine Garbe

von Mengen auf Zet‘

F = 9ga,

i * * *
(1) Sind ¢ Jets ¢*F und ¢ fet‘(get*F) -

foa.t* (g

sa F) injektiv, so ist auch e*(f-g)et'F -

etx
- * inj i
(f g)sa*c F injektiv.

(2) Ist e*E-qg) F —(f-g), e*F injektiv, so ist auch

etx

e*f (g

ots F) —f e*(get*F) injektiv.

etx sax

(3) Sei F =G ein injektiver Garbenmorphismus auf Zop-
* *G inj i *
Ist ¢ get‘G *gsa‘c G injektiv, so ist auch ¢ get*F -

gsa‘z‘F injektiv.

(4) Sei g surjektiv und sei G eine Mengengarbe auf Xop-

Ist e¢*(f-g)

. j i i =g . *
o ff g)sa‘c‘F injektiv fiir F 9t *G/

5 N e ins :
so ist auch ¢ fet:G - fsa‘c G injektiv.

. P °
(1)" Sind c‘gettF - gsaxc‘F und c‘fetx(geth) > ‘sa:c‘(gett‘)

bijektiv, so ist auch c‘(f-g)et‘F - (f'g)sagE‘F bijek-

tiv.

(2)' sind e*(£f-q) F - (f.g)sa:E‘F und z*get‘F - g *F

etx sax’

bijektiv, so ist auch :'fet‘(q F) = fsa‘&‘(g F)

etx etx

bijektiv.

(3)' Sei F -G ein injektiver Garbenmorphismus auf Zot-

*, * ol i i *
Ist ¢ get*G = Jsast G bijektiv und ist ¢ 9et.H -

gsa‘e‘H injektiv fiir jede Mengengarbe H auf Ze so

£

ist °‘geth - gsa‘a'F bijektiv.

(4)' Sei g surjektiv und sei G eine Mengengarbe auf xet.

Sind e*(f-g)  F » (f-9) , e*F und e*g  F » g  e*F
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bijektiv fiir F = get‘G und ist E‘fetxH - fsa*c‘H in-

jektiv fiir jede Mengengarbe H auf X so ist

et’

. ‘s
°‘fet,.G - fsa:‘ G bijektiv.

Trivial zu beweisen sind (1), (2), (3), (1)', (2)'. (4)

folgt aus (2) und (3) ((3) wird angewendet auf G»gehget*c) .

Ebenso folgt (4)' aus (2)' und (3)'.
Beweis von (3)': Den Garbenmorphismus F -G kann man zu
einer exakten Sequenz F -G 3H ergdnzen. Man hat dann das

kommutative Diagramm mit exakten Zeilen

* —_— *, —_— X
E* et T € geth —¢t get:H

r s t

g E¥F — gsa‘c*G =g e*y

sax sax

Ist s bijektiv und t injektiv, so ist r bijektiv.

(I) Seien f :X -»S ein eigentlicher Morphismus und F eine
Mengengarbe auf xet. Dann ist "'fetgF - fsas“F bi-
jektiv.

Beweis:

Sei zunichst F eine endliche konstante Mengengarbe auf

X_ .- Nach SGA 4, X1v, 1.1. ist £ F eine konstruierbare

et etx

Garbe auf S_, . Ebenso ist £ e*F eine konstruierbare

et sax

Garbe auf S(C). Also geniigt es zu zeigen, daB (*;'fet‘f‘)x -

(fsa‘e'F)x ein Isomorphismus ist fiir jedes x €S(C). Es

: _ _ .0, -1 -1
ist (e¥f F)y = (£, F) = H (£ (x) ( FIE (x) )

(sGa 4, XIT, 5.2.) und (£, e*F), = #O(£7 00 e FiE (x) )
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(Lemma 2). Da nach Satz 7.18. die Zusammenhangskomponen-
ter von f_ (x) den semialgebraischen Zusammenhangskompo-

nenten von f_1(x)(C) entsprechen, ist (e*f  F) -~ (£, e*F)

ets 'x

eir Isomorphismus.

Hun wird gezeict, das c*fet‘F - fsa‘c*F injektiv ist fir

jece Mengengarbe F auf xet‘ Nach sSGA 4, IX, 2.7.2. ist

= lim Fj, wobei Fy konstruierbar ist. Also ist OE F

konstruierbar. Nach SGA 4, IX, 2.14. hat man einen Mono-
n

morphismus F - 121(pi)etg(ci)' wobei p; :X; »X ein end-

licher Morphnismus von Schemata und ci eine endliche kon-

stante Mengengarbe auf (xi)et ist. Somit ist nach (3)

OE F =p C, wobei p :Y »X ein endlicher Morphismus und

etx

C eine endliche konstante Mengengarbe auf Yoe ist. Nach

(2) ist c‘fet‘F - fsa*e‘F injektiv.

Ersetzt man (3) und (2) durch (3)' und (2)', so erhidlt

man wie eben, das c‘fet‘F - fsa‘c'P bijektiv ist.

(II) Seien f :X »S ein affiner Morphismus und F eine Men-

i * * i -

gengarbe auf xet‘ Dann ist ¢ fet*P - fsa‘c F bijek:
tiv.

Beweis:

3, i * - * j i
ZunZchst wird gezeigt, daB ¢ fettF fsa*C F injektiv
ist. OE sind X und S affin und reduziert. Wie unter (I)
ist OE F eine konstante endliche Garbe. Man hat eine Fak-
torisierung

X—2> S

\/f'
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wobei i eine offene Immersion und £' projektiv ist. Nach

ol U i * i *
(1) und (I) geniigt es zu zeigen, daB ¢ iet*F— icast F

injektiv ist. Sei t : T ~S° eine Singularit&dtenaufldsung
von So'

T e—3 .1

s t

—_—
X T So
Es i *3 * 3 * * i4 i '
Es ist ¢ Jetn(set F) = Jsast (Set F) bijektiv. Nach (1)
; *(tod * 3 * *

und (I) ist dann e¢*(t J)et*(set F) - (t ])sa*t (sez 7)
(

bijektiv, also ist auch e¢*(i-s) F) -

.
Set

i * *F ig i i *§ *
(x-s)sa‘c (set F) bijektiv. Nach (4) ist ¢ let‘F = g, 8*F

etx

injektiv.
Ersetzt man (1), (2), (3), (4) durch (1)', (2)', (3)',
(4)', so erhdlt man mit denselben Uberlegungen wie eben,

N o i X
das :*fet‘F - fsa‘c F bijektiv ist.

(III)Seien f : X »S ein beliebiger Morphismus und F eine

Mengengarbe auf Xot+ Dann ist e‘fet'F - fsa*ExF
bijektiv.

Beweis:

Seien x1,...,xr affine Zariski-offene Teilmengen von X,

die X liberdecken. Man hat den Morphismus .i X; =X Nach

(4) und (II) ist c‘fec*F - fsa*e'F injekti;f Nach (4)'

und (II) ist e*f  F = £  ¢*F bijektiv.
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Beweis von B):

a)

b)

c)

Sei £ :X »Y ein Morphismus von Schemata. Ist F eine

Garbe indfiniter Gruppen auf Yo so ist fe *F eine

t’ t

Garbe indfiniter Gruppen auf Xe Ist G eine Garbe

£

indfiniter Gruppen auf Xe so ist fet‘G eine Garbe

v
indfiniter Gruppen auf Yet'
Seien f : E' -E ein Morphismus von Siten uAd u:F +G
ein Monomorphismus von Gruppengarben auf E'. Man hat
dann eine exakte Sequenz punktierter Garben auf E

1-£,F 2£,6-£,(6/F) Dr's,F Sr'e,c.
£4G operiert von links auf f,(G/F) und r induziert
einen Monomorphismus E‘G\f,(G/F)-E R1f*F.Das Bildvon
t ist der Kern von s. ([G, III, 3.2.2., 3.2.3.]).
seien E" LE' L Morphismen von Siten und F eine
Gruppengarbe auf E". Man hat eine exakte Sequenz
punktierter Mengengarben auf E

1R, (g,F) TR (£09),F -ROF, (R1q,F) .

r ist ein injektiver Garbenmorphismus ({G, V, 3.1.3.]).

In den folgenden Bemerkungen (1) bis (4) ist f : X =Y ein

Morphismus von Schemata und F eine Gruppengarbe auf Xet-

F heiBt effacable fiir £, wenn es eine Gruppengarbe G auf

X

et

und einen injektiven Garbenmorphismus F -G gibt, so
1

1
* * i i
daB8 R fsa’c F » R fsa*e G der Nullmorphismus ist.
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. 1 1 - :
* > * v
(1) Es ist e*R F R'f €*F injektiv. Insbesondere

ist H' (X, F) - HU(X_, c*F) injektiv.

a

Beweis:

Sei G = T (i) (i )*F, wobei i_ :X -»X ein geometrischer
xex *T0% *

Punkt von X ist, der in x lokalisiert ist. Es ist R1fet‘G=0.

Der kanonische Morphismus F -G ist injektiv. Man hat das
kommutative Diagramm
1
* *
E*E 1 G » e¥E (G/F) » e*R £, F >0
rJ sl t[
1 1
*, *
£5ast*G = £ 4 8% (G/F) » RE__ e*F - RE_ e*G
Nach o) sind r und s bijektiv. Deshalb ist nach b) die
Abbildung t injektiv.

1 1 5 s .
* - *
(2) Ist e*R f ‘F R fsa*‘ F ein Isomorphismus, so ist

t
F effacable.

Beweis:

Man wdhle G wie im Beweis von (1). Es ist dann

R1£sa¢£‘F - R1fsat5‘5 der Nullmorphismus.

N 1 1 N
* *
(3) 1Ist F effacable, so ist e¢*R fet‘F -+ R fsa‘: F ein
Isomorphismus.

Beweis:
Seien G eine Gruppengarbe auf KXot und F »G ein injektiver

i 1 * 1 * -
Garbenmorphismus, so das8 R fsa*‘ F -+ R fsa‘t G der Null

morphismus ist. Man hat das kommutative Diagramm
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e*f . (G/F) —— ¢*R'E__F

etx etx
r t
1 1
* * *
foant (G/F) ———F— R'f_  e*F ———> R f__ ¢*G

r und s sind surjektiv. Also ist auch t surjektiv. Nach

(1) ist t injektiv.

(4) Seien G eine Gruppengarbe auf KXot und F -G ein injek-
s s 1 1
* *,
tiver Garbenmorphismus. Ist e*R EettG -+ R fsaté G
ein Isomorphismus, so ist auch c‘R"f F - R1f e*F
etx sasx

ein Isomorphismus.

Beweis:

Nach (2) ist G effacable. Damit ist auch F effacable. Die

Behauptung folgt nun aus (3).

(5) Seien 2 Lx E»Y Morphismen von Schemata und F eine
1,- 1
* . . *
Gruppengarbe auf 2 £ Ist e*R (f.q) t«F - R (f g)s X F

ein Isomorphismus, so ist auch c‘le F) -

ets oty

. : .
as (ger_‘P) ein Isomorphismus.

R's
s
Beweis:

Nach c¢) hat man das kommutative Diagramm mit exakten

Zeilen
1+ em'e (g B — erl(feq)  F —etrOf_ (Rlg )
etx etx etx
= v
R1fsaa°'(gettF) u Rofsaat‘(R1gettF)
s lP

1 M L 0 1 N
1 - R fsa,(gsa:": F) —t-—-»R (£ g)sa‘a*FT R fsa‘(R Isaxt F)
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Nach a) ist w injektiv, nach (1) ist p injektiv. Nach c¢)
ist t injektiv. Ist also u surjektiv, so ist auch s.r sur-
jektiv. Nach o) ist s ein Isomorphismus. Somit ist r sur-

jektiv. Nach (1) ist r injektiv.

(6) seien z Tax z-—Y Morphismen von Schemata, wobei g
surjektiv ist, und F eine Gruppengarbe auf Xor+ Ist

*F) > R (£og)
1

1 i -
E*R (f'g)etg(get c*(qet‘F) ein Iso

morphismus, so ist auch e*R

sax
1 :
£ F *F ein
ety ” R fsa*c
Isomorphismus.
Beweis:

Man hat den injektiven Garbenmorphismus F -+ g F.

*
etsdet
Die Behauptung folgt aus (4) und (5).
(7)  seien z3x fy Morphismen von Schemata. Fir jede
- P s 1

Garbe G indfiniter Gruppen auf xet sei g*R feth -

R1fsa*z‘G ein Isomorphismus. Sei F eine konstruier-

bare Garbe indfiniter Gruppen auf Zgpr SO das

1 1 : N :
£*R get*F - R qsaxa*F ein Isomorphismus ist. Dann
: 1 1 s
* o - * -

ist auch &¢*R (f g)et*F -+ R (f q)sa‘t F ein Isomor

phismus.
Beweis:
Es gibt endlich viele geometrische Punkte ik LN -z

n
(k =1,...,n) von 2, so daB F »G := T (ik)‘(ik)‘F injek-
k=1

tiv ist. G ist eine Garbe indfiniter Gruppen auf Zet' Es
G = 0. Nach ¢) ist auch

1 _ o el
R fetx(getxcl = 0. Somit ist O = &*R fet‘(g

. 1 _ 1
ist Rlg, G =0 und R (f-g)et‘

etsl) —
1 . ~ o1 - ;
R f5345 (get:G) —R fsa‘(gsa‘e G) (die erste Isomorphie
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gilt nach Voraussetzung, die zweite nach a)). Man hat

das kommutative Diagramm

1 1
* * =
£*R get«F E*R'g t‘G (o)

r

1 . 1 .
R95a,¢"F s R'gga,5%C N

Nach Voraussetzung ist r ein Isomorphismus. Also ist s
die Nullabbildung. Nach c) hat man nun das kommutative

Diacramm mit exakter unterer Zeile

1 (o] 1
R (f~9)5a‘(e‘F) - R fsa*(R Igae & *F)
u [¢]
|

1 (¢] 1
0O -+ R (f-g)sa‘(z*G) - R fsax(R g £*G)

sax
Also ist u die Nullabbildung. Damit ist F effacable fir

fog. Die Behauptung folgt aus (3).

(8) Seien X ein Schema und Y eine Zariski-abgeschlossene
Teilmenge von X. Zu jedem x €X(C) gebe es eine Za-
riski-offene Umgebung U von x in X und einen etalen
Morphismus 1 :U +A", so daB U NY = V(l*(t1)) U...u
V(1*(t)), wobei Eyeenenty Koordinatenfunktionen auf

al

sind. Seien i :X ~Y »X die Inklusion und F die
konstante Garbe auf (X \Y)et zu einer endlichen
; Cenls 1, o o
Gruppe G. Dann ist f : ¢*R let:F -+ R 10,8 F ein
Isomorphismus.
Beweis:

OE ist X zusammenhingend und es gibt einen etalen Morphis-

mus 1 :X -A", so daB ¥ = V(1*(t;)) U... UV(1*(t))), wobei
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t1,...,tm Koordinatenfunktionen auf A" sind. Nach (1) ge-
nligt es die Surjektivitdt von f zu zeigen. Seien L eine
offene semialgebraische Teilmenge von X(C) und h :H -L ~\Y
ein semialgebraischer G-prinzipalhomogener Raum iiber L \Y.
Sei h das durch h gegebene Element von (R‘isa‘c*F)(L). Es
gibt eine Wberdeckung (Lilier) von L \Y, so daB HILi als
G-Raum trivial ilber Li ist flir jedes i €I. Also ist EIL;
das’ausgezeichnete Element von (R1isa‘c‘F)(Li) und somit
ist hIL \Y = f(e), wobei e das ausgezeichnete Element
von (c‘R’iet‘F)(L ~Y) ist. Es ist noch zu zeigen, das
offene semialgebraische Teilmengen L.l,...,Lr vog L und
hy E(z‘Rliet‘F)(Li) existieren, so daB L NY c iglLi und
£(h;) = RIL;.
Man trianguliere simultan L, L nV(l*(tl)),...,L nV(l*(tm)).
so daB die Sterne der Ecken, die in L NY liegen, LNY
iberdecken. Sei e eine Ecke der Triangulierung, die in
LNY liegt. Es sei e €V(1*(t;y)) fir i = 1,...,u und
e €V(1‘(ti)) fir i = u+1,...,m. Es ist dann Stern(e) N
V(t‘(li)) =@ fir i = utl,...,m. Seien q = #G und
Yo = VII*(£y)) U... UV(I*(t ). W = Spec OX\YO[T1,...,Tu]/
(r 317 (e, .. I-1 (e ) Loxny | ist endlich uné etal.
Es gilt
(*) Es gibt einen semialgebraischen G-prinzipalhomogenen
Raum p : P = (XNY ) (C), so das PlStern(e) Y, und
HiStern(e) \Yo als G-prinzipalhomogene Riume isomorph
sind und P'(X\Yo)(C)W(C) als G-prinzipalhomogener

Raum {iber W(C) trivial ist.
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Begriindung:

Man wédhle eine offene semialgebraische Umgebung K von e

in Stern(e), so daB 1(K) ein Polyzylinder von A%(C) mit

Mittelpunkt 1l(e) ist und lIK :K »1(K) ein semialgebrai-

scher Isomorphismus ist. Sei B :Stern(e)x[0,1] »Stern(e)

die Homotopie "lineares Kontrahieren auf e" (also By =

Identitdt vonStern(e) und B, = Kontraktion auf e). Es

existiert ein Punkt y, €K ~Y_, so daB B(y,,t) EAK fir je-

des t €[0,1]. Sei x, ein Punkt aus W(C) mit w(xo) = Yoo

Sei ¢ :[0,1] - w_l(stex:n(e) ~Y,) ein semialgebraischer

Weg mit o(0) = o(1) = X5 Der semialgebraische Weg weo

ist in Stern(e) ~Y_ relativ zu {0,1} homotop zu einem

Weg & mit 6(t) €K Y, flir jedes t €[0,1]. Es gelten

(**) Es gibt ein 1 €w,(Stern(e) Y r¥y). so das T =
[{weo], wobei [weog] das durch weg definierte Ele-
ment aus n1(Stern(e) \Yo,yo) ist.

(“‘)w_1(stern(e) ~Y,) ist zusammenhdngend.

Denn: Es geniigt folgendes zu zeigen: Seien Q =

(Brl(o) ~{0o}) x... x(Bru(o) ~{o}) =B (@, q) x-enx

r

u+1
B = q_

B (an) und We .WO Spech(uQ[TI,...,'L’u]/('l‘1 t.l,...,

&

u -tu)) -+ Q. Sei c :[0,1] -~ wo ein semialgebraischer
Weg mit c(0) = c(1). Dann ist W, zusammenh&dngend und
es gibt ein b €m,(Q,w (c(0))) mit bY = [w_ecl.
Begriindung fiir die letzte Behauptung:

i . - qa_ -
Sei w; :W, = Spech(loBri(o)\(o)[Ti]/(Ti £ Bri(O)\{o}

fir i = 1,...,u und w; = id W= Bri(ai) - Bri(ai) fir
i = u+l,...,n. Es ist dann W, = W, x... W und
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W_ =W, x...xWw . Also ist W_ zusammenhingend und

o 1 n (o]

(W) o (my (W)) = 121“’1)‘(“1("1)) = Q2 x... xqZ x{0} x...x
{0} czx...xz2x{0} x... x{0} = n ().

Auf W(C) operiert die Gruppe u = Bg *ees *Bg = (uq) '
wobei uq die Gruppe der g-ten Einheitswurzeln aus C ist.

W(C) wird dadurch zu einem semialgebraischen u-prinzipal-
homogenen Raum. Sei ¢ imy ((X\YO) ()] ,yo) -p ein Gruppen-
homomorphismus, der diesen semialgebraischen p-prinzipal-
homogenen Raum definiert. Es ist dann ker(y) = w,‘(n.l (wW(C) .xo))
< n1((X\Y°) (<) ,Yo) .(W(C) ist zusammenhingend nach (***)).

Sei p : LA (Stern(e)\Yo.yo) - "1((X\Yo) () ,yo) der durch die
Inklusion Stern(e) NY, -(X\Yo) (C) gegebene Gruppenhomomor-
phismus. W(C) |Stern(e) Y, wird dann durch

@ep n.I(Stern(e)\Yo,yo) -~ u gegeben. Also ist p_1(ker(w))=
ker(g.p) = w,(n1 (w-‘l (Stern(e)\‘[o) ,xo) ) c L (Stern(e)\Yo,yo) .
Sei y :m, (Stern(e)\Yo,yc) - G ein Gruppenhomomorphismus,

der den G-prinzipalhomogenen Raum HiStern(e) \YO definiert.
Nach (**) ist w,(m, (w_1(stern(e)\Y°) /%)) € ker(y). Also
faktorisiert ¥ :m,(Stern(e) ~Y_,y ) - w (Stern(e)~Y,,y.)/

0—1 (ker(g)) X,6. Man hat das kommutative Diagramm

v, (Stern(e)~Y . y.) R m (XN (C)Ly,)

n, (Stern(e) MY Ly 1/p” ) tker @) <Rum (XN ) (€),y, ) /ke (@) n

v x| -3
G -

Nach (***) ist @ep surjektiv. Also ist p ein Isomorphis-

mus und somit existiert ein Gruppenhomomorphismus
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P nl((X\Yo) (C),yo)/ker(q)) -G mit x =Xep. Sei
p : 2 = (X~Y ) (C) der durch die Zusammensetzung
by
L ( (X\Yc) (c) ,yo) -y ((X\‘io) © ,yo)/ker (p) — G gegebene
G-prinzipalhomogene Raum iber (X\Yo)(C). Es ist dann (*)

erfiillt.

Aus der Abstiegstheorie folgt die Existenz eines algebrai-
schen G-prinzipalhomogenen Raumes 5 :F o x \Yo,'so das
p:? - (X \Yo)(C) und sC :B(C) - (X \Yo)(C) als semialge-
braische G-prinzipalhomogene Riume isomorph sind. Pix ~Y
gibt ein Element aus H1((x \Y)et’F) und somit auch ein
Element j E(:*R1iet‘F)(x(C)). Es ist f(jlStern(e)) =

RiStern(e).

(9) Es sei Hl(zet,G) - H1(zsa’G) ein Isomorphismus fir

jede endliche Gruppe G und jedes vollstdndige Schema

Z der Dimension <n. Dann ist :‘R1f F > R1f e*F
= ety sax

ein Isomorphismus fiir jeden eigentlichen Morphismus
f :X +-S von Schemata, so daB dim 5—1(5) <n flir je-
des s €S(C), und jede Garbe F indfiniter Gruoppen
auf Kot
Beweis:
Nach SGA 4, IX, 2.7.2. ist eine Garbe indfiniter Gruppen
ein filtrierender induktiver Limes konstruierbarer Garben
indfiniter Gruppen. Also ist OE F eine konstruierbare Gar-
be indfiniter Gruppen. Nach SGA 4, Ix,k2.14. hat man

einen injektiven Garbenmorphismus F -» T (p.)
P

.,
i=1 *

etx
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wobei P; :xi -X ein endlicher Morphismus und Ci die kon-
stante Garbe zu einer endlichen Gruppe auf (Xi)et ist.
Also ist OE F die konstante Garbe zu einer endlichen
Gruppe (nach (4) und (5)). Nach SGA 4, XIV, 1.1. ist

R1f F eine konstruierbare Garbe auf S_.. Ebenso ist
etx et

nach Lemma 3 R1fsaxt*F eine konstruierbare Garbe auf S(C).
- 5 1 1
* £ *
Es geniligt deshalb zu zeigen, daB (&*R fettF)s - (R foaet F)S
ein Isomorphismus ist fiir jedes s €S(C). Nach SGA 4, XII,

: 1 _glie? -1
5.2. ist (e*R fettF)s =H (f (s)et'F[f (s) _,). Nach

et
. 1 . S O | PN |
Lemma 2 ist (R £, e F)S =H (f (s)sa,e FIf (s)sa).
(I) Seien X ein Schema der Dimension <1 und F die kon-
stante Garbe zu einer endlichen Gruppe G auf Xet'

Dann ist HI(Xet,F) - H1(X e*F) ein Isomorphismus.

sa’
Beweis:

Nach (6) und indem man zur Normalisierung von Xred tber-
geht, kann man OE annehmen, da8 X ein zusammenhingendes
normales Schema der Dimension 1 ist. Nach (1) ist nur
noch die Surjektivitdt von H'(X, ,F) = H' (X ., e*F) zu
zeigen. Sei t : T +X(C) ein semialgebraischer G-prinzipal-
homogener Raum iiber X(C). Man wdhle nichtleere Zariski-
offene Teilmengen U von A1 und V von X und einen endlichen

Twy : ') -

und etalen Morphismus h :V »U. Sei t' = t|t~
V(). heet' it (V) 5U(C) ist eine semialgebraische Uber-
lagerung von U(C). Nach Satz 11.16. gibt es einen endlichen
und etalen Morphismus 1 :Y -»U und einen semialgebraischen

Tsomorphismus s :Y(C) +t™' (V), so das (h-t')es = 1. Nach
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Satz 12.11. gibt es einen Morphismus g : Y -V von Schemata,
so daB t'es = gc. g ist endlich und etal. Es gibt ein
normales rein 1-dimensionales Schema Z und einen endli-
chen Morphismus p : 2 »X, so da8 p_1(v) = Y und pip_1(v) =g
undé p"(v) dicht in 2 ist. Nach Proposition 7.2. setzt
sich s fort zu einem iscalgebraischen Isomorphismus

r : 2(C) »T. Also ist p etal. Nach Satz 12.11. gibt es ge-
nau eine Operation von G auf 2z, so daB8 Z dadurch zu einem
algsbraischen G-prinzipalhomogenen Raum iiber X wird und

r ein Isomorphismus ist zwischen den semialgebraischen

G-prinzipalhomogenen Riumen t : T -+X(C) und P : 2(C) »X(C).

(II) Seien £ : X +S ein eigentlicher Morphismus und T
eine Garbe indfiniter Gruppen auf Xet. Dann ist
C‘R1fet:F - R1fsaxt‘F ein Isomorphismus.

Beweis:

Der Beweis wird durch vollstdndige Induktion nach der

relativen Dimension max{dim 2_1(5)[5 €S(C)} gefihrt.

Ist die relative Dimension <1, so folgt die Behauptung

aus (9) und (I). (II) gelte fiir die relative Dimension

<n. Nach (9) ist im Induktionsschritt zu zeigen

(*) Seien Z ein vollstidndiges Schema der Dimension <n
und F die konstante Garbe zu einer endlichen Gruppe
auf Zet‘ Dann ist H1(Zec'F) - H1(Zsa,c‘F) ein Iso-
morphismus.

Auf jeder irreduziblen Komponente Zi von Z wédhle man eine

(nichtleere) Zariski-offene Teilmenge Ui von Z und ein
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li €oz(Ui), so das li nicht konstant ist und Ui nt =g
fir i +j. Die 1; definieren ein 1 €0, (UU;). Sei 7 der
Zariski-AbschluB8 des Graphen von 1 in ZxIPl. Man hat

das kommutative Diagramm

Z/EX.

Spec C

IP1

wobei p und g die Einschrinkungen der Projektionen

", »' auf 7 sind. Die relative Dimen-

zx®' 42 und zxP
sion von g ist <n. Nach (6) geniligt es zu zeigen, daB
e*r' (veq)

1 . :
et:(Pet‘F) -R (v-q)satc‘(pet‘F) ein Isomorphis-

mus ist. Dies folgt aus (7).

(III)Seien U eine dichte Zariski-offene Teilmenge eines
Schemas X, i :U =X die Inklusion und F die konstante
Garbe zu einer endlichen Gruppe auf Uge Dann ist

1 1. N
e*R iet*F - R lsa‘e*F ein Isomorphismus.
Beweis:
OE ist X reduziert. Man hat ein kommutatives Diagramm
Y
q P

U —a U —F X

reg 3 i

wobei Y ein reguldres Schema, p ein projektiver Morphis-

mus und q eine offene Immersion ist, so daB Y \q(Ureg)

ein Divisor mit normal crossings ist. Der Garbenmorphis-

mus F - (jet)‘(jet)‘P ist injektiv. Nach (4) und (5)
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. 1
* . !
geniigt es zu zeigen, daB ¢*R (p q)et‘(()et)*F) -

R1(p~q) 5*((jet)‘F) ein Isomorphismus ist. Dies folgt

sax
aus (7), (8) und (II).

(IV) Seien f :X »S ein affiner Morphismus von Schemata
und F eine Garbe indfiniter Gruppen auf Xet' Dann
N 1 1 :
ist e*R fettF - R fsa*E‘F ein Isomorphismus.

Beweis:

Wie im Beweis von (9) ist OE F die konstante Garbe zu

einer endlichen Gruppe. Man hat ein kommutatives Dia-

— i v
é\\\\\\\\‘ lP
S

wobei p ein projektiver Morphismus und i eine offene

gramm

X

Immersion ist, so daB8 i(X) dicht in ¥ ist. (IV) folgt

aus (7), (II), und (III).

(V) Seien f :X -»S ein beliebiger Morphismus von Schemata
und F eine Garbe indfiniter Gruppen auf xet' Dann
ist 5‘R1fet*F - R1fsa‘e*F ein Isomorphismus.

Beweis:

Seien Xy,... X, affine Zariski-offene Teilmengen von X,

die X iberdecken. Manhat den Morphismus i xi +X. (V)

i=1
folgt aus (6) und (IV).
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Beweis von Y):

Sei X ein Schema. D+(Xet) bezeichnet die derivierte Kate-
gorie der Kategorie Ab(xet) der abelschen Garben auf xet
(die Objekte von D+(xet) sind die nach links beschrdnkten
Komplexe aus Ab(xet))' entsprechend bezeichnet D*(Xsa)

die derivierte Kategorie von Ab(xsa). Mit R'h wird die
Rechtsableitung eines Funktors h bezeichnet. (2Zur Defini-
tion von derivierten Kategorien und Rechtsableitungen sie-
he SGA 4%). Sei £ :X -»S ein Morphismus von Schemata.

+ + +
* *
£*R fet. und R fsaxE sind exakte Funktoren von D (Xet)

nach D+(ssa)‘ (Man beachte, daB ¢* ein exakter Funktor
von Ab(X,,) nach Ab(X_,) bzw. von Ab(S,.) nach Ab(S_,)
ist; somit kann man schreiben R+e‘ = ¢*). Man hat den ka-
nonischen Morphismus zwischen graduierten Funktoren

+ + ~ o+ +
* = * * - N
¥R, = RU(e* £,,) =R (£ ,,e%) ~ R £ e* und somit

i i =it+
auch Morphismen zwischen Funktoren g*R fetx HLe*R fett o

i+ . ool . .
H'R fsat‘ =R fsa‘c . Eine abelsche Garbe F auf xet wird
identifiziert mit dem Komplex K EOb(D+(Xet))' so das

i

k' = 0 fir i +0 und kX° = F. Es ist dann zu zeigen, daB

* + + * : 3 : + s
e*R fettF -+ R fsa*e F ein Isomorphismus in D (Ssa) ist

fir jede Torsionsgarbe F auf xet'

(1) Sei f :X -»Y ein Morphismus von Schemata. Fiir jede

. . + +
Torsionsgarbe F auf xe sei g*R fet:F -+ R fsa‘C‘F

t

ein Isomorphismus. Sei K €ob(DT(X_.)), so das Hi(K)

et

eine Torsionsgarbe ist fiir jedes i €2. Dann ist
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* * i i
E*R fet*x -R fSatc K ein Isomorphismus.
Beweis:
: + + .
Die Spektralsequenzen zu R fet: und R fsa* liefern

P.q P q zP+tdpt - P9 «rt
EZ' = g*Rf etx (H*(K)) = e*H R feth =H e*R fettk

P9 _ g9 = rP HY (e* Prap+ *
EZ RP f (c H*(K)) R fsa‘(H (e*K)) = H R fsa‘c K.
Somit ist H (a) ein Isomorphismus in Ab(‘isa) fir jedes

: : . ent . . . . _
i €2, wobei a : g*R feth R fsaxc K. Also ist a ein Iso

morphismus in D+(Ysa) .

(2) seien z Lux LY Morphismen von Schemata und
+ . nt +
K €0b (D (Zet)) . Sind e*R gettK - R gsa*c*K und
ot +
E*R fet*(R g
. +
so ist auch e*R (f~g)et'l( - R+(f~g)sa*c‘x ein Isomor-

+ «(nt :
et*K) -+ R fsaz': (R qet*K) Isomorphismen,

phismus.
Beweis:

Der Morphismus :*R+fet* - R+fsa‘£“ gibt den Morphismus

ent + + «rt :
u:e*R feth oty ™ R fsax‘ R [ der Morphismus

+ s : + +
z‘R Tt = R gsa‘:' gibt den Morphismus v : R fsa,"R g

+
R fsa:R S

etx ~

saxt €*. Man hat das kommutative Diagramm von Mor-

phismen zwischen Funktoren

u ot + v o+
exs et:R Tete R fgaut*R 9oy, —RLRIg 0%
‘T I
.
e*R (f-g) —_ . rYE. -g)

et* sax®

Aus diesem Diagramm folgt die Behauptung von (2).

Bemerkung:

Ist E'(K) eine Torsionsgarbe filir jedes i €2, so ist auch
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Hl(R+get‘K) eine Torsionsgarbe fiir jedes i €7. Denn: Man

hat die Spektralsequenz Eg’q = Rpget‘(ﬂq(K)) = Hp+q(R+g

und nach SGA 4, IX, 1.2. ist RPg

et*K)

(H%(K)) eine Torsions-
etx*

garbe fiir jedes p,q €2.

(3) seien z Lux £—Y Morphismen von Schemata und
+ + +
K €0b (D (Zet))' Sind e*R get‘K - R gsa‘z*x und

+ + : :
E¥R (f-g)et‘x - R (f-g)sa‘c*K Isomorphismen, so ist

+ + + «nt : _
auch e*R fetx(a get‘K) -+ R fsa‘ﬁ (R get‘K) ein Iso

morphismus.
Der Beweis ergibt sich aus dem Diagramm im Beweis von

(2).

Bemerkung:

Es sei 2 $5X endlich. Nach SGA 4, VIII, 5.5. ist qetx

exakt, ebenso ist nach Proposition 4.2. Ssax exakt. Also

. + _ + _ A
ist R Fets = Jots und R g = 95as und somit ist

- RYg

sax

;*R+g £* ein Isomorphismus (nach a)).

etx sas

(4) seien z Lix E—Y Morphismen von Schemata, wobei g

surjektiv ist. Fir jede Torsionsgarbe F auf Zet

i *g* * * *rY (£
seien e*R getgF -+ R Isas’ F und e¢*R (f g)et‘F -
+ +
e * i i *
R (£ g)sa“ F Isomorphismen. Dann ist auch &*R fet‘G -
rYe
S

a‘c‘G ein Isomorphismus fiir jede Torsionsgarbe

G auf o+
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Beweis:
Der Beweis ergibt sich aus den folgenden drei Punkten.
Es sei n €2 gegeben.

5 i i . o s
i) Ist ¢*R7E G » Rf_, ¢*G bijektiv fir i <n fir jede

Torsionsgarbe G auf X so ist c*RanehE‘ -

et’
Rnﬂfsa‘e*F injektiv fiir jede Torsionsgarbe F auf

xet'
- i i e bitektiv fir i < .
ii) Ist e*R feta:G - R fsa‘a G bijektiv fir i <n und in
jektiv fir i = n+1 flr jede Torsionsgarbe G auf Xopr
i i s s N P
SO ist g*R fet*K - R fsa‘c‘K bijektiv fir i <n und
injektiv £ir i = n+1 fir jedes K €0b(d"(X,y)), so
dag HI(K) eine Torsionsgarbe ist fiir jedes j €7
und HI(K) = 0 fiir j <O.
P i i . : O :
iii) Ist e*R feth - R fsa.."'K bijektiv fiir i <n und in-
jektiv fér i = n+1 fir jedes K eob(o*(xet)), so das
HI (X) eine Torsionsgarbe ist fiir jedes j €2 und

n+1

hj - e 4 s L g0*1
H- (K) 0 fir j <0, so ist ¢*R fetzF R fsa‘c‘}:‘

bijektiv fiir jede Torsionsgarbe F auf Xet'

Beweis von i):

Sei F eine Torsionsgarbe auf X__. Es ist lim F » F ein

et m_—"em m

Isomorphismus, wobei 'F der Kern der Multiplikation F or

ist. Deshalb ist OE of = F fiir ein m € IN. Es ist dann

G := 1 (i ) (i )*F eine Torsionsgarbe (i_ :X -+ X ist ein
x€X X' * X X

geometrischer Punkt von X, der in x €X lokalisiert ist).

Es ist R‘lfet‘G = 0 filir jedes i #0. Aus der exakten Se-

quenz O »F +G »G/F -0 erhilt man das kommutative Diagramm

mit exakten Zeilen
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e*RE_ G » e*R"f
etx

1

n N n
R fsa*c G » R fs

G/F » exR™ s F oo o™ G
* etx

et etx

* n+1 * n+1 *
£ G/F » R fs £ F » R fsatz G

a a

Nach dem Fiinfer-Lemma folgt hieraus die Behauptung.
Beweis von ii):

Die Behauptung gilt f£ir jedes K €0b (D+(Xet)), so das
Hj(K) = 0 fir j <n+1. Gegeben sei nun einm €N, so das
i) fir jedes K €0b(D'(X_.)) gilt mit (K = o fur je-
des j <m und Hj(K) ist Torsionsgarbe fiir jedes j €2. Sei
L €0b(D+(Xet)), so das Hj(L) Torsionsgarbe ist fiir jedes
j €Z und Hj(L) = 0 flir j <m-1. Man hat ein ausgezeichne-
tes Dreieck in D+(Xet)

P := L) [-m] ——— L
[\ /
K

Aus der langen exakten Kohomologieseguenz zu diesem Drei-
eck folgt, das BI(K) = 0 fir j <m und B3 (x) = vl () fur

j >m. Der Morphismus 5*R+fe »R+fsa‘s* zwischen exakten

tx

Funktoren gibt einen Morphismus zwischen ausgezeichneten
N . +
Dreiecken in D' (Y_,)

wnt et ot
£*R fettP - E*R fet*L -+ £*R fe

(*) l

+ . + . + . +
R, e*P >R fsa‘z L - R fsa.° K - R fsa‘:‘P[1]

- +
LK R LPL1]

t t

Wendet man auf (*) den Kohomologiefunktor an, so erhilt
man mit Hilfe des Flinfer-Lemmas die Behauptung fiir L.
Beweis von iii):

Sei F eine Torsionsgarbe auf Xgp- Den Morphismus
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+ + +
- *P = * 3 5
F -R get‘R Jet F R get:(get F) ergédnze man zu einem
ausgezeichneten Dreieck in D+(Xet)

+
—_ P
F R Fetx (get Fl

[\( s

Aus der langen exakten Kohomologieseguenz zu diesem
Dreieck ersieht man, das HI(K) = O fir j <0 (da g sur-
St 4 N o - e = 1O (nt. .
jextiv ist, ist H (F) = F 9ot Jet F = H (R getg(get F))
injektiv) und #I (K) eine Torsionsgarbe ist fiir jedes

j €2. Der Beweis verlduft nun wie unter ii).

(I) Fir jedes vollstdndige Schema 2 der Dimension <n,
jede konstante Garbe G auf Zet zu einer endlichen
abelschen Gruppe und jedes q €I, sei Hq(zet’G) -
Hq(zsa,c*G) ein Isomorphismus. Seien f :X »S ein
eigentlicher Morphismus von Schemata, so das
dim £ ' (s) < n fir jedes s €5(C), und F eine Tor-
sionsgarbe auf xet‘ Dann ist c*R+fet‘F - R+fsa*°*F
ein Isomorphismus.
Beweis:
Da T = .Lm.ml’, ist OE F = of flir ein m €IN. Also ist F
eire 2/:§ﬂodulgarbe. Nach SGA 4, IX, 2.7.2. ist eine
2/m%-Modulgarbe ein filtrierender induktiver Limes kon-
struierbarer 2Z/m2-Modulgarben. Also ist OE F eine kon-
struierbare Z/mZ-Modulgarbe. Nach SGA 4, IX, 2.14. hat
man eine exakte Siquenz 0 »F -vFO SFy .., wobei jedes

Fj von der Form 121 (Pi)etx (C;) ist mit p; :X; »X endlich
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und (:i konstante konstruierbare Z/mZ-Modulgarbe auf

(xi)et' Sei K der Komplex O ~F, SFy-... o F und K sind
: : + ; . +
isomorph in D (Xet) . Es ist zu zeigen, daB ¢*R feth -
rYe
s

axt*K ein Isomorphismus ist. Man hat die Spektral-

sequenzen

Pra _ cxg9q P +gP+a = gPt9 gt
E1 E*R fe K® = g*R fet*K H e*R feth

tx
ERd = rIf_ erkP - wPTIRYE_ . exx.
sax sax

Es geniigt deshalb zu zeigen, daB c‘R+fe &P o R{'fsa*e‘l(P

ta
ein Isomorphismus ist fiir jedes p €2. Also ist OE F die

konstante Garbe zu einer endlichen abelschen Gruppe (nach

(3)). Nach SGA 4, XIv, 1.1. ist R¥f__ F eine konstruier-

etx
bare Garbe auf Sat flir jedes gq €W, - Nach Lemma 3 ist
qusa‘t*f‘ eine konstruierbare Garbe auf S(C) fiir jedes
e
o : q
q E]NO. Deshalb geniigt es zu zeigen, daB (e*R feth)s -
(qusa‘e*F)s ein Isomorphismus ist fiir jedes s € S(C) und
X : a -
jedes q eINo. Nach SGA 4, XII, 5.2. ist (g*R fet‘F)s =
q =1 -1 ; q
H(f (S)et’F'f (S)et)' Nach Lemma 2 ist (R fs

a,6*Flg =

137 (s) o erF i £ (s) ) -

(II) Seien X ein vollsténdiges Schema der Dimension <1

und F die konstante Garbe auf Xop 24 einer endlichen

t
abelschen Gruppe G. Dann ist Hq(Xet,F) - Hq(Xsa,c*F)
ein Isomorphismus fiir jedes g eINo.

Beweis:

Sei f :Z »X die Normalisierung von X,.4-Man hatdie exakte

Sequenz O -F 'fetxfetq‘ -+H -0 auf xet, wobei der Triger

von H aus endlich vielen abgeschlossenen Punkten von X
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besteht. Es ist Hq(xet,H) - Hq(xsa,z*ﬂ) ein Isomorphis-
mus £iir jedes g EINO. Es genligt deshalb zu zeigen, daB
B £, £ "F) » HI(Xg, €6, £ *F) ein Isomorphis-
mus ist. Hierzu wiederum geniigt es zu zeigen, daB
Hq(zet,fet‘F) - Hq(zsa,e*fet‘F) ein Isomorphismus ist.
Also ist OE X ein zusammenhingendes vollstdndiges regu-
ldres Schema der Dimension 1. Weiterhin ist OE G = 2Z/mZ.
X(C) ist als orientierbare zusammenhdngende vollstindige
semialgebraische Mannigfaltigkeit der Dimension 2 isomorph
zu einem Mp,p elNo (in der Notation von [Mn]). Indem man
X als verzweigte Uberlagerung von DJ realisiert, erhdlt
man mit Hilfe der Hurwitz-Formel: 2-2p = x(X(C)) = 2-2q,
wobei g das Geschlecht von X ist. Somit hat man
2 x©,0 =6, 1 x@,0 =69, 12 x©,0 =,
Hi(X(C),G) = 0 flr i >2. Nach SGA 4, IX, 4.7. und X, 4.3.
ist ebenso KO(X . ,G) = G, H'(x .6 = 6%, W2 (x & =g,
ah(x,,,6) =0 fir 1>2.
Nach (1) aus dem Beweis von B) ist H1(Xet,F) - HI(xsa,t*F)
injektiv. Da #H' (X F) = #m! (X, £F), ist H(X . F)
H1(Xsa,e‘F) bijektiv. Es ist noch zu zeigen, daB HZ(Xet,F)
- Hz(xsa,e‘F) ein Isomorphismus ist.
Man wihle ein x €X(C). Sei j : U =X ~{x} =X die Inklusion
und sei K = jet‘F. Man hat die beiden Spektralsequenzen
ebrd - #P (X RTG 00 = Hp+q(Uet,K)
B9 = wPx , Yy et = 5P, et
Man hat einen Morphismus zwischen diesen beiden Spektral-

seqguenzen, der auf den Eg'q-Termen gegeben ist durch die

Zusammensetzung der beiden Abbildungen Hp(xet,quet‘K)*
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P *r93 P q4 *
HY (X ,/e*R7]  K) » H (Xsa’R Jgast X) . Also hat man das

kommutative Diagramm

0,1 _ .0 1. da 2 . _ 2,0
Ey) = H (Xge R ]et‘K) — H (Xet’Jet:K) = E;
ul r
0 1. 2 s
H (Xsa,e‘R ]etxx) H (xsa,c JettK)
v s
0,1 _ 0 1. 2 . ) = g2:0
Ey' = H (X /Rj , e*K) d—z» HY (X rdgq,6%K) = E)

Es sind u und s Isomorphismen. Nach (8) aus dem Beweis

von B) ist v ein Isomorphismus. In einer Spektralsequenz

da
hat man die exakte Sequenz Eg’1 22 E;’O - Ez, hier also

o} 1, 2 : 2
H (xsa'R ]Sa‘c‘K) - H (Xsa,J e*K) - H (Us ,€*¥K) . Aus

sax a

der Poincaré-Dualitit folgt HZ(Usa,c‘K) = 0. Also ist

1Ox, rYy 000 - HO(x £*K) surjektiv und somit

a sa’Jsax

ist auch r surjektiv. Es ist F »jet‘jet*F = JettK ein
Isomorphismus. Da #H2(X_,,F) = #H(X_,,c*F), ist
Hz(Xet,P) - HZ(XSa,c‘F) ein Isomorphismus.

(III)Seien f :X =S ein eigentlicher Morphismus von Sche-
mata und F eine Torsionsgarbe auf Xqp- Dann ist
a‘R+£et*F - R+fsa‘:'F ein Isomorphismus.

Beweis:

Der Beweis folgt durch vollstdndige Induktion nach der

relativen Dimension max{dim £ (s)|s €S(C)}. Nach (I)

und (II) gilt (III), wenn die relative Dimension <1

ist. (III) gelte fiir die relative Dimension <n. Nach (I)

ist noch zu zeigen

(*) Seien Z ein vollstindiges Schema der Dimension <n
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und F eine Torsionsgarbe auf Ze . Dann ist Hq(zet’F)

t
- Hq(Zsa.c“F) ein Isomorphismus fiir jedes g €I, -
Man betrachte das kommutative Diagramm aus dem Beweis

von (II) aus B). (*) folgt aus (1), (2) und (4).

(IV) Sei 1 :X -»A" ein etaler Morphismus. Seien t eine

Koordinatenfunktion auf A", J X NV(1*(t)) »X die

Inklusion und F die konstante Garbe auf (X \V(l‘(t)))et

zu einer endlichen abelschen Gruppe G. Dann ist

+ . + .
* *; i i
£*R Jet*F -R Jgaxt F ein Isomorphismus.

Beweis:
OE ist G = 2/mZ. Es ist schon bewiesen, daB :*quet*F -
qusa,:‘i‘ ein Isomorphismus ist fiir g €{0,1}. Nach

SGA 4, XvI, 3.7. ist R¥j__ F = 0 fir q >1. Es geniigt

ets
also folgendes einzusehen
(*) Seien M eine reindimensionale semialgebraische Man-
nigfaltigkeit und Y eine abgeschlossene semialge-
braische Teilmenge von M, die ebenfalls eine rein-
dimensionale Mannigfaltigkeit ist. Dann ist
595,x = 0 fiir ¢ € {0,dimM - dim ¥ - 1}, wobei
j :MNY »M die Inklusion und K die konstante Garbe
auf M \Y zu der Gruppe G ist.
Begriindung von (*):
Gegeben sei ein q #dimM - dim Y - 1. Auf M hat man die
Prégarben P, U »H3(U,G) und Q, U~HY(U ~Y,G). Der zu dem
kanonischen Prédgarbenmorphismus P +Q assoziierte Garben-

morphismus P# LQ#* ist surjektiv, denn: Sei V eine offene



- 222 -

semialgebraische Teilmenge von M. Man widhle eine simulta-
ne Triangulierung von V und Y NV, so daB8 die Sterne der
Ecken, die in Y NV liegen, Y NV iiberdecken. Sei L der
Stern einer Ecke e, die in Y NV liegt. Y NL ist der Stern
von e in der Triangulierung von Y AV. Deshalb ist
H; (Y AL,G) = O fUr i #dimY. (Hi bezeichnet die i-te Ho-
mologiegruppe mit abgeschlossenem Tréger). Aus der exak-
ten Sequenz

e *Hr(Y nL,G) »Hr(L,G) ~H:(L ~Y,G) *Hr_i(Y NL,G) »...
folgt, das Hr(L,G) aHr(L ~NY,G) surjektiv ist fiir r +dim Y+1.
Die Poincaré-Dualitdt gibt das kommutative Diagramm
(n := dimM):

a6 —= (1.6

| 1

HY (L ~Y,6) —= H . (L~Y,6).

Also ist HY(L,G) -+ HI(L \Y,G) surjektiv.

(V) Seien f :X »S ein beliebiger Morphismus von Schemata
und F eine Torsionsgarbe auf X+ Dann ist
t‘R+fet‘F - R+fsat£*F ein Isomorphismus.
Beweis:
Der Beweis erfolgt durch vollstidndige Induktion nach dim X.
(V) gelte, wenn dim X <n.
i) Seien f : X »S eine offene Immersion, wobei X reguldr
und n-dimensional ist und £(X) dicht in S ist, und
F die konstante Garbe auf Ko 2U einer endlichen

abel . i *r* * *
elschen Gruppe. Dann ist &¢*R fet;F -+ R fsa‘e F
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ein Isomorphismus.
Beweis:

Es gibt ein kommutatives Diagramm

wobei Z ein reguldres Schema, p ein projektiver Morphismus
und h eine offene Immersion ist, so daB Z ~h(X) ein Divisor
mit normal crossings ist. Nach (1), (2) und (III) geniigt

+ + 5
; N . :
es zu zeigen, daB ¢*R hetaF -+ R hsa‘: F ein Isomorphismus

ist. OE gibt es einen etalen Morphismus 1 :2Z »An, so das
2 ~h(X) = V(1*(£y)) V... UV(1*(t)), wobel t,,...,t Koor-

dinatenfunktionen von A" sind. Sei h; die durch h gegebene
m-i
offene Immersion X -2z~ U V(l*(tk)) fir i = 1,...,m-1.

Man setze hm := h. Durch vollstidndige Induktion nach i

a
phismus ist. Fir i = 1 folgt dies aus (IV). Sei

: + +
i * - * i -
wird gezeigt, daB e*R (hi)et,F R (hi)s W F ein Isomor

et + o o : - :
£*R (hr)et:F - R (hr)sa.t F ein Isomorphismus fiir ein

r€{1,...,m-1}. Sei j die offene Immersion
mn-r m-r-1

2~ U V(I*(t))) - 2~ U v(1*(t.)), wenn r€{1,...,m-2},
k=1 k k=1 k

beziehungsweise Z <\V(1l* (t1)) -2, wenn r = m-1. Nach (2)

geniigt es im Induktionsschrittzu zeigen, daB

+s +
* - i -
¥R Jop, r* (hr)et RT3 W& ®* (hr)et*F) ein Isomor
phismus ist. Sei L die konstante Garbe auf

m-r

(z~ v V(l“(tk)))et zu derselben Gruppe, die F definiert.
s . +
Es ist F = (hr)et‘L. Den Morphismus L =R (hr)e“R (hr)et L

= rY (hr)et«F ergdnze man zu einem ausgezeichneten Dreieck
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: +
in D ((Z ~ 21 V(l‘(tk)))et)

RY(n)

r et:F
[N /

K

m-r n-r
Sei i:Y = (2~ U V(1*(t))) ~h(X) = 2~ U V(1*(t))
=1 =1
die Inklusion. Es ist dimY <n und somit ist
rtsag +. & RY (e + _
e*R (3 l)et‘(R Let*K) R (j 1)sas£t(R iet*K) ein Isomor:

phismus. Nach (3) und da K - R+ie ‘R+iet*K ein Isomor-

t.
phismus ist (denn der Triger von Hq(K) ist in Y enthalten

fir jedes q €2), ist :‘R+jet‘K - R+j £*K ein Isomorphis-

sax

mus. Nach (IV) ist c‘R+jet‘L - R+J €*L ein Isomorphismus.

sax
ii) Seien f :X »S eine offene Immersion, wobei X n-dimen-
sional und £(X) dicht in S ist, und F die konstante
Garbe auf Xo¢ 2u einer endlichen abelschen Gruppe.
Dann ist ¢*RYE__ F - R'f
ety s

‘:‘F ein Isomorphismus.

t a

Beweis:

OE ist X reduziert. Seien Y der singuldre Ort von X und
i:Y-X und j : XY -»X die Inklusionen. Man hat ein aus-
gezeichnetes Dreieck in p* (xet)

+ .
et R Je’F
\:\\\\ x////

Nach (3) und i) ist e*R'f,

F————L := RYj
(11
K

+ N 5
t,L - R fsa‘:‘L ein Isomorphis-

mus. Nach Induktionsvoraussetzung ist °‘R+(f'i)et:(R+iet‘K)

+ .
- R (f'x)sa,;'(R+iet*K) ein Isomorphismus. Nach (3) und
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da K »R+iet*R+iet‘K ein Isomorphismus ist (denn der Tra-

ger von HI(K) ist in Y enthalten fiir jedes q €3), ist

e*r'E
e

K - rYE €*K ein Isomorphismus.
tx sax =

iii) Seien f :X »S ein affiner Morphismus, wobei dim X=n,
und F eine Torsionsgarbe auf Xo¢- Dann ist

+ + X
* P *
e*R fet:‘ - R fsa.t F ein Isomorphismus.

Beweis:
Wie im Beweis von (I) ist OE F die konstante Garbe auf

X zu einer endlichen abelschen Gruppe. Man hat ein

et
kommutatives Diagramm

x i

Y
£ P
s
wobei p projektiv, i eine offene Immersion und i(X) dicht
in ¥ ist. iii) ergibt sich nun aus (1), (2), (III) und

ii).

iv) Seien f :X -»S ein Morphismus von Schemata, wobei
dim X = n, und F eine Torsionsgarbe auf Xet. Dann
ist c*R+fet'F - R+fsa,“F ein Isomorphismus.

Beweis:

Seien KyveoorXy affine Zariski-offene Teilmengen von X,

die X {iberdecken. Man hat den Morphismus g : H X, - X.

i=1 *
iv) folgt aus (4) und iii).
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