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In der reellen algebraischen Geometrie wird haufig itiber 

einem beliebigen reell abgeschlossenen Grundkérper gear- 

beitet. Deshalb wird seit geraumer Zeit versucht, eine 

zur klassischen Theorie tiber IR analoge Theorie tiber ei- 

nem beliebigen reell abgeschlossenen Kdrper R aufzubauen. 

Die semialgebraische Geometrie, wie sie etwa in [DK] - 

[DK] entwickelt wird, bietet einen mehr als guten Er- 

satz fiir die Topologie. Zum Teil lassen sich auch dif- 

ferentialtopologische Methoden tiber R anwenden ([M]). 

Die Nashfunktionen sind vielfach ein Ersatz fiir die reell 

analytischen Funktionen. In dieser Arbeit soll nun eine 

zur komplexen Analysis bzw. komplex analytischen Geome- 

trie analoge Theorie Uber dem Kérper C = R(V-T) entwickelt 

werden. Diese Theorie wird hier als isoalgebraische Geo- 

metrie bezeichnet. Eine Funktion auf einer offenen Teil- 

menge des c™ als isoalgebraisch zu bezeichnen, wenn sie 

lekal in eine Potenzreihe entwickelbar ist, ist sicherlich 

die falsche Definition, da bei dieser Definition der Iden- 

titdtssatz auf Cc” im allgemeinen nicht gilt. Es wird des- 

halb die Definition der Nashfunktionen tibernommen: eine 

Funktion auf einer offenen semialgebraischen Teilmenge 

des c™ heist isoalgebraisch, wenn sie eine etale Faktori- 

sierung besitzt. Mit dieser Definition kann man die iso- 

algebraische Geometrie entsprechend der komplex analyti- 

schen Geometrie aufbauen, soweit dort keine kohomologi- 

schen Methoden verwendet werden, es gelten also z.B. der 

WeierstraBsche Divisionssatz, der Riemannsche Hebbarkeits-



satz, die globale Komponentenzerlegung, der Remmertsche 

Projektionssatz. Will man jedoch in der isoalgebraischen 

Geometrie tieferliegende Sdtze beweisen, so st68t man 

immer wieder auf dasselbe Hindernis: es gibt zu wenig 

isoalgebraische Funktionen. Zum Beispiel sind die algebrai- 

schen Funktionen auf C™ schon alle isoalgebraischen Funk- 

tionen auf C” und die erste Kohomologiegruppe von c™ mit 

Werten in der Garbe der isoalgebraischen Funktionen auf 

c™ verschwindet nicht. Entwickelt man also die isoalgebrai- 

sche Geometrie innerhalb der semialgebraischen Geometrie 

(isoalgebraische Radume sind semialgebraische Rdume und 

isoalgebraische Funktionen sind semialgebraische Funk- 

tionen), so wird man die isoalgebraische Geometrie zu 

keiner Theorie ausbauen kénnen, die dhnlich gute Eigen- 

schaften besitzt wie die algebraische Geometrie oder die 

komplex analytische Geometrie. Auch wenn die in dieser 

Arbeit entwickelte Geometrie nicht weit fitihrt, so hat 

sie immerhindoch eine Anwendung: Sei K ein algebraisch 

abgeschlossener Kérper der Charakteristik Null. Nach Aus- 

wahl eines reell abgeschlossenen Teilkdérpers R von K mit 

K = R(V=T) wird die Menge X(K) der K-rationalen Punkte 

eines Schemas X von endlichem Typ iiber K zu einem isoal- 

gebraischen Raum iiber R. Man kann also die isoalgebraische 

Geometrie dazu verwenden, die klassische algebraische Geo- 

metrie tber einem beliebigen algebraisch abgeschlossenen 

Koérper der Charakteristik Null besser zu verstehen. 

Grundlage ftir diese Arbeit ist die semialgebraische Geo-



metrie wie sie in [DK] - [DK,] angegeben ist. Zum Teil 

werden auch Ergebnisse aus [DK3] zitiert. Aus rein for- 

malen Griinden wird der Begriff der tbherdeckung gegeniiber 

[DK] - [DK,] leicht modifiziert: Eine Familie (U, |i€T) 

offener semialgebraischer Teilmengen eines semialgebrai- 

schen Raumes X hei8t tberdeckung einer offenen semialge- 

braischen Teilmenge U von X, wenn es eine endliche Teil- 

menge J von I gibt mit UU, = UU. =U. 
. i 
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§1 - Die Kategorie der isoalgebraischen Rdume 

1. Definition der isoalgebraischen Rdume und Morphismen 

Sei C ein algebraisch abgeschlossener K6rper und sei R ein 

echter Teilkérper von C, so daB C = R(V-T). (R ist dann ein 

reell abgeschlossener Kérper). Zeichnet man eine Wurzel von 

2 
-1 aus, so kann man C mit R” identifizieren. Auf diese Wei- 

se wird C zu einem semialgebraischen Raum tiber R. 

Sei X ein separiertes Schema von endlichem Typ tiber C. Auf 

der Menge X(C) der C-rationalen Punkte von X gibt es genau 

eine R-semialgebraische Struktur, so da& gilt: Ist U eine 

Zariski-offene affine Teilmenge von X und betrachtet man U 

als abgeschlossenes Unterschema eines AD, Ue a”, so ist U(C) 

eine offene semialgebraische Teilmenge von X(C) und die Ein- 

schradnkung der semialgebraischen Struktur von X(C) auf U(C) 

ist die Teilraumstruktur der semialgebraischen Teilmenge 

2n 2n u(C) von R*", u(c) + AN(c) = c™=R 

Im folgenden bezeichne Schema immer ein separiertes Schema 

von endlichem Typ tiber C und ein Schemamorphismus sei immer 

ein Morphismus Uber C. Die Menge der C-rationalen Punkte ei- 

nes Schemas sei immer mit der eben beschriebenen R~semialge- 

braischen Struktur versehen. Ohne Schwierigkeiten beweist man 

Proposition 1.1.1. 

i) Ist X ein Schema, so ist der semialgebraische Raum X(C) 

separiert und lokal vollstdndig (und somit auch affin).



ii) Ist £:X-+-Y ein Morphismus zwischen Schemata, so ist 

fo :X(C) + ¥(C) eine semialgebraische Abbildung. 

iii) Ist 2—>0 ein kartesisches Diagramm in der Kategorie 

v—x 

der Schemata, so ist 2(C)——-U(C) ein kartesisches 

V(c)—>x(C) 

Diagramm in der Kategorie der semialgebraischen Rdaume 

uber R. 

iv) Ist £:X-¥Y ein endlicher Morphismus zwischen Schemata, 

so ist f£, :X(C) +» Y¥(C) eine endliche semialgebraische 

Abbildung. 

v) Ist £:X-Y ein etaler Morphismus zwischen Schemata, 

so ist fo :X(C}) + Y(C) ein lokaler semialgebraischer 

Isomorphismus. 

Ein Morphismus g :U~V zwischen semialgebraischen Raéumen 

heiBt lokaler Isomorphismus, wenn es zu jedem u €U eine offe- 

ne semialgebraische Umgebung T gibt, so da& g(T) eine offene 

semialgebraische Teilmenge von V ist und g!iT:T - g{T) ein 

semialgebraischer Isomorphismus ist. Nach [DK,] existiert 

dann eine tiberdeckung (U,1i€T) von U, so daB glU, 7U, > g(U,) 

ein semialgebraischer Isomorphismus ist fiir jedes i€I. Zum 

Beweis von 1.1.1.v}) beachte man, da8 £ lokal standardetale 

Form nat. 

Sei X ein Schema. Zu jeder offenen semialgebraischen Teil- 

menge U von X(C) hat man die Kategorie I Die Objekte von U° 

ty sind alle Tripel (X',U',f), so daB £:xX' +X ein etaler



Morphismus von Schemata ist, U' eine offene semialgebraische 

Teilmenge von X'(C) ist und £,!u° :U' »-U ein semialgebraischer 

Isomorphismus ist. Die Morphismen Mor((X',U',f),(X",U",g)) 

zwischen Objekten von Iy sind die Schematamorphismen h :X" +X", 

so da8 f£°h = g und h(U") ¢ U'. Die Kategorie I, ist filtrie- 

rend. Indem man jeder offenen semialgebraischen Teilmenge U 

von X(C) die C-Algebra qin, Oy, (x") zuordnet, erhdlt man eine 

Pragarbe Py von C-Algebr&n auf X(C). Die zu Py assoziierte 

Garbe Py (Py ist schon eine Garbe, da Py separiert ist) 

heiBt die Garbe der isoalgebraischen Funktionen auf X und 

wird mit X, bezeichnet. (X(C) ,Ay) ist dann ein C-geringter 

Raum im Sinne der folgenden Definition 

Definition 1.1.2. 

i) (X,O,) heiBt ein C-geringter Raum, wenn gilt: X ist eine 

Menge, auf der eine Familie von Teilmengen ausgezeichnet 

ist. Die Elemente der Familie heiBen die offenen Teilmen- 

gen von X. @ und X sind offen, der Durchschnitt und die 

Vereinigung von je zwei offenen Teilmengen ist wieder of- 

fen. Die Familie der offenen Teilmengen von X wird durch 

die Inklusionen als Morphismen zu einer Kategorie. Auf 

dieser Kategorie ist eine Grothendiecktopologie gegeben. 

0, ist eine Garbe von C-Algebren auf diesem Situs, so 

da&8 der Nullschnitt und der Einsschnitt auf jeder nicht- 

leeren offenen Teilmenge von X verschieden sind. 

ii) Seien (X,Qy) und (Y,O,) C-geringte Rdume. (9,) : (X,O,)- 

(Y,O,) hei8t Morphismus C-geringter Raume, wenn gilt:



o:X7Y ist eine stetige Abbildung von X nach Y (d-h. 

o ' (Wu) ist eine offene Teilmenge von X ftir jede offene 

Teilmenge U von Y¥ und (o '(u,) lier) ist eine tberdeckung 

von » | (U), wenn (U,1i€I) eine Uberdeckung von U ist) 

und ~ 7 ©, > 040, ist ein C-Algebrengarbenmorphismus. 

Der C-geringte Raum (X(C) ,@,) heiBt der zu dem Schema X ge- 

hdrige isoalgebraische Raum und wird mit xh bezeichnet. Die 

offenen isoalgebraischen Teilrdume von X sind die C-gering- 

ten Rdume der Form (U, 4,10), wobei U eine offene semialge- 

braische Teilmenge von X(C) ist. Die offenen iscalgebraischen 

Teilrdume von Schemata sind die Lokalen Modelle ftir die iso- 

algebraischen Raume. 

Definition 1.1.3. 

i) Ein isoalgebraischer Raum (qenauer: ein isoalgebraischer 

Raum tiber (C,R)) ist ein C-geringter Raum (X,O,), fiir 

den gilt: 

a) Eine Familie (U; JieT) von offenen Teilmengen von X 

ist genau dann eine Uberdeckung einer offenen Teil- 

menge U von X, wenn eine endliche Teilmenge J von I 

existiert mit U U. = U U. =U. 

seg + iex + 
b) Zu verschiedenen Punkten x,y von X existieren offene —

_
 

Teilmengen U und V von X, so daB x €U, y EV und 

unv = @, 

c) Es existiert eine Uberdeckung (U; 1i€T) von X, so dag 

jedes (U;,O,1U,) als C-geringter Raum isomorph ist



zu einem offenen isoalgebraischen Teilraum eines 

Schemas. 

ii) Ein Morphismus zwischen isoalgebraischen Raéumen ist 

ein Morphismus in der Kategorie der C-geringten Raume. 

Bemerkung: 

i) Ist X ein Schema, so bleibt die Bezeichnung ©, reser- 

viert flir die Strukturgarbe auf X. Die Strukturgarbe 

des isoalgebraischen Raumes xh wird eben mit a, oder 

manchmal auch mit O,n bezeichnet. 

ii) Sei X ein Schema. Man hat dann einen kanonischen Mor- 

phismus C-geringter Radume Oy (XP) > (X,O,). Da ein 

etaler Morphismus zwischen Schemata einen lokalen semi- 

algebraischen Isomorphismus auf den C-rationalen Punk- 

ten gibt (Proposition 1.1.1.v)),ist die durch Py gege- 

bene Abbildung zwischen den Halmen der Strukturgarben 

OX y Ox, oly) 7ay y eine Henselisierung von Ox, 9, (y) 

fiir jedes y EX(C). (Zur Konstruktion der Henselisierung 

eines lokalen Rings siehe [R]). 

iii) Ist (X,9,) ein isoalgebraischer Raum, so ist ftir jedes 

x €X der Halm Oy x eine lokale C-Algebra und der kano- 

nische Morphismus CO, /m, ist ein Isomorphismus (my 

bezeichnet das maximale Ideal von Oy) Somit ist der 

durch einen isoalgebraischen Morphismus f£ : (X,O,) ~ (Y,0,) 

gegebene Ringhomomorphismus 0 ein lokaler 
Y,£(x) ° Ox x 

Ringhomomorphismus fiir jedes x €X. 

Ist U eine offene Teilmenge von X, s €O, (U) und x €U,



so bezeichnet s(x) €C das Bild von s EQ, unter der 
x 7x 

Abbildung Ox x > Oy yf =cCc. 

1.1.4. Beispiele tsoalgebraischer Morphismen 

i) Sei £:X-Y ein Morphismus zwischen Schemata. Man erhalt 

dann einen isoalgebraischen Morphismus gh = (yg, ) ; xh ay 

folgendermaBen: 

y = fo :X(C) +» Y¥(C). Sei U eine offene semialgebraische 

Teilmenge von Y(C) und sei s € Py(U). Man hat also ein 

(y',U',g) € Ob(I,) und ein sé O,.(¥'). Das kartesische 

a 
g' 

x—— Y 

. ' q ' ° ’ -1 ' ' Diagramm xX ~~ liefert (x Io {(U'),g') EOb(I 4 (yy) 

£ 

und q*(Ss) EO, (X"). Man ordnet dem Element s € Py (U) das 

durch q*(S) gegebene Element aus Po | (U)) zu und er- 

halt dadurch einen Prdgarbenmorphismus P,, > ,P also 
XY x’ 

auch einen Garbenmorphismus wp :uWt, 7 »,@ 
Y x° 

Man hat das kommutative Diagramm C-geringter Rdume 

Or» , 
xh Xx 

hl cE 
hy 

YY" ——Y 

  

und nach 1.3.8. ist dadurch eh eindeutig bestimmt. Die 

Zuordnung xox", ff" ist ein Funktor von der Kategorie 

der Schemata in die Kategorie der isoalgebraischen Rdume 

(In §12 wird gezeigt, daB dieser Funktor volltreu ist). 

Seien £:X-Y ein etaler Morphismus von Schemata, U eine 

offene semialgebraische Teilmenge von X(C) und Veine offene



semialgebraische Teilmenge von Y(C), so das £,lU :U ~V 

ein semialgebraischer Isomorphismus ist. Es ist dann: 

ayy :U-vV ein isoalgebraischer Isomorphismus. Denn 

-1 
man hat das Inverse (2210) = (9,¥): Es ist » = (fo1u)7! 

Seien T eine offene semialgebraische Teilmenge von U und 

s EP, (T), man hat also ein (X',T',g) € Ob (T,,) und 

= ' ‘ ' ' e * s E Oy. (X ). Dann ist (X',T',f+g) € Ob (I ~4 (py) und somit 

liefert S$ ein Element S$, aus Py co l(r)). Die Zuordnung 

s+ S, gibt einen Garbenmorphismus wy 7a, 10 ~ Oy (AL IV). 

Aus dem zweiten Beispiel erhdlt man 

Proposition 1.1.5. 

Sei X ein isoalgebraischer Raum und seien SqreeeeS) EO, (X) . 

Dann gibt es eine Uberdeckung (UO; Tiel) von X, so da& zu jedem 

i€I ein Schema Yue eine offene semialgebraische Teilmenge V3 

von ¥,(C), ein isoaigebraischer Isomorphismus 

£5 + (Vj ly V5) > (U; 0 1U,) und s.. €0 (Y5) (j =1,...,n) 
xX oi 13 Yh 

existieren mit £.* (s.!U.) = s..IV, fiir j = 1,...,n. 
i j i i i J 

Auf einem isoalgebraischen Raum gibt es eine kanonische semi- 

algebraische Struktur. Diese ist in der nachfolgenden Propo- 

sition angegeben. Ein isoalgebraischer Raum X sei immer mit 

dieser semialgebraischen Struktur versehen; betrachtet man 

nur den semialgebraischen Raum, so wird dies manchmal mit IX} 

angezeigt.



Proposition 1.1.6.   
i) Sei X ein isoalgebraischer Raum iiber (C,R). Auf X gibt 

es genau eine R-semialgebraische Struktur, fiir die gilt: 

Die offenen Teilmengen von X sind die offenen semialge- 

braischen Teilmengen. Ist U eine offene Teilmenge von X 

und (y,) :U -V ein isoalgebraischer Isomorphismus von 

(U,0,10) auf einen offenen isoalgebraischen Teilraum 

eines Schemas, so ist » ein semialgebraischer Isomorphis- 

mus. 

ii) Ist (y,)) :X-~Y ein Morphismus isoalgebraischer Rdume, 

so ist » eine semialgebraische Abbildung. 

iii) Ist X ein isoalgebraischer Raum und s EO, (X), so ist 

Ss :X -C, x» s(x) eine semialgebraische Abbildung. 

Zum Beweis gentigt es, sich folgendes zu tiberlegen: Sind ¥4/Y, 

zwei Schemata und V41V5 offene semiaigebraische Teilmengen 

von ¥,(C),¥5(C) und ist f = (y,) + (V4 Ay 1V4) > (Vo Fy 1V2) 

ein isoalgebraischer Morphismus, so ist » : V, ~» V5 ein semi- 

algebraischer Morphismus. 

Begriindung fiir die letzte Behauptung: OE ist Y> ein Unter- 

schema eines A”. Seien Zyree ee 2 E On (A") die Koordinaten- 

funktionen. Fiir jedes x EV, ist dann (x) = 

(£*(2,1V5) (x) ,---,£*(Z,1V5) (x) EC. x £*(z,1V,) (x) ist eine 

semialgebraische Abbildung von V4 nach C fiir i = 1,...,n.



2. Kohdrente Garben auf isoalgebraischen Raumen   

Definition 1.2.1. 

Sei (x,0,) ein C-geringter Raum und sei F eine O,~Modulgarbe 

auf X. 

i) F heiBt von endlichem Typ, wenn es eine Uberdeckung 

(U; 1i€T) von X gibt, so da8 man auf jedem U,; einen 

surjektiven (0,10; ) -Modulgarbenmorphismus 

(0,10,)"2 + Flu, hat. 

ii) F hei8St kohadrent, wenn F von endlichem Typ ist und wenn 

fiir jede offene Teilmenge U von X und jeden (0,10) -Mo- 

dulgarbenmorphismus (0,10) + FI[U der Kern von endli- 

chem Typ auf (U,O, 10) ist. 

Es folgt unmittelbar aus der Definition, da8 eine 0,.-Unter- 

modulgarbe einer koh&arenten Garbe genau dann kohdrent ist, 

wenn sie von endlichem Typ ist. Entsprechend wie auf gering- 

ten topologischen Ra&umen beweist man (siehe z.B. EGA I*, 

Ch. O, Prop. 5.3.2) 

Proposition 1.2.2. 

Sei 0 -F ~G ~H ~0O eine exakte Sequenz von 0,-Modulgarben auf 

einem C-geringten Raum (X,0,) - Sind zwei der Garben kohdrent, 

so auch die dritte. 

Korollar 1.2.3. 

Sei (X,O,y) ein C-geringter Raum.
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i) Ist £:F +~G ein Garbenmorphismus kohdrenter Garben, so 

sind im(f), ker(f), coker(f£) koharente Garben. 

Li) Sind F und G kohdrente Garben, so sind auch F 6G, 

0 (F,G) koharente Garben. 

1ii) Sind F und G koharente Untergarben einer koh&renten 

F 90S, Hom 

Garbe, so sind auch F +G und F NG kohdrente Garben. 

Ist f£ : (X,0,) ~» (Y,O,) ein Morphismus C-geringter Radume so 

hat man wie tiblich den Funktor £* von der Kategorie der 

O,-Modulgarben auf Y in die Kategorie der 0,-Modulgarben 

1p eine auf X: Ist F eine 0,-Modulgarbe auf Y, so ist £ 

£ 'o-Modulgarbe. O, ~£,0, liefert per Adjunktion einen Gar- 

: - : -1 
* c= benmorphismus f o, +0,- Es ist £*F :=f Pe oe x: Der 

Funktor £* ist linksadjungiert zu f, und ist rechtsexakt. 

Proposition 1.2.4.   
Ist X ein Schema, so ist o,* ein exakter Funktor von der Ka- 

tegorie der O,-Modulgarben auf X in die Kategorie der 

a,—-Modulgarben auf xh 

Beweis: 

OE ist X affin. Zu einer offenen semialgebraischen Teilmenge 

U von X(C) sei Jy die volle Unterkategorie von Iy bestehend 

aus allen Tripeln der Form (x',U',f) EOb(I,), so daB X' affin 

ist. Jy ist filtrierend. Ordnet man jeder offenen semialge- 

braischen Teilmenge U von X(C) die C-Algebra lim 90.,(x') zu, 
5? x 

U
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so erhdlt man eine Prdgarbe B. Der kanonische Pragarbenmor- 

phismus B +P, gibt einen Isomorphismus B# +P,# (# bezeichnet 
x 

den Ubergang zur assoziierten Garbe). Sei A die Pradgarbe auf 

X(C) mit A(U) = sin Ov), wobei sich der induktive Limes 

uber alle affinen Zariski-offenen Teilmengen V von X mit 

UcV erstreckt (U offene semialgebraische Teilmenge von 

-1 
o,- 

Sei nun F ~G ein injektiver ©,-Modulgarbenmorphismus auf X. 

X(C)). Es ist A# = Py 

Dann ist auch Oy 'F 20, |G injektiv. Da B(U) flach tiber A(U) 

ist ftir jede offene semialgebraische Teilmenge U von X(C), 

hat man einen injektiven Pragarbenmorphismus 

h :0, 'F @' ,B 0, 'G @' ,B (®' bezeichnet das Tensorprodukt 

in der Kategorie der Prdgarben). Es ist dann auch h* injek- 

: . -1 e # = -1 
tiv. Es ist (9, F @ aB) = Oy F 98 

-1 

age * = Oy*F und ebenso 

(9, G @' .B)* = p*G. 
x 

Satz 1.2.5. 

Die Strukturgarbe 0, eines isoalgebraischen Raumes (X,0,) 

ist kohdrent. 

Beweis: 

Seif 1 OL" +O, ein ©,-Modulgarbenmorphismus. Zu zeigen ist, 

aaB ker(f) von endlichem Typ ist. Nach Proposition 1.1.5. 

kann man annehmen: X ist ein offener isoalgebraischer Teil- 

raum eines Schemas Y und es existieren Ayr---shy EO. (Y), so 

das £(e,;) = h,1X ftir i = 1,...,n, wobei e,,...,e, €0,"(X) 

die Standarderzeugenden der Garbe Oo,” sind. Sei F 10," +O,
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der 0 -Modulgarbenmorphismus mit F(E;) = hy fiir i= 1,...,n, 

wobei Eqere rE EO," (Y) die Standarderzeugenden der Garbe 

Oy” sind. OE wird ker(F) von Dyr--erby €ker(F) (Y) erzeugt. 

Nach Proposition 1.2.4. wird ker(f) von b,1X,...,b,1X er- 

zeugt. 

Ist £ : (X,0,) > (Y,Oy) ein Morphismus C-geringter Rdume, wo- 

bei Oy kohdrent ist, so ist £*(F) kohdrent fiir jede kohdrente 

Garbe F auf Y. Also erhdlt man aus Satz 1.2.5. 

Korollar 1.2.6. 

i) Ist X ein Schema und F eine koharente Garbe auf X, so 

ist Oy *(F) eine koharente Garbe auf xh, 

ii) Ist £ :X-Y ein Morphismus isoalgebraischer Raume und FP 

eine kohdrente Garbe auf Y, so ist £*(F) eine kohd&rente 

Garbe auf X. 

Auf dem isoalgebraischen Raum (alyh 14Bt sich leicht eine 

von Null verschiedene Garbe F konstruieren, so daB Fy = 0 

fiir jedes x eia'yh, Bei kohdrenten Garben ist dies nicht 

moglich. 

Satz 1.2.7. 

Sei F eine kohdrente Garbe von einem isoalgebraischen Raum 

X, so das F, = O fiir jedes x €X. Dann ist F = 0. 

Beweis: 

OE hat man eine exakte Sequenz



-13- 

0” 4.0," ~F ~O. f£ werde durch die Matrix (m5) 1<icn 

sJj<m 
{m. . €O, (X)) beschrieben. Nach Proposition 1.1.5. kann man 

1j 

annehmen: X ist ein offener isoalgebraischer Teilraum eines 

Schemas Y und es existieren M5 EO, (Y) mit m5 = M4 /x- Sei 

G der Kokern des durch die Matrix (Mi s)icicn gegebenen 
1<j<m 

2 Es ist dann F = (py*G) IX. O,-Modulgarbenmorphismus 0," +0, 

Da Oy x treuflach tiber Oy x ist fiir jedes x €X, ist Gy =O 

fiir jedes x €X. Deshalb existiert eine Zariski-offene Teil- 

menge V von Y mit X ¢ V und GIV = 0. Also ist F =0. 

Korollar 1.2.8. 

Sei F eine kohdrente Garbe auf einem isoalgebraischen X und 

sei s €F(X), so daB O = Sy €F, flr jedes x €X. Dann ist s =O. 

Beweis: 

Sei G die von s erzeugte ©,-Untermodulgarbe von F. G ist ko- 

hdrent und G, = 0 ftir jedes x €X. Also ist G =O und damit 

auch s = 0. 

Korollar 1.2.9. 

Sei G eine koharente Untergarbe einer kohdrenten Garbe F auf 

einem isoalgebraischen Raum X. Ftir jede offene Teilmenge U 

von X ist G(U) = {s EF(U) Is, EG, fiir jedes x €U}. 

Beweis: 

Sei s ¢F(U) gegeben, so dag Sy EG, fiir jedes x €U. Sei (s) 

die von s erzeugte (0, |U)-Untermodulgarbe von F|U. Es ist 

G|IU ¢ GjU+(s) und (GIO), = (GlU +(s)), fiir jedes x €X. Also
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ist (GIU + (s)/GIU), =O fiir jedes x €X. Die Garbe 

GlU +(s)/GIU ist koharent und somit die Nullgarbe. Daher 

ist GIU+(s) = GIU und s €G(U). 

Korollar 1.2.10. 

Eine Sequenz F fic J. zwischen kohdrenten Garben auf einem 

isoalgebraischen Raum X ist genau dann exakt, wenn ftir jedes 

x €X die Sequenz FY 7S, 7#,, exakt ist. 

Beweis: 

Es sei F, 4X56 SiH, exakt fiir jedes x €X. Es ist dann 

(im(f)), = im(f,) = ker(g,) = (ker(g)), flir jedes x €X. 

Da im(f) und ker(g) kohdrente Untergarben von G sind, folgt 

aus Korollar 1.2.9. im(f) = ker(g).
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3. Isoalgebraische Teilrdaume   

Definition 1.3.1. 

Sei (X,0,) ein isoalgebraischer Raum. 

i) Die offenen isocalgebraischen Teilrdume von X sind die 

isoalgebraischen Radéume der Form (U,O,1U), wobei U eine 

offene Teilmence von X ist. 

ii) Sei J eine koh&rente Idealgarbe von X. Man setze 

Y={x€X O/T), #O}- Eine Teilmenge U von Y heiBt 

offene Teilmence von Y, wenn es eine offene Teilmenge 

V von X gibt, so daB U = VNY. Eine Familie (U,Ii€I) 

von offenen Teilmengen U; von ¥ hei8t Uberdeckung einer 

offenen Teilmence U von Y, wenn es eine endliche Teil- 

menge K von I gibt, so da&B U U, = VU U, =U. Die In- 
iek * i€r + 

klusion j :Y 7X ist dann eine stetige Abbildung. Der 

C-geringte Raum (v.57 1 (0,/5)) heiBt der von J definier- 

te isoalgebraische Teilraum von xX. j 2 (¥, 57 (O,/3)) + (X,0,) 

ist in kanonischer Weise ein Morphismus C-geringter Rdu- 

me. Ein C-geringter Raum (2,0,) hei8t isoalgebraischer 

Teilraum von X, wenn es eine kohdrente Idealgarbe J von 

X gibt, so das (Z,0,) der von J definierte isoalgebrai- 

sche Teilraum ist. 

iii) Ein C-geringter Raum (2,0,) hei&St lokal abgeschlossener 

isoalgebraischer Teilraum von X, wenn er ein isoalgebra- 

ischer Teilraum eines offenen isoalgebraischen Teilraums 

von X ist. 

iv) ‘Eine Teilmenge Y von X hei8St isoalgebraische Teilmenge
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von X, wenn es eine tiberdeckung (U,1i€T) von X gibt, 

so da& es auf jedem U; Funktionen fire ft EO, (U,) 

gibt mit YNU, = {x EU, If, (x) =...= f(x) = Oo}. 

Sei J eine kohdrente Idealgarbe auf einem isoalgebraischen 

Raum (X,0,) und sei (x, 37 (@,/)) der von J definierte iso- 

algebraische Teilraum von X. Es ist dann X.Y eine offene 

Teilmenge von X. Nach Satz 1.2.7. ist X»~Y die gré8&te offene 

Teilmenge U von X, fiir die (0/5) 10 = 0. Ist (U, ier) eine 

Uberdeckung einer offenen Teilmenge U von Y, so existieren 

eine offene Teilmenge V von X und eine tberdeckung (v, 1i€t) 

von V, so daB U = VAY und U, = V, NY fiir jedes i €I. Also 

ist Y mit der "schwachsten Grothendiecktopologie" versehen, 

so daB 3 :Y 7X stetig ist. Fiir jede offene Teilmenge U von X 

ist der kanonische Morphismus (0,,/5) (U) > 37) @,/3) (u oY) ein 

Isomorphismus. 

DaB (v.57! @,/3)) im kategoriellen Sinn der zur Idealgarbe J 

gehdérige Teilraum in der Kategorie der C-geringten Rdaume ist, 

besagt die folgende Proposition. 

Proposition 1.3.2. 
  

Sei 3.2 57 @y/ay > (X,0y) der von einer kohdrenten Ideal- 

garbe J auf einem isoalgebraischen Raum (x,0,) definierte iso- 

algebraische Teilraum. Sei f = (y,») 7 (2,07) ~ (x, ©.) ein Mor- 

phismus C-geringter Radume. Genau dann gibt es einen Morphis- 

mus g : (2,0,) + (x, 5° '@y/3)) C-geringter Rdume, so daB 

kommutiert
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J 
wenn J im Kern von ©, ~ £,0, liegt. In diesem Fall gibt es 

Y 

  

genau eing, so da8 das Diagramm kommutiert. 

Beweis: 

J liege im Kern von 4% : O, ~ 9, - Also hat man einen Garben- 

morphismus } :0,/J + o,0,. y bildet 1-Schnitt auf 1-Schnitt 

ab. Da (0,/3) (KX s¥) = 0, ist auch 040, (X ~¥) = QO. Deshalb 

ist »(Z) cY. Seien U eine offene Teilmenge von Y und 

(U, |iet) eine Uberdeckung von U. Man wdhle eine offene Teil- 

menge V von X und eine Uberdeckung (v; [ieT) von V, so daB 

U = VY und U, =V, ny fiir jedes i¢éI. Es ist o (vu) = wo | (Vv) 

eine offene Teilmenge von Z und (o" (U,) Lier) = (go * (v,) Lier) 
1 

eine Uberdeckung von » (U). Also hat man ein kommutatives 

Diagramm 

N
 

t © 

Y ———.—> xX 
J 

wobei t eine stetige Abbildung ist. Der Garbenmorphismus 

¥ :O,/I + 9,9, = inte, gibt per Adjunktion einen Garbenmor- 

phismus o : 37! @,/5) ~ 1,0,. Fir g = (1,0) gibt j°g = f. 

g ist eindeutig bestimmt, da (O,/3) (U) > i 1 @,/a) (w NY) ein 

Isomorphismus ist ftir jede offene Teilmenge U von X.
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DaB ein isoalgebraischer Teilraum eines isoalgebraischen Raums 

ein isoalgebraischer Raum ist, wird sich aus der folgenden 

Proposition ergeben. 

Proposition 1.3.3.   
Sei X ein Schema und I eine kohdrente Idealgarbe auf X. Sei 

i:T © X das durch I gegebene Unterschema von X und sei 

h 
j:Y¥so xX” der durch y* (I) gegebene isoalgebraische Teilraum 

von xh Dann faktorisiert io Uber j 

und g ist ein Isomorphismus. 

Beweis: 

Fiir jedes x €X(C) ist (oy* (1)), das von I, beztiglich O, x 7K y 

UL : _ erzeugte Ideal von Kx Also ist Y {x EX(C) I (Oy (T)), Fay yt 

= {x EX(C) IT, +O, x} = T(C). Man hat somit das kommutative Dia- 

gramm von Mengen 

J 

  

id gibt aber auch einen Isomorphismus zwischen den Siten von ro 

und ¥. Es ist noch zu zeigen 

: . roel (1) wy* (1) liegt im Kern von @ + (i Ap 

(2) Die induzierte Abbildung A y/o (I) + (i") 2, ist ein 

Isomorphismus.
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Denn aus (1) folgt die Existenz von g = (id,o) und aus (2) 

folgt, daB go ein Isomorphismus ist (da (/0y* (I) ) (U) ~ 

i @,/of (mW NY) ein Isomorphismus ist ftir jede offene 

Teilmenge U von xP). 

Beweis von (1) und (2): 

Das kommutative Diagramm C-geringter Radume 

  

gibt ftir jedes x ert das kommutative Diagramm in den Halmen 

(iP) 
T,X s——_—* —_ & 

a 

(On) ¥ (0) 

O x/ 17, «xX 

Da (Op) * und (Oy) Henselisierungen sind, ist der Kern von 

(iD) das von I, = ker (i,*) und (0) * erzeugte Ideal von 

Ga ge (Zur Begriindung siehe Lemma 3.1. aus §3). Also ker (i) + = 

(of (I). Damit hat man fiir jede offene Teilmenge U von x? 

ker(@,(u) + (i5),@,(u)) = (2 €a,(u)1 (i>) * (2) = 0 fir jedes 

x€UNT} = (£ EM, (U) IZ, € (OF (I), fir jedes x €uNT} = 

{f Ea, (UIE, € Coy (1), fiir jedes x €U} = o* (I) (U). 

Das erste Gleichheitszeichen gilt nach Korollar 1.2.8., das 

letzte Gleichheitszeicnen gilt nach Korollar 1.2.9.. Es bleibt 

noch zu zeigen, daB a, > (4) 2, surjektiv ist. Dies ergibt 

sich aus Proposition 1.1.1.v) und Proposition 8.1 aus
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{SGA 1, I]: Seien Zo ein Unterschema eines Schemas 2, Wo 

ein etales Z~Schema und Xe eW.- Es gibt dann eine Zariski- 

offene Umgebung U von X in Wo? ein etales Z-Schema W und 

einen Z,~isomorphismus U = ZG x pW. 

Korollar 1.3.4. 

Sei (2,05) ein isoalgebraischer Teilraum eines isoalgebrai- 

schen Raumes (X,O,). Dann ist (2,05) ein isoalgebraischer 

Raum und die semialgebraische Struktur von (2,05) ist die 

semialgebraische Teilraumstruktur der semialgebraischen 

Teilmenge Z von IXl. 

Beweis: 

OE wird die (2,07) definierende Idealgarbe von fyr--ef € 0, (X) 

erzeugt. Nach Proposition 1.1.5. kann man weiterhin OE anneh- 

men, da& X ein offener isoalgebraischer Teilraum eines Schemas 

Y ist und daB Gyre eT, EO, (Y) existieren mit f = g, 1X. Es 

ist dann (Z,0,) ein offener Teilraum des durch oF (J) definier- 

ten isoalgebraischen Teilraums von yh, wobei J die von 

Tyree Ty erzeugte Idealgarbe von Y ist. Also ist (2,0,) iso- 

morph zu einem offenen isoalgebraischen Teilraum eines Schemas. 

Korollar 1.3.5. 

Sei (X,0y) ein isoalgebraischer Raum. Es gibt dann eine thher- 

deckung (U; Jiel) von X, so daB jedes (U; -O,1U,) isoalgebraisch 

isomorph zu einem lokal abgeschlossenen isoalgebraischen Teil- 

: n, 
raum eines A” ist.



Beweis: 

Es gibt eine Uberdeckung (U,1i€I) von X, so daB jedes (U,,O,1U,° 

isomoroh ist zu einem offenen isoalgebraischen Teilraum V3 ei- 

nes affinen Schemas x, cami, Nach Proposition 1.3.3. ist x 

ein isoalgebraischer Teilraum von wariy®, Man w&ahle eine of- 

h 
fene Teilmenge W; von (ariy®, so daB V. = W. NX. . V. ist 

i i i i 

dann ein isoalgebraischer Teilraum von (W; Ang lW,). 

Aus 1.3.4. und 1.3.5. folgt, daB man (entsprechend wie in der 

komplex analytischen Geometrie) auch die lokal abgeschlossenen 

isoalgebraischen Teilrdume der A™ als lokale Modelle fiir die 

isoalgebraischen Rdume hatte wdhlen kdnnen. 

Proposition 1.3.6. 
  

Sel (X,Oy) ein isoalgebraischer Raum und seien Agrees ay E Oy (X) - 

Es gibt genau einen isoalgebraischen Morphismus f :x + (a™®, 

so das £*(z;) =a. i fiir i = 1,...,n, wobei ZyreeerZ die Koor- 

dinatenfunktionen des A” sind. 

Beweis: 

Eindeutigkeit von f£: 

Seien f£,g 2X + (a™yh isoalgebraische Morphismen, so daB £*(z;) = 

a, = g*(z,) fiir i = 1,...,n. Fiir jedes x €X ist f(x) = 

(a, (x),--,a,(x)) = g(x) und f£,* = g* rOaniy ~ Ox x mit 

y := £(x) = g(x) (denn: Angenommen, es gibt ein s Ean y mit 
‘ 

ft (s) +g * (s). Wa&hle ein k €IN, so daB ft (3) -9,* (s) € (my, 

wobei m,. das maximale Ideal von Oy x ist. Da (zy ~ YVqrcees 

(ay - ¥, (ly = (yy-----¥,)) das maximale Ideal von Wn y
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erzeugen und da C > Ann y/™y (my, ist das maximale Ideal von 
’ 

Upn,y 
= - _ o. k . 

s = PU(Z4), Yyreere (2, y,) + = mit t € (m,) - Es ist 

), existiert ein Polynom p €C(T,,.--,TL], so daBb 

dann £* (s) - g* (s) € (m,) *, Widerspruch) .Nach Korollar 

1.2.8. ist f =g. 

Existenz von f: 

Aufgrund der Eindeutigkeit von f kann man annehmen, daB X 

ein offener isoalgebraischer Teilraum eines Schemas Y ist 

und das Dy,---,d € 9. (Y) existieren mit a; = b, 1x fiir 

i= 1,...,n (Proposition 1.1.5.). Sei g :¥ 2a" der Schema- 

morphismus mit g* (z;) =b, fiir i= 1,...,n. Fiir f = gh Ix 

ist dann £*(z,) = a; fiir i= 1,...,n. 

Korollar 1.3.7. 

Seien (X,0y) ein isoalgebraischer Raum, Y = Spec (A) ein 

affines Schema und h 7A= 0) (Y) +O, (xX) ein C-Algebrenhomomor- 

phismus. Dann gibt es genau einen isoalgebraischen Morphis- 

mus £:X-Y", so daB fiir jedes s €A gilt £*(s) = h(s). 

Beweis: 

Sei A= C(Ty,----TJ/d. Man hat ein kommutatives Diagramm 

von C-Algebren 

0, (Xx) 

a 
] r 

C(T,,.--,T,]/d <—_—— C[T,-. -- T)] 

Nach Proposition 1.3.6. existiert ein isoalgebraischer Mor- 

phismus g 2X + (ary?, so da8 fiir jedes t EC(T,,...,T,] =Oqn(a”)
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gilt g*(t) = r(t). Fiir jedes j €J ist g*(j) = 0. Also liegt 

* i a Pan {I) im Kern von on 

Idealgarbe von A" ist. Nach den Propositionen 1.3.2. und 1.3.3. 

n~94%y, wobei I die durch J gegebene 

hat man ein kommutatives Diagramm 

Kh
 

a 
t
—
—
 

g 

yh h 

  

(a’") 

Filir jedes s €A ist f*(s) = h(s). Die Eindeutigkeit von f 

folgt aus den Eindeutigkeitsaussagen der Propositionen 1.3.2. 

und 1.3.6.. 

Fur ein Schema Y ist der Morphismus Oy ; yh ~Y durch folgende 

universelle Eigenschaft gekennzeichnet. 

Korollar 1.3.8. 

Seien (X,0,) ein isoalgebraischer Raum und (Y,9,,) ein Schema. 

Zu jedem Morphismus £ > (X,0,) > (Y,0,) C-geringter Radume gibt 

es genau einen isoalgebraischen Morphismus g : (X,0,) + (¥",a,) 

so dag kommutiert 

x 

s| £ 

yh SS Y . 
? 

Beweis: 

Nach Korollar 1.3.7. gibt es hdchstens ein g. Nun zur Existenz 

von g. Fiir jedes x €X ist C5 oO, x/ By Deshalb ist f(x) ein 

v,£(x) 7 Or x ist ein lokaler 

Ringhomomorphismus. OF ist Y affin. Sei g der isoalgebraische 

C-rationaler Punkt von Y und 9
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Morphismus x ox", so daB& g* (ay* (s)) = £*(s) fiir jedes s €0,(Y) 

(Korollar 1.3.7.). Fiir jedes s € 0, (¥) und x €X ist s(f(x)) = 

£*(s) (x) = g* (oy*(s)) (x) = oy*(s) (g(x)) = s((oyeg) (x)). Also 

ist f(x) = (py-g) (x) ftir jedes x €X. Fiir ein s €0)(Y) ist 

t := sID(s) invertierbar auf D(s). Deshalb ist f*(s) inver- 

tierbar auf £1 (p(s)), Yy*(s) invertierbar auf wy | (D(s)) 

und g*(gXs)) invertierbar auf (eyeg)) (D(s)). Fiir 

1 = (afD(s))-t'" €o,(D(s)) (a EO, {Y), neéIN.) gilt (T := D(s)) : 

£*(1) = (£#(a)l£ 7 '(T)) - Cee(s) [£71 ¢2)) 7 = 

g* (yea) 1£° (7) + (g* (oy*(s)) 1£ 1 (n)) 77 = 

g* (wy *(a) toy (T)) + gt (oyt(s) lo (ry) 79) = 

g* (wy *(alT)) «gt (@y*(t-™)) = (wyeg)*((alT)-t 7) = 
(Pyeg)* (1). 

Damit ist gezeigt, dag Oyeg = £. 

Korollar 1.3.9. 

Seien X,Y isoalgebraische Rdume und seien X, EX, Y, EY gege- 

ben. 

i) Sind £,g :X -Y isoalgebraische Morphismen, so daB 

206 £ = = af* = * = da (x) g(x) vy. oun x. 3y* Yio Ox, x," ann 
Oo 

gibt es eine offene Teilmenge U von X, so daB Xo Eu 

und f£1U = glU. 

ii) Ist t:9 ~@ ein C-Algebrenhomomorphismus, so 
YrYo X,Xo 

gibt es eine offene Teilmenge U von X mit Xx, EU und 

einen isoalgebraischen Morphismus f£ :U >Y, so daB 

£(x5) = y ° und fxé = t.
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Beweis: 

i) OE ist Y der isoalgebraische Raum zu einem affinen 

Schema Spec (A) . Sei Ayres ay ein Erzeugendensystem 

der C-Algebra A. Es gibt eine offene Teilmenge U von 

X, so daB x, €U und £*(a,) [U=g* (a, )1U flir i = 1,...,n. 

Nach Korollar 1.3.7. ist f£]U = g]U. 

ii) OE ist Y der isoalgebraische Raum zu einem affinen 

Schema Spec (A) . Es gibt eine offerne Teilmenge U von 

X mit X, €U und einen C-Algebrenhomomorphismus 

h 7A >O,(U), so daB kommutiert 

+ ___ 0, © X,X, Yo 

Dp gq 

0, (U) <A 

wobei p und q die kanonischen Morphismen sind. Sei f 

der nach Korollar 1.3.7. durch h gegebene isoalgebrai- 

sche Morphismus U-Y. Wie im Eindeutigkeitsbeweis der 

Proposition 1.3.6. zeigt man, da8g& £(x,) = Yo und 

tx = t (man beachte, da& t ein lokaler Ringhomomor- 

phismus ist). 

Korollar 1.3.10. 

Seien (Z,0,) ein offener isoalgebraischer Teilraum eines 

Schemas X, Y ein Schema und f :Z+yh ein isoalgebraischer 

Morphismus. Es existieren eine Uberdeckung (U,| i€T) von @, 

Schemata Xie offene semialgebraische Teilmengen V; von X;(C), 

etale Morphismen Py 2X; 7X und Morphismen fj 2X; +Y¥ von
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Schemata, so daB fiir jedes i €I PD iv, 7V. > U, ein isoal- 

gebraischer Isomorphismus ist und das Diagramm kommutiert 

h 
ViOxs 

Beweis: 

OE ist Y affin, Y = Spec (C(T,,...,T,J/d). Sei a, = £*(T.) 

fiir i = 1,...,n, wobei T, das Bild von T, in cC{T,,...,T,]/J 

ist. Es existieren eine Uberdeckung (U, 1i€T) von 2, etale 

Morphismen p; :2; ~X, offene semialgebraische Teilmengen Vv; 

von Z, (C) und Asqree Fan £07 (Fi) so daB fiir jedes i€él 

pe iv, 2V; 70; ein isoalgebraischer Isomorpvhismus ist und 

h =e . n 
* = = : (Pp; IV) (a510;) aig!¥i fiir j 1,...,n. Sei o; 72; 9M 

der durch Asqrers rin € 7 644) gegebene Morphismus von Sche- 

mata. Aufgrund der Eindeutigkeitsaussage aus Proposition 

1.3.6. hat man das kommutative Diagramn 

h 
Viray gh 

h i 
Pi | 

gy 
1 flu; 

Sei Jqr---+3n ein Erzeugendensystem des Ideals J. Es ist 

g,*(G IV, =O fiir s = 1,...,m. Daher existiert eine Zaris- 

-_ . a4 - 
ki-offene Teilmenge X, von Zee so daB V, ox; und o; (35) IX, Oo 

fiir s = 1,...,m. Man hat einen Morphismus £5 2X, 9¥ von 

Schemata, so daB kommutiert 

h h 
Vox, 2s 

   
h 

Py IVa i
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Sei £:X-Y ein Morphismus isoalgebraischer Rdume. f heist 

ws . 0 (0 e 

lokaler Isomorphismus bei x €X, wenn Y,£(x) 7 -X,x ein 

Isomorphismus ist. f heiS8t lokaler Isomorphismus, wenn 

Oy E(x) > Oy x ein Isomorphismus ist fiir jedes x €X. 

Korollar 1.3.11. 

1) Sei £ :X +~Y¥ ein isoalgebraischer Morphismus, der ein 

lokaler Isomorphismus bei x €X ist. Dann gibt es eine 

offene Teilmenge U von X, so da& x €U, £(U) eine offe- 

ne Teilmenge von Y ist und f1U:U+f£(U) ein isoalge- 

braischer Isomorphismus ist. 

ii) Sei £:X-Y ein lokaler Isomorphismus isoalgebraischer 

Rdume. 

a) Es existiert eine tberdeckung (U;!i€I) von X, so daB 

£(U;) eine offene Teilmenge von Y ist und flu, :U; > 

£(U,) ein isoalgebraischer Isomorphismus ist fir 

jedes i€lL. 

b) Ist f bijektiv, so ist f ein Isomorphismus. 

c) Ist f endlich, so existiert eine Uberdeckung (Vs13€d) 

von Y, so da8 ftir jede nichtleere Zusammenhangskompo- 

nente 2 eines eli) gilt: £12:2 cvs ist ein iso- 

algebraischer Isomorphismus. 

Beweis: 

i) Nach Korollar 1.3.10. kann man OE annehmen, da8& ein Mor- 

phismus Ey 2X, 7X, zwischen Schemata existiert mit 

_ h _ h _ h 
X =X, Y= Yo , £= fo - Da O 

h 0) o 
oO Y¥orf, (x) Y,£(x)



h . : : : A 
= einIsomorphismus ist, ist auch 0 

Oy x Kor x + P ’ Yo, £9 (x) 
h A h ,a_A . . 

Oyo £, (x) 7 Ox) = Ox ek ein Isomorphismus. Nach 

{SGA 1, I, Cor. 4.4} ist fy etal in x. Es existiert 

dann eine Zariski-offene Umgebung V von x in Xgr SO 

daB f,lv etal ist. Die Behauptung folgt nun aus 1.1.1.v) 

und 1.1.4.11i). 

a) Wie unter i) kann man OE annehmen: Es existiert ein 

c ~
 

etaler Morphismus fy 2X, 7X, von Schemata, so dag 

Y= vo, X ein offener isoalgebraischer Teilraum von 

xo und f = eb ix. Nach Proposition 1.1.1.v) exi- 

stiert eine tiberdeckung (UO, 1i€T) von X, so daB £(U;) 

eine offene Teilmenge von Y ist und flu; >U, +£(U;) 

ein semialgebraischer Isomorphismus ist. Nach 1.1.4.ii) 

ist flu, 7U; ~£(U;) ein isoalgebraischer Isomorphis- 

mus. 

Man w&hle eine Uberdeckung (U,; 1i€T) von X mit der in 

a) angegebenen Eigenschaft. Nach der Proposition 4.1. 

aus §4 existiert eine Uberdeckung (V1 jE) von Y durch 

offene zusammenhadngende semialgebraische Teilmengen 

V5 von Y, so da8 jede Zusammenhaneskomponente Z eines 

f 
(V5) in einem U; enthalten ist. Ist Z nicht leer, 

so ist £(2) = V5 ¢f£(U,). Es ist fla 72 -V. ein iso- 

algebraischer Isomorphismus. 

Ein isoalgebraischer Morphismus f :X~Y heiB8t Einbettung, wenn 

f ber einen Isomorphismus auf einen isoalgebraischen Teilraum 

von Y faktorisiert



- 29 - 

  

T ist eindeutig bestimmt, denn T wird durch die Idealgarbe 

ker (0, > £,0,) definiert. Nach Proposition 1.3.2. ist dann 

auch g eindeutig bestimmt. 

Ist f :X-+Y eine abgeschlossene Immersion von Schemata, so 

ist ¢h : xf yh eine Einbettung (Proposition 1.3.3.). 

Korollar 1.3.12. 

Sei £ = (y,p) : (X,0,) > (Y¥,0,)) ein Morphismus isoalgebrai- 

scher Radume. f ist genau dann eine Einbettung, wenn gilt 

a) » ist injektiv, ©(X) ist das Komplement einer offenen 

Teilmenge von Y und zu jeder offenen Teilmenge U von X 

existiert eine offene Teilmenge V von Y mit »(U) = VNw(X). 

b) Fiir jedes x €X ist Oy £(x) 7x, x surjektiv. 

Beweis: 

Sei f:X-Y ein Morphismus isoalgebraischer Rdume, der a) 

und b) erftillt. Es wird bewiesen, daB f eine Einbettung ist. 

Da a) erfiillt ist,genligt es folgendes zu zeigen: 

(*) Es existieren eine Uberdeckung (U; 1i€T) von X und eine 

Familie (v, lier) von offenen Teilmengen von Y, so daB 

Flu, : US ~ V; eine Einbettung ist fiir jedes i€I. 

Man kann nach Korollar 1.3.10. OE annehmen: Es existiert ein 

Morphismus von Schemata fy 2X, 7¥,, so da&B X ein offener iso- 

algebraischer Teilraum von xo ist, Y = vo und f =f Rix,
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h h . 
. = © = 0 i i - OY £9 (x) Y,£(x) 7 Oy x XorX surjektiv ist, er 

zeugt das maximale Ideal von 0 

Da 

Yor fo (x) das maximale Ideal 

von Ox eX (bzgl. Oye fo (x) > a Deshalb ist fo unver- 

zweigt in jedem x €X. Nach [SGA 1, I, 7.8] hat man dann OE 

eine Faktorisierung 

Z 

g p 

xX ———.—_—— ¥ 
° fy ° 

wobei g eine abgeschlossene Immersion und p etal ist. Da gh 

eine Einbettung ist und wegen 1.1.1.v), gilt (*). 

Ist FP eine kohdrente Garbe auf einem isoalgebraischen Raum xX, 

so heiBt supo(F) = {x €FIP, +0} der Trager von F. 

Proposition 1.3.13. 

Sei F eine kohdrente Garbe auf einem isoalgebraischen Raum xX. 

supp(F) isteine isoalgebraische Teilmenge von X. X ~supp(F) 

ist die grdé8te offene Teilmenge U von X mit FIU = 0. 

Beweis: 

. mf n 
OE hat man eine exakte Sequenz ey Oy -F ~-O auf X. £ 

werde durch die Matrix (Mis) a<icn (Mis €0, (X)) gegeben. 

<i<n <n}. Also 
<jizn 

ist supp(F) eine isoalagebraische Teilmenge von X. Die 

: l<j<n 
Es ist suppo(F) = {x €X! Rang von™ (M5 (0) )4 

zweite Behauptung folgt aus Satz 1.2.7..
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4. Produkte isoalgebraischer Rdaume   

Proposition 1.4.1.   

i) 

ii) 

iii) 

Ist Xx,¥ —_1.___+ ¥ ein kartesisches Diagramm von 

p £ 

  

~ —_—_—_——————> T 

g 
: h gh h.,. . 

Schemata, so ist (Xx,,¥) ————_—_———— Y” ein kartesisches 

ph | go 

xh 
gh 

Diagramm in der Kategorie der isoalgebraischen Raume. 

In der Kategorie der isoalgebraischen Rdume (iiber (C,R)) 

existiert das Faserprodukt. Das sich aus einem Faser- 

produkt isoalgebraischer Raume Xx ,¥——_—__+¥ 

| | 
x ——_—————— T 

ergebende Diagramm 1Xx,¥1 ———— |¥I ist kartesisch 
| 

1x! ———__—> |[T | 

in der Kategorie der semialgebraischen Radume (iiber R). 

Seien f :X »T ein Morphismus isoalgebraischer Radume, J 

eine kohdrente Idealgarbe auf T und Y der durch J defi- 

nierte isoalgebraische Teilraum von T. Sei Z der durch 

die kohdrente Idealgarbe £*(J)0, := im(£* (J) +0.) de- 

finierte isoalgebraische Teilraum von X. Man hat ein 

kommutatives Diagramm
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Z<«——»X. Dieses Diagramm ist kartesisch in der Kate- 

| 
Yc -T 

gorie der C-geringten Raume. 

iv) Ist £:X—-+Y¥ ein S-Morphismus isoalgebraischer Raume, so 

ist die Graphenabbildung X +Xxo¥ von £ eine Einbettung. 

Beweis: 

i) folgt aus Korollar 1.3.7..Aus i) folgt die Existenz des 

Faserprodukts Xxn¥ in der Kategorie der isoalgebraischen 

Radume in der folgenden Situation: X, Y, T sind offene isoal- 

T gebraische Teilrdume von Schemata Xy- X £:X-T und 
of “o’ 

g :Y-7T sind die Einschrankungen von ES und af auf X und Y, 

wobei fo 2X, 7 T, und Io 2X4 +7 Ty Morphismen von Schemata 

sind. Hieraus und aus Korollar 1.3.10. folgt die allgemeine 

Existenz des Faserprodukts in der Kategorie der isoalgebrai- 

schen Raume. iii) folgt aus Proposition 1.3.2.. Nach Koro- 

lar 1.3.12. ist der Schnitt eines isoalgebraischen Mor- 

phismus eine Einbettung. Also ist die Graphenabbildung 

X *Xxo¥ als Schnitt der Projektion Xx oY +X eine Einbettung.
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5. Reduzierte isoalgebraische Raume   

Definition 1.5.1. 

Ein isoalagebraischer Raum (X,0,) heiBt reduziert (bzw. normal, 

bzw. regular), wenn 9 reduziert (bzw. normal, bzw. regular) K,X 

ist flir jedes x €X. 

Proposition 1.5.2.   

Sei J eine koharente Idealgarbe auf einem isoalgebraischen 

Raum (X,0,). Ordnet man jeder offenen Teilmenge U von X den 

0, (U) -Modul {s €0,(U) | es existiert ein n€IN, so das 

s" €s(U)} zu, so erh&lt man eine kohdrente Idealgarbe. Sie 

wird mit VJ bezeichnet. Fiir jedes x €X ist (VI), das Nilra- 

dikal des Ideals Jy, im Ring Oy 

Beweis: 

Es ist klar, da&8 VJ eine Garbe ist und da& die Halme von yO 

die ancgegebene Form haben. Um zu zeigen, daB VJ koh&rent ist, 

kann man nach Proposition 1.1.5. OE annehmen: X ist ein 

offener isoalgebraischer Teilraum eines Schemas XG und es 

existieren fyre--r tn € o (XQ). so daB J die von £,1X,...+f }X 
° x m 

erzeugte Idealgarbe ist. 

Sei Jy die von freee rt erzeugte Idealgarte auf Xu und sei 
m 

J, die Nilradikalgarbe von Jo: Es ist Py* (T5) IX <c WJ. Da O S 

~» i 12 oO . Ox Gx Ox x eine Henselierung von XorX ist und da 

(To OX x = J, ist, ist VIO EX x = VI d.h.



(9, *(T,)), = (Vo) fiir jedes x €X. Nach Korollar 1.2.9. ist 
° 

Oy * (T4) 1X = VJ und VJ ist damit kohdrent. 
oO 

Der durch die kohdrente Idealgarbe V(0) definierte isoalge- 

braische Teilraum eines isoalgebraischen Raumes (X,0,) hei8Bt 

die Reduktion von X und wird mit Xr ed bezeichnet. Es tst 

IX] = 1X X ed hat wie tiblich folgende universelle Eigen- 
rea!’ xr 

schaft 

Proposition 1.5.3.   
Sei X ein isoalgebraischer Raum. Dann ist X og ein reduzier- 

ter isoalgebraischer Raum und ist f :¥Y +X ein Morphismus 

isoalgebraischer Rdume, wobei Y reduziert ist, so gibt es 

genau einen Morphismus g : Y ~X so da8B kommutiert 
red’ 

Y 

g £ 

X 
red +S ° 

Der Beweis ergibt sich aus Proposition 1.3.2. und Korollar 

1.2.8.. 

Die isoalgebraischen Funktionen {d.h. die Elemente aus 

Oy (X)) auf einem reduzierten isoalgebraischen Raum (X,0,) 

kann man wirklich als Funktionen auf der Menge X lesen. 

Der entscheidende Schritt hierzu ist die (nicht schwer zu 

beweisende) Proposition 1.5.4..



Proposition 1.5.4. 

Sei (x,0,) ein isoalgebraischer Raum. Dann ist 2-dim@ x 
? 

dimS°x fiir jedes x €X. Dabei bezeichnet dimS°x die lokale 

Dimension des semialgebraischen Raums |X] im Punkt x €X. 

Diese Proposition ist in [K, Kap. IX, §2] bewiesen. 

Definition 1.5.5. 

Sei (X,0,) ein isoalgebraischer Raum. Ftir ein x €X heiBt 

. : 1,..sa : . . 
-= oO = % i dim Xx := dim X,X adim, X die lokale Dimension von X im 

Punkt x. dimX := max{dim,X!x €X} heiBt die Dimension von X. 

Proposition 1.5.6. 
  

i) Seien X ein isoalgebraischer Raum und J eine kohdrente 

Idealgarbe auf X. Ftir jede offene Teilmenge U von X ist 

vi(U) = {s €0,(U)Is(x) = O ftir jedes x €U Asuop(O,/J)}. 

ii) Seien X ein isoalgebraischer Raum und A eine isoalge- 

braische Teilmenge von X. Ordnet man jeder offenen Teil- 

~ menge U von X den Oy (U) -Modul {s €0, (U) Is (x) = 0 fiir 

jedes x €UNA} zu, so erhalt man eine kohdrente Ideal- 

garbe auf X. Sie wird mit Jn bezeichnet. Es ist 

A= supp (O,/J,) . 

Beweis: 

i) Gegeben seiein SEO, (X), so daB s(x) = O fiir jedes 

x €supp(O/J). Zu zeigen ist, daB ein n€IN existiert,
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so dag s” €J(X). OE ist X ein offener isoalgebraischer 

Teilraum eines Schemas Xo und es existieren t, 

E,re-er tL EO (Ko) so daB J die von £,1X,.--,f, 1X 

erzeugte Idealgarbe ist und s = tIX. Sei 2 die Zariski- 

abgeschlossene Menge {y EX lf, ly) =... = fly) = oO} 

von Xo- Nach Voraussetzung ist t(x) = 0 ftir jedes x EX NZ. 

Nach Proposition 1.5.4. existiert eine Zariski-offene 

Teilmenge V von 2, so da8& t(y) = O flir jedes y EV und 

XNZcV. WH X, »(2sv) ist eine Zariski-offene Teil- 

menge von X,, fiir die gilt: XcW und (c!W)(y) =O fir je- 

des v €fy Ew! (£,1W) (y) =... (£'W) (vy) = O}. Also exi- 

stiert ein n€IN, so daB (tIw)” ET (W), wobei Jy die von 

£,!W,...,f,1W erzeugte Idealgarbe ist. Dann ist s" €J(X). 

ii) OE existieren fire. t, € 0 (X), so daB A = 

{x €XIf,(x) = ... = £ 6X) = O}. Sei J die von 

Eyre-erf erzeugte Idealgarbe auf X. Es ist dann 
m 

A = supp(©/J) und somit ist nach i) J, = VJ. Nach Pro- 

position 1.5.2. ist Jn koharent. 

Korollar 1.5.7. 

Fur einen isoalgebraischen Raum (X,0,) sind aquivalent 

i) xX ist reduziert 

ii) Ist U eine offene Teilmenge von X und s EO, (U), so das 

s(x) = 0 fiir jedes x €U, dann ist s = 0. 

Beweis: 

ii) = i) ist trivial. Es gelte nun i). Nach 1.5.2. ist VO)



eine kohdSrente Garbe. Somit ist V(O) = (0) nach Satz 1.2.7.. 

ii) folgt nun aus 1.5.6.i). 

Aus Korollar 1.5.7. folgt 

Korollar 1.5.8. 

Es sei f :X +~Y ein Morphismus isoalgebraischer Raéume und T 

ein isoalgebraischer Teilraum von Y. Ist X reduziert und 

£(X) ¢ T, dann gibt es einen Morphismus g :X -T, so daB 

kommutiert 

| I
e
e
e
 

be 
Hh 

T . 

Sei A eine isoalgebraische Teilmenge eines isoalgebraischen 

Raums (X,0y)- Auf der semialgebraischen Teilmenge A von |X| 

hat man eine Garbe On von C-Algebren: Ftir eine offene semi- 

algebraische Teilmenge U von A ist 0, (U) die Menge aller 

Funktionen f :U-~>C, fiir die es eine Uberdeckung (U, |i€Z) 

von U, eine Familie (Vv; 1i€T) von offenen semialgebraischen 

Teilmengen von X und 2i EO, (V,) gibt, so das U5 = A AV; und 

f(x) = f; (x) fiir jedes x €A AV;. Der C-geringte Raum (A,9,) 

ist ein isoalgebraiscner Raum, er ist ndmlich der durch die 

kohdrente Idealgarbe Jy definierte isoalgebraische Teilraum 

von X. 

Haufig ist es n6tig zu wissen, da& eine isoalgebraische 

Teilmenge A eines isoalgebraischen Raumes X der zugrunde-



liegende semialgebraische Raum eines isoalgebraischen Raums 

(oder noch besser: eines isoalgebraischen Teilraums von X) 

ist; dies ist eben richtig, man versehe A mit der eben be- 

schriebenen reduzierten Teilraumstruktur.



6. Nashraume 

Die Definition eines Nashraumes erfolgt analog der Definition 

eines isoalgebraischen Raumes: Sei X ein Schema von endlichem 

Typ iiber R. Die Menge X(R) der R-rationalen Punkte von X ist 

ein semialgebraischer Raum tiber R. Zu jeder offenen semialge- 

braischen Teilmenge U von X(R) hat man wieder die Kategorie 

Iy- Die Objekte von Iy sind die Tripel (X',U',f), wobei 

f£ :X' +X ein etaler Morphismus von endlichem Typ zwischen 

R-Schemata ist und U’ eine offene semialgebraische Teilmenge 

von X'(R) ist, so daB fe :U' »U ein semialgebraischer Iso- 

morphismus ist. Die zu der Pradgarbe Up» dim S. (Xx") assozi- 

ierte Garbe wird mit %, bezeichnet und hei&t die Garbe 

der Nashfunktionen auf X. Ein offener Nashteilraum von X 

ist ein R-geringter Raum (U,X IU), wobei U eine offene 

semialgebraische Teilmenge von X(R) ist. (Die Kategorie 

der R-geringten Radume wird entsprechend 1.1.2. definiert). 

Ein Nashraum uber R ist ein R-geringter Raum, der lokal 

isomorph ist zu einem offenen Nashteilraum eines Schemas 

von endlichem Typ uber R. 

Es werden nun alle Definitionen aus den Abschnitten 1., 2., 

3., 4. analog ftir den Nashfall itibernommen. Es bleiben dann 

alle Aussagen aus 1., 2., 3., 4. richtig. Vorsicht ist im 

Abschnitt 5. geboten. Hiervon sind nur noch die Propositio- 

nen 1.5.2. und 1.5.3. richtig. Zwar sind auf einem Nashraum 

(X,0y) die Strukturgarbe Oo, und die Idealgarbe V(0) kohdrent



und man kann somit die Reduktion eines Nashraumes bilden, 

aber auf einem reduzierten Nashraum (die Definition 1.5.1. 

wird tibernommen) kann man die Schnitte der Strukturgarbe 

im allgemeinen nicht mehr als Funktionen lesen. Denn die zu 

Proposition 1.5.4. analoge Aussage dimo, x = dime *x ist 

nicht richtig. Ist jedoch der Nashraum (X,0y) regular, so 

ist eins E Oy (X) eindeutig durch die zugehdrige Funktion 

S:X-9R, x»s(x) bestimmt. Die am Ende von Abschnitt 5. an- 

gegebene Beschreibung der reduzierten Teilraumstruktur ei- 

ner isoalgebraischen Teilmenge eines isoalgebraischen Raums 

fuhrt im Nashfall im allgemeinen zu keinem Nashraum. Dies 

wird im folgenden an zwei Beispielen illustriert. 

Sei A eine Nashteilmenge einer offenen semialgebraischen 

Teilmenge T des rR”. Auf A hat man eine Garbe o, von R-Alge- 

bren: Fiir eine offene semialgebraische Teilmenge U von A ist 

0, (U) die Menge aller Funktionen f :U>R, fiir die es eine 

Uberdeckung (U; 1i€T) von U, eine Familie (v, 1ier) von offe- 

nen semialgebraischen Teilmengen von T und £5 E Mn (V;) 

gibt, so daB Uy =A AV, und f(x) = £; (x) fiir jedes x €A Av, 

Auf T hat man die Idealgarbe J,: Flr eine offene semialge- 

braische Teilmenge V von T ist Ja(v) = {s €4% ,(V) Is(x) = 0 

fiir jedes x €A NV}. Es ist O, = 37) p/I_) » wobei j :A-T 

die Inklusion und On =% IT ist. Der R-geringte Raum (A,0,) 

hat folgende Eigenschaften: 

i) Fur jedes a€A ist oO 
, 

Ala ein henselscher lokaler Ring



und R>Q, ,/m, ist ein Isomorphismus. ({A,O,) gibt also 

AnlaB zu einem strikt reellen Raum im Sinne der Defini- 

tion aus (kK,]). 

= dimSa. ii) Fir jedes a€A ist dim o. 
,a 

1lii) Fiir ein a€A ist 0 a genau dann ein Integritatsbereich, 
A, 

wenn der von (T,A) reprdaésentierte Nashkeim des R”™ im 

Punkt a irreduzibel ist. 

iv) (A,0,) ist genau dann ein Nashraum, wenn die Idealgarbe 

J, auf (T,0,) Kohadrent ist. 
A 

(Begritindung von iv): Ist Jy kohdrent, so ist (A,0,) ein Nash- 

raum nach Korollar 1.3.4.. Ist (A,0,) ein Nashraum, so ist 

der kanonische Morphismus R-geringter Radume j > (A,O,) > (T,O,) 

eine Einbettung nach Korollar 1.3.12.. Dann ist J, = 

ker (0, +j,9,) koharent.) 

Es gilt (die Bezeichnungen seien wie oben): 

(1) Sei a ein Punkt von A, fiir den gilt: Der von (T,A) re- 

prdsentierte Nashkeim des R"” im Punkt a ist irreduzi- 

bel und in jeder Umgebung U von a in A gibt es ein b 

mit dim>“a +dim="a. Dann ist Jy nicht kohdrent. 

(1) ist in [C] bewiesen. Cartan benutzt hierzu die Komplexi- 

Fizierung reell analytischer Mengenkeime. Auf diese Weise 

laBt sich (1) nattirlich auch im Nashfall zeigen. Eine ande- 

re M6glichkeit ist die folgende: Angenommen, es sei Jy ko~ 

hdrent. Dann ist der R-geringte Raum (A,Oy) ein Nashraum.



Also gibt es eine offene semialgebraische Umgebung V von a 

in A, so daB (v,, IV) ein offener Nashteilraum eines Schemas 

X von endlichem Typ tiber R ist. Da ©, a = O 4 integer ist, 

ist auch Ox a integer. Deshalb gibt es eine offene semial- 

gebraische Umgebung U von a in V, so das dims*a = dim® 
, b A,b 

i = j . = i = i 24 ij 7 dimG, 5, dimO, dim A, a dim, A flr jedes beEU. 

Widerspruch. 

Beispiel: 

Sei A={(x,y,2Z) ER? 12 (x? +y) - x? = O}. Es ist dim=? A= 
* (0,0,0) 

2, dim(g O° z)* = 1] flir jedes z#O und A ist irreduzibel in 
s f 

(0,0,0). Also ist (A,O,) kein Nashraum. 

Wie in IN, Ch. V, Prop. 8] beweist man mit Hilfe der Komple- 

xifizierung von Nashkeimen 

(2) Seien U eine offene semialgebraische Teilmenge von Cc” 

und A eine isoalgebraische Teilmenge von U. Sei a ein 

Punkt von A, flr den gilt: A ist im Punkt a irreduzibel 

und in jeder Umgebung von a in A gibt es einen Punkt, in 

dem A reduzibel ist-. Man betrachte nun U als offene se- 

2n 
mialgebraische Teilmenge es R und A als Nashteilmenge. 

Es ist dann Jn nicht kohdrent auf (U,*, an IU). 

Beispiel: 

. _ 3,.2 2 . . . . 
Sei A= {(x,y,z) €C” |x” -zy” = 0}. Es ist A irreduzibel in 

(0,0,0). Ftir jedes z +0 ist A reduzibel in (0,0,2). Also
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gibt es im R® eine rein 4-dimensionale Nashteilmenge A, so 

daB (A,0,) kein Nashraum ist.



§2 - Einige Eigenschaften isoalgebraischer Funktionen, I 

Es werden die Ergebnisse tiber isoalgebraische Funktionen 

aus [K,] angegeben. Die Beweise findet man in [K]. Es wird 

gezeigt, da& einige elementare Eigenschaften holomorpher 

Funktionen, wie Identit&tssatz, Maximumorinzip, Differen- 

zierbarkeit, Potenzreihenentwicklung, auch ftir isoalgebrai- 

sche Funktionen gelten. 

Satz 2.1. 

Seien X ein normales Schema, U eine offene semialgebraische 

Teilmenge von X(C) und f£ € a, (0). Es existieren dann ein 

Schema Xue eine offene semialgebraische Teilmenge V von 

X,(C), ein etaler Morphismus p 7X, 7X und ein fy EO, Fo) 

so das ptiy :V >-U ein isoalgebraischer Isomorphismus ist 

und (pP iv) *(£) = f,lv- 

Satz 2.2. 

Sei X ein normaler isoalgebraischer Raum und sei f :X -C eine 

semialgebraische Abbildung. Zu jedem x €X gebe es eine offene 

Teilmence U von X, so da& x €U und £/U :U -C isoalgebraisch 

ist. Dann ist £ isoalgebraisch. 

Satz 2.3. 

Seien U eine offene semialgebraische Teilmenge von A”™(C) und 

£ :U-C eine isoalgebraische Funktion. f ist differenzierbar, 

d.h. fiir jedes u €U und jedes i é€{1,...,n} existiert der
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Grenzwert (D,f) (u) = of (u) := lim Etuthe;) ~ f(a) und die 
O23 h-0 

dadurch bestimmte Funktion U -C, u» (D;£) (u) ist isoalge- 

braisch. 

Satz 2.4. 

Sei X ein zusammenhangender normaler isoalgebraischer Raum 

und sei f EO, (xX), so da8B f£1V = O fiir eine nichtleere offene 

Teilmenge V von X. Dann ist f = 0. 

Beweis: 

Nach 1.1.5. gibt es eine thherdeckung (U, 1a = 4,...,n) von X, 

so daB zu jedem i ein zusammenhdngendes normales Schema Xj 

eine offene semialgebraische Teilmenge Vi von X;(C), ein 

jsoalgebraischer Isomorphismus hy + (V5 Ay 1G) > (U; 0,105) 

und £5 € Ox, Oy) existieren mit h,*(£10;) = £,!Vj- OE ist 

V AU, #@. Es ist dann £,1h,~'(vnu,) = 0. Deshalb ist nach 

1.5.4. £, =O und somit flu, = 0. OE ist U, nu, +%. Wie 

eben folgt dann f]U, = O. OE ist U3 AU, UU.) #%. Es ist 

dann f1U3 =O. ... 

Satz 2.5. 

Sei X ein zusammenhdngender reguldrer isoalgebraischer Raum 

und sei s €0,(X). Dann ist die Abbildung S:X+C, xes(x) 

konstant oder offen. 

Beweis: 

Es sei $s nicht konstant. Es ist zu zeigen, da® s offen ist 

in jedem Punkt x €X. Sei ein v €X gegeben. OE ist s(v) = O.
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Nach dem Identitatssatz 2.4. ist 0 +S. EO ye Es ist also 

zu zeigen: 

(*) Ist X ein reguladrer isoalgebraischer Raum, v €X und 

s €0,(X) mit s, #0 und s(v) = 0, so ist s offen in v. 

OE ist X ein offener isoalgebraischer Teilraum eines Sche- 

mas Xo- Da oxo regular ist, existiert OE ein etaler Mor- 

phismus X, 7A”. Nach Proposition 1.1.1.v) ist dann OF X 

ein offener isoalgebraischer Teilraum von AP und v der Null- 

punkt. Sei U eine offene Teilmenge von X, so daS& v €U und 

LAU zusammenhdngend ist fiir jeden 1-dimensionalen linearen 

Unterraum des A. Wahle ein w€U, so daB w#v und s(w) #0. 

Sei Ly der 1-dimensionale lineare Unterraum des A™ mit 

Ww EL, und sei t die Einschrankung von s auf by NU. Es ge- 

niigt zu zeigen, daB t offen in v ist. Nach dem Identitdts- 

satz ist t, +0. Also kann man in (*) annehmen: dimQ, y = 1. 

Sei a ein erzeugendes Element des maximalen Ideals von Oy 

Es ist s, = b-a™, wobei b eine Einheit in oO. v ist und 

me€IN. Da Oy ein lokaler henselscher Ring mit algebraisch 

abgeschlossenem Restklassenkdrper der Charakteristik Null 

™ 
ist, gibt es einc€éO mit b= ec; also s. = (c-a)™. OF 

X,V v 

existieren ein Schema X, und d EO, (X0), so daB X ein offe- 
° 

ner isoalgebraischer Teilraum von X, ist und c-a = d.- Sei 

£ 7 XQ +a! der durch a gegebene Morphismus von Schemata. Es 

ist £(v) = 0 und es gibt eine offene Teilmenge U von X mit 

v €U, so da& das folgende Diagramm von Abbildungen kommu- 

tiert
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x U 
[| 

f(x) Al(c) —————Cc 
Xm 

Da c-a das maximale Ideal von ae y erzeugt, erzeugt d,, das 
ake 

maximale Ideal von oO. - Deshalb ist f unverzweigt in v. 
Vv Oo’ 

Nach [SGA 1, I, 9.5.] ist dann £ sogar etal in v. Also ist 

s offen in v. 

Im folgenden bezeichne v den Nullpunkt des A”. Seien ZqreeerZy 

die Koordinatenfunktionen des A™., Aan v ist ein reguldrer lo- 
’ 

kaler Ring der Dimension n und (Zp) reer (2) Y bildet ein 

reguldres Parametersystem von an vy: © ist ein Koeffizienten- 
, 

kérper von & - Somit 148t sich jedes f En beztiglich 
An,v iV 

(Za) yree er (22), in eine formale Potenzreihe mit Koeffizienten 

a€INe 
fal<k 

man durch Identifizierung von 4%, p/m mit den Polynomen 

in C entwickeln, xc Te ec{{T,,-...,T J} ( x e tT? erhalt 

aeiInn & n a 
°o 

vom Grad <k in (z,),,---,(z,),, mit Koeffizienten in C), oder 

anders ausgedriickt: durch Auszeichnung des reguldren Parame- 

tersystems (Zi) eee (2), erhalt man einen kanonischen Iso- 

: A~ 
mor chismus (any) > CU(T,,...,TJ].- 

Der Zusammenhang zwischen Differentiation und Entwicklung in 

formale Potenzreinen ist der folgende 

Satz 2.6. 

Sei £€4,, . und sei c= £ ec T° EC[[T,,...,7.]] die forma- 
Av,V a 1 n 

a€ INA 

le Potenzreihe von f. 

1) Ist d = x dT° die formale Potenzreihe von 

a€INe
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so ist d= ac : Dif EMan vy! aT; 
. 1 a . os . n — J 

1i) Flr jedes a € ING ist Cy = a: (2 £) (v). 

Beweis: 

i) Flir D; gilt die gew6hnliche Produktregel der Differen- 

a . 3a 
tiation (also ist D; any 7 pny eine Derivation Uber 

C). Es ist Di (25), = 0 ftir j #i und D (zy = 1. Gege- 

ben sei ein k €IN. Sei p = = ¢7T%. Also ist f = 
ceINR ° 
lal<k 

. =— k+1 
P((Z4) pre-e (2) y) +x mit x€m - Dann ist Df = 

D,P( (24) 5,---- (2,).) + Dx. Es ist Dep (zi) j6---- (2,),) 

TB (la yreeee (Zydy) “Dg l2ady 
_, oT 3 

j=1 J k a 

und D;x Em. Somit ist = aT 

aeINe 
la}<k-1 

ii) folgt aus i). 

Korollar 2.7. 

= 8p 

aTy 

3 

Ty 
—_— 

mw 

Cz yrereel2gdy) 

Sei f eine isoalgebraische Funktion auf einer offenen semi- 

algebraischen Teilmenge von A”™(C). Dann ist D,D5f = D,D;f. 
1 

Auf C hat man den Betrag || :C >R, a +ib +Va2+b2, wobei i 

eine Wurzel von -1 ist. Ein Polyzylinder mit Mittelpunkt a = 

(a,,---,a)) ech und Multiradius r = (Lye---eT)) eR® 

ee : n 
(ry >O fiir i = 1,...,n) ist B, (a) = {(Z,--+,2)) EC} 

[z,-a, <r; fiir i = 1,...,n}. 

Sei f eine isoalgebraische Funktion auf einem Polyzylinder 

By (v). Fur jeden Multiradius (ry,---/0)) = 2 <p sei M, (r) = 

max ClE Gey, -- ex ITI, | = ry,---,1X)! = rit: Ist f= c fT 
a 

a 

n a€INg
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die formale Potenzreihe von ty € an yr SO folgt im holomor- 

phen Fall aus der Cauchyschen Integralformel Ic] < Me (x) 

In der allgemeinen Situation erhdalt man eine&hnliche Ab- 

schatzung. 

Satz 2.8. 

Sei f : Bo tv) ~C eine isoalgebraische Funktion auf einem Poly- 

zylinder und sei x cto die formale Potenzreihe von 
ach 

£ En y Fur jeden Maltiradius r <p und jedes a € IND gilt 
’ 

lal Mg (r) 
ic,l <2 a 

Beweis: 

1. Fall: n= 1 

Es gilt 

(1) Sei g eine isoalgebraische Funktion auf B, tv) und sei 

x cr die formale Potenzreihe von Sy € ao 1 ° 

n€INo am 
seic, = 0 fiir n = 0,1,...,k-1. Fiir jedes r €R mit 

Es 

O<r<o gilt dann: lg(x)| < Mal) 1x )% ftir jedes 

> Mag (xr) Bait) x € BL (v) und Ie, | <x 

denn: Die Voraussetzung c, 70 flr n = 0,...,k-1 besagt ge- 

rade, daBg Sy em*, wobei m das maximale Ideal von @ 1 ist. 
A’,V 

Also ist h :B,(v) +C, h(x) = LG) sur x +0 und n(O) = c, 

isoalgebraisch. Nach Satz 2.5. ist Ih(x)! <max{Jh(t)]]}tl = xr} 

fiir jedes x €BL(v). Hieraus folgt (1). 

Satz 2.8. wird durch vollstdndige Induktion nach a € IN, be- 

wiesen. Der Fall a = O ist in (1) enthalten. Satz 2.8. gelte 

fiir «a = 0,1,...,k-1. Sei g die isoalgebraische Funktion 

fF- (Cog +c,Z +... +c,242zK-1). Nach (1) ist
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Ie, | <x max{{g(x)i|lx! = r}. Fiir jedes x mit |x| = r gilt: 

Ig(x) 1 < 1£() | tlegt tle, ln tee. they ye 
9 1 k-1 <Mp(v) +2°Me(r) +2:-Me(r) +... +2 

k 

M,(r) 

2 M, (x). 

2. Fall: n beliebig 

Satz 2.8. wird durch vollstadndige Induktion nach n bewiesen. 

Satz 2.8. gelte fiir ein vorgegebenes n. Seien p = (Dqr-- +P. 4) 

und r= (Lyoeeeee Ty) Multiradien mit r<p, a = (G1, 2.27% 4) € 

mot! ein Multiindex und £ eine isoalgebraische Funktion auf 

By(v). Sei B= ((xy,...-%,) EC™IIx;1 <p, fir i = 1,...,n}. 
. 1 On+1 . 

Nach Satz 2.3 ist g:B3-C, x»——, (D ) £(x,O) eine 
neat n+1 

isoalgebraische Funktion. Nach Pall 1. und Satz 2.6.ii) 

gilt fiir jedes x €B: 

On+1 M(x) 

Ont+1' 

n+l 

(2) {g(x) | < 2 wobei M(x) = max{ f(x,y) !llyl=ri44}- 

Nach Induktionsvoraussetzung und Satz 2.6.ii) ist 

IZ, (Dg) (v) I< 2181 aN , wobei B= (Oy,-2-70,), Q = (Fyree ee Fp) 

und N = max(Ig(x,,---/X,) 11 1x41 = Cyreeer tx] = rite Somit 

folgt aus (2): 

= j—- (p8 [B1,%n+1 Me(r) _ jlal Mg(r) lc,l = gr (ig) W)I <2 7 2 or antl 2 a 

n+l 

Satz 2.9. 

Sei £ eine isoalgebraische Funktion auf einem Polyzylinder 

By (v) und sei c = = c T° die formale Potenzreihe von 

a€INn 
. .O : k : 

ty Eden y- Sei JY €R eine Mikrobe von R, d.h. (7 ee ist 

eine Nullfolge in R. Dann konvergiert c auf BL. (v) gleichmas- 

sig gegen f flir jeden Multiradius r <2. QO.



Beweis: 

Zundchst wird (1) aus dem Beweis von Satz 2.8. verallgemei- 

nert. 

(3) Sei g eine isoalgebraische Funktion auf By (v) und sei 

x c_T% die formale Potenzreihe von Gg, Eun _. 
acInn a Vv Ab,v 

eine natiirliche Zahl. Flir jeden Multiindex a ENG mit 

Sei k 

lal<k sei Cy = O. Dann gilt ftir jeden Multiradius 

(Lyr-e--r¥y) =r<o und jedes (Xy,---,X)) =x EBL (v): 

Ig (x) 1 < Mg (x) -(max( 1 FAI1i = 1,...,n})*, 
0; 

denn: OE ist x #v. Sei p= min{I==Ili = 1,...,n} und 
Si 

qs min{ I=*11i = 1,...,n} (Ist x; = 0, so setze man 
Xi 

Ci ry . . . 
xz! = IZ } = +o). Man hat die isoalgebraische Funktion 
“7 Si 

1 . 
h: {t €& (C)lltl <p} -C, tug(tx). Die formale Potenzreihe 

. moo. a 
von h, €&,4 ist xr dT mit d_ = X Cc xX”. Also ist 

Vv A',V me INo m m aemn 

jaf=m 
dad = 0 ftir m = 0,1,...,k-1. Somit folgt aus (1) aus dem 
m 

Beweis von Satz 2.8. !g({x) | Ih(1) 1 «< ‘Mais = Mp (q) ° 

(max (14114 = 1,...,n})*. Fir jedes t€C mit It] = aq ist 

tx EB, (v) und somit ist aufgrund des Maximumprinzip 

In(t) } = Ig(tx) 1 < Mg (=) - Also ist M,(q) = max{ |h(t) || [tl=a} 

< My). 

Satz 2.9. ergibt sich aus den folgenden beiden Behauptungen 

(sei xr <Z-p ein fest gegebener Multiradius): 

(*) Flr jedes k EIN sei Tx die isoalgebraische Funktion 

f - rc 2% (Z24,-+-/2, sind die Koordinatenfunktionen 

a€ Ina ‘ 
lal<k a1 an 

auf A" und z = z, hee 2 -) Dann ist 

(max{ Ig, (x) 1 |x EBL(v) pen eine Nullfolge.
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(**) Zu jedem ¢ €R, &€ >O existiert eine endliche Teilmenge 

I von ING? so da& fiir jede endliche Teilmenge J von 

mw ~I und jedes x EB (v) gilt: f= tc x"“| <e 
° r a 

acd 
Begriindung von (*): 

Sei Qe (Qyr--+/Q)) ein Multiradius , so daB Q <p und 

r <#-9. Nach Satz 2.8. und (3) gilt ftir jedes x EBL (v) und 

jedes KEIN: Ig, (x) I< Mg (Q)- (max (154 M11 = 1,...,n})* < 

(Me(Q) + x 2191 BETO) 99) (Hk < (0) + or ayegK 
a€INe aeINe O° 
fal<k lal<k 

mM, (Q)k"3* 

und 9) on ist eine Nullfolge. 

Begriindung von (**): 

Sei Qe= (Qir---+rQ)) ein Multiradius, so daB Q <p und 

xr < 40. Nach Satz 2.8. gilt fiir jedes x EBL (v): 

Io x71 < 2! al ae) (Z !lga = m.(a) a! Also gilt fiir 

jede endliche Teilmenge J ¢ ING N{a € INS Jl laf <k-1} und 

jedes x €BL (v) : lo x" < M,(Q)- (tne 1 an - Es 
aes ~ 7) 

ist (ent yk deen eine Nullfolge. 

Satz 2.10. 

Sei U eine offene semialdebraische Teilmenge von c™. Sei 

£f:U -C eine Funktion, ftir die gilt 

a) £f ist eine komplexwertige Nashfunktion, d.h. Re(f) und 

Im(£) sind Elemente aus %,9,(U), wobei man U als offene 

semialgebraische Teilmenge von A2"(R) = R2n = CM be- 

trachtet. 

b) f ist partiell differenzierbar, d.h. fiir jedes u €U 

und jedes i¢€{1,...,n} existiert die partielle Ab-
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leitung Su). 
i 

Dann ist f eine isoalgebraische Funktion. 

Beweis: 

Man zeichne eine Wurzel i von -1 aus. Man identifiziere c™ 

mit R2 indem man setzt (Zy4---42)) = (Re(z,),Im(z,),..., 

Re(z,),Im(z_))- R22 wiederum betrachte man ganz kanonisch 

als Teilmenge von C2", 

Nach Satz 2.2. genligt es zu zeigen, da8 es zu jedem Punkt 

aus U eine offene semialgebraische Umgebung in U gibt, auf 

der £ isoalgebraisch ist. Gegeben sei ein u €U. OE ist u=0. 

Es gibt eine offene zusammenhadngende semialgebraische Umde- 

bung V von 0 in c2n und eine isoalgebraische Funktion 

F:v-c, so daB vnR2n ¢ U und f(x) = F(x) flr jedes 

x €VNR22, Es gilt 

(1) Sind r und s isoalgebraische Funktionen auf V, so daB 

r(x) = s(x) flir jedes x €VNR2", so ist r = s. 

Denn: Flir jeden Multiindex a ee” und jedes x €V nr@" ist 

(D%xr) (x) = (D°s) (x). Nach Satz 2.6.ii) ist dann r, = 

S, €%an , fiir jedes x €V nr2), Nach dem Identitdtssatz 

ist r= os. 

Da f partiell differenzierbar ist, gilt fiir jedes x €VNR2" 

of 1 af oF 1 af ot 
32, '%) =F 322%)" 32, \*) =F 3z4 (x), srgg, = 

1 af (x). Aus (1) folgt 
1l1 dz 

2n 

(2) Auf V gilt af = 1 at , at -12F at =i at 
1 i 3Z5 23 i dz, on-1 i
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Sei h :c79 4¢2n die lineare Abbildung (Zy,--042 )» 
2n 

(A(z +z ) (2 -Z ) liz +z,_) (2 -z,_)). Sei P 
20°71 Wnt 1 720051 Wet OOO 20 n CW 2n' 2a en “2n'’” 

ein Polyzylinder in c™ mit Mittelpunkt O, so daf& h(PxP) cV,. 

wobei PxP = {(Z,,--++*rZ5,)) ecen b (24,-+-72,) €P und 

( Zeit Zan) €P}. Fiir jedes z = (Z47.--72,) €P ist 

h((z,z)) = (Re(z,),Im(z,),.-.,Re(z,) ,Im(z_)) (— bezeichnet 

die Konjugation auf C, bestimmt durch R und i). Also ist 

P cucc”™. Sei g :PxP +C die isoalgebraische Funktion feh. 

Es gelten 

(3) Flr jedes z€P ist g((z,zZ)) = £(2) 

(4) 220 =0,...,38 =0. 
2n 

Dabei folgt (4) aus (2). Aus (4) ergibt sich 

(S) Flr jedes z€P ist g auf {z}xP konstant. 

Sei 3 die isoalgebraische Abbildung P~+PxP, z+(z,0). Nach 

(3) und (5) ist f{P = gej. Also ist fIP isoalgebraisch. 

AbschlieBend noch ein rein algebraisches Ergebnis 

Satz 2.11. 

Ano ist algebraisch abgeschlossen in seiner Komplettierung 

(Onno) *: - 

Fiir einen Beweis von Satz 2.11. siehe [EGA IV, 18.9.3]. Es 

» oO A = A : 2 

gilt ano S Gano c (Aan o) ano) - Es ist leicht 

einzusehen, daB @,, , algebraisch tiber O,, . ist. Satz 2.11. 
AN,O A" ,0 

sichert also einen "gewissen Vorrat" an isoalgebraischen 

Funktionen.



Satz 2.11. wird in keinem Beweis der bisher aufgeftihrten 

Sa&tze verwendet. Auch in dieser Arbeit wird Satz 2.11. nur 

einmal benétigt, namlich beim Beweis des Riemannschen Heb- 

barkeitssatzes. 

Bemerkung: 

Satz 2.1. und Satz 2.2. gelten analog fiir Nashfunktionen, 

wenn das Schema bzw. der Nashraum regular sind. Auch gilt 

der Identitdtssatz ftir reguladre Nashr&aume. Nashfunktionen 

auf offenen semialgebraischen Teilmengen des R” sind diffe- 

renzierbar. Der Zusammenhang zwischen Differentiation und 

formaler Potenzreihe eines Nashfunktionskeims ist nattir- 

lich derselbe wie im isoalgebraischen Fall (Satz 2.6.). Da 

die formale Potenzreine einer isoalgebraischen Funktion 

lokal gegen die Funktion konvergiert (wenn der Kdrper R 

mikrobial ist), gilt dies ebenso ftir Nashfunktionen.
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§3 - WeierstraS&scher Vorbereitungssatz und Divisionssatz 

In [EGA Iv, 18.6.8] ist gezeigt 

Lemma 3.17. 

Seien A ein lokaler Ring und B eine endliche A-Algebra. 

Seien Byr--- BL die Lokalisationen von B in den maximalen 

Idealen von B. Fiir die Henselisierung ph von B gilt: 

h _ h h _ h 
BU = B, Xo... xB = B@,A . 

Lemma 3.2. 

Sei f :X-+Y ein Morphismus isoalgebraischer Raume, so daB 

Oy e(x) 7 x,x quasiendlich ist fiir ein x €X. Es gelten dann 

i) Oy e(y) 7 x,y ist endlich fiir jedes y in einer Umgebung 

von x. 

ii) Es existieren eine offene semialgebraische Umgebung U 

von x in X und eine offene semialgebraische Umgebung 

V von f(x) in Y, so daB f(U) ¢ V und f/U :U -V endlich 

ist. 

Beweis: 

Nach Korollar 1.3.10. kann man OE annehmen: Es existiert ein 

Morphismus von Schemata.g:S -T, so da&B X =sh XY =7, £ =g". 

h _ _o7h . . . . 
Da On a(x) = Oy £(x) Oy x = Os x quasiendlich ist, ist auch 

Om g(x) 72s,x quasiendlich. Nach Zariskis Hauptsatz ({EGA III, 

4.4.3]) hat man ein kommutatives Diagramm
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wobei U eine Zariski-offene Umgebung von x in S ist, i eine 

offene Immersion und h ein endlicher Morphismus ist. Also 

ist OE g endlich. ii) ist klar und i) folgt aus Lemma 3.1.. 

Ein Morphismus zwiscnen semialgebraischen Radumen f :X~Y 

hei8t quasiendlich in x €X, wenn x isoliert in der Fraser 

e '(e(x)) ist. 

Satz 3.3. 

Sei £:X-Y ein Morpnismus isoalgebraischer Rdume und sei 

x €X. Es sind aguivalent 

i) Oy f(x) 7x, x ist quasiendlich 

ii) Oy = (x) > Oy x ist endlich. 

iii) Es existieren eine offene semialgebraische Umgebung 

U von x in X und eine offene semialgebraische Umge- 

bung V von f(x) in Y, so daB £(U) ¢c V und fIU:U-V 

endlich ist. 

iv) £ ist quasiendlichn in x. 

Beweis: 

i) =» ii) = iii) = iv) ist klar (Lemma 3.2.). 

iv) » i): 

xi 9 i oO . Ist m das maximale Ideal von Y,£(x)? so ist x,x/™ Ox x
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der lokale Ring der Faser f '(£(x)) in x. Nach Proposition 

1.5.4. ist 0 = aim £ | (£(x)) = dimO, . Also ist 
~1(£(x)),x 

Oy y/MOy 4 = e-1(£(x)) >x ein endlichdimensionaler C-Vektor- 

raum. 

Ein einfaches aber ftir uns wichtiges Beispiel eines endli- 

chen Morphismus ist 

Beispiel 3.4. 

Sei X ein isoalgebraischer Raum und sei F EO, (x) [T] ein nor- 

miertes Polynom tiber dem Ring 0, (x). Sei Y der durch F gege- 

bene isoalgebraische Teilraum von xx (a1)? und sei p:Y->X 

die Einschrankung der Projektion xx (A1)2 +x auf Y. Seien 

A EO, (X) die Diskriminante von F und S = {x EXIA(x) = 0}. 

Es gelten: 

i) p ist endlich und flach und fiir jedes y €Y ist 

dim ¥ = dim, (y)*- 

ii) Es existiert eine Uberdeckung (U; tieT) von X~S, so 

daB fir jedes i¢éI und jede 2 hangskomponente 

Z von a" (u,) plZ:2Z 7U; ein Isomorphismus ist. 

iii) Ist X normal und zusammenhdngend und A #0, so ist Y 

reduziert. 

Beweis: 

OE ist X = w', wobei W ein Schema ist, und F €0, (W)(T].



Ist V das durch F gegebene Unterschema von wxa! und ¢ :V oW 

die Einschrdankung der Projektion weal, W auf V, so ist 

Y= v™ und p = gh (Proposition 1.3.3.). 

i) q ist endlich und flach. Also ist auch p=q™ endlich 

und flach. Fiir jedes v€V ist dim Ou atv) = dimOy , 

(denn q ist endlich und flach). Nach 1.5.4. ist dann 

dim,¥ = dim fiir jedes y €Y. x 
ply) 

ii) q ist tiber Wx{w EWIA(w) = O} etal. Also folgt ii) 

aus 1.3.11.ii)c). 

iii) Es ist also W zusammenhdngend und normal und A #0. 

Sei a ein generischer Punkt von V. Da dim@, an 
’ 

dim®. ist q(a) der generische Punkt von W. Da 
W,q(a)’ 

q etal tiber dem generischen Punkt von W ist, ist o., a 
, 

reduziert. Also hat V die Eigenschaft Ro: wea! ist 

normal, hat also die Eigenschaft S5- Fiir jedes x € Wxa! =: 7 

ist Fy ein Nichtnullteiler in On x Deshalb hat V noch 

die Eigenschaft S,- Ein Schema, das Ry und S, erfullt, 

ist reduziert. 

Satz 3.5. 

Sei X ein isoalgebraischer Raum. Seien VEX, a eal (c) und A 

der lokale Ring von Xx (aly® im Punkt (v,a). Sei z ein Ele- 

ment von A, das, eingeschrdnkt auf den isoalgebraischen Teil- 

raum {v}x(aly® + das maximale Ideal des lokalen Rings von 

(v}x(aly® im Punkt (v,a) erzeugt. 

Gegeben sei ein f €A, so daB £l{v}x(al)® in (v,a) eine
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Nullstelle der Vielfachheit k (1 <k <@) besitzt. Dann 

gelten 

i) A/fA ist ein freier Modul tiber Oy y mit Basis 
rd 

1,2,22,.-2,2%! mod fA. Also la8t sich jedes g €A 

schreiben 

_ k-1 
g=h-f+a,z Fee. tay 

mit h €A und Aqeeesray €Oy ye RrAaqee- ray sind eindeu- 

tig bestimmt. 

, so daB ii) Es existieren h €A und Ayre eer Ay EO. y 

f= h- (zk +a zk-1 +... +a,). 

h ist eine Einheit in A und Ayres ray liegen im maxi- 

1 

malen Ideal von Oo, ve hrayr- ++ ray sind eindeutig be- 
‘ 

stimmt. 

Beweis: 

Seien m das maximale Ideal von 0, y und B der lokale Ring 
Vv 

von {v}x(aly® in (v,a), also B = A/mA. Flir jedes g €A be- 

zeichnet g das Bild von g unter der Einschrdnkungsabbildung 

A+B. Es ist F = u-z* mit einer Einheit u aus B. 

i) A/fA@®_ Oy, y/m = B/fB ist ein freier Modul tiber 
X,v ~% 

‘ : ~_ —k-1 
O y/m mit Basis 1,Z,...2z 

, 

x mod £B. Nach Lemma 3.2. 

ist dann A/fA ein endlich erzeugter 0, y Modul . 
, 

A ist flach iiber 0. y und f ist ein Nichtnulliteiler 

von A/mA = B. Nach [EGA Orrn 10.2.4] ist dann f ein 

Nichtnullteiler von A und A/fA flach iiber Oy y" 

ii) Nach i) existieren t €A und Dir--ee by EQ ye so daB
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gilt 

(*) 28 = tepeb 2k ha, +b, 

Hieraus erhalt man z* = E-E+5 2° +... +B, und somit 

(OM) (1-E-u) 28 = BZ 1+. +5, 
Fiir jedes i€{1,...,k} ist entweder By = O oder Bj ist 

eine Einheit in B. Aus (**) folgt dann 5, = 0 ftir jedes 

icé{1,...,k}, aiso 1 = €-u. Damit ist t eine Einheit 

in B und t eine Einheit in A. Aus (*) folgt 

fet l(2k4(-p,)2 14... + (-by)). 
. _ k k-1 +, oy : 

Es sei nun f = A-(z +a,z t+... +a,) mit h €A und 

a a, €0 Man hat dann (u-5)z* = a,z%/ + +a 
yr ek X,v° . 1 ° k 

Wie eben folgt nieraus ay =O ftir jedes ié{1,...,k} 

und u = h. Alsc ist h eine Einheit in A und Ayres say 

liegen im maximalen Ideal von Oo, y" 
ay 

Satz 3.6. 

Sei U eine offene semialgebraische Teilmenge von (axa!) cc). 

1, am auf U, Sei p die Einschrankung der Projektion AA 

p:U-+-p(U) =: V. Sei £ eine isoalgebraische Funktion aut 4, 

so dag Elp !(v) mit vVielfachheit gerechnet genau k Nullstel- 

len (1 <k <e@) auf p '(v) besitzt fiir jedes v €V. Es gelten 

dann 

i} Sei X der durch £ definierte isoalgebraische Teilraum 

von U und sei gq :X -V die Einschrankung von p auf X. 

Es ist qOy eine freie (4,n1V) -Modulgarbe mit Basis 1, 

tp... th! €O,(X), wobei t die Einschrankung der
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(n+1)-ten Koordinatenfunktion von axa! auf X ist. 

ii) Zu jedem g € An, ai (U) existieren eindeutig bestimmte 

h Ea, 1(U), Aqree ray Ean (V), so da8 
mA 

k-1 
g =h-f ta ,z +... tay ’ 

wobei z die Einschrankung der (n+1)-ten Koordinaten- 

1 
funktion von A”xA' auf U ist und Gana (U) beztiglich 

p als Un (V) -Modul betrachtet wird. 

iii) Es existieren hE) yn ,1(U), ay,--- 1A € Aen lV), so da8 

h keine Nullstellen hat und 

_ k k-1 
£ h(z ta,z +... +a,)- 

Beweis von i): 

Aus 3.5.11) folgt 

(1) Ist v ein Punkt aus V und T eine offene semialgebraische 

Umgebung von q tv) in X, so gibt es eine offene semi- 

algebraische Umgebung W von v in V, so daB q | w) ct. 

Sei O =U,nlV und sei a :0* qo, der durch tX"',t*"*,...,1€ 

O, (xX) = q,0,(V) gegebene 0 -Modulgarbenmorphismus. Es gilt 

(2) Fiir jedes v €V ist die Halmabbildung ay (0%) + (ay) y 

ein Isomorphismus. 

Denn: Es sei q liv) = {Xy,---/xL}. Nach (1) ist (qxOy) y = 

Ox Somit ist nach 3.5.i) (q,0,),, ein freier 

0,,-Modul vom Rang k. Es gentigt deshalb zu zeigen, das ay: 

1 k : . oo . 
(O v8 Oy/My > (44x) yO Q Oy/my surjektiv ist, wobei mn, 

das maximale Ideal von ©, ist. Fiir jedes i€{1,...,r} sei
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x; = (viy,) mit Yi €c und ky die Vielfachheit der Nullstelle 

von Elp | (v) im Punkt x,. Fir jedes i €{1,...,r} und 

y . _ _ ky 
s €{0,1,...,k, 1} sei Dis = (t-y,) 2 ole (te ki-1. ---¢(t-y,_) 

_ Ss . _ Ki41. . _ kr o : 
(t y;) (t Yuay) 2+. (t-y,) E ©, (X). Fiir jedes 

3 €{1,...,r} ~{il ist das Bild von bis in Ox, 2590 Oy 

. . : oO 

Null. Die Bilder von Dior Pigs 4 in x, x, 20 ov /™y 

®% O /m_. Also bilden die 
vy VOY 

bilden 

eine Basis des 0 /m -Moduls O 
voov X,Xj 

von bss € 0, (X) = qx0., (V) (i=1,...,2, s=0,1,-.-,k,-1) gege- 

benen Elemente von (440y) 8% O,/m, eine Basis des 0,,/m,,-Mo- 

duls (449 x) y%o Oy/My + Diese Basis liegt im Bild von a.. 

Weiterhin gilt 

(3) Es existieren semialgebraische Teilmengen VarceeeV, von 

V und zu jedem i €{1,...,w} semialgebraische Funktionen 

Siar Sa 4a) 3 Vv; > C, so daB gilt 

a) V ist die disjunkte Vereinigung von Vac, 

b) Ist v EV, und sind x,y €{1,...,1(i)} mit x ty, so ist 

Six fv) #5, yf). 

-1 _ 
c) Ist v EV... so ist q (v) = (vis, yQv)),--e (Vi 8i a gy 

d) Zu vorgegebenen i€{1,...,w} und j €{1,...,1(i)}} ist 

die Vielfachheit der Nullstelle von £lp | (v) in 

(viss 5(v)) unabhangig von v EV,- 

Denn: Fir jedes g €IN sei Fy = {x ex|£Ip ' (p(x)) hat in x 

eine Nullstelle der Vielfachheit g}. Es ist P= (x€X1 (D°£) (x) 

= © fir i = 0,...,g-1 und (D°f) (x) #0}, wobei D die Ab- 

leitung nach der (n+1)-ten Koordinatenfunktion ist. Deshalb
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ist jedes Fy eine semialgebraische Teilmenge von X. Der 

Satz von Hardt ([DK,, §6]), angewendet auf gq 2 (X,F1,For---rFy)ov, 

liefert (3). 

Es wird nun gezeigt, daB der Garbenmorphismus a :0% 44,0, 

~ 

ein Isomorphismus ist. Seien V eine offene semialgebraische 

Teilmenge von V und g EO, (a! (7) = G40, (V) . Wahle gemaB (2) 

zu jedem v €V die eindeutig bestimmten Elemente Arye FL EO, 

so daB a, (lay yr ee sr 8d) = g,- Zu zeigen ist, da8& isoalge- 

braische Funktionen a,,...,a, €O(¥) existieren, so da8 

= os . SY . ° 1 

(aj), = a,, fur jedes v €V und jedes i€{1,...,k} (denn 

1.2.8., nicht angewendet auf qx9,, sondern angewendet auf 

0, ergibt dann a((ay,--++a,)) = g). 

Sei v €V¥ gegeben. Es existieren dann eine offene semialge- 

braische Umgebung W von v in ¥ und Dyree-sb EO(W), so daB 
k 

(b.) =a. ftir jedes w EW und jedes i€é{1,...,k} (Denn es 
i'w iw 

existieren eine offene semialgebraische Umgebung W, von v 

in ¥ und b,,..-,b, €O(W,), so das (b;), = a,, fiir jedes 
iv 

ie{1,...,k}. Es ist dann a((by,----by)), = g.- Also exi- 

stiert eine offene semialgebraische Umgebung W von v in Wye 

so daB a((by,--++/by)),, = 9, fiir jedes weW. Da ay ein Iso- 

morphismus ist ftir jedes wewW, ist (bs), =a. fiir jedes 
iw 

w €W und jedes i€é{1,...,k}.). Also gibt es Funktionen 

Aqre+- ray ? ¥+C, so daB es zu jedem v €V eine offene semi- 

algebraische Umgebung in Vv gibt, auf der Ayre ery isoalge- 

braisch sind, und so das (asd, = ay ftir jedes v €V und
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jedes i €{1,...,k}. Nach 2.2. ist noch zu zeigen, daS& diese 

Ayres ery semialgebraische Funktionen sind. Wie man nach ei- 

nigen Uberlegungen erkennt, folgt dies aus (3). 

Beweis von ii): 

Gegeben sei ein g € Oy nai (0) - Nach i) existieren eindeutig 

k-1, 
bestimmte Ayres er Ay EGn(V), so daB g!X = a,t +++ ta). 

Somit gilt: 

(*} Zu jedem x €X existiert ein Hy ea, so da8 in 
n,al 1x! 

-1 : k a - = . ANyal,xJilt: g, = Hf, + layy(2> Vy tee. + la k) x 

Auf UX hat man nattirlich eine isoalgebraische Funktion H, 

so da8 auf U~X gilt g = H-f ta,2%7! t+... ta Nach (*) setzt ke 

sich H zu einer Funktion h:U-C fort, ftir die gilt: Zu jedem 

x €U gibt es eine offene semialgebraische Umgebung in U, auf 

der h isoalgebraisch ist, und auf U ist g = h-f ta,zl+...+a Kk: 

Da U~X dicht in U ist, ist h semialgebraisch. Nach Satz 2.2. 

ist h isoalgebraisch. 

Beweis von iii): 

Nach ii) existieren H € Onl (), Diar-+rby Ea,n(V), so daB 

2 = H-E +b,27! + 

k-1 

eee +b. Fir jedes v €V hat 

(z* ~byz —... -b,) Ip | (v) mit Vielfachheit gerechnet hdch- 

stens k Nullstellen. Deshalb ist H(u) #0 fiir jedes u €U. Es 

, _1 ky k-1 _ 
ist dann f = i - (z + ( b,)z ti.. + ( by))-
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Aus dem Weierstrafschen Vorbereitungssatz und Divisionssatz 

in seiner lokalen Form (Satz 3.5.) und in seiner globalen 

Form (Satz 3.6.) erhalt man wie im komplex analytischen 

Fall das Korollar (siehe z.B. [H, II.8]) 

Korollar 3.7. 

Seien U eine offene semialgebraische Teilmenge von A™(C), 

Eir---rf isoalgebraische Funktionen auf U und J die von 
x 

fyr--- tL erzeugte Idealgarbe auf U. Zu jedem x €U existiert 

eine offene semialgebraische Umgebung V von x in U, fiir die 

gilt: Ist g E%,n(V) mit Sy ES, so existieren Jyreee Gy Een (V), 

so daB auf V g = g,f, +... +g f- 

Bemerkung: 

Zum Beweis des Weierstra&schen Vorbereitungssatzes und Divi- 

sionssatzes wurde nur Lemma 3.2. bendtigt. Dieses ist auch 

im Nashfall richtig. Deshalb 148t sich ftir Nashfunktionen 

der Weierstra&sche Vorbereitungssatz und Divisionssatz im 

lokalen Fall (Satz 3.5.) genauso beweisen wie ftir isoalge- 

braische Funktionen. Auch die globale Form (Satz 3.6.) ist 

fiir Nashfunktionen richtig, wenn man voraussetzt, da8s 

q:X-V endlich ist.
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§4 - Endliche Abbildungen 

Das erste Ziel dieses Paragraphen ist, den Kohdrenzsatz ftir 

endliche isoalgebraische Morphismen zu beweisen. Der Beweis- 

gang ist &hnlich wie im komplex analytischen Fall (siehe 

z.B. [N]). 

Proposition 4.1. 

Sei f :X +Y eine endliche Abbildung zwischen semialgebrai- 

schen Réumen. Sei (U5 1a = 1,...,r) eine Uberdeckung von X. 

Dann gibt es eine Uberdeckung (W515 = 1,...,8) von Y, so dag 

1 
fiir jedes V5 gilt: jede Zusammenhangskomponente von f (V5) 

ist in einem U5 enthalten. 

Beweis: 

OE ist Y affin. Dann ist auch X affin. Nach dem Satz von 

Hardt ({DK,, §6]) existiert eine Zerlegung von Y in semialge- 

braische Teilmengen, Y = T, U..- UTLs so das 

ce7'¢r,);27'¢r,) U,,-..,£°'(P,) nU,) bezliiglich f trivial 

tiber T, ist (i = 1,...,n). Sei p:N 5 ¥ die erste baryzen- 

trische Unterteilung einer simultanen Triangulierung von 

Y, Tyree TL Nach [DK] gibt es einen geometrischen simpli- 

zialen Komplex M, einen semialgebraischen Isomorphismus 

o:M->xX und eine simpliziale Abbildung a:M-2N, so da8B kom- 

mutiert 
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Da a simplizial ist und nach Konstruktion von y, ist » eine 

simultane Triangulierung von X, Uy,---,U_- Seien €1,---,@, EY 

die Ecken der Triangulierung ~ :N7Y und sei V5 = Stern(e;)cY 

fiir i = 1,...,s. Gegeben sei ein té{1,...,s}. Es sei el (e,)= 

(Xyr--2 1%}. X4r-+++,%, sind dann Ecken der Triangulierung 
p 

» :M > X. Es ist e~(v,) = Stern(x,) U... U Stern (x,)) und 

diese Vereinigung ist eine disjunkte Vereinigung. Ist ein 

x in einem U; enthalten, so ist auch Stern (x ,) Sc U;- 

Proposition 4.2. 

Sei £ :X +Y eine endliche Abbildung zwischen semialgebrai- 

schen Raumen. Dann ist f£, ein exakter Funktor von der Kate- 

gorie der abelschen Garben auf X in die Kategorie der abel- 

schen Garben auf Y. 

Beweis: 

Sei h:F +G ein surjektiver Garhenmorphismus auf X. Zu zei- 

gen ist, daB f,(h) : f£,(F) > £,(G) surjektiv ist. Gegeben 

seien eine offene semialgebraische Teilmenge V von Y und ein 

S €f,(G) (v), d.h. ein s ect '(v)). Es gibt eine Uberdeckung 

(U,{ieI) von el (v), so da& man zu jedem i€I ein S5 €F(U;) 

hat mit h(s,) = slU,.- Nach Proposition 4.1. gibt es eine 

Uberdeckung (V,1}€J) von V, fiir die gilt: Ist ¢7} (V5) = 
n(3) 

U ay die Zerlegung von g7) (V5) in Z thangskomponenten, 

k=1 

so ist jedes Zh in einem U5 (k) (i(k) €I) enthalten. Sei t. 
1 

der Schnitt von F tiber f (Vi), der gegeben ist durch t5 12, = 

Sic) [ZK = Ty-+-en(5)). t; gibt ein E; €£f,(F) (v,) mit 

€.) = SIV.. £,(h) (E5) = Siv,
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Lemma 4.3. 

Sei f:X-7Y ein endlicher Morphismus isoalgebraischer Rdume, 

so das £,O, eine kohadrente 9,-Modulgarbe ist. Dann ist f£,F 
XY 

eine kohadrente ,-Modulgarbe fiir jede kohdrente Oy-Modul- 

garbe F. 

Beweis: 

Es gibt eine Uberdeckung (U; 1i€T) von X, so daB man auf je- 

S Ty Mi dem U; eine exakte Sequenz hat OY |U, ~ Oo. |U; > FIU, » O. 

OE istm, =m und n, =n fiir jedes i €I. Nach Proposition 

4.1. existiert eine Uberdeckung (vj 1j€s) von Y, so da8 man 

auf jedem £71 (v5) eine exakte Sequenz hat Oe ie 14) ~ 

oie! (v5) > FI£ | (V5) +0. Nach Proposition 4.2. hat man 

. . m n 
dann eine exakte Sequenz auf V. (f,9,) Iv. + (£,9,) Iv. ~ 

J 

f,F IV, ~O. Also ist f4FIV; koharent. 

Lemma 4.4. 

Seien X,Y isoalgebraische Raume und i :Y¥~X eine Einbettung. 

Sei F eine 0 -Modulgarbe. F ist genau dann eine kohdrente 

©,-Modulgarbe, wenn i,P eine kohdrente 9,-Modulgarbe ist. 
x 

Beweis: 

Nach 1.2.6. ist F = i*i,F kohdrent, wenn i,F kohdrent ist. 

Es ist i,9y = O,/J, wobei J eine kohdrente Idealgarbe auf 

X ist. Nach 4.3. ist i,F kohdrent, wenn F kohdrent ist. 

Lemma 4.5. 

Sei £:X-Y ein endlicher Morphismus von Schemata und sei F
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eine kohdrente &,-Modulgarbe auf x". pann ist (£5) , (F) eine 

kohdrente “&,-Modulgarbe. 

Beweis: 

OE ist Y ein Unterschema eines am, i :Yoa™, Nach Lemma 4.4. 

gentigt es Lemma 4.5. flir i-f zu beweisen. Also OE Y=SpecA 

mit A = C{X,,---/X,]- Es ist X = Spec B, wobei B als A-Modul 

endlich erzeugt ist. Sei Cyree ere, €B ein Erzeugendensystem 

der A-Algebra B. Sei Py cAIT, ] ein normiertes Polynom mit 

p,(e;) = 0 (i=1,...,n). py,---,P, liegen im Kern des sur- 

jektiven A-Algebrenhomomorphismus A[T,,.-.-,T,] +B, Ti +e,- 

Man hat deshalb das kommutative Diagramn 

e 
Spec B ———————_> Spec (ALT, ,-.-+T J /(py-----P,)) 

£ g 

Spec A , 

wobei e eine abgeschlossene Immersion und g der kanonische 

Morphismus ist. Nach Lemma 4.4. ist Lemma 4.5. nur fiir g 

zu beweisen. Es ist also zu zeigen: 

(*) Ist Y ein A” und xX das durch normierte Polynome 

Py EO (Y)(T, ] G = 1,...,n) gegebene Unterschema von 

yxa" und f£ :X +Y die Einschrankung der Projektion 

Yea" +¥ auf X, so ist (2°) J (F) eine koharente &,,-Modul- 

h 
garbe ftir jede kohdrente @,-Modulgarbe F auf xX’. 

x 

Es wird (*) durch vollstadndige Induktion nach n bewiesen. 

Der Fall n = 1 folgt aus Satz 3.6.i) und Lemma 4.3.. 

Induktionsschritt: Sei W das durch Py gegebene Unterschema 

von YxA™ = (yxaD!) xa! = amt (n-1) a1 und sei w :Woyxat! 

die Einschrankung der Projektion (yxa™™)) ya) sya"! aut w.
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X ist ein Unterschema von W, a:XoW. Sei Z das durch 

bi Zoyxat) 

und sei z:2-Y die Einschrankung der Projektion year! 7Y 

Pyr++rP,_, gegebene Unterschema von yxar)) 

auf Z. Man hat einen Morphismus q:X-72Z, so da8S kommutiert 

x 

n-1 
a —_ YxrA 

und so daB f = zeq. Nach Lemma 4.4. und da (*) fiir n = 1 

. . h h >), h h = 
gilt, ist (b°),(q ),(F) = (w),(a-),(F) kohdrent. Deshalb 

ist nach Lemma 4.4. auch (a?) (F) koharent. Nach Induktions- 

voraussetzung ist dann (£9) J (F) = (2) (a), (F) kohdrent. 

Satz 4.6. 

Sei £ :X+Y ein endlicher Morphismus isoalgebraischer Rdume 

und sei F eine kohdrente Garbe auf X. Dann ist £,F kohdrent. 

Beweis: 

OE ist Y ein offener isoalgebraischer Teilraum eines Schemas 

Yo: Nach Korollar 1.3.10. existieren eine Uberdeckung 

(U;1i€T) von X, Schemata Xiy offene isoalgebraische Teilrdu- 

me Wy von X;, Morphismen fi 7X, 7¥, von Schemata und isoal- 

gebraische Isomorphismen Dy 7W, 3U,;, so da8B fiir jedes i et 

kommutiert 

  

h 
U0; —Fr 

1 IU; ° 

Nach Proposition 4.1. gibt es eine tlherdeckung (V51je€s) von



-72- 

Y, so daB jede 2 lhangskomponente eines £1 (v,) in ei- 

nem U; enthalten ist. Es gentigt Satz 4.6. zu beweisen, in- 

dem man Y¥ durch ein V5 und X durch eine Zusammenhangskompo- 

nente von £-'(v,) ersetzt. Also ist OE X ein offener iso- 

algebraischer Teilraum eines Schemas Xo Y ein offener iso- 

algebraischer Teilraum eines Schemas Xo und £ :X +Y die 

Einschrankung von £5 auf X, wobei fy 7X, 7%, ein Morphis- 

mus von Schemata ist. Die Menge W = {x EX, If, ist (Zariski-) 

quasiendlich in x} ist Zariski-offen in Xo- Nach Proposition 

1.5.4. ist X cW. Indem X, durch W ersetzt ist also OE fy 

quasiendlich. Nach Zariskis Hauptsatz ([EGA III, 4.4.3]) 

ist dann sogar OE fy endlich. 

Es seien Z = Dy und g = Eo ig :Z2-Y. X ist eine of- 

fene semialgebraische Teilmenge von Z. Da g{X :X ~Y endlich 

ist, ist X auch eine abgeschlossene semialgebraische Teil- 

menge von Z. Ist F, die Fortsetzung von F durch Null auf 2, 

so ist Fy eine kohdrente Garbe auf Z. Nach Lemma 4.5. ist 

3,2, = (Eo) ) hy IY kohdrent. Nach Lemma 4.3. ist dann auch 

£,F = g,F. kohdrent. 

Korollar 4.7. 

Seien Y ein isoalgebraischer Raum, U eine offene Teilmenge 

von vx (a'y®, p die Einschrankung der Projektion yx(a'yh oy 

auf U, V = p(U) und £ eine isoalgebraische Funktion auf U, 

so daB8 £ip-) (wv) mit Vielfachheit gerechnet genau k Nullstel- 

len (1 <k <@) auf p | (wv) besitzt fiir jedes v €V. Sei X der 

durch f definierte isoalgebraische Teilraum von U und sei
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q:X-V die Einschrankung von p auf X. 

Dann ist Gay eine freie O,,-Modulgarbe vom Rang k. 

Beweis: 

Nach (1) aus dem Beweis von Satz 3.6. ist q:X+V endlich. 

Also ist q,9, eine kohdrente Garbe. 4.7. folgt nun aus dem 

Punkt (2) aus dem Beweis von Satz 3.6. und Korollar 1.2.10.. 

Korollar 4.8. 

Sei f :X »>Y ein endlicher Morphismus isoalgebraischer Rdume. 

Dann ist £(X) eine isoalgebraische Teilmenge von Y. 

Beweis: 

Ist J der Kern von O, +£,0,, so ist f£(X) = supp (O,/5) . 

Korollar 4.9. 

Sei f :X+Y ein Morpnismus isoalgebraischer Raéume, der quasi- 

endlich in einem Punkt x €X ist. Sei W eine offene semialge- 

braische Umgebung ven y = £(x) in Y¥ und seien Sr iso- 

algebraische Funktionen auf W, so das (Gy yree ee (Gy den 

Kern von 2 erzeugen. Es gibt eine offene semialge- 
Y,y X,X 

braische Umgebung U von x in X und eine offene semialgebrai- 

sche Umgebung V von y in W, so da&B f(U) = {v EVig, (v) =... 

g,(v) = 0}: 

Beweis: 

Nach Satz 3.3. ist Of f£ endlich. Es gilt dann auch OE fl ¢y)=
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{x}. Sei J der Kern von O, >£,0,. Es gibt eine offene semi- 

algebraische Umgebung V von y in W, so das g,1V,---,9,1V 

die Idealgarbe J auf V erzeugen. Es ist dann £(£-'(v)) = 

{v EVIg,(v) = ... = 9. (v) = oO}. 

Nach dem Beweis des Kohdrenzsatzes ftir endliche Abbildungen 

wird nun noch gezeigt, daS sich auch in der isoalgebraischen 

Geometrie, entsprechend wie in der algebraischen Geometrie 

oder komplex analytischen Geometrie, endliche Morphismen als 

Spektren kohdrenter Algebrengarben ergeben. 

Eine O,-Algebrengarbe auf einem isoalgebraischen Raum (X,O,) 

heiBt von endlichem Typ bzw. koh&rent, wenn sie als O,-Modul- 

garbe von endlichem Typ bzw. koharent ist. Ftir eine 9,-Alge- 

brengarbe F und fyr-- ef € F(X) bezeichnet (f£,,---,f,) die 

von f,,----f erzeugte Idealgarbe von F. Ordnet man jeder 
n 

offenen Teilmenge U von X die 0, (0) -Algebra OCU) (T,,----T)] 

zu, so erhdlt man eine Garbe. Sie wird mit O,[T,,-.-,T] be- 

zeichnet. 

Lemma 4.10. 

Seien X ein isoalgebraischer Raum und F eine ©,-Algebren- 

garbe vom endlichen Typ. Es gelten 

1) Ist G eine von endlich vielen Elementen aus F(X) er- 

zeugte Idealgarbe von F, so ist G als 0,-Modulgarbe von 

endlichem Typ. 

ii) Sei s € F(X). Es existiert eine Uberdeckung (U, 1i€T) von 

X, so daB s auf jedem U, ganz tiber 0, (U,) ist, d.h. es 

. . . n n-1 
existieren Aqreesray EO, (U,) mit (s!U;) ta,(slU,) +
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Beweis: 

i) Da F von endlichem Typ ist, hat man OE einen surjektiven 

m 
X ~F. Weiterhin hat man auch O,-Modulgarbenmorphismus © 

einen surjektiven F-Modulgarbenmorphismus F"” 4G. Also 

gibt es einen surjektiven 0,,-Modulgarbenmorphismus 

men 
x 

OE existieren Syr---s Sy €F(X), die F als 9,-Modulgarbe 

7G. 

erzeugen. Sei e €F(X)} der Einsschnitt von F. Es exi- 

stiert eine Uberdeckung (U,1i€T), so da& fiir jedes i €I 

gilt: elU,, slU,; und alle ($)°Sq) 105 (p = 1,...,n, 

q= 1,...,n) Lliegen in dem von $,!U,,---,s,1U; erzeugten 

©, (U,) -Untermodul M von F(U;)- Dann ist M eine ©, (U,;)- 

Unteralgebra von F(U;) und s|U; ist darin enthalten. 

Deshalb gentigt s|U; einer ganzen Gleichung tber Oy (U3). 

Lemma 4.11. 

i) Sei X ein isoalgebraischer Raum. Gegeben seien normier- 

te Polynome Py EO, (X) [T, ] fiir i= 1,...,n und Polynome 

gq Spree er, ECO, (X)(T,,.--,T))- Dann ist Oy(T,,.--,TLI/ 

(Dyr---++Dye Gyr-++-G,) eine kohdrente 0 Dae -Modulgarbe. 
x 

Sei F eine kondrente 0,-Algebrengarbe auf einem isoal- 

gebraischen Raum X. Dann gibt es eine Uberdeckung 

(U; |iet) von X, so daRB auf jedem U; FU; als 9, 1U5- 

Algebrengarbe isomorph ist zu einer Algebrengarbe von 

der in i) angegebenen Form.



Beweis: 

i) Es ist O,(T,,---,T I/(py,----P,) eine freie 0,-Modul- 

garbe von endlichem Rang, also kohdrent. Es seien 

Gyr ee er Ty die von g,,..-,g,, gegebenen Elemente aus 

O,(T,,--+/T3/ (pyr---r Py) (X)- Nach Lemma 4.10.i) ist 

(Gyr---0G,) kohdrent. Also ist 9,[T,,...,T,J/(Py.---+Pye 

Fyre eee r Ty) = COLT yy. Ti I/ (Dye ee PL) / (Tyr +--+ Fn) 

kohadrent. 

ii) Nach Lemma 4.10.ii) kann man OF annehmen: F wird als 

0,-Modulgarbe von S4,---,/5, € F(X) erzeugt und jedes 

s. ist ganz tiber Oy (x). Sei £ der O,-Algebrengarben- 
i 

morphismus O,[T,,---/TL] >F, T, +S;- £ ist surjektiv 

und es existieren normierte Polynome p. €0,(X) [T, ] 

(i = 1,.-.,n), so da& jedes Py in ker(f) (X) liegt. Also 

faktorisiert f tiber f > O[T),---/T I/ (pyr---+Py) ~F. 

Da ker(f) kohadrent ist, kann man OE annehmen, da8& 

ker (f) als ©,-Modulgarbe von Sy. . 299, € ker (f) (X) er- 

zeugt wird. Weiterhin existieren OE TGyre- er TLE 

O.[T,,---,T{1(X), so das 35 durch g, gegeben ist. Es ist 

dann F als %,-Algebrengarbe isomorph zu OylTy,---eTI/ 

Pyree- Py ee 

Sei X ein isoalgebraischer Raum und sei F eine kohdrente 

O,-Algebrengarbe auf X. Auf der Kategorie der isoalgebrai- 

schen Rdume tiber X betrachte man folgenden kontravarianten 

Funktor in die Kategorie der Mengen 

(f :Y +X) Hom, gcAlg. Fr £x®y) -
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Satz 4.12. 

Dieser Funktor ist reprasentierbar, ap : Spech(F) +X, 

bi iF > (ap), a, ist ein endlicher Morphismus 
F Spech (F)?° F 

und be ist ein Isomorphismus. 

Beweis: 

Nach Lemma 4.11.ii) kann man OE annehmen F = Oy(T,,---+TLI/ 

(Dare ee Pye Gyreeer Ta) wobei GyreeerTy €O,(X)(T,,---,T,] 

und Py EO, (X) [T,] normiert (i = 1,...,n). Sei H der durch 

DarcceePae Tyree Gm definierte isoalgebraische Teilraum 

von Xx (am) } und sei t :H -X die Einschradnkung der Projektion 

xx (anyh ~X auf H. Seia > OL[T,,---/TL J +t,O, der O,-Algebren- 

garbenmorphismus, bei dem T; auf das durch die i-te Koordi- 

natenfunktion des A” gegebene Element von tO, (X) abgebil- 

det wird. Nach der Definition von H faktorisiert a tiber 

a :O,[T,,----T IJ/(py,---ePye Gyre-+ eG) 7t,0,- 

t und a reprdsentieren den Funktor, denn: Sei £ :¥ +X ein 

Morphismus isoalgebraischer Raume und sei B 2OL[T,,---,T I/ 

(Dyreee rye Gyre eG) Ey ein ©,-Algebrengarbenmorphis— 

mus. Seien Tyree Th die durch T,,...,T, gegebenen Elemente 

aus Oy{T,+---/T.I/(Pyr---e Dye Gyre-r Ty) (X)- Nach 1.3.6. be- 

stimmen p(T,),--,B(T,) €£,0,(X) = O,(¥) einen X-Morphismus 

g :¥ +Xx(A")®_ nach 1.3.2. faktorisiert g tiber einen Mor- 

phismus g :Y +H. Sei o 7 t,0,, ~£,0) der durch g gegebene 

0,-Algebrengarbenmor phismus. Nach Konstruktion von g kommu- 

tiert dann
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F —————  t,0,, 

B G 

£5) . 

g ist aber auch der einzige X-Morphismus Y ~-H, der obiges 

Dreieck kommutativ macht. 

Es ist klar, @aB t :H »~X endlich ist. 

a ist einIsomorphismus, denn: Sei H' der durch Pyree-ePh 

definierte isoalgebraische Teilraum von xx (a)? una sei a' 

der entsprechend a definierte 0,-Algebrengarbenmorphismus 

Oy(T,,----TI/(py,---+ PL) oth Ou wobei t' die Einschran- 

kung der Projektion Xx (AT) ® >X auf H’' ist. Es wird zundchst 

gezeigt, da8 a‘ ein Isomorphismus ist. Da th Ors kohdrent 

ist (Satz 4.6.),gentigt es dies halmweise zu tiberprtifen 

(Korollar 1.2.10.). Sei ki der Grad von Py und sei He der 

von py definierte isoalgebraische Teilraum von xx(aly} 

(i = 1,...,n). Es ist Ht = Hy *yH5*y -+-%,H.- Durch voll- 

standige Induktion nach n zeigt man mit Hilfe des Weier- 

straSschen Divisionssatzes 3.5.i), daB (t'.O..) ein freier 

Oy Modul vom Rang Kye eek ist fiir jedes x €X. Ebenso 

ist (O,(T,,----TLI/(py,--- Pi), ein freier Oy 4 Modul vom 

Rang Kk, tect kn fiir jedes x €X. Es ist leicht einzusehen, 

daB (O,[T,,... TLI/ (Py-+--+Py) 0, Ox x/ M(t! +971) x70, One 

' 
surjektiv ist (m, ist das maximale Ideal von Oy x) Also ist 

fa'dy und damit auch q’' ein Isomorphismus. Sei J die Ideal- 

garbe auf H’', die erzeugt wird von den isoalgebraischen 

Funktionen auf H', die durch SyreeeT, gegeben sind. Man hat



- 79 - 

das kommutative Diagramm 

(Tyrese eT) COLT ++ eT I/ (Dye Py) 
T a’ 

t',J —____+ t',0., 

wobei Gyre Ty die von g,,---,9,, gegebenen Elemente von 

O,[T,,---/T,1/(py,----D,) (Xx) sind. tT ist ein Isomorphismus, 

denn es gilt allgemein (nach Proposition 4.1.): Sei g:V-7W 

ein endlicher Morphismus isoalgebraischer Radume und sei I 

die von SqreeerS. €0,,(V) erzeugte Idealgarbe auf V. Dann ist 

g,yI die von Sqyree es Sy Eg (W) erzeugte Idealgarbe der 

0 -Algebrengarbe g,9,,- 

H ist der durch J definierte isoalgebraische Teilraum von H'. 

Sei j3 :H-7H' die Inklusion. Man hat die exakte Sequenz 

O75 79, > j+0,, 70 und somit nach 4.2. auch die exakte Se- 

quenz Ost Tt yO, +t 4540), 70- Dadurch erhdlt man das 

kommutative Diagramm mit exakten Zeilen 

O7(g,----9,) PO(T .---T V/(pye- oP) MOLT. - eT I (Dye Pde) ° 

a 2: | 
o> t',J ————— t',0,, —————_ t,©,, —_______. 0 

*H 

Also ist a ein Isomorphismus. 

Korollar 4.13. 

Sei f :Y ~X ein endlicher Morphismus isoalgebraischer Rdume. 

Man betrachte a = a, : Spech(f£,0,) +X. Die Identitat Oy ¥ 
id 7 £,0, ~f,0) definiert einen X-Morphismus g :Y ~Spech (f,0,,) . 

g ist ein Isomorphismus.
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Beweis: 

Sei 2 = Spech(f,0,) und o :a,0, ~£,5, der durch g gegebene 

Garbenmorphismus. Man hat das kommutative Diagramm 

b £,0 
£0, ——__*1+__-a,0, 

£,9, 

b ist ein Isomorphismus. ,Also ist 90 ein Isomorphismus. 
£,Oy 

a und f sind endliche Abbildungen. Deshalb gilt: g ist bi- 

jektiv und fiir jedes y €Y ist O ein Isomorphis- 
z,gly) ~°v,y 

mus. Nach Korollar 1.3.11.ii) ist g ein Isomorphismus. 

Sei X ein isoalgebraischer Raum. Seien F,G kohdrente O,-Al- 

gebrengarben und sei £:F -G ein ©,-Algebrengarbenmorphismus. 
x 

Es existiert dann genau ein X-Morphismus h : Spech(G) +~Spech(F), 

so da® der durch h induzierte Morphismus t = (ap) * Ocnech (Fy) + 

(a) 40 } ein kommutatives Diagramm liefert: 
Spech (G) 

F 

F (a © spech (F)? ps 

f le 

© Ba > (8g) * © spech (g)? ° 

h wird mit Spech(f) bezeichnet. Man hat dann den kontrava- 

rianten Funktor Spech von der Kategorie der koharenten OY- 

Algebrengarben in die Kategorie der isoalgebraischen Radume 

liber X. Aus 4.12. und 4.13. folgt 

Korollar 4.14. 

Spech ist eine Aquivalenz von der Kategorie der kohdrenten 

0,-Algebrengarben in die Kategorie der isoalgebraischen
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Radume tiber X, deren Strukturmorphismus endlich ist. 

Korollar 4.15. 

Sei £ :X +~Y ein endlicher Morphismus isoalgebraischer Rdume. 

Dann gibt es eine tiberdeckung (U, | ie€T) von Y, so daB fiir 

jedes i €I gilt: Es existieren ein endlicher Morphismus von 

Schemata fs 2X, >Y,, ein offener isoalgebraischer Teilraum 

V; von Y; und isoalgebraische Isomorphismen Py :U, 7V; 

1 und q, :£ '(u,) +(£,")7'(v,), so daB kommutiert 
-4 qi h.-1 £'(u,) —*— 6D) Wy 

ci a 
L 

U. -————’ FV .. 
Dd. 
-.1 

Beweis: 

Nach Korollar 4.13. ist X = Spech(F) das Spektrum einer 

koh&arenten 0,-Algebrengarbe F. Nach Lemma 4.11.ii) ist OE 

Fo= Ov[T,+---+T,I/ (Dye --- Pye Gyr-- +7 IQ), wobei 

Gyre Ty €0y(Y)[T,,---,T,] und i EO, (Y)(T,] normiert 
s 

(i = 1,...,n). Nach dem Beweis von Satz 4.12. ist X der iso- 

algebraische Teilraum von yx (ary, der durch Pyrceer Dye 

Gyre Ty definiert ist. Nach 1.1.5. ist OE Y ein offener 

isoalgebraischer Teilraum eines Schemas Xo und es existie- 

Ten Pyre--rPae Iqeee- In EOy (LMT res eT Ady so das 

Pp; = B IY (i = 1,...,n) und g, = g,1¥ (i = 1,...,m) und 

PD: i Oy MoT] normiert. Sei Xo das durch PyreeeePye 

Gyre Ty definierte Unterschema von Yor". Sei £, die Ein- 

schrankung der Projektion YxAn Y, auf Xo- Es ist fy end- 

lich, X = (62) 7h ey) und £ = £7 1x.
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§5 - tUbherlagerunasdarstellung irreduzibler isoalgebrai- 

scher Keime 

Es wird die Utberlagerungsdarstellung irreduzibler isoal- 

gebraischer Keime wie in [F, §15] bewiesen. 

Sei X ein isoalgebraischer Raum und sei x €X. Auf der Men- 

ge der Paare (U,S}), wobei U eine offene Teilmenge von X 

mit x €U und S eine isoalgebraische Teilmenge von U ist, 

wird folgende Aquivalenzrelation ~ betrachtet: Es ist 

(U,S) ~(U',S"’) genau dann, wenn es eine offene Teilmenge 

Vovon X gibt mit x €VcUNU’, so daB SNV = S'Nv. Die 

Aquivalenzklassen von ~ heiBen die isoalgebraischen Keime 

von X in x. Auf der Menge der isoalgebraischen Keime von 

X in x hat man die Relation c¢ und die Operationen N und U. 

Einem Ideal J von OK x ordnet man einen isoalgebraischen 

Keim V(J) von X in x zu: Sind £i,---/f£, €0,(U), wobei U 

eine oftfeneTeilmenge von X mit x €U ist, und erzeugen 

(Fidyere- (EDDY EOy x das Ideal J, so ist (U,{x €UIf£,(x) = 

wee =f (x) = O}) ein Reprdsentant von V(J). Umgekehrt 

hat man zu einem isoalgebraischen Keim T von X in x ein 

Ideal J(T) von Oy x :J(T) = {f£ EO, ,! es existieren ein 

Reprdsentant (U,S) von T und ein g €0,(U), so daB gly) =O 

fiir jedes y €S und gy = f}. Ein isoalgebraischer Keim T 

T von X in x hei&8t irreduzibel, wenn gilt: Sind Ty 2 iso- 

algebraische Keime von X in x mit T = T, UTo, so ist



T, = T oder T, = T. Die maximalen Elemente der Menge al- 

ler irreduziblen isoalgebraischen Keime von X in x, die 

in einem vorgegebenen isoalgebraischen Keim T von X in x 

enthalten sind, heiBen die irreduziblen Komponenten von 

T. Die irreduziblen Komponenten des durch (X,X) reprdsen- 

tierten isoalgebraischen Keims von X in x, -heiSen die lo- 

kalen irreduziblen Komponenten von X in x. XK heiBt lokal 

irreduzibel in x, wenn (X,X) einen irreduziblen isoalge- 

braischen Keim von X in x reprdsentiert. X heiBt lokal 

irreduzibel, wenn X in jedem Punkt lokal irreduzibel ist. 

Aus Proposition 1.5.6. folgt 

Provosition 5.1. 

i) TrJI(T) ist eine Bijektion von der Menge der isoal- 

gebraischen Keime von X in x auf die Menge der Ideale 

I von Oy x mit I = VI. Die Umkehrabbildung ist 

I-»V(I). 

Insbesondere gelten 

ii) Sind Tyree eT die minimalen Primideale von Or x so 

sind V(54),---/V(S5) die lokalen irreduziblen Kompo- 

nenten von X in x. Die Vereinigung der lokalen irre- 

duziblen Komponenten von X in x ist der durch (X,X) 

reprdsentierte isoalgebraische Keim von X in x. 

iii) Ein reduzierter isoalgebraischer Raum X ist genau 

dann lokal irreduzibel in x €X, wenn Oo, integer 
x 

ist.
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Korollar 5.2. 

Sei X ein isoalgebraischer Raum, der lokal irreduzibel 

in einem Punkt x €X ist. Dann ist dim x = dim, x fiir je- 

des y in einer Umgebung von x in X. 

Beweis: 

OE ist X ein offener isoalgebraischer Teilraum eines re- 

duzierten Schemas Xo Da 0 integer ist, ist auch 0, 
X,X orX 

integer. Also ist OE Xo irreduzibel. Dann ist dim, y = 
f 

dim, x fiir jedes y €X. Die Behauptung folgt nun aus Pro- 
s 

position 1.5.4.. 

Korollar 5.3. 

Sei X ein Schema und sei x €X(C). Es gibt einen etalen 

Morphismus £f :¥Y +X von Schemata und ein y €Y(C) mit 

f(y) = x, so daB gilt: Sind Yqyeeeer¥ die irreduziblen 

Komponenten von Y, so reprdsentieren (PY (Crees 

(yyy (c)) die lokalen irreduziblen Komponenten von yh 

in y. 

Beweis: 

Seien J,,...,J_ die minimalen Primideale von & . Man 
1 m X,X 

wahle Erzeugende Jarre Tax caye x, x des Ideals Js 

(i = 1,...,m). Es gibt einen etalen Morphismus von Sche- 

mata f£:Y+X, ein y €Y(C) mit fly) = x und S35 EO (Y) 

a 8 . h - 
(i = 1,...,m, j = 1,...,k(i)), so daB (£f 5 'Si5) =
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Gisdy Ea y fiir i = 1,...,m, j = 1,...,k(i). Also gilt 

fiir die minimalen Primideale Pyr++-7P, von Oy y? 

a wae UL . . . . . . BA . 

Py Y,y’ PL Vey sind die minimalen Primideale von Vey 

Seien YqreeeeY die irreduziblen Komponenten von Y, die 

Pyreeee Ph entsprecnen. Auf den anderen irreduziblen Kom- 

ponenten von Y liegt y nicht. Also sind OE Yyree er Ye 

die irreduziblen Kcemponenten von Y. Es gilt dann 5.3.. 

Bemerkung: 

Sei X ein Nashraum. Ist T ein Nashkeim von X in x €X und 

J(T) <@O x das zu T gehdrige Ideal, so ist dim°°T = 
X, 

dimo,, yf I(T). Aus dem Nullstellensatz ftir die Ringe nn (U) 

(siehe [BE, Th. 8.1]) erhdlt man: T»+J(T) ist eine Bi- 

jektion von der Menge der Nashkeime von X in x auf die 

Menge der reellen Ideale von 0 - Die Umkehrabbildung 
X,X 

- 

ist I»V(I). Insbesondere gilt: Ein Nashkeim T von X in 

x ist genau dann irreduzibel, wenn J(T) ein Primideal 

in Oy x ist. Ist I ein reelles Ideal von 0, .. und sind 
shee apt 

Pyr-s-ePy die minimalen I umfassenden Primideale von oO, x 
"2 

(Dd ++9Pp sind dann ebenfalls reell), so sind V(Dy)eeeee 
1"° 

V(p_) die irreduzipdlen Komponenten von V({I). 

Sei p:X7-Y ein Morphismus isoalgebraischer Radume. Ge- 

geben sei ein x €X, so daB o. « integer, normal 
Nye 

Oo 
Y,p(x) 

und 0 injektiv und endlich ist. Dann existie- 
Y, p(x) Ox x 

ren eine offene semialgebraische Umgebung U von x in X,
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eine offene zusammenhdngende semialcebraische Umgebung V 

von p(x) in Y, ein normiertes Polynom F EO, (V)(T] und ein 

Morphismus q :U >Z, wobei Z der durch F definierte iso- 

.algebraische Teilraum von vx (aye ist, so dag gilt: 

i) a) Die Diskriminante A EO, (V) von F ist ungleich 

Null. 

b) Das Polynom F(x) = T+a,te | +... +a, EOy a(x) fT) 

ist irreduzibel in Oy p(x) fT) und Agrees, lie- 

gen im maximalen Ideal von Oy p(x)” 

c) degF = Quot (0, ) 3 Quot (Oy (x) )]- 

ii) OF a(x) ist integer, O71 a(x) 7%, x ist injektiv und 

Quot (O07 a(x)? = Quot (OQ ,) ist bijektiv. 

Lii) Es kommutiert 

  

U q Z 

pi. / 

Vv 

wobei t die Einschrankung der Projektion vx (aly? ov 

auf Z ist. plU, gq, t sind endlich und surjektiv und 

ist S = {v EVIA(v) = O}, so ist qlU Sp l(s): 

uxp '(s) 4+z~xt7l(s) ein Isomorphismus. 

Beweis: 

Wadhle ein a aus dem maximalen Ideal von 0, x! so daB 
2 

_ : _ mf n-1 
Quot (Oy ,) = Quot (0 )(a). Sei Fy = T +b,T + 

Y,p(x) 

wee +b. E Quot ((9 )(T] das Minimalpolynom von a. Es 
Y,p(x) 

ist Bo C OY a(x) ETI und die Diskriminante A, EO Y, p(x) von



- 87 - 

Fy ist ungleich Null. Jedes by (i = 1,...,n) liegt im 

maximalen Ideal von VU (denn: Sei m das maximale 
Y,p (x) 

. * oO 

Ideal von Oy p(x)” Da a im maximalen Ideal von X, x 

liegt und da F, (a) = 0, ist bo €m. Also ist Fo modm = 

T*.s, wobei k EIN, s ein normiertes Polynom aus 

Wy p(x) /m (7) ist und cX und s teilerfremd in 

(O /m) ([T] sind. Da © henselsch ist, existie- 
Y,p(x) Y,p(x) 

ren normierte Polynome P,Q €W (T], so daB P modm = 
Y,p(x) 

ax, Qmodm = s und Fi = P-Q. Da Fy irreduzibel ist, ist 

Q= 1, also Fo modm = cn woraus folgt D5 €m ftir i=1,...,n). 

Man wahle eine offene semialgebraische Umgebung V von p(x) 

in Y und ein normiertes Polynom F eo, (V)ITI, so daB Fo (x)= 

Fo: Seien Z der durch F definierte isoalgebraische Teil- 

raum von ¥x(a')® una &:%+¥ die Einschrdnkung der Pro- 

jektion 7x (a')® 4 aut %. Es gibt nur einen Punkt y €2 

mit €(v) = p(x). Nach dem WeierstraBschen Divisionssatz 

3.5.1) ist Oy y kanonisch isomorph zu. 0, p(x) ETI Fy) - 

v, p(x) ETI (FE (gy) = Oy 72% x der Oy p(x) Alsen 

y) auf a abbildet. o 

Sei yg: 

brenhomomorphismus, der T mod (F (. 

ist injektiv, Oy ist integer und Quot (Oy .) =Quot (Oy .) 

ist bijektiv. Wahle gem&8 Korollar 1.3.9.ii) eine offene 

semialgebraische Umgebung U von x in X und einen Morphis- 

mus @:0+4% mit q(x) = y und G,"= ». Nach eventueller 

Verkleinerung von U ist @ ein V-Morphismus (d.h. p(U) <V 

und eq = pjQ) (nach Korollar 1.3.9.i)). OE sind (0,0, 10) 

und (¥,0, 19) reduziert und (0,0, 10) ein lokal abgeschlos-
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sener isoalgebraischer Teilraum eines A‘. Seien Zyreeee2 
xr 

die Einschrankungen der Koordinatenfunktionen des A* auf 

U. Nach dem Satz vom universellen Nenner existieren 

Cyree er Sy EC OY (x) bale so daB A,° (24), = cy fiir i=1,...,2r. 

~ 

Also gilt nach geeigneter Verkleinerung von U und ¥ 

(*) Es existieren Care eer Sy E0x (2), so da8 auf U q*(4) -z,= 

q*(¢,) ftir i = 1,...,r, wobei & = E*(d) und d €9,(¥) 

die Diskriminante von F ist. 

Aufgrund von Korollar 4.9. existiert eine offene semial- 

gebraische Umgebung W von y in %, so daB nach geeigneter 

~ my 

Verkleinerung von 0 q(0) = W und gq : U-W endlich ist. 

Ist S = {wewlS(w) = 0}, so ist GIO ~g ' (8) : TG 1 (8) ows 

ein Isomorphismus. Denn: Gegeben sei ein weWr8. Es gibt 

ein u et x. (8) mit q(u) = w. u ist eindeutig festgelegt, 

denn nach (*) sind die Koordinaten von u €0 <A’ (Cc) 

f 4(w) Sx (w) 
(Ray peeer XK (w) ). Die Funktionen wren) Sind isoal- 

gebraisch auf WS. Also ist G10 ~q '(S) ein Isomorphis- 

mus (oxq 3) und W~S sind reduziert). Man wdhle nun 

eine offene zusammenhdngende semialgebraische Umgebung 

V von p(x) in ¥, so das & '(v) cw, und setze u = Ge ey), 

q = qglU und F = FIV. Es sind dann i), ii), iii) aus 5.4. 

erfiillt. 

Korollar 5.5. 

Sei £ :X-+Y ein Morphismus isoalgebraischer Radume, so 

daB f einen semialgebraischen Isomorphismus |X] +|Y]
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gibt. Sei X reduziert und Y normal. Dann ist f ein iso- 

algebraischer Isomorphismus. 

Bewels: 

Gegeben sei ein x EX. Sei g der Ringhomomorphismus 

Oy e(x) 7x, x? Da £ eine offene Abbildung ist, ist g 

injektiv. Nach Satz 3.3. ist g endlich. Sei p ein Prim- 

ideal von Oy x? so daB dim® x = dim@ ./p- Es ist 

-1 _ . 
g (p) = (0), denn dimO, (x) 

dim, ctx)/F (P) Wahle einen lokal abgeschlossenen 

= dimO, . = dim® ,/p = 

isoalgebraischen Teilraum (T,0n) von X, so da&B x E€T 

und OD x = Oy /P- Nach Korollar 4.9. gibt es eine offe- 

ne semialgebraische Umgebung U von x in T, so daB £(U) 

eine offene semialgebraische Umgebung von f(x) in Y¥ ist. 

Da £f injektiv ist, ist U eine offene Teilmenge von X. Da 

X reduziert ist, folgt hieraus p = (0). Also ist Oy x 

integer. 

Da f injektiv ist, folgt aus i)c) und iii) aus Satz 5.4., 

daB Quot (0 = Quot WO, .)- Da O Y,£(x)? Y,£(x) 
ist g ein Isomorphismus. Nach Korollar 1.3.11. ist f ein 

normal ist, 

Isomorphismus. 

Um Satz 5.4. zur Untersuchung irreduzibler isoalgebrai- 

scher Keime beniitzen zu kdnnen, bendtigt man das folgen- 

de Lemma.
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Lemma 5.6. 

Sei X ein isoalgebraischer Raum und sei x €X. Es gibt 

eine offene Teilmenge U von X mit x €U und einen Morphis- 

n,h os : : a - mus f :U+(A’)”, so da& AN, £(x) 7%, x injektiv und end 

lich ist. 

Beweis: 

Sei n= dim&, x OE ist X ein offener isoalgebraischer 
’ 

Teilraum eines Schemas X.. Da n = dimOQ , ist OE xX 
° Xo x ° 

ein n-dimensionales affines Schema. Sei g 2X AT ein 

endlicher Morphismus. Man setze f = gx. Es ist dann 

(9 : . . a = . . 

Aan f(x) 7 Kx endlich. Da dim AN, £ (x) dim xx! ist 

Opn, e(x) 7 x, x injektiv.
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§6 - Der Riemannsche Hebbarkeitssatz 

Der 1. Riemannsche Hebbarkeitssatz wird in der komplexen 

Analysis im allgemeinen mittels Cauchyscher Integralformel 

bewiesen. Aus dem 1. Riemannschen Hebbarkeitssatz und der 

Uberlagerungsdarstellung irreduzibler holomorpher Mengen- 

keime folgt 

(*) Sei X ein normales Schema tiber € und sei U eine zusam- 

menhadngende offene Teilmenge von X(@). Dann ist 

U NX ag (6) zusammenhdangend. 

Haufig wird (*) auch als eine Form des Hauptsatzes von 

Zariski bezeichnet. Wie sich in den nachfolgenden Beweisen 

zeigt, ist der isoalgebraische Riemannsche Hebbarkeitssatz 

liber (C,R) Aquivalent zu (*)}, formuliert in der semialge- 

braischen Topologie tiber (C,R}. Im folgenden wird der Rie- 

mannsche Hebbarkeitssatz ftir beliebiges (C,R) bewiesen. Ins- 

besondere ergibt sich dadurch ein Beweis fiir (*) ohne analy- 

tische Hilfsmittel. Es wird jedoch als algebraisches Hilfs- 

mittel Satz 2.11. verwendet. 

Definition 6.1. 

Sei X ein semialgebraischer Raum und sei A eine abgeschlos- 

sene semialgebraische Teilmenge von X, so daB A= @. Eine 

Funktion f :X ~A-~C heiBt lokal beschrdnkt auf X, wenn es 

zu jedem x €X eine offene semialgebraische Umgebung U von 

x in X gibt, so daB f auf U~A beschradnkt ist. Eine Funktion 

f£ :X~A ~>~C heiBt schwach lokal beschrdnkt auf X, wenn es zu 

jedem x €X ein KER gibt, so daS es in jeder Umgebung U von
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x in X ein y €CUNA gibt mit If(y)1 <K. 

Lemma 6.2. 

Seien X ein normales Schema, U eine offene semialgebraische 

Teilmenge von X(C) und £ € a, (U) . Dann existieren ein norma- 

les Schema Xo eine offene semialgebraische Teilmenge V von 

Ko (C), eine Zariski-offene Teilmenge W von Ky mit V cW, ein 

fy cy und ein endlicher Morphismus p 7X0 7X, so daB 

Riv :V>U ein isoalgebraischer Isomorphismus ist und 

h = (p IV) * (4) = f, lv. 

Beweis: 

Nach Satz 2.1. existieren ein etaler Morphismus g :W +X 

von Schemata, eine offene semialgebraische Teilmenge V von 

W(C) und ein fy EO. (W), so daB g8 iv :V -U ein isoalgebrai- 

scher Isomorphismus ist und (g™ 1 v) *(£) = flv. Nach dem 

Hauptsatz von Zariski ([{EGA IV, 8.12.11]) hat man ein kommu- 

tatives Diagramm 

w—+—> x, 

NZ 
wobei Xo ein normales Schema, i eine offene Immersion und p 

endlich ist. 

Lemma 6.3. 

Seien U eine offene semialgebraische Teilmenge von alic), 

u€U und f :U~{u} »C eine isoalgebraische Funktion, die auf 

U schwach lokal beschrdnkt ist. Dann 148t sich f zu einer
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isoalgebraischen Funktion auf U fortsetzen. 

Beweis: 

OE ist Uzusammenhangend. Nach Lemma 6.2. existieren ein re- 

guldres zusammenhadngendes eindimensionales Schema X, eine 

offene semialgebraische Teilmenge V von X(C), eine Zariski- 

offene Teilmenge W von X mit VcW, ein f, €O,(W) und ein 

endlicher Morphismus p :X -a!, so da& piv :VsU~s{u} ein 

isoalgebraischer Isomorphismus ist und (oD jv) * (£) = f,lv- 

Sei p !(u) = {Vy,---7V,} und sei Vv; eine zusammenhdangende 

offene semialgebraische Umgebung von v5 in p |! (U) mit 

p | (u) AV, = {fv } (4 = 1,...,r). Es gibt eine offene semial- 

gebraische Umgebung T von u in U, so das p /(t) SV, U... UV. 

Also gibt es ein s €{1,...,r}, so daB (Vo sf{v,}) NV +@. Da 

v offen und abgeschlossen in p '(u\{u}) ist, ist vs ~{v,} cV. 

Man setze Yo =V UV.- Es ist p 7V4 7U bijektiv. Nach Korol- 
Cc 

lar 4.9. ist Pe eine offene semialgebraische Abbildung (denn 

fiir jedes x €X ist 7 Uy x endlich und somit injektiv). 
s “a1, p(x) 

Also ist Pe 7V, 70 ein semialgebraischer Isomorphismus. Nach 

Korollar 5.5. ist priv, 2Vy ~U ein isoalgebraischer Isomor- 

phismus. Da f schwach lokal beschrankt auf U ist, ist Vs 

keine Polstelle der durch fo gegebenen rationalen Funktion 

€ auf X, deh. Yo liegt im maximalen Definitionsbereich von E. 

Also 148t sich f zu einer isoalgebraischen Funktion auf U 

fortsetzen. 

Lemma 6.4. 

Sei U eine offene semialgebraische Teilmenge von A™(c) und
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sei A eine isoalgebraische Teilmenge von U, so daB fiir jedes 

n-1 
(Za peeerZ ) EC die Menge A NC (2,,---,2, 4,2) 12 €C} end- 

n-1 

lich ist. Sei f :U+C eine semialgebraische Funktion, die 

auf UNA isoalgebraisch ist. Dann existiert ftir jedes u €U 

die partielle Ableitung oe (u) und die Funktion D:U~-C, 
n 

un gt (u) ist semialgebraisch auf U und isoalgebraisch auf 
n 

U™A. 

Beweis: 

Nach Lemma 6.3. und Satz 2.3. existiert ftir jedes u €U die 

partielle Abbildung se (u). DIUSA ist isoalgebraisch 
n 

(Satz 2.3.). Es ist noch zu zeigen, daS D stetig ist in je- 

dem Punkt a €A. Gegeben sei ein Punkt ay €A. OE ist a, = Oo. 

Nach Satz 3.3. existieren Polyzylinder P und Q ina™ !(c) 

und a'(c) mit Mittelpunkt 0, so daB PxQ cU und (Px3Q) NA = G. 

Sei e€R, & >O gegeben. Da DI Px3Q semialgebraisch ist, gibt 

es eine offene semialgebraische Umgebung Py von O in P, so 

daB ID(p,q) - D(0,q)} <5 fiir jedes p EP, und jedes q €920. 

Da Di{p} xQ isoalgebraisch ist fiir jedes p €P, ist nach dem 

Maximumprinzip |D(p,q) - D(0O,q) 1 <5 fiir jedes p EP, und je- 

des q €Q. Es existiert eine offene semialgebraische Umgebung 

von O in Q, so daB |D(0O,q) - D(0,0) 1} <5 fiir jedes q €Q,. 

Dann ist ID(y) - D(0)|<e fiir jedes y EP, xQ,° 

2 

Lemma 6.5. 

Seien U eine offene semialgebraische Teilmenge von A™(c) und 

A eine isoalgebraische Teilmenge von U mit dimA <n-1. Sei
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£:U0-C eine semialgebraische Funktion, die auf UA isoal- 

gebraisch ist. Auf U gelte 

i +a,e™! +...+a =0, 
m 

wobei Aqer--ra isoalgebraische Funktionen auf U sind. Dann 
™m 

gibt es zu jedem u €U ein g € so da8 in @,, y gilt 
, Tan iul A 

m m-1 _ 
g + (a), g tee. +(ady = 0. 

Beweis: 

Gegeben sei ein u €A. OF ist u = 0. Sei V eine offene semi- 

algebraische Umgebung von O in U, fiir die gilt: LAV ist z2u- 

sammenhdngend flir jeden eindimensionalen linearen Unterraum 

von A™(Cc) und es gibt ein s Ean (V), so daB s#O und ANVec 

{x EVIs(x) = O}. Man w&hle DyreeerP, EV {x EVIs(x) = O},s0 

das Pyreeee Py eine Basis des C-Vektorraums A™(C) ist. Im 

folgenden sei A™(c) mit dem durch die Basis Pys-+erP, gege- 

benen Koordinatensystem versehen. Nach dem Id@ntitdtssatz ist 

fiir jedes ie€é{1i,...,n} die Menge Ls NVNA endlich, wobei 

L, = {t-p It €C}. Nach Satz 3.3. gibt es eine offene semial- 

gebraische Umgebung Q von O in U, so da8s (q+L;) NQNA endlich 

ist fiir jedes ice{1,...,n} und jedes qeé€Q. 

Sei F der Ring aller semialgebraischen Funktionen h :Q04C, 

die auf Q~A isoalgebraisch sind. Nach Lemma 6.4. ist jedes 

h €F unendlich oft partiell differenzierbar. Deshalb hat 

man den Ringhomomorphismus v >F+C((T,,----T J], 

1 m-1 he £  —, (D%h) (0)-T%. In F hat man r™ +b r™ "+... +b =0, 
wn ae m 

a€é 

wobei r= £jQ und b, = a,1Q, also gilt in C{(T,,.-.,T,]] 

(*) re em! +... 45, = 0. 

Durch Auszeichnung des Koordinatensystems auf A™(c) wird
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auch ein reguldres Parametersystem von Onn O 
a 

und man erhdlt dadurch einen Isomorphismus 1: (My o> 

ausgezeichnet 

CLIT,,.-.,T,]]. Nach Satz 2.6.44) ist l(b) = = 3, (D%) (o)- 7" 
acéInn ~*~" 

3 
fiir jedes b €@, c “_ Damit folgt Lemma 6.5. aus no = (An) 

(*) und Satz 2.11. . 

Lemma 6.6. 

Seien U eine offene semialgebraische Teilmenge von A™(c) und 

A eine abgeschlossene semialgebraische Teilmenge von U mit 

dimA <2n-2. Dann 1aBt sich jede isoalgebraische Funktion 

f :UNA-C, die schwach lokal beschrankt auf U ist, zu einer 

lsoalgebraischen Funktion auf U fortsetzen. 

Beweis: 

Gegeben sei die Situation aus Lemma 6.2.: Es existieren ein 

normales rein n-dimensionales Schema X, eine offene semial- 

gebraische Teilmenge V von X(C), eine dichte Zariski-offene 

Teilmenge W von X mit V cW, ein fy €0, (W) und ein endlicher 

Morphismus p :X +A", so daB priv :V-UNA ein isoalgebrai- 

scher Isomorphismus ist und (piv) * (£) = flv. Sei V, der 

AbschluB von V in p! (U). Es gilt 

(1) PolV, :V, 7U ist ein semialgebraischer Isomorphismus. 

Denn: PclY, V5 7U ist eine endliche Abbildung. U*~A ist 

dicht in U, also ist Pc lV, surjektiv. Es bleibt noch zu zei- 

gen, daB Pe lV, injektiv ist. Gegeben sei ein u €U. Es sei 

(Bg IV,)7 | a) = {u,,-.-,u,}. Seien U,,---,U, paarweise dis- 

junkte offene semialgebraische Umgebungen von Uye-- ee UL in
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Vo: Es gibt eine zusammenhadngende offene semialgebraische Um- 

gebung T von u in U, so daf& (po tvy) 7! (rn) cU,U... UUL. Da 

TNA zusammenhangend ist ([DK, §13]), ist auch (pglV,) 7 | (t Na) 

zusammenhadngend und somit existiert ein t €{1,...,r}, so dag 

(polVg) 7 | (tsa) ¢ U,. Da (pe IV) 7 | (UNA) = V dicht in Yo ist, 

ist (pglVg) (USA) 9 (piv) 1(T) NU, = (pglvg) 7 (rsa) nu, +9 
fiir jedes ic€{i,...,r}. Also ist r = 1. 

(2) Yo ist eine offene semialgebraische Teilmenge von X(C) 

und priv, 7V, 7U ist ein isoalgebraischer Isomorphismus, 

Denn: Gegeben sei ein v €V,- Es existieren eine offene semi- 

algebraische Umgebung Vv, von v in pw), eine zusammenhadn- 

gende offene semialgebraische Umgebung U4 von p(v) in U, ein 

normiertes Polynom F E@_,n(U,) (T] und ein isoalgebraischer Mor- 

phismus q:V,72, wobei Z der durch F definierte isoalgebra- 

ische Teilraum von u,xtalyh ist, so daB i), ii), iii) aus — 

Satz 5.4. gelten (Es ist Zan ov) 7 %x,v endlich und somit 

auch injektiv). Es ist Po lV, AV.) offen in U, (nach (1)) und 

abgeschlossen in U, (da PclV, 7V, 70, endlich ist). Also ist 

nach (1) Pol Vy AV, Vy AV, 7U, ein semialgebraischer Isomor- 

phismus. Dann ist auch tIL >L~+U, ein semialgebraischer Iso- 

morphismus, wobei L die abgeschlossene semialgebraische Teil- 

menge g(V, nv.) von Z ist und t :Z2-U, die Einschrankung der 

Projektion u xa)? su, auf Z@ ist. Ist 1:2 + (a'yh die Ein- 

schradnkung der Projektion u,x(atyP + m@!'yh auf Z, so gibt 

Le(t|L)! eine semialgebraische Funktion g 7U, ~C,ftir die 

gilt g™ +a,g™! +... +a, = 0, wobei F = tT +a,r! +... ta, € 

An (U,) (TI. Sei A EG, y (U4) die Diskriminante von F und sei
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S = fu EU, lA(u) = O}. Nach Beispiel 3.4.ii) ist glU, ~S iso- 

irreduzibel in @ [T] ist, ist nach 
pv) AD, plv) 

Lemma 6.5. deg F = 1. Also ist Quot (Aan (vy) ~Quot (Ay .) 

algebraisch. Da F 

ein Isomorphismus und damit auch @ ein Isomor- AN, p(v) Oy 

phismus. Nach Korollar 1.3.11.i) existieren eine offene semi- 

algebraische Umgebung V5 von v in p | (w) und eine zusammen- 

hangende offene semialgebraische Umgebung Uy von p(v) in U, 

so daB Po lV> 2V>5 wu, ein semialgebraischer Isomorphismus 

ist. Wie oben folgt dann, da& auch Pe lV, AV, 2V5 NV, ~U, 

ein semialgebraischer Isomorphismus ist. Also ist Vo SV 

und V, ist offen. Nach Korollar 1.3.11.ii)b) ist p™IV, :V,+U 

ein isoalgebraischer Isomorphismus. 

(3) Vo liegt im maximalen Definitionsbereich der durch £6 

gegebenen rationalen Funktion f auf xX. 

Denn: Sei P der Trdger des Polstellendivisors von Ff und N 

der Trdger des Nullstellendivisors von fF. Zu zeigen ist, da8 

Vo NP = G. Angenommen, es sei Vg NP #@%. Da Vo offen in X(C) 

ist, gibt es ein v EV, nP mit v €N. Dann gibt es zu jedem 

K €R eine offene semialgebraische Umgebung T von p(v) in U, 

so da8 [f(u) |>K ftir jedes u €T.A. Widerspruch dazu, daB £f 

schwach lokal beschrdnkt auf U ist. 

Aus (2) und (3) folgt, da& sich f isoalgebraisch auf U fort- 

setzen l&Bt. 

Korollar 6.7. 

Sei X ein isoalgebraischer Raum. Ist X lokal irreduzibel in 

einem Punkt x €X, so gibt es ein Fundamentalsystem von offe-
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nen semialgebraischen Umgebungen U von x in X, so da8 UNA 

zusammenhdangend ist ftir jede abgeschlossene semialgebraische 

Teilmenge A von U mit dimA <dim ** x - 2. Ist X zusammenhdn- 

gend und lokal irreduzibel, so ist XA zusammenhdngend fiir 

jede abgeschlossene semialgebraische Teilmenge A von X mit 

dimA < dim°?x - 2. 

Beweis: 

Zunachst ein Hilfssatz. 

Hilfssatz: 

Sei U eine offene zusammenhangende semialgebraische Teilmenge 

von A” (Cc) und sei F ein normiertes Polynom aus A n(U){T], das 

irreduzibel in & n(U){t] ist. Die Diskriminante A € 4 (U) von 

F sei ungleich Null und sei S = {u €U/A(u) = O}. Dann ist 

der durch FIU~S gegebene isoalgebraische Teilraum X von 

(ou ~s)x(taly? zusammenhadngend. 

Beweis: 

Sei t :X »U XS die Einschrankung der Projektion (U ~s)x(a')>. 

U~S auf X. Angenommen, es sei X die disjunkte Vereinigung 

zweier nichtleerer offener (und abgeschlossener) semialge- 

braischer Teilmengen T, und T.5- Nach Beispiel 3.4.ii) sind 

&(T,) und t(T>) offene und abgeschlossene semialgebraische 

Teilmengen von U~xS, also t(T,) = t(T,) = UNS. Ftir jedes 

u€UNS bilde man die Polynome 

P,(u,T) = (Tra,)-...- (T-as (yy) EC(T] 

Fo(u,T) = (T-b,)-...+(T-bs..)) ECT], 
3 (a)



- 100 - 

wobei Ayres Ag cyys Dyreeer Bs yy €C dadurch bestimmt sind, 

daB {(u,a,),---,(u,a )} = tou) av, und {(u,b,),-.-, 
i(u) 

(Urbs yy} = t'(u) NT. Nach Beispiel 3.4.ii) erhalt man 

dadurch normierte Polynome F,,F, EA, n (U ~S)(T]. Es ist 

Fi°Fs = FJU~S. Die Koeffizienten von Fy und Fo sind isoal- 

gebraische Funktionen auf U~S, die lokal beschrankt auf U 

sind. Nach Lemma 6.6. lassen sich F,-F, zu G1,G5 € 4, (0) (TJ 

fortsetzen. Es ist G,°Go = F. Widerspruch zur Irreduzibili- 

tat von F. 

Nun zum Beweis des Korollars. Sei X lokal irreduzibel in 

x €X. OE ist X reduziert. Nach Satz 5.4., Lemma 5.6. und 

dem Hilfssatz existiert ein Pundamentalsystem von offenen semi- 

algebraischen Umgebungen U von x in X mit: Es existiert eine 

isoalgebraische Teilmenge S von U, so daB dims < dim, x-1 

und U~S eine zusammenhdngende semialgebraische Mannigfaltig- 

Keit ist der Dimension dim o*x, Deshalb ist (U~S) NA zusam- 

menhdngend ftir jede abgeschlossene semialgebraische Teilmenge 

A von U mit dimA <dimS*x-2. Nach Korollar 5.2. ist OE 

dim xX = dim x fiir jedes y €U. Dann ist (UA) ~S dicht in 

U™A. Also ist UNA zusammenhadngend. 

Sei nun X zusammenhdngend und lokal irreduzibel. 

L = {x €Xidim,x = dimx} = {x €XIdim x >dim xX} ist eine ab- 

geschlossene semialgebraische Teilmenge von X. Nach Korollar 

5.2. ist L auch offen. Also ist dim °* x = dim®*x ftir jedes 

x EX. Es sei A eine abgeschlossene semialgebraische Teilmen- 

ge von X mit dim A <dimS*x-2. Angenommen, es sei X~A die 

disjunkte Vereinigung zweier nichtleerer offener semialge-
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braischer Teilmengen Ty und TS von XNA. Es ist X = XNA = 

T) UTS. Da X zusammenhdngend ist, existiert ein x ET, AT.. 

Wahle eine offene semialgebraische Umgebung U von x in xX, 

so da8B U~A zusammenhdangend ist. Es ist UA die disjunkte 

Vereinigung von UNT, und U nt, und U AT, #%Z, U aT. #@. 

Widerspruch. 

Satz 6.8. (1. und 2. Riemannscher Hebbarkeitssatz) 

Seien X ein normaler isoalgebraischer Raum, A eine abgeschlos- 

sene semialgebraische Teilmenge von X und £ : XNA >5C eine iso- 

algebraische Funktion. 

i) Ist dim.A < dim ** x-2 fiir jedes a €A und ist f£ schwach 

lokal beschr&nkt auf X, so 1a8t sich £ zu einer isoalge- 

braischen Funktion auf X fortsetzen. 

ii) Ist dim,A < dim_°* x- fiir jedes a €A, so 1l&Bt sich f zu 

einer isoalgebraischen Funktion auf X fortsetzen. 

Beweis: 

OE ist X ein offener isoalgebraischer Teilraum eines normalen 

zusammenh&ngenden n-dimensionalen Schemas Z. Nach Lemma 6.2. 

existieren ein normales rein n-dimensionales Schema Xo eine 

offene semialgebraische Teilmenge V von X,(C), eine dichte 

Zariski-offene Teilmenge W von X, mit VcW, ein f, E,W) 

und ein endlicher Morphismus p 7X, 7%, so dab priv :VoXNA 

ein isoalgebraischer Isomorphismus ist und (pD iv) * (£) = flv. 

Sei V, der AbschluS von V in p7! (x). Es sei dim A <dim,~° x-2 

fir jedes acA. Mit Hilfe des Korollars 6.7. zeigt man wie 

im Punkt (1) aus dem Beweis des Lemmas 6.6.
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(1)! PolV, 2V, 7X ist ein semialgebraischer Isomorvhismus. 

Weiterhin gilt 

(2)' Vo ist eine offene semialgebraische Teilmenge von X, (Cc) . 

Denn: Gegeben sei ein v EV.- Sei T eine zusammenhdngende offe- 

J 
ne semialgebraische Umgebung von v in p(X). Da V offen und 

abgeschlossen in p! (X “A) ist, ist TNV offen und abgeschlos- 

sen inT Np (a. Nach Korollar 6.7. ist T Sp) (a) zusammen- 

hadngend. Da TNV #@, ist tT xp! (a) = TNV, also t\p! (a) cV 

und damit TcVv, (denn T\p !(A) ist d@icht in 7). 

Nach (1)' und Korollar 5.5. ist priv, 2Vy ~X ein isoalgebra- 

ischer Isomorphismus. Es gentigt noch zu zeigen, das Vo im 

maximalen Definitionsbereich Wo der durch fy gegebenen ratio- 

nalen Funktion auf Xo liegt. 

Beweis von i}: 

Entsprechend wie im Punkt (3) des Beweises von Lemma 6.6. 

zeigt man V, CW: 

Beweis von ii): 

i _ -1 Es ist (X, ~W,) AVG EV, ~Vi=EVG Np (A). Also ist 

. Sa . : 
dim (X, SW) AV, <2n-3. Der semialgebraische Raum (X. SW) (C) - 

ist leer oder rein (2n-2)-dimensional. Also ist (XG SW) AV, =, 

d.h. Vo cw:
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§7_- Normalisierung und irreduzible Komponenten eines 

isoalgebraischen Raumes 

Sei X ein isoalgebraischer Raum. Eine abgeschlossene semi- 

algebraische Teilmenge A von X hei®&t nirgends dicht in X, 

wenn A keine offene Teilmenge von X enthdlt. Ist X redu- 

ziert so sind z.B. N(X) = {x EXO, ist nicht normal} und 

S(X) = {x EXWy x ist nicht regular} nirgends dicht in X. 

Leicht zu beweisen ist 

Proposition 7.1. 

  

Eine isoalgebraische Teilmenge A eines isoalgebraischen Rau- 

mes X ist genau dann nirgends dicht in X, wenn dim.A <dim_x 

fiir jedes a €A. 

Provosition 7.2. 

  

Seien f :X #Z und g:Y >~Z endliche Morphismen isoalgebrai- 

scher Radume, wobei X und Y normal sind. Sei A eine isoal- 

gebraische Teilmenge von Z, so da8 £ !(A) nirgends dicht 

in X und g(a) nirgends dicht in Y ist. Dann 148t sich 

jeder (Z ~A)-Morphismus t x £7! (a) ayxg! (a) auf genau 

eine Weise zu einem Z-Morphismus h:X—-Y fortsetzen. Ist 

t ein Isomorphismus, so auch h. 

Beweis: 

zunadchst wird gezeigt, da& sich t zu einer semialgebrai- 

schen Abbildung X ~Y fortsetzen 148t. Hierzu genitigt es
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zu beweisen: Fiir jedes x ef! a) 1a48t sich t zu einer 

stetigen Abbildung auf (x~f '(A)) U{x} fortsetzen. Gege- 

ben sei ein x €X. Es sei g | (£(x)) = {y,s---r¥,t- Wahle 

disjunkte offene semialgebraische Umgebungen U4,---+,0, 

VON Yqreess¥y in Y. Es gibt eine offene semialgebraische 

Umgebung T von f(x) in Z, so daB g lr) c U, Ul... UUL- 

Sei U eine zusammenhdngende offene semialgebraische Um- 

gebung von x in f(r). Nach Kerollar 6.7. und Proposition 7.1. 

ist une”! (A) zusammenhdngend. Also gibt es ein s €{1,...,r}, 

so dag t(UNf£ '(A)) < U,- Durch xy. setzt sich t zu ei- 

ner stetigen Abbildung auf (x seh (ay) U{x} fort. 

Nach Proposition 7.1. und dem Riemannschen Hebbarkeits- 

satz 6.8.1) ist die semialgebraische Fortsetzung h :X »Y 

von t ein isoalgebraischer Morphismus. 

Definition 7.3. 

Eine Normalisierung eines reduzierten isoalgebraischen 

Raumes X ist ein Paar (X,f), fiir das gilt 

i) R ist ein normaler isoalgebraischer Raum 

ii) £:X-+X ist ein endlicher Morphismus, so das £~ | (N(X)) 

nirgends dicht in & ist und £1R<e7' n(x) 2X £7 CN(X))> 

X~N(X) ein Isomorphismus ist. 

Satz 7.4. 

Jeder reduzierte isoalgebraische Raum X hat eine Normali- 

sierung (X, £) und diese ist eindeutig bestimmt, d.h. ist 

(X',f£') eine weitere Normalisierung von X, so gibt es
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genau einen X-Morohismus g :X ~X' und g ist ein Isomor- 

phismus. 

Beweis: 

Die Eindeutigkeit folgt aus Proposition 7.2.. Nun zur Exi- 

stenz der Normalisierung. Aufgrund der Eindeutigkeit kann 

man OE annehmen, da& X ein offener isoalgebraischer Teil- 

raum eines reduzierten Schemas Xo ist. Sei £ 7Y¥ 4X, die 

1 h Normalisierung von X,. Dann ist £) (£")~'¢x) : (£") 71 (x) 3x 

eine Normalisierung von X. 

Lemma 7.5. 

Seien X ein zusammenhdngender lokal irreduzibler isoalge- 

braischer Raum und A eine isoalgebraische Teilmenge von X. 

Dann ist entweder A nirgends dicht in X oder A = X. 

Beweis: 

L = {x EXidim x = dim X} ist eine abgeschlossene semialge- 

‘braische Teilmenge von X. Nach Korollar 5.2. ist L offen. 

Also dim,xX = dim X flir jedes x €X. T={a €Aldim a = dim xX} 

= {a €Aldim A >dim X} ist eine abgeschlossene semialgebrai- 

sche Teilmenge von X. Da X lokal irreduzibel ist, ist T 

offen in X. Also ist entweder T = ¢@, und damit A nirgends 

dicht in X, oder T = X, und damit A = X. 

Lemma 7.6. 

Sei A eine isoalgebraische Teilmenge eines isoalgebraischen
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Raumes X und sei Z eine Zusammenhangskomponente von X A. 

Dann ist Z eine isoalgebraische Teilmenge von X. 

Beweis: 

OE ist X reduziert. Sei (X,f) eine Normalisierung von xX. 

Seien Zar eeer By die Zusammenhangskomponenten von X. Nach 

Korollar 6.7. und Lemma 7.5. ist 2, £' (a) entweder leer 

oder zusammenhdngend und dicht in Zs (ftir i = 1,...,7r). 

¢-1(Z) ist offen und abgeschlossen in Xx¢£! (A). Somit ist 

e- 1 (2) AZ, entweder leer oder dicht in Zi Also ist f£-T(Z) 

Vereinigung von 21 thangskomponenten von X. Nach Korol- 

lar 4.8. ist 2 = £(£-1(Z)) eine isoalgebraische Teilmenge 

von X. 

Definition 7.7. 

Sei X ein isoalgebraischer Raum. Eine isoalgebraische Teil- 

menge A von X hei&t irreduzibel, wenn gilt: Ist A die Ver- 

einigung zweier isoalgebraischer Teilmengen Ay und As von 

X, so ist A= A, oder A = A,- Die maximalen irreduziblen 

isoalgebraischen Teilmengen von X hei&en die irreduziblen 

Komponenten von xX. 

Zum Beispiel ist nach 7.5. ein zusammenhdngender lokal ir- 

reduzibler isoalgebraischer Raum (insbesondere ein zusam- 

menhadngender normaler isoalgebraischer Raum) irreduzibel.
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Satz 7.8. 

Sei X ein isoalgebraischer Raum. Sei A eine nirgends dichte 

isoalgebraische Teilmenge von X, so da8& X~A lokal irredu- 

zibel ist (zum Beispiel A = S(X) oq) oder A = N(Xog))- 

Seien Z@ ,---,2,. Gie Zusammenhangskomponenten von X A. Dann 
1 xr 

sind Zyree er By die irreduziblen Komponenten von X. 

Beweis: 

Nach Lemma 7.6. sind Byreeee Be isoalgebraische Teilmengen 

von X. Da Zar eee eZ irreduzible isoalgebraische Raume sind, 
r 

sind Zyrecerd r irreduzible isoalgebraische Teilmengen von 

X. Es ist X = 2, Use. uz. Also sind Zyree er Ze die irredu- 

ziblen Komponenten von X. 

Der Zusammenhang zwischen Normalisierung, irreduziblen Kom- 

ponenten und lokalen irreduziblen Komponenten ist der fol- 

gende. 

Proposition 7.9. 

Sei X ein reduzierter isoalgebraischer Raum und sei (X, £) 

eine Normalisierung von X. 

i) Sind re die Zusammenhangskomponenten von x, so 

sind £(2,),---,£(2,) die irreduziblen Komponenten von 

X. 

ii) Zu jedem x €X existiert ein Fundamentalsystem von of- 

fenen semialgebraischen Umgebungen U, ftir die gilt: 

Sind Uy. ---/U, die 21 hangskomponenten von e7} {U),
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so existiert in jedem U; genau ein xX, mit £(x,) =x 

und (U,£(U,)),-.--, (U,£(UQ)) sind Repradsentanten fiir 

die lokalen irreduziblen Komponenten von X in x (Nach 

i) sind £(U,),.--,£(0,) die irreduziblen Komponenten 

von U). 

iii) Sei x €X und sei £ !(x) = {x4,---/X,}. Seien pj,---,/P, 

die minimalen Primideale von 9 - Es ist r = s und 
X,X 

nach geeigneter Umnummerierung der Pyreecr De ist Py 

der Kern von 9 (i = 1,...,8). Os xe xOn 
“pr 

oO-~ 

X,X > XpXy X4 XX, 

ist die Normalisierung von ©, x" 
a 

Beweis: 

i) Nach Korollar 4.8. sind £(24),.-.-,£(2,) isoalgebraische 

Teilmengen von X. Da 2,,..-,2, irreduzible isoalgebrai- 

sche Radume sind, sind £(25),---,£(2,) irreduzible iso- 

algebraische Teilmengen von X. Ftir jedes i €{1,...,r} 

ist 2, 1(K~£7'(N(X))) 4G, da £'(N(X)) nirgends dicht 

in X ist. Deshalb ist £(Z,) ¢ £(2,) fir i+j. Es ist 

X = £(Z,) U... UE£(Z_). Also sind £(2,),...,£(Z,) die 

irreduziblen Komponenten von X. 

ii) Gegeben sei eine offene semialgebraische Umgebung V 

eines Punktes x €X. Es sei £7! (x) = {x,,-+-/x). Wahle 

disjunkte offene semialgebraische Umgebungen Wiese ee We 

VON X14--+4% in X und eine offene semialgebraische 
s 

Umgebung W von x in V, so das £ !(w) cw, U... UW. 

Seien Byr eee Ze die Zusammenhangskomponenten von £~'(w).
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OE ist x5 EZ, fiir i = 1,...,s. Man setze T = £(Z.44) 

Ui... Uf(zZ) und U = WNT. Da £(Z,),-..,£(2,) die ir- 

reduziblen Komponenten von W sind, ist £(2,) NT cN(W) 

cN(X) ftir i = 1,...,s (nach Satz 7.8.). Deshalb ist 

nach Korollar 6.7. Zs Seley zusammenhdngend (denn 

<'(u(x)) ist nirgends dicht in %). Also sind U, := 2, 

~ 71 (t),...,0, r= 2, S271 (n) die Zusammenhangskompo- 

iy). nenten von f 

Seien tyreeerty die durch (U,£(U,)),--, (U,£(UL)) re- 

pr&sentierten isoalgebraischen Keime von X in x. Ist 

i+#j, so ist £(U;) aL ef (U5) NL fiir jede offene semi- 

algebraische Umgebung L von x in U (nach Satz 7.8.). 

Also ist t, ¢t, fir i+j. Da £7" (x) nU, ={x,} una u, 

lokal irreduzibel in x5 ist, ist t; irreduzibel (fiir 

i= 1,...,s). Es ist £(U,) U... vi(U.) = U und somit 

ist ty,u 222 U ts der durch (X,X) reprasentierte Keim. 

Also sind tyreeer ty die lokalen irreduziblen Kompo- 

nenten von X in x. 

Sei U eine offene semialgebraische Umgebung von x in X, 

so da8 flir die Zusammenhangskomponenten Uyr--+ UL von 

=  (U) gilt: x, € U; fiir i = 1,...,r und (U,£(U,)),..., 

(U,£(U_)) sind Reprdsentanten fiir die lokalen irredu- 

ziblen Komponenten von X in x. Man versehe die isoal- 

qebraische Teilmenge £(U;) von U mit der reduzierten 

Teilraumstruktur, J; sei die zugehdrige Idealgarbe 

(i = 1,...r). Es sind dann (Jr yreeer L)y die mini- 

malen Primideale von 0, x. (Ji), ist aber auch der
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Kern des durch flu, 7U, ~U gegebenen Ringhomomorphis- 

mus 9x x 7 UL = Ox xy (i = 1,...,x). Sei f. :U; »X 
i 

2= £(U,) der durch £ induzierte isoalgebraische Mor- 

phismus. Es ist noch zu zeigen, daB fi einen Isomor- 

phismus Quot Oy) QUO WY x,) gibt. Sei n= Gim, x, - 

Nach Satz 5.4. und Lemma 5.6. gilt: Es gibt eine offene 

semialgebraische Umgebung V von x in Xi eine offene 

semialgebraische Teilmenge W von A‘ (Cc), eine isoalge- 

braische Teilmenge S von W mit dimS < n-1 und einen 

endlichen Morphismus p :V -W, so dab On o(x) On x ane 

jektiv und endlich ist und ¢p ! (y) = [Quot (O,, x? : 

-1 
o ‘ = : Quot Oy 5 (3) )] und #(pef,") — (y) [Quot y yx, : 

oe . ‘ t = Quot Oy o(x))] fiir jedes y EWS, wobei f; = 

-1 -1 -1 
fit, (V) : f. (V) +V. Da f£,1u,~f (N(X) ) 

Us S27 (xy) 7X; SN(X) ein Isomorphismus ist, ist 

[Quotf, , ) : Quot (0, ,)] = 1. 
1 1 1 

Proposition 7.10. 

Fiir einen reduzierten isoalgebraischen Raum X sind 4qui- 

valent 

i) X ist irreduzibel 

1i) X~N(X) ist zusammenhdngend 

iii) X~S(X) ist zusammenhdngend 

iv) Ftir jede abgeschlossene semialgebraische Teilmenge 

A von X mit dimA < dim®*x-2 ist XNA zusammenhdngend. 

v) Es gibt eine semialgebraische Teilmenge von X, die 

offen dicht zusammenhdngend und semialgebraisch re-
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gular ist. 

vi) Es gibt einen zusammenhdngenden dichten lokal irre- 

duziblen offenen isoalgebraischen Teilraum von X. 

vii) Fur jede isoalgebraische Teilmenge A von X gilt: A=X 

oder A ist nirgends dicht in X. 

Beweis: 

Klar ist i) # ii), i) # iii), iii) =v), iii) + vi), iv) © 

iii), vii) =» i). 

v) = i): 

Sei U eine dichte offene semialgebraische Teilmenge von X, 

die zusammenhdngend und semialgebraisch regular ist. Der 

isoalgebraische Raum U ist irreduzibel, denn U~S(U) ist 

zusammenhdngend ({DK, §13]). Dann ist auch X =U irreduzibel. 

vi) = i): 

Sei U ein dichter offener isoalgebraischer Teilraum von X, 

der zusammenhangend und lokal irreduzibel ist. Der isoal- 

gebraische Raum U ist irreduzibel, also ist auch X =U ir- 

reduzibel. 

iii) = vii): 

Sei A eine isoalgebraische Teilmenge von X. Nach Lemma 7.5. 

ist AN(X ~S(X)) = X~S(X) oder AN (X ~S(X)) ist nirgends 

dicht in X ~S(X). Im ersten Fall ist A = X und im zweiten 

Fall ist A nirgends dicht in X. 

iii) = iv): 

(X ~S(X)) “A ist zusammenhdngend und (X *S(X)) “A = (X A) 

~ S(X) ist dicht in X *A.
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Korollar 7.11. 

Sei A eine isoalgebraische Teilmenge eines irreduziblen 

isoalgebraischen Raumes X mit dimA = dimX. Dann ist A =X. 

Korollar 7.12. 

Fiir einen reduzierten isoalgebraischen Raum X sind aqui- 

valent 

i) X ist lokal irreduzibel 

ii) Fur jede zusammenhdngende offene semialgebraische 

Teilmenge U von X und jede abgeschlossene semialge- 

braische Teilmenge A von U mit dimA < dimS*y-2 ist 

UNA zusammenhdangend. 

iii) Fiir jede zusammenhangende offene semialgebraische 

Teilmenge U von X ist U~S(X) zusammenhangend. 

Beweis: 

i) = ii): Korollar 6.7. 

Li) =iii): klar 

iii) »i): 

Gegeben sei ein x €X. Wdhle eine offene semialgebraische 

Umgebung U von x in X, so da8 die irreduziblen Komponenten 

von U die lokalen irreduziblen Komponenten von X in x re- 

prdsentieren. Es ist dann U zusammenhdngend. Nach Voraus- 

setzung ist U~S(U) zusammenhdngend. Also ist U irreduzi- 

bel und damit X lokal irreduzibel in x €X. 

Aus 7.10. und 7.12. folgt
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Koroilar 7.13. 

Seien X und Y isoalgebraische Radume, die semialgebraisch 

isomorph sind (d.h. |IXI und IYI sind isomorph). Dann 

gelten 

i) X ist genau dann irreduzibel, wenn Y irreduzibel ist. 

Li) X ist genau dann lokal irreduzibel, wenn Y lokal ir- 

reduzibel ist. 

Proposition 7.14. 

Fiir einen isoalgebraischen Raum X sind dquivalent 

i) Fiir jeden Punkt x €X und jede lokale irreduzible Kom- 

ponente K von X in x ist dim K= n. 

ii) Es gibt eine dichte Teilmenge T von X, so daB dim Xx =n 

fiir jedes x €T. 

iii) Jede irreduzible Komponente von X hat die Dimension n. 

iv) Der semialgebraische Raum |X] ist rein 2n-dimensional. 

Ein isoalgebraischer Raum, der die Aquivalenten Bedingun- 

gen i) - iv) erfiillt, heiS8t rein von der Dimension n. 

Beweis: 

Klar ist i) = ii) = iii) = iv). 

iv) = i): 

Gegeben sei ein x €X. Man wdhle eine offene semialgebrai- 

sche Umgebung U von x in X, so da38 die irreduziblen Kompo- 

nenten von U die lokalen irreduziblen Komponenten von X 

in x reprdsentieren. Nach Voraussetzung ist jede Zusam- 

menhangskomponente Z von U ~S(0 oq) und somit auch der
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Abschlu8 Z von Z in U semialgebraisch rein von der Dimen- 

sion 2n. 

Als erste Anwendung der Zerlegung eines isoalgebraischen 

Raums in irreduzible Komponenten erhdlt man 

Proposition 7.15. 

Sei (xX; |i€T) eine Familie von isoalgebraischen Teilmengen 

eines isoalgebraischen Raums X. Dann gibt es eine endliche 

Teilmenge K von I, so daB AX, = N X.. Insbesondere ist 
: i : i 
i€I i€K 

n xX eine isoalgebraische Teilmenge von xX. 
i€I 

Beweis: 

Der Beweis erfolgt durch vollstdandige Induktion nach dimx. 

7.15. gelte ftir dim xX < n-1. Sei X ein isoalgebraischer 

Raum der Dimension n. Seien Agere ee AL die irreduziblen Kom- 

ponenten von X. Es gentigt 7.15. flir die Familien (xX, NA, lier), 

ooo (XS NA lier) zu beweisen. Sei ein p €{1,...,r} gegeben. 

Ist X, NAL =A ftir jedes i€I, so ist 7.15. trivialerweise 
P Pp 

erflillt. Existiert ein gq €I mit Xq NA, #A,, so ist 
Pp 

dim (Xx, NA) < dima, <n (nach Korollar 7.11.). Man wende 

die Induktionsvoraussetzung an auf die Familie (xX; NXG AAT ie€T) 

von isoalgebraischen Teilmengen von Xo NA. 

Proposition 7.16. 

Sei X ein isoalgebraischer Raum und sei f €O, (x) - Man hat 

die Funktionen f :X oC, x»f(x) und If| :X +R, x»{f£(x) 1.
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Es gelten: 

i) Ist £ nicht konstant bei XG EX (d.h. gibt es in jeder 

Umgebung von X, in X ein x mit £(x) +i(x,)), so ist 

£ offen in Xq (d.h. ftir jede Umgebung U von Xo in X 

ist £(x,) innerer Punkt von £(U)). 

ii) Ist X irreduzibel, so ist f konstant oder offen. 

iii) Ist X zusammenhdngend und f nicht konstant, so hat 

l£| kein Maximum. 

Beweis: 

i) Hilfssatz: 

Seien Y ein rein n-dimensionaler isoalgebraischer 

Raum, y, ein Punkt von Y und g eine isoalgebraische 

Funktion auf Y, so da&8 g nicht konstant ist. Es gebe 

einen endlichen Morphismus p :Y¥ +Q mit p | (ply,)) = 

{yg}e wobei Q ein Polyzylinder von a™ic) ist. Dann 

ist g offen in Yo: 

Beweis: 

Sei a ein Punkt von Y mit g(a) #9(y.)- Sei L der 1-di- 

mensionale affine Unterraum von A™(C), auf dem p (a) 

und Ply.) liegen. Fiir jedes y €Y ist 0,0 (y) 79 y 

endlich und injektiv. Nach Korollar 4.9. ist p eine 

offene Abbildung. Deshalb ist p '(L) ein semialgebrai- 

scher Raum rein von der Dimension 2. Sei K eine irre- 

duzible Komponente von p '(L), auf der a liegt. Nach 

Proposition 7.14. hat K die Dimension 1. p(K) ist eine 

1-dimensionale isoalgebraische Teilmenge von Q. Da
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LQ eine irreduzible isoalgebraische Teilmenge 

von Q ist, ist p(K) = LNQ (nach Korollar 7.11.). Da 

> | (ply,)) = fy} ist, liegt y, auf K. Man versehe K 

mit der reduzierten Teilraumstruktur. Sei (K,n) eine 

Normalisierung von kK. K ist zusammenhdangend und regu- 

lar. Nach Satz 2.5. ist g offen in Yo: 

Nun zum BeweisS von i). Sei U eine Umgebung von Xe in 

X. Man wdhle eine offene semialgebraische Umgebung V 

von X, in U, so daB jede irreduzible Komponente von V 

den Punkt x, enthalt (dies ist nach Proposition 7.9. 

mdglich). Sei K eine irreduzible Komponente von V, die 

nicht in £'(£(x,)) enthalten ist. Es ist dann 

K ne”! (£(x,)) eine nirgends dichte isoalgebraische 

Teilmenge von K. Nach Lemma 5.6. gibt es eine offene 

semialgebraische Umgebung Y von Xo in K und einen end- 

lichen Morphismus p :Y¥3Q, so das p | (p(x) = {x} 

und Q ein Polyzylinder in arc) ist mit n = dim K. Nach 

dem Hilfssatz ist f(x,) innerer Punkt von £(U). 

ii) Sei X ein irreduzibler reduzierter isoalgebraischer 

Raum und sei f nicht konstant. Nach Satz 2.5. ist 

£1X ~S(X) offen. Also ist £ nicht konstant bei xo fiir 

jedes x, €X. Nach i) ist f offen. 

iii) folgt aus ii). 

Beispiel 7.17. 

Sei X ein zusammenhdngender normaler isoalgebraischer Raum



- 117 - 

und sei p EO, (x) (T] ein normiertes Polynom. Es gibt (bis 

auf die Reihenfolge) eindeutig bestimmte Polynome Pyrre rr Dy 

€ O, (x) (7) und natiirliche Zahlen Nir---/My, so daB 

P,---+-+,D, normiert und irreduzibel in ©, (x){[T] sind und p = 

Pp, | eee "py, Kk. Die Diskriminante A EO, (x) Von py°--- "Dy 

ist ungleich Null. Ist Yi der durch Py gegebene isoalgebrai- 

sche Teilraum von xx (aly) ® (i = 1,...,k}, so sind Yqrceer ty 

die irreduziblen Komponenten des durch p definierten iso- 

algebraischen Teilraums Y von xxialy®, (Nach Beispiel 3.4. 

sind re reduziert). 
k 

Beweis: 

Hilfssatz: 

Der Ring Oy (X) ist integer und normal. 

Beweis: 

Da X irreduzibel ist, ist 0, (x) integer. Gegeben seien 

£,9 EO, (X), g #0, so daB - ganz iiber 0, (Xx) ist. Zu jedem 

x €X existiert dann ein eindeutig bestimmtes hy EO 
X,x’ 

daB tx = qLI,- Also gibt es eine Funktion h:X ~C, so daB 

so 

f = hg und es zu jedem x €X eine offene semialgebraische 

Umgebung gibt, auf der h isoalgebraisch ist. Auf der dich- 

ten offenen Menge {x €Xlg(x) #0} ist h semialgebraisch. 

Also ist h semialgebraisch und nach Satz 2.2. ist h isoal- 

gebraisch. 

Aus dem Hilfssatz folgt, daB sich pv auf eindeutige Weise 

in normierte irreduzible Polynome zerlegen 148t, und das
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die Diskriminante A von Dyt eee (Dy ungleich Null ist. Sei 

S = {x €X{A(x) = O}. Wie im Hilfssatz des Beweises von 

Korollar 6.7. zeigt man, das Y; n(x ~s)x(@'y? zusammenhan-—- 

gend ist (i = 1,...,k). Nach Beispiel 3.4. ist Y; n(x xs)x@!'y? 

normal und dicht in Y,. Also ist Y, irreduzibel. Flir i +j 

k 

Yyr eer Yy die irreduziblen Komponenten von Y. 

ist ¥, €¥5- Weiterhin ist Y = Y, U... UY). Also sind 

Satz 7.18. 

Sei X ein irreduzibles Schema. Dann ist xh ein irreduzib- 

ler isoalgebraischer Raum. Insbesondere ist xh zusammen— 

hangend. 

Beweis: 

Hilfssatz: 

Der Ring Onn VA") ist ganz abgeschlossen in On AT (C)) « 

Beweis: 

1 
Gegeben sei ein f €@(AR(C)), so dag £™ +p,f +...+p, = 0 An 

: ny, _ : 
mit Pyr---9Py EOnA ) = C{T,,--.,T, J]. Dann ist [f(z)l < 

itIp,(z)i+...+Ip (2) ftir jedes z EA" (C). Somit existie- 

ren ein lo >O und ein k €IN, so daB I£(z) |<r* fiir jedes 

ro>r, und jedes z = (Zyr---72)) ec™ mit lz, } <r (i = 1,...,n). 

: a : : 
Sei sent die formale Potenzreihe von £o En 9° Nach 

Satz 2. ist cy = 0 fiir jeden Multiindex a e INC mit 

jal >k. Aufgrund des Identitdtssatzes ist f= XL ecT € 

C{Ty,---/TA] = Onn (Ar) lal<k°
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Nun zum Beweis von Satz 7.18.. 

1. Fall: X ist das durch ein normiertes irreduzibles Poly- 

2. 

3. 

Fall: 

Fall: 

nom p € On (a™) [fT] gegebene Unterschema von ata! : 

Aufgrund des Hilfssatzes ist p auch in Un A" (C))(T] 

irreduzibel. Nach 7.17. ist xX" irreduzibel. 

X ist ein integres affines Schema. 

Es existieren ein n en: ein durch ein normier- 

tes irreduzibles Polynom aus Onn (A) (T] definier- 

tes Unterschema Xo von Axa! und ein Morohismus 

g:X-X,, so da8 gilt: Ist h:Y-+xX die Normali- 

sierung von X, so ist g-h 2Y +X, die Normalisie- 

rung von X,- Nach Fall 1 und Proposition 7.9. ist 

xh irreduzibel. 

X ist ein integres Schema. 

Man tiberdecke xX. g durch endlich viele offene 
e 

affine Unterschemata U,,---/UL. Nach Fall 2 sind 

U,(C),-.-,U,(C) zusammenhadngend. Also ist auch 

Xv eg (C) zusammenhdngend.
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§8 - Noethersche Normalisierung, der Satz iiber die wesent- 

lichen Singularitdten, der Remmertsche Projektionssatz   

1. Noethersche Normalisierung   

Lemma 8.1.1. 

Sei f :X ~Y eine quasiendliche Abbildung zwischen semialge- 

braischen Raumen (d.h. jedes x €X ist isoliert in der Faser 

¢'(€(x)), oder anders ausgedriickt, fiir jedes y €Y ist 

£7! (y) endlich) und sei X lokal vollstdndig. Dann existiert 

ein kommutatives Diagramm 

wobei g eine endliche Abbildung und i eine offene Einbet- 

tung ist. 

Beweis: 

Sei K = X U{~} die Einpunktvervollstdndigung von X. Sei S$ 

der Abschlu8B des Graphen von f in YxK und sei g die Ein- 

schrdankung der Projektion YxK+¥Y auf S. g ist endlich und 

die kanonische Abbildung i:X+S ist eine offene Einbettung. 

Lemma 8.1.2. 

Sei £:X +¥ eine quasiendliche Abbildung zwischen semialge- 

braischen Rdumen und sei X lokal vollstdndig. Dann gibt es 

eine Uberdeckung (U0; | ier) von X und eine Familie (Vv; 1i€T)



- 121 - 

von Offenen semialgebraischen Teilmengen von Y, so da8 £(U;) 

ESV, und flu, :U, ~V, endlich ist fiir jedes ie€l. 

Beweis: 

Sei X ———+——5S das komnutative Diagramm aus Lemma 8.1.1.. 

= g 

Y 

Nach dem Beweis der Proposition 4.1. gibt es geometrische 

simpliziale Komplexe M und N, semialgebraische Isomorphis- 

men »:M-S und ~:N >-Y und eine simpliziale Abbildung 

a:M-—-N, so da® gilt: Es kommutiert M ———2——-S und sind 

a g 

  

N Y 
y 

Cyne eee, €i(X) die Ecken der Triangulierung », die in i(X) 

liegen, so ist i(X) = Stern, (e,) U... UStern (e,). Es ist 

glStern, (e,) : Stern (e,) ~» Stern (g(e,)) endlich (k=1,..,r). 
p 

Satz 8.1.3. 

Sei X ein isoaligebraischer Raum. Dann existiert eine Uber- 

deckung (U, 1i€T) von X, so daB es zu jedem U; einen surjek- 

tiven endlichen isoalgebraischen Morphismus g 7U; ~V gibt, 

: . . - : : nn. 
wobei V ein offener isoalgebraischer Teilraum eines A ist. 

Beweis: 

Der Beweis erfolgt durch vollstadndige Induktion nach dim x. 

Der Fall dim X= 0 ist klar. Sei nun dim X= n. OE ist X ein 

offener isoalgebraischer Teilraum eines n-dimensionalen af-



- 122 - 

finen Schemas X,- Seig 2Xy ~A" ein endlicher Morvhismus. 

Nach Lemma 8.1.2. gibt es eine Uberdeckung (U,!i€I) von X 

und eine Familie (v,; [i€T) von offenen zusammenhdangenden 

semialgebraischen Teilmengen von an(c), so daB Jo lU; 7U; Vs 

endlich ist. Nach Induktionsvoraussetzung ist noch zu zei- 

gen, das g(U,) = Vie wenn dim U, =n. Gegeben sei ein U5 

mit dim U,= n. Es ist g(U;) eine n-dimensionale isoalge- 

braische Teilmenge von V;- Da der isoalgebraische Raum V5 

irreduzibel ist, ist g(U;) = v5 (mach Xorollar 7.11.). 

2. Der Satz tiber die wesentlichen Sincularitaten 

Seien X ein komplex analytischer Raum, Y eine analytische 

Teilmenge von X und A eine analytische Teilmenge von X~¥Y. 

Der Abschlu& A von A in X ist im allgemeinen keine analyti- 

sche Teilmenge von X. Ein Punkt a €A heiBt wesentliche Sin- 

gularitdt von A, wenn es keine offene Umgebung U von a in 

X gibt, so daB ANU eine analytische Teilmenge von U ist. 

Der Satz tber die wesentlichen Singularitdten von Remmert, 

Stein, Thullen ({A, §37.]} macht Aussagen iiber die Menge 

der wesentlichen Singularitadten. Diese Menge ist z.B. 

leer in der folgenden Situation 

{*) Seien X ein komplex analytischer Raum, Y eine analy- 

tische Teilmenge von X und A eine analytische Teilmen- 

ge von X ~Y. Sei A rein n-dimensional und dim Y< n-1. 

Dann ist A eine analytische Teilmenge von xX. 

In der isoalgebraischen Geometrie gibt es keine wesentli- 

chen Singularitaten, denn es gilt der ganz einfach zu be- 

weisende Satz
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Satz 8.2.1. 

Seien X ein isoalgebraischer Raum, Y eine abgeschlossene 

semialgebraische Teilmenge von X und A eine isoalgebrai- 

sche Teilmenge von X~Y. Es gelten: 

i) Ist Y eine isoalgebraische Teilmenge von X, so ist A 

eine isoalgebraische Teilmenge von X. 

ii) Ist A rein n-dimensional und dim Y« 2n-2, so ist A 

eine isoalgebraische Teilmenge von X. 

Beweis: 

OE ist X ein offener isoalgebraischer Teilraum eines Sche- 

mas Xo und A irreduzibel. Es sei n = dimA und A, der Za- 

riski-Abschliu& von A in X,- Es ist n = dim A. und Ay ir- 

reduzibel. Indem man X durch X NA, und Y durch Y NA, ersetzt, 

kann man OE annehmen, da8 X rein n-dimensional ist. Seien 

Xpress eX die irreduziblen Komponenten von X. 

i) Es sei X, ¢ Y fir i = 1,...,s und X; CY fiir i=s+1,...,r. 

Es sind dann XyS¥r-- +X ~Y die irreduziblen Komponen- 

ten von X NY. Es ist A = Xx, X¥ fiir ein t €{1,...,s}. 

Also A = Xp. 

ii) Es sind Ky S¥,---/X, NY die irreduziblen Komponenten 

von XY. Es ist A= X, S¥ fiir ein t €{1,...,r}. Also 

3. Der Remmertsche Projektionssatz 
  

Sei X ein isoalgebraischer Raum und sei x €X. Durch den 

Ringhomomorphismus © ~C, s»ws(x) wird C zu einem 0 ~ 
X,X X,X 

Modul. Der C-Vektorraum der C-Derivationen & 7 oO, x ~C heiBt 
,
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der Tangentialraum TX von X in x. Ist 6 7 O, x 7° eine 
, 

2 
C-Derivation, so ist 5 (my } = 0, wobei my das maximale 

Ideal von Oy x ist. Also hat man einen C-Vektorraumhomo- 
rn 

morphismus T,X + (m_/m,*) *. Dieser Homomorvhismus ist ein 

Isomorphismus. Ist £ :X +Y ein Morphismus isoalgebraischer 

Rdume, so gibt Oy (yy 79% x den C-Vektorraumhomomorphis- 

mus T.f :T_X oT Y. Es gilt der Satz von der Umkehrfunk- 
x x £ (x) 

tion: Sind X und Y reguldre isoalgebraische Rdaume und ist 

TLE ein Isomorphismus, so ist £ ein lokaler Isomorphismus 

in x. (Denn: Seien y = f(x), g der Ringhomomorphismus 

Oo O und Cree ere ein reguldres Parametersystem => 

Y,y X,X 

von Ov ye: Da (m,/m,*) * + (my /m,*)* ein Isomorphismus ist, 

ist auch n/m,” om, /m,* ein Isomorphismus und somit ist 

g(e,),---,gle,) ein reguldres Parametersystem von 0. x" 
1 

Deshalb ist g 7 Wy ¥) 7, ,) ein Isomorphismus. Nach 

Korollar 1.3.10. existiert OE ein Morphismus fy 2X, ~Y 

von Schemata, so daB X = xo, Y= x, f= £°. Da § ein 

° 

Isomorphismus ist, ist auch (0 ) +0 )” ein Isomor- 
Yory Xo 1X 

phismus. Nach [SGA 1, I, 4.2.] ist £, etal in x.) Aus dem 

Satz tiber die Umkehrfunktion folgt der Rangsatz 

Satz 8.3.1. 

Sei f :X +Y ein Morphismus zwischen reguldren isoalgebrai- 

schen Raéumen vom Rang r, d-h. TLf hat Rang r ftir jedes x €X. 

Dann gibt es eine Uberdeckung (U;|iet) von X, so da&g fiir 

jedes US gilt: Es existieren eine offene Teilmenge V von Y, 

ein reguldrer rein r-dimensionaler isoalgebraischer Teil-
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raum V, von V und eine offene Einbettung j :U, 2Vox am), 

so das £(U;) = Vo und so daB kommutiert 

u,—_1—- V% amb 

F104 
— Vv Vo 

p 

  

wobei p die Projektion ist. 

Der Rangsatz 8.3.1. ist in [M, §1] bewiesen. 

Korollar 8.3.2. 

Sei = :X -Y ein Morphismus zwischen reguldren isoalgebrai- 

schen R&aumen vom Rang r. £ sei abgeschlossen, d.h. f(A) ist 

eine abgeschlossene semialgebraische Teilmenge von Y fiir 

jede abgeschlossene semialgebraische Teilmenge A von X. 

Dann ist £(X) eine rein r-dimensionale isoalgebraische 

Teilmenge von Y. 

Beweis: 

Nach dem Rangsatz existieren eine Uberdeckung (Uti = 1,...,n) 

von X und eine Familie (Vili = 1,...,n) von offenen Teilmen- 

gen von Y, so das £(U,) eine rein r-dimensionale isoalge- 

braische Teilmenge von vy ist (i = 1,...,n). Piir jede 

nichtleere Teilmenge T von {1,...,n} setze man Nop = 

(a Vi) a(YN£(X~N UU,)). 
ieT ieT 

Es gelten 

(*) Die endlich vielen offenen semialgebraischen Teilmen- 

gen N, von Y Uberdecken die abgeschlossene semialge-
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braische Teilmenge f(X). 

Denn: Gegeben sei ein x €f£(X). Setzt man T= {i €{1,...,n}1 

} . 
x EVife so ist x ENv- 

(**) Fiir jedes T ist £(X) AN, eine rein r-dimensionale 

isoalgebraische Teilmenge von No 

Denn: Es ist £ '(N,) ¢ UU.. Somit ist £(X) ON, = 
T ~ ier 7 T 

e(el(y,)) = (2 '(yy) 9 UU.) = ECU (£71 (N,) 9U,)) = 
. i : T i 

-1 i€T ict 
u f(f (Ne) AU;) = U (N, N£(U5)). Fiir jedes i €T ist 

i€T LET 
Np ¢ Vi und somit ist No n£(U,) eine rein r-dimensionale 

isoalgebraische Teilmenge von No: 

Ist f :X +¥ ein eigentlicher Morphismus zwischen komplex 

analytischen Radumen, so ist £(X) eine analytische Teilmenge 

von Y. Mit Hilfe des Korollars 8.3.2. 1&88t sich der ent- 

sprechende Satz in der isoalgebraischen Geometrie dhnlich 

beweisen wie in der komplexen Analysis (siehe [N]). Der 

Beweis ist jedoch im isoalgebraischen Fall viel einfacher, 

da hier keine wesentlichen Singularitdten auftreten kdnnen. 

Satz 8.3.3. 

Sei f :X »Y ein Morphismus zwischen isoalgebraischen Raumen, 

der abgeschlossen ist. Dann ist f(X) eine isoalgebraische 

Teilmenge von Y. 

Beweis: 

Der Satz wird durch volistdndige Induktion nach dim X bewie- 

sen. Der Satz gelte ftir dim X <n. Sei nun X ein n-dimensio-
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naler isoaligebraischer Raum. OE ist Y ein lokal abgeschlos- 

sener isoalgebraischer Teilraum eines a®, also ist auch OE 

Y ein offener isoalgebraischer Teilraum eines A” und somit 

regular. OE ist X irreduzibel und reduziert. Sei S$ der sin- 

gulare Ort von X und m = max{rang Tf1x EX ~S}. So ={x EX~S| 

rang Tf <mj} ist eine isoalgebraische Teilmenge von xX ~S&. 

Nach Satz 8.2.1.i) ist SUS, = 5 US. eine isoalgebraische 

Teilmenge von X. Es ist dim(S US.) <n. Also ist A = £(S US)) 

eine isoalgebraische Teilmenge von Y. Nach Korollar 8.3.2. 

ist B= £(x sf! (a)) eine isoalgebraische Teilmenge von Y ~A. 

Wieder nach Satz 8.2.1.i) ist somit f(X) = A UB eine isoalge- 

braische Teilmenge von Y.
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§9 - Der Kugelsatz   

Der klassische Hartogsche Kugelsatz im ¢c" lautet 

(*) Seien G eine offene zusammenhdngende und K eine kom- 

pakte Teilmenge von qn (n>2), so daB KcG und G NK 

zusammenhadngend ist. Dann 148t sich jede holomorphe 

Funktion auf GK fortsetzen zu einer holomorphen 

Funktion auf G. 

Zum Beweis benutzt man H! (¢™, ©) = O fiir die Garbe 0 der 

holomorphen Funktionen auf ¢™ (siehe z.B. (GR, II, §4], 

(KK, §52]) oder die Bochner-Martinelli Integralformel 

({BT, Kap. IIIJ). In [BS, I, §4] und [Ha] wird der Hartog- 

sche Kugelsatz auf normale Steinsche Radume verallgemei- 

nert 

(**) Sei X ein zusammenhdngender normaler Steinscher 

Raum der Dimension >2 und sei K eine kompakte Teil- 

menge von X, so da& X ~K zusammenhdngend ist. Dann 

ist fiir jede offene Menge U von X mit KcU O(U) + 

O(U ~K) bijektiv. 

Zum Beweis von (**) wird ebenfalls H! (x,o) = 0 und noch 

zusdtzlich Dualit&tstheorie benutzt. Aus (**) folgt ins- 

besondere die rein topologische Aussage 

(***) Sei X ein zusammenhadngender normaler Steinscher 

Raum der Dimension >2 und sei K eine kompakte Teil- 

menge von X, so da&8 X~K zusammenhdngend ist. Fir 

jede offene zusammenhadngende Teilmenge U von X mit 

KcU ist U~K zusammenhdngend.
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Im isoalgebraischen Fall geht man den umgekehrten Weg von 

der topologischen Aussage zu der funktionentheoretischen 

Aussage. In 9.1. wird zuerst (***) ftir affine Schemata 

gezeigt. Mit diesem Ergebnis wird dann (**) fiir affine 

Schemata gezeigt. 

Proposition 9.1. 

Sei X ein zusammenhdngendes affines normales Schema der 

Dimension >2. Seien K eine vollstandige semialgebraische 

Teilmenge von X(C), so daB X(C) ~K zusammenhangend ist, 

und U eine zusammenhdngende offene semialgebraische Teil- 

menge von X(C) mit K <¢ U. Dann ist UNK zusammenhangend. 

Beweis: 

Hilfssatz: 

Sei p :s! xR? +s! die Projektion. Sei L eine abgeschlos- 

sene semialgebraische Teilmenge von s! xR’, so da8 

pIL :L +s! eine Uberlagerung ist. Sei t xg! xR° eine 

1 2 endliche Abbildung, so daB t|X~t~ (L) >xxt ln) os! xr? An 

eine Uberlagerung ist. Sei K eine vollstdndige semialge- 

braische Teilmenge von X, so daB ein a es! existiert mit 

t~'({a}«R?) NK = @. Sei U eine offene semialgebraische 

Teilmenge von X mit KcU. Seien x und y Punkte aus X, die 

in uxt '(L) und in (X\K) <t7'(L) durch einen Weg verbind- 

bar sind. Dann sind x und y auch in (UK) \t7/(L) durch 

einen Weg verbindbar.
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Beweis: 

Sei Z die Zusammenhangskomponente von X sel), die x 

und y enthdlt. gq = pis! xR? “L :s! xR? Las! ist eine 

stark lokal triviale Paserung. Die lange exakte Homotopie-~ 

sequenz zu dieser Faserung liefert die exakte Sequenz 

(4) wy (gq (a)) ony (s! eR? AL) +0, (8'). 

Sei P eine abgeschlossene semialgebraische Teilmenge von 

s! xR? \(L Ut(K)), so da& q!P :P +g! ein Isomorphismus 

ist. Nach (*) ist m,(Q) +10, (s! xR? XL) surjektiv, wobei 

Qs q’ | (a) UP. Also ist t '(Q) NZ zusammenhdngend und 

w, (t '(Q) NZ) 1, (2) surjektiv. Dann ist H, (t71(Q) NZ,Z)> 

H, (2,2) surjektiv, also auch H, (2 K,2Z) 7H, (2,2) surjek- 

tiv, denn t7!(Q) NZ2cZ~K. Aus der Mayer-Vietoris Sequenz 

zu der tiberdeckung Z = (ZK) U(Z NU) von 2 folgt 

(**) Ho ((Z~SK) 1 (Z0U),27) + HL(Z~K,2) © HO(Z NU,2) ist 

injektiv. 

Sei Z, die Zusammenhangskomponente von Z2~K, die x und y 

enthalt und sei 25 die Zusammenhangskomponente von 2nU, 

die x und y enthadlt. Nach (**) ist Z,2Z. zusammenhdngend. 
1 2 

Nun zum Beweis von Proposition 9.1.. Sei t :X ~A” ein end- 

n-1 1 : ‘ . . . -1 
licher und surjektiver Morphismus. Sei p :AD =A xA'+ A” 

die Projektion. Es gibt ein reduziertes abgeschlossenes 
1 

Unterschema L von a’, so daB dimL «< n-1 und tyX~t_ (L): 

xxt l(a). A" JL etal ist. Es gibt eine Zariski-abgeschlos- 

sene Teilmenge Z, von ant, so daB dimZ, < n-2 und 

1 n-1 
pIL Np. (24) :L Xp | (Z)) oA SZ, endlich und etal ist.
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Man setze q = Po et, :X(C)> at lie) und Z = eh (n(c)) U 

q | (z5(C)). Es ist dim Z <dimX. Es gentict zu zeigen, daB 

(U ~K) ~Z zusammenhadngend ist. Seien x und y Punkte aus 

(U ~K) ~Z. Nach Korollar 6.7. ist (X(C) ~K) \~Z zusammen- 

haéngend. Man wdhle einen Weg a: [-1,+1] + (X(C) ~K) ~2, so 

daB a(-1) = x, a(+1) = y und ein Punkt a aus (q-a) ([-1,4+1]) 

~ c(K) existiert (dies ist die einzige Stelle, an der die 

Voraussetzung dim X >2 eingeht). Auch U~Z ist zusammen- 

hangend. Man wahle einen Weg 6 : [-1,+1] #U~Z mit ®(-1) = x 

una 6(+1) = y. Seih : sls a™ l(c) die semialgebraische 

Abbildung, definiert durch h(d,e) = (qea) (d) fiir (d,e) es! 

mit e >O und h(d,e) = (qep) (d) fiir (d,e) es! mit e <O. In- 

dem man das kartesische Diagramm zu X(C) 

gq 

Ss —_ an! 
h 

betrachtet, folgt aus dem Hilfssatz, da8 x und y in (U~NK) ~Z 

(C) 

durch einen Weg verbindbar sind. 

Proposition 9.2. 

Sei £ :X +Y ein endlicher surjektiver Morphismus zusammen- 

hancgender affiner normaler Schemata der Dimension >2. Sei 

K eine vollstdndige semialgebraische Teilmenge von Y(C), 

so da8 Y(C) ~K zusammenhdngend ist. Dann ist auch X(C}~ 

e (x) zusammenhdangend. 

Beweis: 

Es gilt der triviale
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Hilfssatz: 

Sei p : [0,1] xR? ~{0,1] die Projektion und sei L eine ab- 

geschlossene semialgebraische Teilmenge von [0,1] xR?, so 

daB pIL :L-+[0,1] eine tberlagerung ist. Sei t :X + [0,1] xR7NL 

eine Uberlagerung und sei Z eine Zusammenhangskomponente 

von X. Fiir jede abgeschlossene semialgebraische Teilmen- 

‘ge H von [0,1] mit H #[0,1] und jedes r >O ist dann 

Zz nt”! ({0,1] xR? \HxB_ (0) ) zusammenhdngend. 

Sei g :¥ +A™ ein endlicher surjektiver Morphismus. Sei Ky 

ein Polyzylinder in atic) mit Mittelpunkt 0, so daB g(K) ¢ 

Ko- Es existiert eine Zariski-abgeschlossene Teilmenge 

1 
B von Y, so da®B dimB <dimY und f£|X~f '(B) :X w£7)(B)5 

Tp). Y~B etal ist. Seien u und v Punkte aus (x(c) ~£7) (K)) £7 

Nach Korollar 6.7. ist (¥(C) ~K) ~B zusammenhadngend. Wadhle 

Wegea,8 : [0,1] ~(¥(C) ~K) ~B, so daB a(O) = flu), a(t) € 

(x(c) Sg7'(K3)) SB und B(0) = £(v), B(1) €(¥(C) Ng (K,)) xB. 

Seien a und B die Liftungen von a und @ beztiglich EQIx(C) ~“ 

£~'(B) mit a(0) = u und §(0) = v. Es sind dann (1) und 

B(1) Punkte aus X(C) ve! 

gen, daB x(c) st" (K) zusammenhdngend ist, wobei t = g-f. 

(gtk). Es geniigt also zu zei- 

Es existiert ein reduziertes abgeschlossenes Unterschema 

L von a®, so da8B dimL <n und tix ~t) cs) »x~xt l(b) oA" AL 

etal ist. Sei p :A™ = An la! oan) die Projektion. Es 

gibt eine Zariski-abgeschlossene Teilmenge A von an) so 

daB dimA <n-1 und pIL <p! (a) :L <p! (a) aan | “A end- 

lich und etal ist. Sei q= Port, und T = te! (L(c)) uq '(A).
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Seien x und y Punkte aus (X(C) x07 K)) \T. Nach Satz 

7.18. und Korollar 6.7. ist X(C) ~T zusammenhdngend. Sei 

o : [0,1] +xX(C) ~T ein Weg, so daB (qea) ([0,1]) ¢p(K,) 

  

und o(0) = x und o(1) = y. Betrachtet man das kartesi- 

sche Diagramm zu X(C) , so folgt 

q 

[0,1] ge 

aus dem Hilfssatz, daS x und y in (X(C) st) ~T durch 

einen Weg verbindbar sind. 

Korollar 9.3. 

Sei X ein irreduzibles affines Schema der Dimension >2 

und sei K eine vollstdndige semialgebraische Teilmenge 

von X(C). Dann gibt es eine vollstadndige semialgebraische 

Teilmenge K, von X(C), so daB Ke K, und X(C) NK, irredu~ 

zibel (also auch zusammenhdngend) ist. 

Beweis: 

OE ist X reduziert. Sei g :X #A™ ein endlicher surjektiver 

Morphismus und sei £ :Y +X die Normalisierung von X. Sei 

P ein Polyzylinder in A(c), so dag g(K) ¢ P. Nach Pro- 
1 

position 9.2. ist Y(C) ~(g-£) | (P) zusammenhdngend. Also 

ist X(C) xg! (B) irreduzibel. 

Satz 9.4. 

Sei X ein zusammenhdngendes affines normales Schema der 

Dimension >2. Sei K eine vollstdndige semialgebraische 

Teilmenge von X(C), so da& X(C) ~K zusammenhangend ist
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und sei U eine offene semialgebraische Teilmenge von X(C), 

so da8 K c U. Dann ist die Restriktion  (U)> A (UK) 

bijektiv. 

Beweis: 

Seien Uyr-- +0, die Zusammenhangskomponenten von U. Es ist 

dann U, AK vollstandig und X(C) SU, NK) zusammenhangend, 

denn: Da X(C) zusammenhdngend ist (Satz 7.18.), ist U;, ¢K, 

d.h. (X(C) ~K) AU, #Q9 (fiir i = 1,...,n). Also ist 

X(C) S(U, AK) = (X(C) NK) UU, U... UU, zusammenhangend. 
2 

Indem man U durch U, und K durch U, NK ersetzt, kann man 

OE annehmen, da8 U zusammenhdngend ist. Nach 9.1. ist dann 

auch U ~K zusammenhdngend. Gegeben sei ein f Ea, (U SK). 

Nach Lemma 6.2. existieren ein zusammenhdngendes affines 

normales Schema Xo eine offene semialgebraische Teilmen- 

ge V von XA (C), eine Zariski-offene Teilmenge W von X, 

mit VcW, ein f, a a und ein endlicher surjektiver 

Morphismus p 2X, 7X, so daB8 piv :V +U ~K ein isoalgebrai- 

scher Isomorphismus ist und (piv) * (£) = f,lv- Seien 

Vqree eV die Zusammenhangskomponenten von p(y). Da V 

zusammenhdngend ist, ist Vcv, fiir ein teé{1,...,m}. Es 

gilt 

(*) V.xp | (kK) ist zusammenhangend. 

Denn: Nach 9.2. ist X,(C) So (kK) zusammenhdngend. Da 

nach Korollar 4.9. offen ist, ist p(v.) ¢K fiir jedes Po 
icé{i,...,m}. Deshalb ist Xo (C) SV, np | (K)) = (X, (C) ~ 

m 
Pp Vixy) UU Vy zusammenhdngend. Nach 9.1. ist Vi. P Vixy 

i=t 
i¢t
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zusammenhdngend. 

Aus (*) folgt 

(#*) visp lik) =v. 

Es gibt eine Zariski-abgeschlossene Teilmenge Z von X, so 

daB dim Z <dimX und pIX, xp | (2) etal ist. Also ist 

Pol¥, =P (2) :V, <p"! (2) 7U ~Z eine semialgebraische 

Uberlagerung. Nach (**) ist Po lV, xp! (2) ein Isomorphis- 

mus. Da Pp, eine offene Abbildung ist, ist dann Po 2V, 0 

ein semialgebraischer Isomorphismus. Nach Korollar 5.5. 

ist ph 2V, 2U ein isoalgebraischer Isomorphismus. Sei Wo 

der maximale Definitionsbereich der durch fy gegebenen 

rationalen Funktion auf Xo: Angenommen, es sei Vv. ¢W- 

Es ist dann (X, >W) Nv, eine isoalgebraische Teilmenge 
t 

von Vy der Dimension dim X-1. Nach (**) ist (X, WW) av, 

vollistandig. Dann ist (X, >Wy) Nv, endlich nach Proposi- 
t 

tion 7.16.. Widerspruch zu dim X>2. Also ist V cw, und 
t 

£f 1a8t sich zu einer isoalgebraischen Funktion auf U fort- 

setzen. 

Ahnlich wie Satz 9.4. beweist man folgende kleine Verschdar- 

fung ftir den Fall X = a”. 

Satz 9.5. 

Seien U eine offene semialgebraische Teilmenge von acc) 

und K eine abgeschlossene semialgebraische Teilmenge von 

n-1 ,1 U. Sei p die Einschrdnkung der Projektion A” = A” ‘xA'-+ ancl 

auf U. Es gelte
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i) U und UK sind zusammenhdngend 

ii) pIK:K-p(U) ist eigentlich und p(K) #p(U). 

Dann ist A,n(U) > @ (Us) bijektiv. 

Korollar 9.6. 

Seien Gqreeeed, ER mit O <q; <1 ftir i = 1,...,n. Dann 

lagt sich jede isoalgebraische Funktion auf der Hartogs- 

figur {(Z,,---,2)) EChig. <2] <i und Iz,1 <1 fiir 

i= 1,...,n-1} U{(Zs,-6+42)) echiiz | <1 und Iz. 1 <q; 

fiir i = 1,...,n-1} fortsetzen zu einer isoalgebraischen 

Funktion auf dem Polyzylinder {(Z4,-+++2,) Ec™i iz, | <1 

fir i = 1,...,n}.
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§10 - Einige Eigenschaften isoalgebraischer Funktionen, II 

Satz 10.1. 

i) Seien X ein zusammenhdngender normaler isoalgebraischer 

Raum und f : X+-C eine semialgebraische Funktion mit 

p(f£) = 0, wobei p ein von Null verschiedenes Polynom 

aus ©, (X) (T] ist. Dann ist f isoalgebraisch. 

ii) Seien X ein integres affines Schema, U eine offene se- 

mialgebraische Teilmenge von x(C) und f Ea, (U) . Dann 

gibt es ein von Null verschiedenes Polynom p EO, (xX) {T], 

so daB (piU)(f) = 0. 

Beweis: 

i) Es sei p(f) = 0 mit p = at +a,r™ | +... +a, €O. (x) (TI, 

ay +0. Nach dem Riemannschen Hebbarkeitssatz geniigt es 

zu zeigen, daB f auf x~{x € Xa, (x) = 0} isoalgebraisch 

ist. Also OE ag = 1 auf X, d.h. p ist normiert. Sei 

p = P, tees “pk die Zerlegung von p in irreduzible 

Faktoren gemaé8 Beispiel 7.17.. Die Diskriminante A von 

G= Ppt er * Dy ist ungleich Null. Da q(f) = 0, ist 

nach Beispiel 3.4. f isoalgebraisch auf xX~»{x €XI4(x) =O}. 

Also ist f isoalgebraisch auf X. 

ii) Es gibt eine tlberdeckung (Uti = 1,..-,n) von U, so 

daB fiir jedes i €{1,..-,n} gilt: Es existieren ein 

Schema X, eine offene semialgebraische Teilmenge Vv; 

von X,(C), ein f. €0 (X;) und ein etaler Morphismus 
Xi 
h 7 : . 

g; :X; 7X, so das Sy Iv. 7V, 70; ein Isomorphismus ist
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und (gf Iv.) *(£10,) = flv, zy: Da der Ring Ox al- 

gebraisch itiber O, (x) ist, gibt es ein p, € 0, (x) [TIN{O} 

mit (p,!U,) (£) = 0. Flir p = Dy c-++- *P, ist dann 

(p!U) (f£) = 0. 

Satz 10.2. 

Seien X ein zusammenhangender normaler isoalgebraischer 

Raum, A eine abgeschlossene semialgebraische Teilmenge von 

X und f CO, (xX NA). 

i) Ist dimA < dim®*x-1 (d.h. ist XNA dicht in xX) und 

lagt sich £ zu einer stetigen Funktion auf X fortset- 

zen, so ist diese Fortsetzung isoalgebraisch. 

ii) Ist dimA < dim®*x-2 und ist £ schwach lokal beschrdnkt 

auf X, so 1aBt sich f isoalgebraisch auf X fortsetzen. 

iii) Ist dimA < dim®°x-3, so 148t sich f isoalgebraisch 

auf X fortsetzen. 

Beweis: 

i) OE ist X ein offener isoalgebraischer Teilraum eines 

zusammenhdngenden affinen normalen Schemas X,- Nach 

Satz 10.1.ii) gibt es ein pe, (X,)[T] ~{0}, so das 

(pIX ~A) (£) = 0. Sei f, eine stetige Fortsetzung von 

f auf X. Es ist (p1X) (£,) = 0. Nach Satz 10.1.i) ist 

fy isoalgebraisch. 

ii) und iii) sind der Riemannsche Hebbarkeitssatz 6.8.. 

Korollar 10.3. 

Seien X ein normaler isoalgebraischer Raum und f :X -C eine
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semialgebraische Funktion, so daB £ isoalgebraisch auf 

{x €X|£(x) #O} ist. Dann ist £ isoalgebraisch. 

Beweis: 

Es ist f isoalgebraisch auf X ~Rd{x €XIf(x) = O} und 

X ~Rd{x €X|£(x) =O} ist dicht in X. 

Der folgende Satz gibt eine Umkehrung von Satz 2.3. und 

Satz 2.9. und eine Verschadrfung von Satz 2.10.. 

Satz 10.4. 

Seien U eine offene semialgebraische Teilmenge von a™(c) 

und £ :U -C eine semialgebraische Funktion. 

i) Ist f partiell differenzierbar, d.h. existieren zu 

jedem u €U die partiellen Ableitungen 32, (u), 

so ist £ isoalgebraisch. . 

li) Ist f analytisch, d.h. gibt es zu jedem u €U eine Um- 

gebung V und eine Potenzreihe Lf nig (rw so daB 

x ng l2-w® gegen f(z) konvergiett flir jedes z EV, 
a€IN, 
so ist £ isoalgebraisch. 

Beweis: 

i) Man betrachte U als offene semialgebraische Teilmenge 

2n . 2n . 
von A” (R). Seien A,B c R”™ «xR die Graphen des Real- 

teils von f£ und des Imagindrteils von f£. Sei Z der 

Zariski-Abscnlu8B von AUB in a’? xan: Man versehe 2 

mit der reduzierten Unterraumstruktur. Da dim Z = 2n, 

gibt es eine Zariski-abgeschlossene Teilmenge S von
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an, so daS dim$ <2n und p1Z~p/(s) etal ist, wobei 

p:Z a0 die Einschrankung der Projektion an ‘An aoe 

auf Z ist. Es sind pIA Np '(s) :ANp !(s) ~U~S und 

pIB\p /(s) :B xp /(s) ~U ~S semialgebraische Isomor- 

Ves) offene phismen. Deshalb sind Axp |(s) und Bxp- 

semialgebraische Teilmengen von (2 \~p'(s)) (R) und Re(f) 

und Im(f) sind Nashfunktionen auf U.S. Nach Satz 2.10. 

ist £ isoalgebraisch auf U~S. Nach Satz 10.2.i) ist f 

isoalgebraisch auf U. 

ii) Ist f£ analytisch, so ist f partiell differenzierbar 

und somit isoalgebraisch. 

Eine Teilmenge A eines isoalgebraischen Raumes X heif&Bt lo- 

kal isoalgebraisch, wenn es zu jedem x €X eine offene semi- 

algebraische Umgebung U von x in X gibt, so da&8 ANU eine 

isoalgebraische Teilmenge von U ist. 

Satz 10.5. 

Eine semialgebraische und lokal isoalgebraische Teilmenge 

eines isoalgebraischen Raumes X ist eine isoalgebraische 

Teilmenge von X. 

Beweis: 

Ist a ein Punkt einer semialgebraischen und lokal isoalge- 

braischen Teilmenge A eines isoalgebraischen Raums, so 

setze man dim,A = 5 - dima, Es gentigt zu zeigen 

(*) Seien X ein offener isoalgebraischer Teilraum eines
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reduzierten Schemas Xo und A eine semialgebraische 

und lokal isoalgebraische Teilmenge von X. Dann ist 

A eine isoalgebraische Teilmenge von X. 

Es wird (*) durch vollstdndige Induktion nach dim X, be- 

wiesen. (*) gelte fiir dim X, <n. Sei nun X, ein n-dimen- 

sionales Schema. 

Ay = fa €Aldim.A >n} ist eine abgeschlossene semialgebrai- 

sche Teilmenge von X. Sei S der singuldre Ort von X. A, ~Ss 

ist offen und abgeschlossen in XS. Also ist AS NS Ver- 

einigung von irreduziblen Komponenten von X. Es ist Ay 

semialgebraisch rein von der Dimension 2n und somit ist 

Ay = A, Ss eine isoalgebraische Teilmenge von X. 

Sei T eine abgeschlossene semialgebraische Teilmenge von 

A™A,, so das (A SA.) NT dicht in ASA, ist und (ANA) ST 

eine semialgebraische Mannigfaltigkeit ist. Seien Zane - er By 

die Zusammenhangskomponenten von (ASA,) sT- (X NA.) ST ist 

offen in X und Zyreeer By Sind lokal isoaigebraische Teil- 

mengen von (X A.) ~T. Sei d, = max { dim, 2, 1x Ez} 

{i = 1,...,r). Es gibt eine offene semialgebraische Teil- 

menge U, von Z,, so da8 dim vu," = d, und dim2, = d, ftir 

ein x €U;- Man betrachte nun die lokal isoalgebraische Teil- 

r menge 2, nv,” von (XNA) ~T und die Menge T, = 

—-Zar : —-Zar 
{x €Z; NU, Idim, (Zz, NU; ) > dt. T, ist eine nichtleere 

abgeschlossene semialgebraische Teilmenge von Zi: Es gilt 

(**) T. ist offen in 2.. 
i i 

Denn: Sei x €T, gegeben. Sei V eine offene semialgebraische 

Umgebung von x in (X ~A,) ~T, so daB Z, NV eine isoalgebrai-
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sche Teilmenge von V und zusammenhangend ist. Nach Propo- 

sition 7.10. ist Zs NV irreduzibel. Da x eT., gilt nach 

Korollar 7.11.: dim(z, Vv) = 4, und (2, nv) n,7** = zy av. 

Also ist 2. NV cT.. 
1 —- 1 

Aus (**) folgt 2, = T; und somit ist 2, <0,°°* Also ist 
_ _ cr r |. 
ANA," = (ANA) S37" = UV Zz, var = U v7" und damit 

i=1 i=] 
. > Zar _ _ 1 a4 _ 

dim ANA, = max{d,,-..,d} = max{dim Ala €A NA} <n-1. 

A n(& SAS) 3 ist eine semialgebraische und lokal isoal- 

gebraische Teilmenge des offenen iscalgebraischen Teil- 

raums X nTA SAS) °F von ANAS 3. Nach Induktionsvoraus~ 

setzung ist A n (A NA,) °* eine isoalgebraische Teilmenge 

von X n {aA SA) 3" und damit auch eine isoalgebraische 

Teilmenge von X. Deshalb ist A = AG U (A nA SA,) 37) eine 

isoalgebraische Teilmenge von xX. 

Der folgende Satz verallgemeinert 2.2. auf reduzierte iso- 

algebraische Rdume. 

Satz 10.6. 

Sei £:X ~¥ eine semialgebraische Abbildung zwischen re- 

duzierten isoalgebraischen Radumen. Zu jedem x €X gebe es 

eine offene semialgebraische Umgebung U, so daB fIU :U -Y 

isoalgebraisch ist. Dann ist f isoalgebraisch. 

1. Beweis: 

Der Graph [(f£) von f ist eine semialgebraische und lokal 

isoalgebraische Teilmenge von X xY¥. Nach Satz 10.5. ist
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[(f£) eine isoalgebraische Teilmenge von X xY. Man versehe 

C(f£) mit der reduzierten Teilraumstruktur. Seien p :XxY +X 

und q :Xx¥ -Y die Projektionen. Nach Korollar 1.3.11.ii)b) 

ist pIT(f£) :T(f) ~X ein isoalgebraischer Isomorphismus. 

Somit ist f = qe(pIr(£))! lsoalgebraisch. 

2. Beweis: 

Es gentigt zu zeigen 

(*) Sei h:X »~C eine semialgebraische Funktion, so dag 

es zu jedem x €X eine offene semialgebraische Umge- 

bung gibt, auf der h isoalgebraisch ist. Dann ist h 

lsoalgebraisch. 

Zu jedem x €X hat man hy, COy x Zu zeigen ist, da& ein 

g € OY (X) existiert mit 3, = hy fiir jedes x €X. Sei (X,f) 

eine Normalisierung von X. Nach Satz 2.2. ist hef eine iso- 

algebraische Funktion auf X, gibt also ein s E03 (x) = 

£05 (X) - O. ist eine Untergarbe von f£,0;. Es ist s, =h 
x x x 

fiir jedes x €X. Nach Satz 4.6. ist £03 konadrent und somit 

ist nach Korollar 1.2.9. s €0, (x). 

Satz 10.7. 

Seien X ein isoalgebraischer Raum, f EO, (X), V = {x €X| 

f(x) = O} und F eine koh&rente Garbe auf X. Es gelten 

i) Sei s €P(X) mit s|X~V = O. Dann ist f£"-s = 0 fiir 

einnel. 

ii) Seis €F(X ~V). Dann gibt es ein n€IN, so daB sich 

(f1X xv) Pes zu einem globalen Schnitt von F fort- 

setzen last.
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Dies besagt, da& F(X sV) die Lokalisation von F(X) beziig- 

lich £ ist. 

Beweis von i): 

OE existieren ein Schema Xoe ein £6 EO, (Xo), eine Familie 
° 

(m Mi 5) i<icp von Elementen aus Oy (X,) und SyreeerSy EO, (Xo) 
1<j<a °° oO 

so da8&8 X ein offener isoalgebraischer Teilraum von Xo: 

£ = £. 1X, F der Kokern des durch die Matrix (m, . 1X) 
° 13 i<i<p 

l<j<q 

gegebenen Garbenmorphismus Oo ~aP und s das Bild von 

(s41X,...,5,1x) €0,P (x) unter der Abbildung 0,? (x) +F(X) 

ist. Ist Fy der Kokern des durch die Matrix ij) 

gegebenen Garbenmorphismus OY 5 7x P und Sy EF, ra 
Xo 

Bild von (Sqreeer Sy ) EO, 3X ) unter der Abbildung 

0, PX, ) ~F, (X, ), so ist °F = (0x y*(F )IX und 

n
o
”
 

s (py, )*(s_) 1X. Da O treuflach liber 0, x ist und rn Xo oO X,X O° 

i *x = - . 
somit (Fo) 7 Oly ) (Po) (Fo). Fo Ov x injektiv 

oO XosX 

ist, ist (s_). = 0 fiir jedes x €X ~V_, wobei 
ox ° 

= {x EX lf, (x) = O}. Sei T= {x EX 1 (s,), = O}. T ist 

eine Zariski-offene Teilmenge von XG und es ist (X, sT) 

AX SV, NX. Dann existiert eine Zariski-offene Teilmenge 

U von X,, so da8 XcU und (X, ~T) NU cV, NU. Also ist 

= +e 3 n _ os . SIU SV, = 0. Somit ist (£19) *(s10)=0 fiir ein n €IN 

und folglich f".s = 0. 

Beweis von ii): 

Eine Garbe G auf einem isoalgebraischen Raum Y wird im 

folgenden als hebbar bezeichnet, wenn G kohdrent ist und
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wenn es zu jeder offenen Teilmenge U von Y, zu jedem 

f£ €0,(U) und zu jedem s €G(U ~fu €Ulf(u) = 0}) ein nem 

gibt, so da® sich (£1U~{u €UIf£(u) = 0})"-s zu einem 

Schnitt von G tiber U fortsetzen la8t. Es gelten 

a) Ist (U, fie) eine tUberdeckung von Y und ist Glu; heb- 

bar ftir jedes i€1I, so ist auch G hebbar. 

b) Eine koharente Untergarbe einer hebbaren Garbe ist 

hebbar. 

c) Ist 0 ~S +G +T +0 eine exakte Sequenz von 0,-Modul- 

garben und sind S und T hebbar, so ist auch G heb- 

bar. 

d) Die Strukturgarbe eines reduzierten isoalgebraischen 

Raumes ist hebbar. 

Mit Hilfe von i) lassen sich a), b), c) leicht beweisen. 

Beweis von d): 

Seien Y ein zusammenhdngendes normales Schema, U eine 

offene zusammenhdngende semialgebraische Teilmenge von 

¥(C), £ €O,(Y) ~{O} und s ea, (fu E€UIE(u) +0}). Es exi- 

stieren ein zusammenhadngendes normales Schema Yor eine 

offene semialgebraische Teilmenge V von X¥,(C). eine Za- 

riski-offene Teilmenge W von Xo mit VcW, ein s, €Oy (W) 

une ein endlicher surjektiver Morpvhismus p r¥ >Y, so 

das piv :Voaf{u €UI£(u) #0} ein Isomorphismus ist und 

(pv) *(s) = S,lv- Sei Vo der Abschlu8& von V in > qu). 

Es ist Yo offen in ¥,(C) (denn: Gegeben sei ein v EV): 

Sei T eine offene zusammenhadngende semialgebraische 

Umcebung von v in p '(u). T ap (fu €Ulf£(u) ¢0}) ist zu-
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sammenhdngend. Also T no (fu EUI£(u) #0}) CV und damit 

TeV). Da nach Korollar 4.9. Pc eine offene Abbildung 

ist, ist Do iV, ~U ein semialgebraischer Isomorphismus. 

Nach Korollar 5.5. ist po 2Vy ~U ein isoalgebraischer 

Isomorphismus. Sei Z = {y EY Ip*(£) (y) = O}. Es ist 

(Yo ~W) AV, <2 Avo: Es existiert eine Zariski-offene 

Teilmenge Q von ¥,, so da8 V, <Q und (¥, sw) NQEzZNQ, 

d.h. QNZCW. Somit existiert ein n€IN, so da8 sich 

(p*(£) 1QNZ)"+(so1Q 62) zu einem Element aus Oy, (2) fort- 

setzen l48t. Dann 1a8t sich auch (£{{u €UJ£(u) +03) 7s zu 

einem Element aus %,(U) fortsetzen. 

Damit ist gezeigt, da8B die Strukturgarbe eines normalen 

lsoalgebraischen Raumes hebbar ist. Sei nun Y ein redu- 

zierter isoalgebraischer Raum. Sei (¥,£) eine Normali- 

sierung von Y. Oy ist als Untergarbe der hebbaren Garbe 

£,0% hebbar. 

Nun zum eigentlichen Beweis von ii). Seien X ein isoalge- 

braischer Raum und F eine kohdrente Garbe auf X. Zu zei- 

gen ist, daS F hebbar ist. Wie man im Beweis von i) gese- 

hen hat, existieren eine Uberdeckung (0, |iet) von X, 

Schemata X,, offene Einbettungen Ss :u, x," und kohdren- 

te Garben P. auf Xir so daB FIU, isomorph zu i "(oy IES) 

ist (fiir jedes i€I). Also ist OE X der zu einem affinen 

Schema Y gehdrige isoalgebraische Raum und F = (o,) *(H), 

wobei H eine kohdrente Garbe auf Y ist. Man hat eine Fil- 

trierung (0) = H, cH O c ... © H, = H von H durch koha- 
1 t
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rente Untergarben von H und integre abgeschlossene Unter- 

schemata Yqree er ¥y von Y, so das HL /Hy 4 = (3,) +, ), wobei 

I, 7¥y ~Y die Inklusion ist (k = 1,...,t). Da (o,) * ein 

exakter Funktor ist, ist (0) = (py)*(Hp) ely) *(H,) ¢ 

oes S (Oy) * (HL) = F eine Filtrierung von F durch kohdrente 

. ~h * * = Untergarben von F und (py) * (HL) / (oy) (Hy) (3,) + ry 

(k = 1,...,t). Nach ¢) und d) ist F hebbar. 

Korollar 10.8. 

Sei X ein offener isoalgebraischer Teilraum eines affinen 

Schemas XQ - Seien Xone eee KX, die irreduziblen Komponenten 

von X. Dann gibt es Punkte as EX,, i = 2,...,c, und ein 

£ €0,(X), so daB f(x) =O fiir jedes x EX, und f(a,) +0 

fiir i = 2,...,r. Also sind die Primideale p, = {f EO, (x) | 

f(x) = 0 ftir jedes x EX}, i= 1,...,xr, verschieden. 

Beweis: 

Sei S der singuldre Ort von (Xo) ped’ ), Es gibt ein g £ 0x 

so da8 V = {x EX (C) Ig(x) = O} nirgends dicht in X, (C) 

ist und S(C) ¢ V. Seien ee die Zusammenhangskom- 

ponenten von XV. Sei h die isoalgebraische Funktion auf 

X sV definiert durch hizZ, = 0 und hiZ, = 1 fiir i = 2,...,r. 

Es existiert ein n€IN, so da8& sich (g1X ~v)"-h zu einem 

£ € 0, (xX) fortsetzen 18st. 

Der nachfolgende Satz verallgemeinert Proposition 7.15. 

auf kohdrente Garben.
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Satz 10.9. 

Seien X ein isoalgebraischer Raum und F eine kohdrente 

Garbe auf X. Sei (F, 1i€T) eine filtrierende Familie von 

kohdrenten Untergarben von F (d.h. zu beliebicgen p,q €I 

existiert ein r €I, so daB Fo cf. und Fo cF,) - Dann ist 

die Familie stationdr, d.h. es gibt ein s €I, so da8& 

F, SF. ftir jedes i €I. 

Beweis: 

Es gilt das triviale Kriterium 

(*) Séien (FP, 1i€r) eine filtrierende Familie von Unter- 

garben einer Garbe F auf einem semialgebraischen 

Raum X und O ~G oF Su 70 eine exakte Sequenz von 

Garben auf X. Sind die Familien (FS nGli€I) und 

(£(F;) ti €I) stationar, so ist auch (F, lie) stationar. 

Satz 10.9. wird durch vollstandige Induktion nach dim X 

bewiesen. Der Induktionsanfang ist dim xX = -1 (oder auch 

dim X = 0). 10.9. gelte fiir dim xX <n. 

1. Fall: X ist ein n-dimensionaler reduzierter isoalgebrai- 

scher Raum. 

Sei zundchst (F; 1i€T) eine filtrierende Familie von kohd- 

renten Untergarben von O,- Sei Ys der durch F, definierte 

isoalgebraische Teilraum von X. Nach Proposition 7.15. exi- 

stiert ein a €I, so dag IY, | = ly} ftir jedes i €I mit 

FP, ¢F,- Nach Proposition 1.5.6.i) ist dann F, CF, CVF, 

fir jedes i €I mit F,cF,. Also ist OE F,cF, cVvF, fir 

jedes ieéI. Seien Xpr-- eX, die irreduziblen Komponenten
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von X und Tyree eed, die zugehérigen Idealgarben, d-h. 

Jy (0) = {f € Oy (U) | £ (x) = O fiir jedes x €U AX} fiir jede 

offene Teilmenge U von X und jedes ke{1,...,r}. Es sei 

FP. f0, *Ut k E (tres seP] und Poot, fiir k e{bt1,...,xr}. 

(F. + nN J,/F. + N J, Ji €1I) ist eine filtrierende Familie 
Ret FOF ge BO b 

kohdrenter Untergarben von 0./F_+ N J, auf dem durch 
b 2 ker *® 

Fs +n Jy definierten isoalgebraischen Teilraum Y von X. 
k=1 

Es ist I¥! ¢ IX,] UU... UIX,] und IX, 1 ¢ I¥l fir k = 1,..,b 

(denn Fi J, fiir k = 1,...,b). Deshalb ist dim¥ <dimx. 

Nach Induktionsvoraussetzung ist die Familie 
b b 

(Fy * ol Fa * el €1I) stationar. Somit ist auch (F5+ 

Nn J, li €1) stationdr. Es gibt also ein c EI, so dag 
k=1 Kp b 

P.+ NJ, cF_+ NJ, fiir jedes i €I. Es ist dann auch 
tokst KT SF Ke 

F, SF, fiir jedes i€I, denn: Gegeben sei ein i €I. Wahle 

ein t €I, so das F, SF, und FOSF,- Es gentigt zu zeigen, 

da8 Fy CF,. Da FL, cd, fiir k = Bete eesedy ist VF, oJ, fir 

k = b+1,...,r und somit P, ¢ nN J,. Aus F_cF,, F, CP + 
b r e Kept cot store 
NJ, FL ce N J, folgt F, CF + N J,. Da X reduziert 

k=1 ®t Txspe1 * to's ya * 
ist, ist kerk = (0). Also ist F, ¢ F.. 

Mit Hilfe von (*) zeigt man durch vollst&dndige Induktion 

nach m, daB eine filtrierende Familie koharenter Unter- 

garben von of stationdr ist. Sei nun (F, |i€T) eine fil- 

trierende Familie kohdrenter Untergarben einer kohdrenten 

Garbe F. Es gibt eine Uberdeckung (U, 1 tet) von X, so daB 

man auf jedem UY einen surjektiven Sy Modulgarbenmorphis- 

£ - 
mus g,"t wt, PIU, hat. Wie eben gezeigt, ist (f, "(r,1u,) | 

£
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i¢éI) stationdr fiir jedes t €T. Dann sind alle Familien 

(Fo ju, {i €1) stationdr und damit auch (F, ier). 

2. Fall: X ist ein beliebiger isoalgebraischer Raum der 

Dimension n 

Sei (Flier) eine filtrierende Familie kohdrenter Unter- 

garben einer kohdrenten Garbe F auf X. Sei J die Nilradi- 

kalgarbe von X. Es ist J" = (©) ftir ein m€IN. Man hat 

die Filtrierung (0) = TF c slp c...cJFec Sr=F 

von F durch kohdrente Untergarben. Fiir jedes k €{1,...,m} 

K-14, AF.) OSE La € I) ist die filtrierende Familie (aX + (J 

Kkohdrenter Untergarben von wp *p stationdr (denn: 

Sei j:X, 47 die Inklusion. Da g- (a 'pyske) = (0), 

ist wl pya*e +5,9%(0 'a*P) ein Isomorphismus). Mit 

Hilfe von (*) folgt durch absteigende Induktion nach k, 

dag (a*p AP, Ii €I) stationdr ist fiir k = m,m-1,...,0. 

Korollar 10.10. 

Sei F eine kohdrente Garbe auf einem isoalgebraischen 

Raum X. 

i) Ist (s,; lier) eine Familie globaler Schnitte von F, 

so ist die von (s, |i€f) erzeugte 0,-Untermodulgarbe 

von F kohdrent. 

ii) Wird F von seinen globalen Schnitten erzeugt, so 

wird F von endlich vielen globalen Schnitten erzeugt.
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§11 - Eindimensionale isoalgebraische R&ume 

Proposition i1.1. 

i) Sei X ein zusammenhdngender offener isoalgebraischer 

Teilraum eines 1-dimensionalen affinen regularen 

Schemas XQ und sei x €X. I sei folgende Kategorie: 

Die Objekte von I sind alle Tripel (Y,U,pD), wobei Y 

ein i-dimensionales zusammenhdngendes affines regu- 

lares Scnema, U eine offene semialgebraische Teilimen- 

ge von Y(C) und p 7Y +X, ein Morphismus von Schemata 

ist, so das piu :U +X ein isoalgebraischer Isomor- 

phismus ist und #p !(x) = 1. Die Morphismen 

Mor ((¥,U,p),(¥',U',p')) zwischen Objekten von I sind 

die X,~Morphismen g:Y' +Y von Schemata, so da8& 

g(U') cU. 

Die Kategorie I ist filtrierend und der Morphismus 

iim, ©, (Y) 7 OY) ist ein Isomorphismus. 

Sei X ein offener isoalgebraischer Teilraum eines 

1-dimensionalen affinen Schemas X, und seien 

Xqreee eX, die irreduziblen Komponenten von X. I sei 

folgende Kategorie: Die Objekte von I sind alle 

Tripel (Y,p,s), wobei Y ein affines Schema der Dimen- 

sion <1, p:¥Y 7X, ein Morphismus von Schemata und 

$:X- a ein isoalgebraischer Schnitt von pt : yh 2x 

ist, so daB die Zariski-Abschlliisse S(K) eee, 

s(x) 37 von S(X4),-.-,8(X,) in Y paarweise ver- 

schieden und die irreduziblen Komponenten von Y sind.
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Die Morphismen Mor((Y,p,s),(Y¥',p',s')) zwischen Ob- 

jekten von I sind die X,~Morphismen von Schemata 

g :Y¥' -Y, so daB gh.es' = s. 

Die Kategorie I ist filtrierend und der Morphismus 

um Oy (¥) 7 8 ist ein Isomorphismus. 

Der Beweis von 11.1. sei dem Leser tiberlassen. Ein 1-di- 

mensionaler isoalgebraischer Raum, der isomorph ist zu 

einem offenen isoalgebraischen Teilraum eines affinen 

Schemas, wird im folgenden als affine isoalgebraische 

Kurve bezeichnet. 

Korollar 11.2. 

Sei X eine affine isoalgebraische Kurve und seien Xyreee eX, 

die irreduziblen Komponenten von X. Dann sind die Prim- 

ideale Pe ={f €0,(X) 1£(x) = 0 fiir jedes x EX. }, i=1,...,Z2, 

paarweise verschieden und sie sind die minimalen Primide- 

ale von 0, (X). xrf{ft € 0, (X) 1£(x) = O} ist eine Bijektion 

von der Menge der Punkte von X auf die Menge der maxima- 

len Ideale von 0, (x). Die minimalen Primideale und die ma- 

ximalen Ideale sind die einzigen Primideale von 0, (x) - 

Korollar 11.3. 

Ist X eine zusammenhdngende regulare affine isoalgebrai- 

sche Kurve so ist 0, (X) ein Dedekindring. Ist X ein zu- 

sammenhangender offener isoalgebraischer Teilraum von a’, 

so ist Oy (x) ein Hauptidealring.
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Beweis: 

OE ist X ein offener isoalgebraischer Teilraum eines re- 

guladren affinen Schemas Xo der Dimension 1. Gegeben sei 

ein x €X. Sei Eyreeerk ein Erzeugendensystem des Ideals xr 

{f£ EO, CK) TEGO = O}. Nach Proposition 11.1.1) erzeugen 

£,1X,...,f.1X das Ideal {f EO, (X) 1£ (x) = 0}. Also ist je- 

Ges Primideal von O, (x) endlich erzeugt und damit ist 

Oy (X) noethersch. Ist X ein offener isoalgebraischer Teil- 

raum von al, so ist jedes Primideal ein Hauptideal. Nach 

dem Hilfssatz aus dem Beweis von 7.17. ist 0, (X) normal. 

Proposition 11.4. 

  

Seien X ein isoalgebraischer Raum und Y eine regulare af- 

fine isoalgebraische Kurve. Dann ist 

t :Hom(X,Y) ~ Hom (Oy (Y) 0, (X)) bijektiv. 
C-Alg. 

Beweis: 

OE ist Y ein offener isoalgebraischer Teilraum eines re- 

gularen affinen Schemas Xo der Dimension 1. Sei 

i:0, (Y,) ~ 0, (Y) die Einschrankung. Gegeben sei ein 

C-Algebrenhomomorphismus q 70, (Y) 70, (X) . Nach Korollar 

1.3.7. gibt es genau einen isoalgebraischen Morphismus 

h . — - 
£ 2X >Y, , so daB £* 70, (Y,) > O, (x) mit qei tiberein 

stimmt. Fiir jedes x €X ist f(x) der Punkt aus Xf). so 

daB {s €0 (Yis(f(x)) = QO} der Kern der Zusammensetzung 
Y 

. Oo 
i a . 

Oyo! =O, (Y) AHO (X) OL OY /my ist. Nach Korollar
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11.2. ist deshalb f(X) cY. Ordnet man q den isoalgebrai- 

schen Morphismen £ :X ~Y zu, so erhdlt man eine Abbildung 

ri: HOMo_aig. 

ist ret = id. Um ter = id einzusehen, ist zu zeigen 

(Oy (Y) , 0, (X)) ~» Hom(X,Y). Nach Konstruktion 

(*) Sind u,v C-Algebrenhomomorphismen Oy (Y) +0, (X) mit 

uei = vei, so ist u = v. 

Begriindung von (*): Angenommen es sei u#v. Es gibt dann 

ein a €0,,(Y) und ein x €X, so daB (keu) (a) + (kev) (a) mit 

k :0.(X) 20 - Man wahle ein n€IN, so daB 
x X,X 

(keu) (a) - (kev) (a) € (m))". Die Zusammensetzung OY (Y) 3, 

Vv 
O,(X) +O, 29x ,/m,,. und O(Y) +O, (X) Oy POx, /M,, ha- 

ben den gleichen Kern m. Nach Proposition 11.1.i) ist 

XY 
oO (Y,)/ (mn Oy (Y))" > Oy (Y) /m™ ein Isomorphismus. Also 

oO ° 
- . u n 

stimmen die Zusammensetzungen Oy (Y) Oy (K) 20, 2 Oy / (my) 

Vv n . : . 
und O, (YX) — 9, (X) 7Oy 5 79x, / (m,) tiberein. Widerspruch 

zu (keu) (a) - (kev) (a) € (m)". 

Sei X ein isoalgebraischer Raum. Man hat die Abbildung 

@ = O, :X +Spec O,(X), xo {ft EO, (x) 1£(x) = O}. Nach Pro- 

position 7.15. ist » eine stetige Abbildung, d.h. ist U 

eine offene Teilmenge von Spec 0,(X), so ist © '(U) eine 

offene Teilmenge von X, und ist (u; ie) eine Uberdeckung 

von U, so ist (po '(U,) li€I)eine Uberdeckung von o '(u). Man 

O 
: . . oO 

hat einen kanonischen Garbenmorphismus Spec 9, (X) 7 Oy: 

Also ist py = Py ein Morphismus C-geringter Rdume. 

Das Schema Spec O, (x) wird im folgenden mit Spec X bezeich- 

net. Ist M ein 9,(X)-Modul, so bezeichnet M die durch M
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gegebene quasikohdrente Garbe auf Spec X und M die Garbe 

p*(M). Nach Satz 10.7. ist 0 + 9,0 Spec X ein Isomorphis- 
x 

mus. Ist F eine kohdrente Garbe auf Spec X, so ist * (F) 

eine kohdrente Garbe auf X, und ist F eine kohdrente Gar- 

be auf X, so ist »9,(F) eine quasikohdrente Garbe auf 

Spec X, 9, (F) = 9T(X,F)~ (nach Satz 10.7.). 

Ist X eine reguldre affine isoalgebraische Kurve, so ist 

Ospec X, (x) 7 Oy x eine Henselisierung fiir jedes x €X 

(nach Proposition 11.1.i)) und »* ein exakter Funktor von 

der Kategorie der 0 -Modulgarben auf Spec X in die 
Spec X 

Kategorie der 0,,-Modulgarben auf X. 

Proposition 11.5. 

Seien X eine regulare affine isoalgebraische Kurve und M 

ein (0, (X) -Modul . Dann ist die kanonische Abbildung 

M = [(Spec X,M) + [(X,M) bijektiv. 

Beweis: 

OE ist X zusammenhangend. Sei (M; [ieT) die Familie der 

endlich erzeugten Untermoduln von M. Es ist dann 

T(Spec X,M) = lim T (Spec x .M,) und [(X,M) = r(x, lim M, ) = 

lim, T(X,M,)- Also ist OE M endlich erzeugt. 11.5. wird 

nun durch vollstadndige Induktion nach der minimalen An- 

zahl der Erzeugenden von M bewiesen. Es werde zunachst 

M von einem Element erzeugt, also M = 9 (X)/d, wobei J 

ein Ideal von 0, (X) ist. Der Fall J = (0) ist trivial. 

Sei J #+(0O). Es existieren endlich viele Punkte
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XyreeeeX, EX, so das T1Spec X S{9(x,)4---,0(x,)} 
1 

oO |Spec X ~{9(x,),---,9(x,) }. Also ist 
r Spec X 

l(Spec X,M) = 
xr 

/ 

@ o /3 und [(X,M) = 
gui Spec X-O(x,)" O(x,) 

0 D ~ Od eine Hense- 
a OSpec X, O(x) X,X 

spec X, 0(x)Pp(x) * 9x, x/% Q(x)’ 
eine Henselisierung. Da Jy #(0O) flr jedes y €Spec X, ist 

&, o(x,) 

lisierung ist, ist auch 0 

© . 
XX; XyX; 

Ox x 

oO IS, ein endlichdimensionaler C-Vektorraum und 
Spec X,y 

damit henselsch. Also ist (Spec X,M) + IT (X,M) ein Iso- 

morphismus. Sei nun (My,---+eM, 4) ein minimales Erzeugen- 

densystem von M. Sei N der von M,,-+-,/M, erzeugte Unter- 
n 

modul von M. Man hat das kommutative Diagramm 

O ~I (Spec X,N) ~I' (Spec X,M) ~T (Spec x, (M/N)~) 7 0 

| | r 
O —> [(X,N) ——+ [P(xX,M) —>— T(x, (M/N)~) —~—+ 0 

Die obere Zeile ist exakt. Da u surjektiv ist, ist auch 

v surjektiv. Also ist auch die untere Zeile exakt. Nach 

dem Fiinfer-Lemma ist [(Spec X,M) +r(X,M) ein Isomorphis- 

mus. 

Korollar 11.6. 

Sei X eine regulare affine isoalgebraische Kurve. 

i) Fiir jeden 9,(X)-Modul M und jede O,-Modulgarbe F 

ist die Abbildung Hom, (M,F) + Hom (T(X,M) ,[(X,F)) 
x 

0, (x) 

bijektiv. 

ii) Fir O,(X)-Moduln M und N ist die Abbildung 

Hom (%,N) + Hom, (M,N) bijektiv. 
O 0 
Spec X x
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Beweis: 

Man iiberlegt sicn leicht, da8 die Zusammensetzung der 

Isomorphismen Hom, (M,F) = Hom (p*(M),F) & 
xX xX 

Hom, (M,9,F) % Hom (T (Spec xX, M) ,T (Spec X,y,F)) 
Spec X _ |. Oy (X) ms me 

= Hom (T(X,M),T(X,F)) und Hom (M,N) = 
9, (X) OSpec xX 

oO = N = Hom x) MeN) | Hom (x) MrT (ogo N)) 

HOM» (M,o,o*N) & Hom, (p*M,o*N) = Hom (M,N) die 
Spec X . xX Xx . 

Abbildungen aus i) und ii) sind. 

Korollar 11.7. 

Sei X eine regulare affine isoalgebraische Kurve. Fir 

jede quasikohdrente Garbe F auf Spec X ist der Adjunk- 

tionsmorphismus F ~y9,p*F ein Isomorohismus. 

Beweis: 

Man schreibe F als induktiven Limes kohdrenter Garben. 

o* und yg, vertauschen mit induktivem Limes. Also ist OE 

F koharent. Dann ist 9,p*F quasikohdrent. Nach 11.5. ist 

lr (Spec X,F) +f (Spec X, p,y*F) ein Isomorphismus. 

Proposition 11.8. 

Sei F eine kohdrente Garbe auf einer reguladren affinen 

isoalgebraischen Kurve X. Dann ist [(X,F) ein endlich er- 

zeugter O, (X) -Modul und somitg,F eine kohadrente Garbe auf 

Spec X.
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Beweis: 

Nach Korollar 10.10. wird OE F von einem endlich erzeug- 

ten 0, (X) -Untermodul M von [(X,F) erzeugt. Die Inklusion 

MOD (X,F) liefert M-I(X,F)~ = ,F und somit M = 

ot (M) -p*9,F oF. t :M-7F ist surjektiv, da F von M er- 

zeugt wird. Nach Proposition 11.5. ist ['(X,M) = M und 

somit ist T(t) :I(X,M) +P (X,F) injektiv. Also ist 

r(xX,ker(t)) = (O) und aufgrund des nachfolgenden Hilfs- 

satzes ist dann ker(t) = (0). Deshalb sind t und 

P(t) :M oT (X,F) Isomorphismen. 

Hilfssatz: 

Seien X eine reguladre affine isoalgebraische Kurve, F 

eine koh&rente Garbe auf X, die von endlich vielen glo- 

balen Schnitten erzeugt wird, und G eine von (0) verschie- 

dene koharente Untergarbe von F. Dann ist [(X,G) # (0). 

Beweis: 

OE ist X zusammenhdngend. Der Beweis erfolgt durch voll- 

standige Induktion nach der minimalen Anzahl von globalen 

Schnitten von F, die F erzeugen. Sei F von einem Element 

erzeugt, d.h. man hat einen surjektiven Garbenmorphisnus 

h 7 Oy oF. Es genligt zu zeigen, daB h~! (6) von seinen glo- 

balen Schnitten erzeugt wird. Es ist hn! (G) eine von (0) 

verschiedene kohdrente Idealgarbe. Es existieren 

1 

(GQ), = Oy y 
1 - _ ki gue a a 

x Ex {x,,---,x,} und h (SB) = (m,) fiir i = 1,...,2Z, 

wobei m; das maximale Ideal von °x,x, ist und k, €IN,- 

Xqr--+/%, EX, so das h fiir jedes
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Sei M, = {£ EO, (X) 1E(x,) =O} (i = 1,...,r) und 

x k: 
= 1 > ° . J fy (M;) - Da Spec X, ©(x) Oy x eine Henselisierung 

ist flir jedes x €X, ist hn! (G) = o*(J) = J. Also wird 

hn '(G) von seinen globalen Schnitten erzeugt. F werde 

nun von S1,---,S €T(X,F) erzeugt. Sei H die von s 
n+1 n+1 

erzeugte Untergarbe von F. Ist GnNH #(0), so ist wie 

eben gezeigt (0) #I(X,G nH) ¢ T(X,G). Ist GNH = (0), so 

ist die Zusammensetzung G>F +F/H injektiv. Also ist G 

eine Untergarbe von F/H und nach Induktionsvoraussetzung 

ist T (X,G) + (O) - 

Korollar 11.9. 

Seien £ :X-Y ein endlicher Morphismus isoalgebraischer 

Rdume, Y eine reguldre affine isoalgebraische Kurve und 

F eine koharente Garbe auf X. Dann ist [(X,F) ein end- 

lich erzeugter 0, (Y) -Modul. 

Korollar 11.10. 

Seien X eine regulare affine isoalgebraische Kurve und FP 

eine koharente Garbe auf X. Genau dann gibt es einen 

0,(X)-Modul M, so da8 F isomorph zu M ist, wenn F von 

seinen globalen Schnitten erzeugt wird. Es ist dann der 

Adjunktionsmorphismus »*y,F ~F ein Isomorphismus, 

F = [f(X,F) . 

Beweis: 

y*p,F ist eine koharente Garbe auf X mit [(X,p*y,F) =
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(Spec X,y,F) = [(X,F). Nach dem Hilfssatz aus dem Beweis 

von Proposition 11.8. ist y*y,F ~F injektiv. Wird F von 

seinen globalen Schnitten erzeugt, so ist »*p,F ~F sur- 

jektiv. 

Aus den Korollaren 11.7. und 11.10. folgt 

Korollar 11.11. 

Sei X eine reguladre affine isoalgebraische Kurve. o»* und 

~, geben Aquivalenzen zwischen der Kategorie der kohdren- 

ten Garben auf Spec X und der Kategorie der kohdrenten 

Garben auf X, die von ihren globalen Schnitten erzeugt 

werden (betrachtet als volle Unterkategorie der Katego- 

rie der 0,-Modulgarben auf X). 

Am Ende dieses Paragraphen wird gezeigt, da8S eine koha- 

rente Garbe auf einer reguldren affinen isoalgebraischen 

Kurve im allgemeinen nicht von ihren globalen Schnitten 

erzeugt wird. Es gilt aber 

Proposition 11.12. 

Seien F eine koharente Garbe auf einer reguldren affinen 

isoalgebraischen Kurve, die von ihren globalen Schnitten 

erzeugt wird, und G eine kohadrente Untergarbe von F. 

Dann wird auch G von seinen globalen Schnitten erzeugt.
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Beweis: 

Man hat das kommutative Diagramm 

O-—--+- G ——> F —~— F/G 

| | 
O > 9ty,G > OfO,F > Yo, F/G 

g 

  

Die beiden Zeilen sind exakt, denn yg, ist linksexakt und 

p* ist exakt. Nach Korollar 11.10. sind £ und e Isomor- 

phismen. Also ist auch g ein Isomorphismus. 

Proposition 11.13.   
Seien X eine reguldre affine isoalgebraische Kurve, F 

und G kohdrente Garben, die von ihren globalen Schnitten 

erzeugt werden, und F ~G ein surjektiver 0,,-Modulgarben- 

morphismus. Dann ist [(X,F) »I(X,G) surjektiv. 

Beweis: 

Man hat das kommutative Diagramm 

F ——>G 

o*o,F > O*9,G 

Nach Korollar 11.10. ist g*y,F > 9*y,G surjektiv. Da 

spec x, 0(x) ~ Oy x treuflach ist fiir jJedes x €X, ist 

dann auch 9,F ~y,G surjektiv. Also ist [(X,F) = 

['(Spec X, 9,F) 7 [(Spec X,9,G) = [(X,G) surjektiv. 

Proposition 11.14.   
i) Sei £f :X +Y ein Morphismus zwischen reguldren affi-
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nen isoalgebraischen Kurven und sei M ein 0, (Y) -Mo- 

dul. Es ist £*(M) = (Me (x))°. 0, (x) Px 
li) Sei £:X-Y ein endlicner Morphismus zwischen regu- 

laren affinen isoalgebraischen Kurven und sei M ein 

0, (X)-Modul. Es ist f£,(M) = N, wobei N = M und N 

beztiglich OY (Y) +0, CX) als 0, (Y) -Modul betrachtet 

wird. 

Beweis: 

Man hat das kommutative Diagramm C-geringter Rdume 

Oy= 
x ——"————> Spec X 

f g 

YX 

  

Oy=9 Spec Y 

wobei g durch den C~Algebrenmorphismus £* 70, (¥) ~ Oy (X) 

gegeben ist. Hieraus folgt sofort i). Man hat den kano- 

nischen Morphismus N = (py) #948 + £, (o,) +H = f,(M). Da 

(p,)*, (py) *, g,- £, mit induktivem Limes vertauschen, 

ist OE M ein endlich erzeugter O,, (X) -Modul . Nach Satz 

4.6. und Korollar 11.9. sind £,(M) und N kohdrent. Es 

geniigt deshalb zu zeigen, da8& N + £, (M) ein Isomorphis- 

mus ist fiir jedes y €Y. Es sei ely) = {Xyr--+-X}- 

Nach Lemma 3.1. gilt Ny = ((@y)* 94M), = 

(T." Gy) ®o 
0 = 

Spec Y, 9(y) W1¥ oO. 

Spec Y, oly) Spec Y, p(y) 

) Bo 

(Fa) oy) ° 

(M 0, (1) °spec Y, oly) 

MP6 (x) Ox) @ 

oO 

Spec Y, ly) Spec ¥, Py) 

©, (¥) Spec Y, ely)? ® Spec Y,P(y) 
© spec XY, O(y)
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roh 
=M® TT © 

r O,(X) =4 Spec X, ¥(x;) 

Tt (M® 
i=1 

(£, (¥y) *M) = £,(M),- 

i 
Oo. )® Oo 

9, (X) Spec X, p(x,) Ospec X, 0 (x,) X,X; 

Korollar 11.15. 

i) Seien X eine reguldare affine isoalgebraische Kurve, 

U eine offene Teilmenge von X und F eine kohdrente 

Garbe auf X, die von ihren globalen Schnitten er- 

zeugt wird. Dann ist F(U) = F(X) O,(U) . 
0, (X) 

ii) Seien £ :X ~Y ein endlicher Morphismus zwischen re- 

guldren affinen isoalgebraischen Kurven, P eine end- 

liche Teilmenge von X und U eine offene Teilmenge 

von Y. Dann ist 0, (£71 (u) ~P) = OL (X NP) ®@ O,(U). 
OY) 

Beweis: 

i) folgt aus 11.10., 11.14.i) und 11.5.. Nach 11.14. und 

. -1 _ 
11.5. ist OL (£ (U)) = 0, (X) ® 0, (U) . 

OY) 

Es bleibt noch zu zeigen 

(*) Ftir jede offene Teilmenge V von X ist 

0, (V ~P) = O,(X SP) @ OL(V). 0, (x) x 

Es gibt f4.---/f, €0,(X), so daB P = {x EXI£, (x) =... 

£ (x) =O}. Sei D, = {x EXI£, (x) +O} und Ds; = Dy nD, = 

{x EXI (££) (x) #0}. Es ist XNP =D, U... UD_. Man hat 
r 

die exakte Sequenz von 0,-Moduln 0 +O, (X SP) ~ O,(D;)- 
r i= 
TT Oy (D5 5) und somit das kommutative Diagramm 

i, j=1
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oO 070 (X\P)® © xx) + To, (D. )® 0. (x)?x (Vv) > Tt x55) ®o co? 

i=l i, j=1 |" v " 
r xr 

Oo—o,(V\ P) ———> TO, (D,AV) ——+ n O,(D, Vv) 

x i=1 i,j=1 is’ 

mit exakten Zeilen (denn 0, (Vv) ist ein flacher 0, (X) -Mo- 

dul). Nach Satz 10.7. sind v und w Isomorphismen. Also 

ist auch u ein Isomorphismus. 

Sei X ein Schema. Et(X) bezeichnet die Kategorie der al- 

gebraischen tberlagerungen des Schemas X. Et? (x(C)) be- 

zeichnet die Kategorie der semialgebraischen Uberlagerun- 

gen des semialgebraischen Raums X(C). Man hat den kanoni- 

schen Funktor t :Et(X) ~ Et®?(x(c)). In §12 wird gezeigt, 

da8 dieser Funktor volltreu ist. 

Satz 11.16. 

Sei U eine Zariski-offene Teilmenge von al. Dann ist 

tT :Et(u) +» Et°*(u(c)) eine Aquivalenz von Kategorien. 

Ribenboim und van den Dries bestimmen in [DR] die absolu- 

te Galoisgruppe von C(t). Hierzu entwickeln sie in [DR] 

eine Terminologie, die es ihnen ermdéglicht, eine topolo- 

gische Fundamentalgruppe ftir Zariski-offene Teilmengen 

von al zu definieren. Mit Hilfe des Riemannschen Existenz- 

satzes und einigen Methoden aus der Modelltheorie bewei- 

sen sie dann einen zu Satz 11.16. analogen Satz. In der 

semialgebraischen Geometrie 1a8t sich mit Hilfe der Me- 

thode der Grundkérpererweiterung Satz 11.16. ganz ein-
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fach aus dem Riemannschen Existenzsatz fiir Zariski-offene 

Teilmengen von AG ableiten. 

Beweis: 

Sei Ro ein reell abgeschlossener Teilkdrper von ¢ mit 

c= Ro (v7) - Die Anzahl der Isomorphieklassen der Uber- 

lagerungen von U(C), vom Grad n’stimmt tiberein mit der 

Anzahl der Tsomorphieklassen der’ Uberlagerungen: von 

U(@) i. vom Grad n und diese Zahl ist endlich (denn die 

Fundamentalgruppen von U(C€), und U(T i sind freie Grup- 

pen von # (aA! ~U) Erzeugenden) . Da nach dem Riemannschen 

Existenzsatz T 2 Et(U) - Et?" (U(¢) 5) eine Aquivalenz 

ist und da Tp :Et(u) = Et? (U(C), ) volltreu ist, ist 

Tp eine Xquivalenz. Sei nun C ein beliebiger algebraisch 

abgesch lossener KSrper und R ein echter Teilk6rper mit 

C = R(vV-1). Es gibt einen reell abgeschlossenen Teilkér- 

per K von R, der endlichen Transzendenzgrad tiber @ hat, 

und eine Zariski-offene Teilmenge U' von AR so dag 

U = U' @ZC, wobei K der algebraische Abschlu8 von K inc 

ist. Sei i:K + ¢@ eine Einbettung. Sei L ein reell abge- 

schlossener Teilkérper von ¢€, so daB i(K) cL und ¢ = 

L(V-1). Man hat die "kommutativen" Diagramme, die durch 

Kdérpererweiterungen gegeben sind 

TL 

  

Et(U'@ gt) Et?*((U'@ ge) (€),) 

r s 

' sa ty Et(U') rs ne Et°" (U (K) ,)
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' ___ ts, SAy pis Et(U'@ xo) Et” ((U'@ KO) (C) ,) 

P gq 

Et (U') ———-———> _Et**(u' (K),) 
T K 
K 

X,S,bD,q sind Aquivalenzen. Da Tt, eine Aquivalenz ist, ist 

Ty und damit auch t eine Aquivalenz. 

Satz 11.16. sichert die Existenz "gentigend vieler™ alge- 

braischer Uberlagerungen von Zariski-offenen Teilmengen 

1 und damit auch einen gewissen Vorrat an isoalge- des A 

braischen Funktionen auf offenen semialgebraischen Teil- 

mengen von al(c). Mit Hilfe von Satz 11.16. beweist man 

dann auch 

Satz 711.17. 

Seien U und V offene und einfach zusammenhdngende semi- 

algebraische Teilmengen von al(c), so da8 UNV zusammenhan- 

gend ist, oder sei U = {z eal(c)tiz! <r} und v = {z eal (cyt 

[zi >s} mit s <r. Gegeben sei einec €O,4(U NV). Dann gibt 

es f,,---,f, Et, 1 (0) und Gy,---/9) €%,41(V), so daB aur 

UNV gilt 

c= £,9, +... +f 09n- 

(Es gibt jedoch im allgemeinen kein f EG, 1 (0) und 

g €&4(V) mit c = £+g oder c = f-g). 

Beweis: 

Nach Lemma 6.2. existieren ein irreduzibles normales
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Schema T, eine offene semialgebraische Teilmenge W von 

T(C), eine Zariski-offene Teilmenge W, von T mit WcW,, 

ein cy €O,(W,) und ein endlicher Morphismus t :T +a}, 

so daB c iw :W-UnV ein Isomorphismus ist und 

ew) *(c) = cy iW. Es gibt endlich viele Punkte 

PyreeerPy ea'(c), so daB tlt (al \{p,,..-/P,}) etal ist. 

Es sei Pyrce-e PL EU und Peeqrrr Py €U. Da 

m,(UN{pyr---P,}) 9m, (Al(C) X {pyre P,}) ein Isomor- 

phismus ist, gibt es eine semialgebraische tiberlagerung 

35 2S, 2A'(C) \{py,---/P,} und einen semialgebraischen 

Isomorphismus 6. :t (UN {py,---+P,}) ~ gy (UN {Pye eee Py) 

so daB g5°0, = tle” "(UN {py,---+,})- Nach Satz 11.16. 

existieren ein Schema Sy: ein endlicher etaler Morphis-— 

mus gy 7S, oA! S{py, +++ +Pyh und ein semialgebraischer 

Isomorphismus o, :S, ~Sj(C), so daB8 34°91 = Go- Es gibt 

ein regulares rein 1-dimensionales Schema S und einen 

endlichen Morphismus g:S aa, so daB g tal \{p,---/ Py} 

1 
= S, und gig 

sche Isomorphismus B4°95 :t7 (UN {pyre eee B,}) > 

g (UN {p,,---+p,}) ist ein isoalgebraischer Isomorphis- 

(a! N{pyr--- +P }) = 9): Der semialgebrai- 

mus, der sich nach Proposition 7.2. zu einem isoalgebrai- 

schen Isomorphismus t-!(u) +g7! (U) fortsetzt. Also gilt 

(*) Es existieren eine regulare affine isoalgebraische 

Kurve X (ndamlich X = g '(uuv)) und ein endlicher 

Morphismus h :X +U yV, so daB hh (CU UV) N{py7----Py}) 

ein lokaler Isomorphismus ist, eine endliche Teil- 

Menge P von hc) und ein isoalgebraischer Schnitt



- 168 - 

Sy :U AV —-X von h, so dag S$, (0 Nv) AP = G, und ein 

a €0, (nh! (0) SP), so daB c = des). 

Der Schnitt Sy setzt sich fort zu einem isoalgebraischen 

Schnitt s :V-X von h. Nach Korollar 11.15.ii) gibt es 

Eye--erf, €4,4(0) und gy,---.9, €0,(X~P), so da8 auf 

n7'(u) SP gilt 4 = h*(£,)-9, +... +h*(£,)-G_. Setzt man 

g, = g.es fiir i = 1,...,n, so gilt auf UNV: 

c= £494 +.n. +£9n° 

Satz 11.18. 

Seien U und V offene semialgebraische Teilmengen von 

al(c) und c :U NV -C eine Funktion, die auf jeder Zusam- 

menhangskomponente von UNV konstant ist. Dann gibt es 

Eyr--e rf, EG, 4 (U) und Gyre--0Gn €X,4(V), so da8 auf UNV 

gilt 

Beweis: 

Es existieren offene semialgebraische Teilmengen U‘ und 

v' von a! (c) , so da8 gilt: UcU', VecV', al(c) \(wu' uv") 

ist endlich und jede Zusammenhangskomponente von U Nv 

ist auch eine Zusammenhangskomponente von U'nV'. (Denn: 

Seien A der Rand von UNV in V und A der Abschlu8 von A 

in al(c). Man setze V' = V und U' = U u (a'(c) SA). Es ist 

dann U' av' = V\A und al(c) ~ (ut uv") cANA ist endlich, 

da dim (ANA) <dimA < 1). Indem man U durch U' und Vv 

durch V' ersetzt, existiert OE eine Zariski-offene Teil-
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menge T von al, so daB U UV = T(C). Seien on die 

zusammenhangskomponenten von UNV. Sei G eine abelsche 

Gruppe der Ordnung m, G = {g,,----d}- Die Abbildung 

o :UNV 9G, die auf der 2 hangskomponente Zi kon- 

stant den Wert 3 annimmt (i = 1,...,m), definiert einen 

semialgebraischen G-prinzipalhomogenen Raum X iiber U UV. 

Sei p:X-U UV der Strukturmorphismus. Es gibt eine zu- 

gleich offene und abgeschlossene semialgebraische Teil- 

menge Z von p '(v) und eine Zerlegung von pu) in zu- 

gleich offene und abgeschlossene semialgebraische Teil- 

mengen von p '(u), p !(u) = 7,U... uz so daB 
1 

plZnZ, : 2n%, + 2, (ftir i = 1,...,m) und p!Z:2-v Iso- 

morphismen sind. Also existiert eine Funktion d :p '(u)sc, 

so daB d auf jedem 25 konstant ist und d«(slU NV) = c mit 

1 :V-~-2Z. Man versehe den semialgebraischen Raum s = (plZ)~ 

X mit der eindeutig bestimmten isoalgebraischen Struktur, 

so da8 p ein lokaler Isomorphismus ist. Nach Satz 11.16. 

ist X eine reguladre affine isoalgebraiscne Kurve. Deshalb 

gibt es nach Korollar 11.15.ii) Eyre EL € 1 (U) und 

Gyr-+-1Tn EO (X), SO daB d = p*(f,)-G, +... +p*(£) +g... 

Setzt man g; = g,°s fiir i = 1,...,n, so gilt auf UNV: 

c= £494 +... +f£9n° 

Bemerkung: 

Zum Beweis von Satz 11.18. wird von Satz 11.16. nur be- 

ndtigt, da8 ein semialgebraischer G-prinzipalhomogener 

. 1 
Raum tiber einer Zariski-offenen Teilmenge T von A (C) zu
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einer endlichen abelschen Gruppe G algebraisch ist. Dies 

la48t sich aber leicht ohne Verwendung des Riemannschen 

Existenzsatzes beweisen, z.B. durch vollst&andige Induk- 

tion nach #(al v7). 

Hubbard zeigt in [Hu], daB a) (a! (IR) ,%_4) #(O). Er fiihrt 

den Beweis, indem er einen 1-Cozyklus konstruiert, der 

nicht zerfallt. Ahnlich zeigt man 

Satz 11.19. 

Sei X ein i-dimensionaler isoalgebraischer Raum. Es gelten 

i) Es gibt eine kohdrente Garbe auf X, die nicht von 

ihren globalen Schnitten erzeugt wird, und es ist 

H'(X,0,) # (0). 

ii) Ist X reduziert und irreduzibel, so gibt es ein iso- 

algebraisches Geradenbiindel L auf X, so daB L und 

das duale Biindel LY auBer dem Nullschnitt keinen 

globalen Schnitt besitzen. 

iii) Es ist a! (x,0,) ein unendlichdimensionaler C-Vektor- 

raum. Ist X eine regulare affine isoalgebraische 

Kurve, so ist H! (X,0,,) ein nicht endlich erzeugter 

O, (X) -Modul . 

Beweis: 

Man wahle eine offene Teilmenge G von X und ein ho €O,(G), 

so da8 gilt: G ist eine affine isoalgebraische Kurve und 

der durch (h.) red £ ox ea gegebene Morphismus
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1,h . . : 
H:G. oa ~(A')" ist ein Isomorphismus von G. a nach 

e 

H(G_.q) = B,(0). Man setze U = #'(B,(0)) und V = 

GxH | (B,(0)). Seien e,, 5, €3, @ die Punkte aus G, so 

da&8 H(e,) = -1, H(e,) = 1, H(e,) = 5, H(e) = 3. Seien Y 

der durch T* - (hj-h,(e,)) (ho-hy (ey)) (hg-hy (e3)) €0, (6) [7] 
definierte isoalgebraische Teilraum von Gx (a'yP und 

p:Y-9G die Einschrdnkung der Projektion ex(aly? ~G auf 

Y. p (Wu Nv) zerfallt in zwei Zusammenhangskomponenten 

Z,, 25 und plZ,; :Z, +U AV ist ein isoalgebraischer Iso- 

morphismus (i = 1,2). Seien s = (piz,)', q die Ein- 

schrankung der Projektion Gx(alyP + (alyh auf Y und f£ das 

durch qes :U NV a(alyh gegebene Element aus 0, (U nv). 

Seien a: [0,1] +p '(US{fe,,e5}) und g : [0,1] +p '(v\{e3}) 

semialgebraische Wege mit a(O) = @(0) = p '(e) NZ, und 

a(1) = 8(1) =p '(e) nZ,. Es gilt 

(1) Gegeben sei ein g €0,(G), das nicht im Nilradikal 

von O, (G) liegt. Dann gibt es kein u € 0, (U) und 

Vv EO, (V), so da8 auf UNV gilt g-f = v-u. 

Denn: Angenommen, es gibt ein u EO, (U) und v CO, (Vv), so 

daB g-f = v-u auf UAV. Nach Satz 10.1. gibt es ein von 

rea) =O: 

Durch vollstandige Induktion nach n wird gezeigt, da& gilt 

Null verschiedenes Polynom t EO, (G)([T] mit (tlVv) (v 
red 

* - . . = i} 5 (*) (tlU Nv) (V 6a 2n Greg fea) O fiir jedes n €IN,- 

Es sei (tlu AV) (vg -2n0°G 6g" 

Der isoalgebraische Funktionskeim (V 3g ~ 27, °Greg Freq) e 

fed) = © ftir ein ny € IN, - 

la&8t sich langs des Weges peg isoalgebraisch fortsetzen 

+ 5 . und als Fortsetzung erhdlt man (V 6d +2n, g ) 
red’ ‘rea e*
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Also ist auch (t{U AV) (VL og +2n,-g ) = 0. Ebenso af 

red “red 

). = (v 1A&Bt sich (ag + (2n,+1) +g red’e -f +2n 
red red o Srea’ fred e 

langs des Weges p-a fortsetzen und man erhalt den Funk- 

tionskeim (u ~ (2n,+1)-g (v a -2(n,+1)- 
red red’ freae = re 

- Somit ist (t|U NV) (Vy og ~2(no+1) +g -£ 
red rea! Tred’ frea)e 

= O und (*) ist bewiesen. Aus (*) folgt Geeq!* = 0 fiir 

eine nichtleere offene Teilmenge K von G. Dann ist aber g 

im Nilradikal von 0. (G). Widerspruch. 

Die Menge {f(x) |x €U NV} cC ist beschrankt. Deshalb gibt 

es ein a EC, so da8 f(x) ta +0 und -f(x) +a 40 fiir jedes 

x €U NV und Fe #1 ftir ein X, €UNV. Es gilt 

(2) Gegeben seien u EO, (U) und v EO, (V), so daB 

v = (f+a)u oder v = =egu auf UNV. Dann ist Ured =O 

und Vred =0. 

Denn: Es gibt ein von Null verschiedenes Polynom 

t €0 (G) (TJ, so daB (t]V) (v ) = 0. Durch isoalge- 
x ed red 

braische Fortsetzung langs der Wege pes und pea beweist 

man entsporechend zu (*) 

(**) Ist v = (f+a)u auf UNV, so ist 

-freq tan (E10 AV) ( (EY vy ag) 

Ist v = sou auf UNV, so ist (tlU avy Beata Vv 

fiir jedes n € IN, - 

=O fiir jedes n €IN, 

rea) =0 

‘Aus (**) folgt Vreq!* = O ftir eine nichtleere offene Teil- 

menge K von V. Dann ist v qa70 und somit auch u = 0. 
re red 

=1 5 , -1 5 
H (B, (0) ) ist vollstandig. Somit ist W = X ~H "(B,(0))
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offen in X. 

Beweis von ii): 

Gegeben seien u €0, (U) und w €0,(W), so daB w = (fta)u 

oder w = wiu auf UNW = UNV. Aus (2) folgt u 
f+a = 0 red 

und Wragg lV = O. Ist X irreduzibel, so ist auch der iso- 

algebraische Raum W irreduzibel. Nach Proposition 7.16-.ii) 

ist dann w = QO. Ist zusatzlich X noch reduziert, so 
red 

ist also u = O und w = 0. Ist L das durch (f+a) €O,(U NW) * 

gegebene Geradenbiindel auf X, so ist ii) erftillt. 

Beweis von iii): 

Ist (u,; |i€t) eine Uberdeckung eines semialgebraischen 

Raums Q und F eine Garbe auf Q, so bezeichnet 

B1(Q; (U, 14€2) F) die erste Cechkohomologiegruppe von Q 

zu der Uberdeckung (U,1i€T) mit Werten in F. Angenommen, 

es sei H' (X,0,) ein endlichdimensionaler C-Vektorraum. 

Da die kanonische Abbildung H! (x;0,w0,) > H' (x,0,) injek- 

tiv ist, ist auch it" (x; U,W;0,) ein endlichdimensionaler 

C-Vektorraum. Die kanonische Abbildung i! (x;0,W:0,) > 

i! (G:U,V;,) ist surjektiv. Also ist der ©, (G) -Modul 

i! (G;0,V:0,) ein endlichdimensionaler C-Vektorraum. Dann 

existiert ein g E0,(G), so daB g-m = O fiir jedes 

m™m ef! (G;U,V;0,) und g nicht im Nilradikal von 0, (G) liegt. 

Dies steht im Widerspruch zu (1). 

Sei nun X eine reguldre affine isoalgebraische Kurve. Es 

gilt 

(***)Fiir jedes maximale Ideal m von 0, (X) ist 

“1 _ 

H (X;U,W;0,) Po (x)Ox 0 Mm = (0).
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Denn: Nach der Definition von i! (x;U,W:0,) hat man die 

exakte Sequenz von O, (X) -Moduln 

~ | 
Oy (U) xO, (W) 7 ©, (Un Ww) ~ 4H (X;U,W;0,) ~ 0 

und somit auch die exakte Sequenz 

r 
©, (U) /mO, (U) xO, (W) /mO, (W) —O, (UA W) /mO, (UAW) > 

Hi! (x;0,W;0,) /m A! (x;U,W:0,) +0. 

_Es gibt ein x €X, so daB m= {f €O, (X) 1£ (x) = O}. Ist 

x €U NW, so ist 0, (U AW) /mO, (U nw) = (O). Ist x €U NW, 

so sind Oy (U) /mO, (U) Oy (W) /mO, (W) ’ 0,, (0 nW) /mO, (U nw) 

isomorph zu C und r entspricht dabei der Abbildung 

C xC »C, (a,b) »b-a, ist also surjektiv. 

Nach (1) ist B! (x;U,W;0,) +(O). Nach dem Lemma von 

Nakayama und (***) ist H'(x;U,W;0,) ein nicht endlich 

erzeugter O,(X)-Modul. Da Bi! (x;0,W;0,) ein Untermodul 

von H! (x,0,) und O, (X) noethersch ist, ist auch H! (x,0,) 

nicht endlich erzeugt. 

Beweis von i): 

Sei Xo eine i-dimensionale irreduzible Komponente von X. 

Man versehe Ry mit der reduzierten Teilraumstruktur. Sei 

3 2X, ~X die Inklusion. Sei L ein Geradenbiindel auf Xo 

das auBer dem Nulischnitt keinen globalen Schnitt hat. 

Dann wird j,{L) nicht von seinen globalen Schnitten er- 

zeugt.
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§12 - Einige Vergleichssatze 

Vorbild fiir diesen Paragraphen sind die GAGA-Vergleichs- 

satze, wie etwa 

(*) Ist X eine analytische Teilmenge von w"(¢), so ist 

X eine algebraische Untervarietat von mw" (¢) 

oder allgemeiner 

(**) Ist X ein projektives Schema tiber ¢ und Vy :x*" Lx 

der zu X assoziierte komplex analytische Raum, so 

gilt 

(1) (by) * gibt eine Agquivalenz von der Kategorie 

der kohdrenten Garben auf x mit der Kategorie 

der koharenten Garben auf x°", 

(2) H+ (X,F) > H* (x97, (y,) *F) ist ein Isomorphismus 

fiir jede kohdrente Garbe F auf X und jedes i >0. 

Ersetzt man vy durch Qys SO zeigt Satz 11.19., daB (1) 

und (2) schon fiir 9,,; nicht mehr gelten. Das erste Ziel 

dieses Paragraphen ist es 

(1)' zu zeigen, da& die Kategorie der kohdrenten Garben 

auf X durch (Oy) * zu einer vollen Unterkategorie 

der kohdrenten Garben auf xh wird, und diese Unter- 

kategorie zu charakterisieren 

(2)' zu zeigen, das H° (X,F) +89 (X, (4) #F) noch ein Iso- 

morphismus ist. 

Sei X ein Schema. Ist F eine koharente Garbe auf X, so 

ist (py) *F eine kohdrente Garbe auf xh und ist F eine ko- 

hdrente Garbe auf xD, so ist (Oy) 4F eine quasikohdrente
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Garbe auf X (nach Satz 10.7.). Fiir eine koharente Garbe 

F auf X wird (py) *F hdéufig auch einfach mit Fo bezeichnet. 

Satz 12.1. 

Seien X ein Schema und A eine isoalgebraische Teilmenge 

von xP Dann gibt es eine Zariski-abgeschlossene Teilmenge 

T von X mit A = T{C). 

Beweis: 

Der Beweis wird durch vollstandige Induktion nach dim X 

gefitihrt. Seien Xyreee eK die irreduziblen Komponenten von 

X. Es geniigt die Behauptung fiir X; und A AX, anstelle von 

X und A zu beweisen (i = 1,...,r). Also ist OE X irredu- 

zibel. 

1. Fall: dimA = dim xX 

Nach Satz 7.18. und Korollar 7.11. ist A = X{(C). 

2. Pall: dimA <dim X 

Es ist dim A24* = dimA. Man wende die Induktionsvoraus- 

setzung an auf azar und A. 

Satz 12.2. 

Seien X ein Schema und F eine kohdrente Garbe auf X. 

Dann gibt opt eine Bijektion von der Menge der kohd- 

renten Untergarben von F auf die Menge der kohdrenten 

Untergarben von Fo
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Beweis: 

Es ist klar, daB die Abbildung injektiv ist. Um die Sur- 

jektivitat zu zeigen, kann man deshalb OE annehmen, da6é 

X affin ist. Man hat dann einen surjektiven Garbenmor- 

phismus f : Oy" ~F und somit auch einen surjektiven Gar- 

benmorphismus ¢° 7 oF, Sei K eine koharente Unter- 

1 
garbe von po und L = (2) 7 (K). Ist Ty, eine koharente 

n 
Xx 

genitigt also die Existenz von TB, zu beweisen. 

Untergarbe von 9 mit tT = L, so ist K = £(t)°. Es 

Es gibt eine Uberdeckung (U, 1ié€T) von X(C), so daB LIU, 

von endlich vielen globalen Schnitten von L tiber U; er- 

zeugt wird (ftir jedes i€I). Somit existieren eine Uber- 

deckung (Vst3 = 1,...,m) von X(C), Schemata Xe, offene 

semialgebraische Teilmengen v; von X.(C), koha&rente Un- 

tergarben Le von 6," 

so da8g £1, iV, “i, ein Isomorphismus ist und 5 
(ESD) iv, = bP iy, fiir jedes j €{1,...,m}. (ef)*c) 

und etale Morphismen f. 7X. >X, 

und LS sind kohdrente Untergarben von (Oy nyh. Nach 

J 
Satz 12.1. gibt es eine Zariski-offene Teilmenge We, von 

yy h h X.. daB V. CW. und (f.°)*(L)|W.(C) = L. |W. (C). Somi 37 So da 5 SWj und (f°) *(L) IWC) 5 13°C) omit 
m 

gilt: Es existieren ein Schema W (n&amlich W = LiW.), 

~ 3=1 
eine konarente Untergarbe L von on und ein surjektiver 

etaler Morphismus g :W-X, so daB (gt) * (L) = gh, Man 

hat das kartesische Diagramm
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Wx W Pi 

  

W 

~ 

Po P g 

W 

  

X . 
g 

p,*(£) und po* (LZ) sind kohdrente Untergarben von 

(Og, q- ES ist p,*(B) = p,*(£), denn (p,*(£))" = 
eh hy, hy, yeh h (oP) *(EP) = (pt) * cL) = (py) «(Ey = (py*(B))". da g als 

treuflacher quasikompakter Morphismus ein effektiver Ab- 

stiegsmorphismus ist, existiert eine kohdrente Untergarbe 

n_. _-” : h _ 
Tr, von Oy mit g*(T,) = L. Es ist TB, =L. 

Korollar 12.3. 

Seien F und G kohdarente Garben auf einem Schema X. Dann 

ist Hom, (F,G) + Hom, (F",¢") bijektiv. 
Xx x 

Beweis: 

Gegeben sei ein &,-Modulgarbenmorphismus t : Po gh, Der 

Graph H von t ist eine &y-Untermodulgarbe von Fog, so 

daB p:H +f ein Isomorphismus ist, wobei p die Ein- 

hgh +ph auf H ist. Also ist schrankung der Projektion F 

H kohdrent. Nach Satz 12.2. entspricht der Garbe H eine 

kohdrente Untergarbe T von FxG. Da p ein Isomorphismus 

ist, ist auch q:T -F ein Isomorphismus, wobei q die Ein- 

schrankung der Projektion FxG »F auf T ist. Bezeichnet 

xr die Projektion FxG »G, so ist t = (req 4)P.
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Korollar 12.4. 

Seien X ein Schema und F eine koh&rente Garbe auf X. 

Dann ist I(X,F) or (xh, py bijektiv. Insbesondere ist 

0, (x) >a, (X(C)) bijektiv. 

Beweis: 

Es ist [(X,F) = Hom, (Oy -F) und r(x? py = Hom (a PFS). 
X ay & 

Indem man 12.4. auf jede Zariski-offene Teilmenge von X 

anwendet, erhalt man 

Korollar 12.5. 

Sei F eine kohdrente Garbe auf einem Schema X. Dann ist 

der Adjunktionsmorphismus F > (py) « (Qy) *F ein Isomorphis- 

mus. 

Satz 12.6. 

Seien X ein Schema und F eine kohdrente Garbe auf xh 

Dann gelten 

i) (Oy) F ist eine kohdrente Garbe auf X. 

ii) F ist genau dann isomorph zu einer Garbe der Form 

of, wobei G eine kohdrente Garbe auf X ist, wenn 

es eine Uberdeckung (U, 1ier) von X durch Zariski- 

offene Teilmengen gibt, so dag FU, (C) durch die 

Schnitte von F tiber U, (C) erzeugt wird. Es ist 

dann der Adjunktionsmorphismus (oy) *(9,),F +F ein 

Isomorphismus.
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Beweis: 

i) OE ist X affin. (y,),F ist eine quasikohdrente Garbe. 

Es geniigt deshalb zu zeigen, da8& r(x", F) ein endlich 

erzeugter 0, (X) -Modul ist. Sei G die von r(x", F) er- 

zeugte a,-Untermodulgarbe von F. Nach Korollar 10.10.1) 

ist G kohdrent. Nach 10.10.ii) gibt es einen endlich 

erzeugten O, (x) -Untermodul M von r(x®,e), der G er- 

zeugt. Die Inklusion Mor (x®,¢) liefert +r (x®,6)~= 

(o,),G und somit t : (Oy) *M > (ay) *(@y) 4G +6. Da G 

von M erzeugt wird, ist t : (py) *M +6 surjektiv. Nach 

Korollar 12.4. ist r(x, (o,) *@) = M und somit ist 

r(x", (@,)*(H)) +1 (x",G) injektiv. Also ist 

r(x" ker(t)) = (0). Nach Satz 12.2. folgt hieraus 

ker(t) = (0). Deshalb ist t ein Garbenisomorphismus 

und man erhalt mM = T(x", (9,)*M) = T(x",¢) = T(x", F). 
Sei t der Adjunktionsmorphismus (Oy) * (Oy) ¥F oF. 

Nach i) und Korollar 12.4. ist (0) * (Oy) eF (UC) ) > 

F(U(C)) ein Isomorphismus fiir jede Zariski-offene 

Teilmenge U von X. Nach i) und Satz 12.2. ist des- 

halb ker(t) = (0). Also ist t injektiv. 

Aus Korollar 12.5. und Satz 12.6. ergibt sich 

Korollar 12.7. 

Sei X ein Schema. Dann geben (Dy) und (o,) * Aquivalenzen 

zwischen der Kategorie der kohdrenten Garben auf X und 

Ger Kategorie der kohdrenten Garben F auf X h f€ir die gilt:
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Es gibt eine Uberdeckung (U,1i€r) von X durch Zariski- 

offene Teilmengen von X, so daB FIO, (C) durch die globa- 

len Schnitte von F iiber U, (C) erzeugt wird. Ist xX affin, 

so geben (Oy) « und (Oy) * Aquivalenzen zwischen der Kate- 

gorie der koharenten Garben auf X und der Kategorie der 

kohaGrenten Garben auf xh die von ihren globalen Schnitten 

‘erzeugt werden. 

Aus 12.6.i) folgt 

Korollar 12.8. 

Seien X ein Schema und F eine kohdrente Garbe auf xh, 

Ist X affin, so ist r(x®, pF) ein endlich erzeugter ay (X(C) ) = 

Modul. Ist X vollstdndig, so ist r(x", F) ein endlichdimen- 

sionaler C-Vektorraum. 

Entsprechend wie Proposition 11.14.ii) beweist man 

Proposition 12.9. 

Seien £ :X +Y ein endlicher Morphismus zwischen Schemata 

und F eine koh&rente Garbe auf X. Dann ist der kanonische 

Morphismus (p,)*f,F > (£") , (oy) *F ein Isomorphismus. 

Auf keinem affinen Schema der Dimension >1 gilt das iso- 

algebraische Theorem A oder B, denn es gilt
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Satz 12.10. 

Sei X ein affines Schema der Dimension >1. Es gibt “eine 

koh&arente Garbe auf xD, die nicht von ihren globalen 

Schnitten erzeugt wird, und H!(x",@,,) ist ein nicht end- 

lich erzeugter 1, (X(C)) -Modul . 

Beweis: 

Sei £:xX +A™ ein endlicher Morphismus, so daB8 Onn (AP) ~ 

O,(X) injektiv ist. Man hat dann eine exakte Sequenz 

0 +n 7£,0, ~T +O und somit auch die exakte Sequenz 

O +, +y*£,O, +p*T 0 mit » = Yn- Hieraus folgt die 

exakte Sequenz HO(AT(C) ,p*£,0,,) Z+H° AP (C) ,o*2) > 

H'(A(C) Qn) SoH) w(c) ,o£,0,)- Nach Proposition 12.9. 

h ist *£,0, = (£"),2,. Da nach Proposition 4.2. (£ x V* 
exakt ist, ist die kanonische Abbildung HT aR (c), (£°) gL) > 

a) (x a,) ein Isomorphismus. Angenommen, es ist a! (x",a,) 

ein endlich erzeugter a, (X(C)) -Modul . Dann ist 

H' (A(C) ,p*£,O,) ein endlich erzeugter Onn VA") -Modul . Nach 

Korollar 12.4. ist die Abbildung r in der obigen exakten 

Sequenz surjektiv. Also ist s injektiv und a! (a (C) Qn) 

ist ein endlich erzeugter Onn (A")-Modul. Seien p 7A" a! 

1 
eine Projektion und s :A'+ A” ein Scanitt von o. Die durch 

s" gegebene Abbildung x! (a™(c), ~H'(al(C) 1) ist 
‘an) 

surjektiv. Also ist H! (a! (C) 0,4) ein endlich erzeugter 

Opn1(A')-Modul, im Widerspruch zu Satz 11.19.iii). 

Sei Y ein 1-dimensionales integres abceschlossenes Unter- 

schema von X. Nach Satz 7.18. ist yo irreduzibel. Sei L
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ein isoalgebraisches Geradenbiindel auf yh, das au8Ser dem 

Nullschnitt keinen globalen Schnitt besitzt (Satz 11.19.ii)). 

Ist j ; yh +xh die Einbettung, so ist j,L eine kohd&rente 

Garbe auf xo, die nicht von ihren globalen Schnitten er- 

zeugt wird. 

Sei X ein Schema. Eine kohdrente Garbe auf xh hei8t alge- 

braisch, wenn sie isomorph ist zu einer Garbe Fo, wobei 

F eine kohdrente Garbe auf X ist. Ist X ein affines Sche- 

ma der Dimension >1, so gibt es nach 12.10. eine kohdrente 

Garbe auf x, die nicht algebraisch ist. Dies gilt sogar 

fiir jedes Schema der Dimension >1. 

Satz 12.11. 

Seien X und Y Schemata. Dann ist Hom(X,Y) +Hom(x™, 5) 

bijektiv. 

Beweis: 

Sei g € Hom(x®, y®) gegeben. Der Graph Z von g ist ein iso- 

algebraischer Teilraum von xh yh = (xxv) P, Sei T das nach 

Satz 12.2. dem isoalgebraischen Teilraum Z entsprechende 

abgeschlossene Unterschema von Xx¥. Seien p:T >X und 

q:T—7+Y die Einschrankungen der Projektionen XxY +X und 

XxY¥ +Y auf T. Es ist pt ein isoalgebraischer Isomorphis- 

mus. Also ist p etal. Benutzt man, daB&B p lokal standard- 

etale Form hat und da8 Po :T(C) +X(C) bijektiv ist, so 

folgt, daB p ein lokaler Isomorphismus ist in der Zariski-
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Topologie. Da Po bijektiv ist, ist p ein Isomorphismus. 

-1,h 
Es ist g = (aep ) 

Sei X ein Schema. Nach Satz 12.11. ist der PFunktor 

tT :Et(x) +EtS*(x(C)) volltreu. Der Riemannsche Existenz- 

satz besagt, da&8B t eine Aquivalenz ist fiir (C,R) = (¢,IR). 

Im Anhang wird bewiesen, da8 dies ftir beliebige (C,R) 

richtig ist. 

Satz 12.12. 

Sei X ein Schema. Dann ist 1 : Et(X) +Et**(x(C)) eine Aqui- 

valenz von Kategorien. 

Korollar 12.13. 

Seien X ein Schema, Y ein reduzierter isoalgebraischer 

Raum und f :Y +xh ein endlicher Morphismus isoalgebrai- 

scher Radume. Dann existieren ein Schema Z, ein endlicher 

Morphismus g :%2-xX und ein isoalgebraischer Isomorphis- 

mus e :¥ 22%, so da& kommutiert 

  

Nach Satz 12.11. kann man auch sagen: Die Kategorie der 

isoalgebraischen xo_psume, die reduziert und endlich tiber 

a sind, ist dquivalent zu der Kategorie der X-Schemata, 

die reduziert und endlich iiber X sind.
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Beweis: 

1. Fall: Y ist ein irreduzibler normaler isoalgebraischer 

Raum. 

Nach Korollar 4.8. und Satz 12.1. gibt es eine Zariski- 

abgeschlossene Teilmenge T von X mit f£(Y) = T(C). Man 

versehe T mit der reduzierten Unterraumstruktur. Es ist 

dann T ein integres Schema. f faktorisiert tiiber fy 2X pt 

S = ly evit, ist bei y kein lokaler Isomorphismus} ist 

eine isoalgebraische Teilmenge von Y mit dimS <dimY. Es 

existiert eine Zariski-abgeschlossene Teilmenge Ty von T 

mit £,(S) = TC) - Nach Satz 12.12. existieren ein Schema 

Zo! ein endlicher etaler Morphismus So 220 eT NT, und ein 

isoalgebraischer Isomorphismus ey ryseC h(n) 20, so 

dag Goce, = fo: Z4 ist irreduzibel und normal. Es exi- 

stieren ein irreduzibles und normales Schema Z und ein 

endlicher Morphismus g:2Z-T, so daB Z, = g (r<t,) und 

So = gig (tT T,). Nach Proposition 7.2. setzt sich e 

fort zu einem isoalgebraischen Isomorphismus e :y oZP, 

2. Fall: Y ist ein reduzierter isoalgebraischer Raum. 

Sei p :Y +Y eine Normalisierung von Y. Indem man Fall 1 

auf jede Zusammenhangskomponente von ¥Y anwendet, erhdlt 

man ein Schema Q und einen endlichen Morphismus q:Q-X, 

so da8 ¥ und gh x" i somorph sind. Deshalb sind nach Pro- 

position 12.9. die %,-Algebrengarben (f-p),0F und (q,0 yh 

isomorph. 0, +p,05 ist injektiv und somit ist f,0, eine 

kohdrente Untergarbe von (f+p),09. Nach Satz 12.2. ist 

£,0, algebraisch, 1 7 £,0) seo, wobei F eine kohdrente
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Garbe auf X ist. Mit Hilfe von 1 tibertrage man die U,-Al- 

gebrenstruktur von £,O, auf ph (Pe, FI = Fey Fe ~Fh 

(die Multiplikation) und 4, +F™ (der Einschnitt). Nach 

Korollar 12.3. gibt dies O,-Modulgarbenmorphismen 

Fe oF und O, ~F. Dadurch wird F zu einer 0,-Algebren- 

garbe. Seien nun Z = Spec F und g: Spec F -xX der Struktur- 

morphismus. Es sind £,%y und (a?) 2, als a, -Algebrengar- 

ben isomorph. Also sind Y = Spech(f,0,) und zg? = 

Spech ((g") +) x"_isomorph. 

Korollar 12.13. ist im allgemeinen ftir nicht reduzierte 

isoalgebraische Radume Y nicht richtig, denn es gilt: 

Sei X ein Schema der Dimension >1. Dann gibt es einen iso- 

algebraischen Raum Y und einen Morphismus f :Y +xF, so 

daB ft. 
. yh _ h.. . 
> Yeag 7 (X rea = (X44) ein Isomorphismus ist, 

ed 

Y aber nicht algebraisch ist, d.h. es gibt kein Schema 2, 

= 

so da8 Y isomorph zu gh ist. (Insbesondere gibt es iso- 

algebraische Radume, die nicht algebraisch sind, deren Re- 

duktion jedoch algebraisch ist). 

Beweis: 

Sei F eine kohdrente Garbe auf xh, die nicht algebraisch 

ist. @, OF wird zu einer &-Algebrengarbe durch 

(a,+f£,)-(ajtf£,) := aja, +(ajf,ta,f,) flr a,,a, €a(U), 

f,-f, €F(U) und U eine offene semialgebraische Teilmenge 

von X(C). Man setze Y = Spech (@, @®F). Sei f 2y +x" der 

Strukturmorphismus. Offensichtlich ist f ed ein Isomor- 

phismus. Angenommen, es existieren ein Schema Z und ein
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isoalgebraischer Isomorphismus e :Y +2P Nach Satz 12.11. 

gibt es einen Morphismus g :2-X von Schemata, so daB 

ghee = £. g ist ein endlicher Morphismus. Nach Proposi- 

tion 12.9. sind die Garben £,0, = 4, @F und (g,0,)" iso- 

morph. Nach Satz 12.2. ist F algebraisch. Widerspruch. 

Sei X ein Schema. Xoa bezeichnet folgenden Situs: Die 

zugrundeliegende Kategorie ist die Kategorie der semi- 

algebraischen Raéume tiber X(C), deren Strukturmorphismus 

ein lokaler Isomorphismus ist. Eine Familie 

(ft, 2V; -Uli €I) von Morphismen dieser Kategorie heiBt 

tiberdeckend, wenn (f,(v,) 1a €I) eine tiberdeckung von U 

ist. Der semialgebraische Situs von X(C) wird einfach- 

heitshalber ebenfalls mit X(C) bezeichnet, der einge- 

schrankte etale Situs von X wird mit Kot bezeichnet. Man 

hat die kanonischen Morphismen von Siten 

& >Xo5 >X(C), € 7X5 7X oy 

Nach dem Vergleichslemma ({SGA 4, III, 4.1.]) sind 6, 

und 6* zueinander quasiinverse Aquivalenzen zwischen der 

Kategorie der abelschen Garben (bzw. Mengengarben) auf X oa 

und der Kategorie der abelschen Garben (bzw. Mengengarben) 

auf X(C). Im Anhang ist bewiesen 

Satz 12.14. 

Seien X ein Schema und G eine abelsche Torsionsgrupve. Der 

Gurch ¢« gegebene Homomorphismus HT (x, +6) ~ HA (x. 7G) ist 

ein Isomorphismus ftir jedes q >0O.
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Korollar 12.15. 

Sei X ein Schema. Filir jede abelsche Gruppe G sind die 

semialgebraischen Homologiegruppen HL (X(C) 6) und semi- 

algebraischen Kohomologiegruppen H® (X{C) ,G) unabhangig 

von der Auswahl des reell abgeschlossenen Teilkérpers 

von C (d.h. sind K und L reell abgeschlossene TeilkGrper 

von C mit C = K(v-7) und C = L(V=T), so sind H,(X(C),,G) 

(baw. H2(x(C),,G)) und Hy (X(C), +6) (baw. HI(x(C),,G)) 

als Gruppen abstrakt isomorph). 

Beweis: 

Der entscheidende Punkt ist 

(*) Ftir jede nattirliche Zahl 1 ist der kanonische Mor- 

. a . i : q i 
phismus H=(X(C), lim 2/172) ~+ lim H*(X(C),2/1°2) 

i€IN icin 
ein Isomorphismus. 

Begrtindung von (*): 

Sei (U.15 = 1,...,p) eine Uberdeckung von X(C), so das 

NM U,. kontrahierbar ist ftir jede Teilmenge I von 
jer 
{1,...,p}. Arbeitet man mit der Cechkohomologie zu die- 

ser Uberdeckung, so geniigt es zu zeicen: 

Fiir jedes i€IN habe man einen Komplex Kj: 
n a: 

wee ok? “4x0 >... endlicher abelscher Gruppen. 

. . b . . 
Weiter sei O-K, —~K, «1... eK ot K_<-... ein projek- 

1 2 n-1 n “ 

tives System von Komplexen, so daB& jedes bo = 

(2. bE DEAT Ly surjektiv ist (d.h. jedes bs ist sur- 

jektiv). Dann ist die kanonische Abbildung g > HT lim K,)> 
1 

lim HI(K,) ein Isomorphismus. 
i
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Seien a” : (Lim K,)" > (Jim kj)?" die Differentiale des 

Komplexes im kK,- 

Injektivitat von g: 

Gegeben sei ein x = (x,,X5,---) € ( limk,)4 mit aZ(x) = 0, 

d.h. a (x;) = 0 fiir jedes i €IN. Es sei g{x) = 0, wobei 

x das durch x gegebene Element aus Ho ( iimK,) ist. Es 

gibt also zu jedem i €IN ein Y; ext mit ally.) = X;- 

Also ist om (at yxy) (aF ae o. ein projek- 

tives System nichtleerer endlicher Mengen. Es ist dann 

lim (ad 171 (x; ) nicht leer. Man w&hle ein 

i€IN 1 a-1 
ye dima?” )~ "(x,). Es ist dann y €(limK,)~ — und 

at! (y) = x. Also ist x = 0. 

Surjektivitat von g: 

Gegeben sei ein x € lim HT(K.), definiert durch eine Fol- 
—_— i 

ge (X17Xor---) mit Xi ex? fiir jedes ic€IN, so dag 

aq- 1 0xd -1 
g-1 Kia 4) 

flix jedes i €IN ~{1}. Man definiere eine Folge (YqrYor---) 

q _ ss . q _ 
ai lx) O fiir jedes i €IN und (bi (x, ) x;)€ az 

induktiv: Sei ¥, = *- Seien Yyreesr¥y schon definiert, 

oOo ge kL q _ os 
so das vy, EK; fiir i= 1,...,k, bily,) = Yi4 fiir 

i = 2,...,k und (y,-%,) ca Vat 1) gar i = 1,...,k. Es Y; 
_ I q-1 q-1 | yqr-1 q-1 ist (De 44) Y;) Eaz ‘(xd ). Dab 2K + K 

k+1 k+14 k 

surjektiv ist, existiert ein z exe mit Pree et) — Y¥, = 

q-1,,q-1 - _ : 
ay (by, (2))- Man setze Yue Xia y agi (z). Es ist 

gq q = - q 
dann yyy EX eaa Pea Yyad) = Ye UM (YG Xa) © ate ey): 
Es ist y = (YyrYor---) E ( Limk,)4 und aly) =O. Ist y 

das durch y gegebene Element aus Ho ( limK,), so ist g(y)=x.
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Nach Satz 12.14. hat man einen Isomorphismus projektiver 

Systeme 

Om HTX e gs 2/12) HTX, 8/1°2) was 

O<-H2(K(C) , 2/12) + H4(X(C) 2/172) «... 
Also hat man nach (*) einen kanonischen Isomorphismus 

(##) dim H2(x 2/142) SH (x(c), dimz/i*2) . 

Da _lim 2/142 flach tier 2 ist, gilt 

(***)Der kanonische Morphismus 

H2(X(C) ,2) @, Lima/itz + HE(x(C), Lim2/1*z) ist 

ein Isomorpnismus. 

Seien K und L reell abgeschlossene Teilkérper von C mit 

C = K(V-71) und Cc = L(v-T). Aus (**) und (***) folgt, daB 

die Jim3/11z-moduln H7(X(C) 9-3) @ ,lim2z/1*2 und 

H(x(C),,2) @, Limz/1*z isomorph sind fiir jedes lem. 

Ist 1 eine Primzahl, so ist der Rang des Z-Moduls 

  

H2(x(C),Z) gleich dem Rang des _lim 2/11z-Moduls 

H2(xX(C) , 2) ©, lim2z/1*z und der 1-Torsionsanteil von 

H7(X(C),2) ist isomorph zum Torsionsmodul von 

HT(x(C) , 2) ©, limz/1*2 (H7(x(C),7) ist eine endlich er- 

zeugte Gruppe). Also ist H74(x(C) , 2) unabhadngig von der 

Auswanl des reell abgeschlossenen Teilkérpers von C. Aus 

den universellen Koeffizientenformeln H?(X(C),G) = 

H4(x(C) ,2) @,6 @ tors (a2! (x(c) , 2) ,G) und #,(X(C),6) = 

Hom, (H2(X(C) ,Z),G) @ Ext) (HT! (x(C) ,2),G) folgt nun 

Korollar 12.15.. 

Sei X ein Schema und seien K,L reell abgeschlossene Teil-



- 191 - 

kérper von C mit C = K(v-1) und C = L(y-7). Nach geeig- 

neter Wahl von 1 €IN hat man das Diagramm 

. i u qa H2(x(C) ., Lim 3/1" 2) <———— H7(x((C) , 2) 

rjt 

i 
-0 2/12) LimH? (x 

—_— e 

s|t 

q . i g . 
H (x(C),, limZ/1 z)<—,—— (X(<) 7-2) . 

wobei u und v gegeben sind durch den Garbenmorphismus 

Z- limZ/1°2. Es bleibt die Frage, ob unter dem (kanoni- 

schen) Isomorphismus ser! die Untergruppe HT (X(C) 73) auf 

die Untergruppe H7(x(C), 2) abgebildet wird. 

Aus Satz 12.12. erh&lt man Koroliar 12.16. 

Korollar 12.16. 

Sei X ein zusammenhdangendes Schema. Die algebraische Fun- 

damentalgruppe von X ist isomorph zu der proendlichen Kom- 

plettierund der semialgebraischen Fundamentalgruppe von 

X{C). 

Seien K und L reell abgeschlossene Teilk6érper von C mit 

C = K(vV-T) und Cc = L(V-1) und X ein Schema. Die proendli- 

chen Komplettierungen m (X(C) ex)“ und m1 (X(C) pox) * sind 

isomorph. Serre zeigt in [S] an einem Beispiel, da8& je- 

doch T,(X(C) -, x) und mT (X(C), 1x) im allgemeinen nicht 

isomorph sind. Auch ist der Topos von X(C), im allgemei- 

nen nicht dcuivalent zum Topos von X(C),-
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Anhang 

Der Anhang dient dem Beweis der Satze 12.12. und 12.14.. 

Satz 12.12. folgt auf B) und Satz 12.14. folgt aus y) 

des nachfolgenden allgemeinen Vergleichssatzes. 

Satz 
Sei £ :X +S ein Morphismus von Schemata. Man hat das 

kommutative Diagramm von Siten 

Xe ke 

Fa Ft 

S 

  

sa € Set 

a) Fiir eine Garbe F von Mengen auf Xot ist 

* * 

€ Feta® 7 fast F 

ein Isomorphismus. 

B) Fiir eine Garbe F indfiniter Gruppen auf Xo und 

q €{0,1} ist 

*pd gq * e*R fote® +> R Ease F 

ein Isomorphismus. 

Y) Fiir eine abelsche Torsionsgarbe F auf Xt und 

gq cin, ist 

ax 
e*R?f PF ~ Rog e*F 

ein Isomorphismus. 

Dieser Satz ist Theoréme 4.1. aus SGA 4, XVI. Auch der 

Beweis wird entsprechend gefitihrt wie dort. Der Beweis
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ist hier sehr ausftihrlich dargestellt und daher sehr lang 

geraten. Es sei ausdriicklich darauf hingewiesen, da8&B zum 

Beweis von a) und y) keine Ergebnisse fiir den Fall (C,R)= 

(€,IR) herangezogen werden. Um ®) zu beweisen, wird je- 

doch der Riemannsche Existenzsatz fiir Zariski-offene Teil- 

mengen von al ¢ ben6tigt (denn es wird Satz 11.16. verwen- 

det). 

Eine Garbe F auf einem semialgebraischen Raum X heiBt kon- 

struierbar, wenn es semialgebraische Teilmengen Xpress KL 

von X gibt, so daB X = X, U...- UX, und FIX, isomorph zu 

einer konstanten Garbe auf xX ist (i = 1,...,r). 

Lemma 1. 

Sei £:F -G ein Garbenmorphismus zwischen konstruierba- 

ren Garben auf einem semialgebraischen Raum X, so da& 

FL 7G, ein Isomorphismus ist ftir jedes x €X. Dann ist f 

ein Isomorphismus. 

Lemma 2. 

  

Sei 2x X X ein kartesisches Diagramm 

Z—-——————> Y 
g 

affiner semialgebraischer Raume, wobei £ eigentlich ist, 

und sei F eine konstante Garbe von Mengen (bzw. von end- 

lichen Gruppen, bzw. von abelschen Gruppen) auf X. Dann
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ist der Basiswechselmorphismus 

g*Ri£,F + Riu, v*F 

ein Isomorphismus fiir q = O (bzw. q €{0,1}, bzw. aeé IN.) - 

Lemma 3. 

Sei f:X -Y eine eigentliche Abbildung zwischen affinen 

semialgebraischen Raumen und sei F eine konstante Garbe 

von Mengen (bzw. von endlichen Gruppen, bzw. von abel- 

schen Gruppen) auf X. Dann ist R1£,F eine konstruierbare 

Garbe auf Y fiir q = 0 (bzw. q €{0,1}, bzw. q € IN.) - 

Der Beweis von Lemma 1 ist trivial. Lemma 2 ist im Falle, 

da& F eine abelsche Garbe ist, in {D,] bewiesen. Mit Hil- 

fe des Satzes von Hardt erhdlt man Lemma 3 aus Lemma 2.
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Beweis von a): 

Seien z 4x fy Morphismen von Schemata und F eine Garbe 

von Mengen auf Zot: 

i * ~~ * * ~ (1) Sind « Fors? Soaye F und ¢« f ota TetaF) 

f F) injektiv, so ist auch e*(feg) .4,F ~ 4 

sax® (Sot, 

. ao ins . 
(f 3) sas? F injektiv. 

(2) Ist e*(E-g) F — (f£-9) 5 e*F injektiv, so ist auch 
et* 

* * os . E foots Set, *) ~fo4,€ (gon?) injektiv. 

(3) Sei F -G ein injektiver Garbenmorphismus auf Zot: 

* eR ine . . * 
Ist ¢€ Sot,e "Feat G injektiv, so ist auch e Jotyr > 

Soa,e*F injektiv. 

(4) Sei g surjektiv und sei G eine Mengengarbe auf Koes 

(Fe > . eo ine . ws _ a 
Ist e*(f SB) ota? (f 3) cage F injektiv fiir F Jot G, 

. * ke ans . 
so ist auch e E otac > fas’ G injektiv. 

' : * * * 2 * > (1)" Sind ¢ Sotak * Goa, € F und ¢ f ote Totxk) > Fone (Soe,F) 

+ . . (fe 5 . * oe 
bijektiv, so ist auch ¢e*(f BS) ota? (f QD) sane F bijek 

tiv. 

(2) Sind e*(f-9) oF > (f°g) 64,0 7°F und e*g.e,e > Soaxne *F 

os age : * * 
bijektiv, so ist auch ¢« Ets Got,F) > Ease (9o4,F) 

bijektiv. 

(3)' Sei F +G ein injektiver Garbenmorphismus auf Zot: 

Ist ¢ Gog e*G bijektiv und ist e*Gor,8 7 * 

Jet 

e*H injektiv ftir jede Mengengarbe H auf Zo 

Sax 

so 
Isa t’ 

. * * 3 : 
ist ¢ SotyF > Goa,é F bijektiv. 

(4)' Sei g surjektiv und sei G eine Mengengarbe auf Kot 

Sind e*(f-g) ..,F > (f£-9) 4 e*F und e*g..,F > e*F 
Isax
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bijektiv fiir F = Tot *G und ist e*f tye > foaxl H in- 

jektiv fiir jede Mengengarbe H auf Xeer so ist 

* x* i i € ft? > foas’ G bijektiv. 

Trivial zu beweisen sind (1), (2), (3), (1)', (2)'. (4) 

folgt aus (2) und (3) ((3) wird angewendet auf G4 Jot *S)- 

Ebenso folgt (4)' aus (2)' und (3)'. 

Beweis von (3)': Den Garbenmorphismus F ~G kann man zu 

einer exakten Sequenz F -G3H ergdnzen. Man hat dann das 

kommutative Diagramm mit exakten Zeilen 

FP —, er*g G m7 er*g H * 

eng ets etx et 

xr s t 

e*F —g e*G Tg e*4 
Isax Sax Sax 

Ist s bijektiv und t injektiv, so ist r bijektiv. 

(I) Seien £ :X +S ein eigentlicher Morphismus und F eine 

; * * ;~ Mengengarbe auf Kote Dann ist ¢ fotar > Eat F bi 

jektiv. 

Beweis: 

Sei zundchst F eine endliche konstante Mengengarbe auf 

X_,. Nach SGA 4, XIV, 1.1. ist f F eine konstruierbare 
et ets 

Garbe auf Ss, Ebenso ist f. e*F eine konstruierbare 
t° ax 

Garbe auf S(C). Also gentigt es zu zeigen, da8& (e*f 4 FP), > 

(fo4,e*F), ein Isomorphismus ist fttr jedes x €S(C). Es 

. 1 

ist Ce*E ot, F)y ~ (fot, 

(SGA 4, XII, 5.2.) und (f. 

FP) = He Go Fle Go 
-1 

et) 

e*F), = HO(E | (x) (g,e*F IE | (x) 50) 
ax a
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(Lemma 2). Da nach Satz 7.18. die Zusammenhangskomponen- 

ten von a “ den semialgebraischen Zusammenhangskompo- 

nenten von f£_ Tx) (C) entsprechen, ist (e*f F), ~ (f.4,67F), 
etx 

ein Isomornohismus. 

Nun wird gezeict, daB e*f Fo fat injektiv ist fiir 
etx 

jece Mengengarbe F auf Xoee Nach SGA 4, IX, 2.7.2. ist 

F = lim Pye wobei Fy konstruierbar ist. Also ist OE F 

konstruierbar. Nach SGA 4, IX, 2.14. hat man einen Mono- 

morshismus F - a (p, ide (C.), wobei p, :X, +X ein end- 
tx 

licner Morphismas. von Schemata und Cs eine endliche kon- 

stante Mengengarbe auf (Xs) ot ist. Somit ist nach (3) 

OE F = C, wobei p:Y-X ein endlicher Morphismus und 
Pets 

C eine endliche konstante Mengengarbe auf Yot ist. Nach 

. * 5 en ene . 
(2) ist ¢€ £otar fase F injektiv. 

Ersetzt man (3) und (2) durch (3)' und (2)', so erhalt 

man wie eben, da& e*t tye ~ foaeeF bijektiv ist. 

(II) Seien f :X +S ein affiner Morphismus und F eine Men- 

7 * * 7 - gengarbe auf Xot- Dann ist ¢ f ota? ~ fase F bijek 

tiv. 

Beweis: 

“ : . * ae? ans . 
Zunéchst wird gezeigt, daB& « Eater > fEoax’ F injektiv 

ist. OE sind X und S affin und reduziert. Wie unter (I) 

ist OE F eine konstante endliche Garbe. Man hat eine Fak- 

torisierung 

V7
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wobei i eine offene Immersion und f' projektiv ist. Nach 

. *: . x: . * 
{1) und (I) gentigt es zu zeigen, da8 ¢ tou? doar’ F 

injektiv ist. Sei t:T 7S, eine Singularitatenauflésung 

von So: 

clx) o 3 

s t 

——____________» X i So 

Es ist e*Jat, (Set*F) > Joane* (Sap *F) bijektiv. Nach (1)' 

und (I) ist dann e* (te) ot, (See F) > (tej) oa58* (5,2 *F) 

bijektiv, also ist auch e* (ies) 4, (5.,*F) > 

(ies) 0,6 *(S,,*F) bijektiv. Nach (4) ist e*ioi,F ~ i5,,e*F 

injektiv. 

Ersetzt man (1), (2), (3), (4) durch (1)', (2)', (3)', 

(4)', so erhalt man mit denselben tlberlegungen wie eben, 

- x kD Kes wos 
daB ¢€ f ota® > fax F bijektiv ist. 

(III)Seien f :X ~S ein beliebiger Morphismus und F eine 

Mengengarbe auf X_,. Dann ist e*f Foe E*P 
et ets Ss t ax 

bijektiv. 

Beweis: 

Seien Xyree er XL affine Zariski-offene Teilmengen von X, 

die X tiberdecken. Man hat den Morphismus 2x ~X. Nach 

(4) und (II) ist e*f otk > fase E injektiv. Nach (4)' 

* ~ *F bijektiv. und (II) ist ¢ EotaF fant F bijektiv
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Beweis von 8): 

a) Sei f :X -Y ein Morpnismus von Schemata. Ist F eine 

Garbe indfiniter Gruppen auf Yo so ist fot *F eine t’ 

Garbe indfiniter Gruppen auf Xote Ist G eine Garbe 

indfiniter Gruppen auf X, so ist E ot«S eine Garbe t! 

indfiniter Gruppen auf Yot: 

b) Seien £ :E' +E ein Morphismus von Siten und u:F 9G 

ein Monomorphismus von Gruppengarben auf E'. Man hat 

dann eine exakte Sequenz punktierter Garben auf £ 

1 +£,F +£,6 +f, (G/F) or'e rp Sor'e,c. 

f,G operiert von links auf f£,(G/F) und r induziert 

einen Monomorphismus £,G\f (G/F) © a f,F.Das Bildvon 

t ist der Kern von s. ((G, III, 3.2.2., 3.2.3.]). 

c) Seien E" SE! fle Morphismen von Siten und F eine 

Gruppengarbe auf E". Man hat eine exakte Sequenz 

punktierter Mengengarben auf E 

1 oR Eg F) ZR! (£eg) F >R°F, (R'g,F). 

r ist ein injektiver Garbenmorphismus ([{G, V, 3.1.3.]). 

In den folgenden Bemerkungen (1) bis (4) ist f :X +Y ein 

Morphismus von Schemata und F eine Gruppengarbe auf Xt: 

F heiBt effacable ftir £, wenn es eine Gruppengarbe G auf 

Xet und einen injektiven Garbenmorphismus F +-G gibt, so 

1 * 1 * . . 
daB R Ear’ FoR Ease G der Nullmorphismus ist.
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(1) Es ist e*R'£ F- R'¢ e*F injektiv. Insbesondere 
et Sax 

ist al (x0, +F) + H'(X,,,e*F) injektiv. 

Beweis: 

Sei G= eet x) +A) *F, wobei i, :xX +X ein geometrischer 

Punkt von i ist, der in x lokalisiert ist. Es ist R! £ ete O° 

Der kanonische Morphismus F -G ist injektiv. Man hat das 

kommutative Diagramm 

* * * E Etee ~» e*f ete (G/F) + € R! J + 0 

* * * * foaxe Go t sax E*(G/F) > R! £ “ Fe R! £ saxe G 

Nach a) sind r und s bijektiv. Deshalb ist nach b) die 

Abbildung t injektiv. 

(2) Ist e*R'¢ Foo rit e*F ein Isomorphismus, so ist 
ets Sar 

F effacable. 

Beweis: 

Man wé&hle G wie im Beweis von (1). Es ist dann 

Rig é*F rig e€*G der Nullmorphismus. 
Sax sax 

(3) Ist F effacable, so ist e*R'£ F- Rig ée*F ein 
ets saz 

Isomorphismus. 

Beweis: 

Seien G eine Gruppengarbe auf Kot und F +-G ein injektiver 

Garbenmorphismus, so da&g& Rif e*F + r'¢ e*G der Null- 
Sax Sax 

morphismus ist. Man hat das kommutative Diagramm
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e*£ . (G/F) ————_> e*R '£  OF 
etx et* 

x t 

£ _*e*(G/F) ————> R'f__"e*p ————> Rf __e*G 
Sax s sax Sax 

rund s sind surjektiv. Also ist auch t surjektiv. Nach 

(1) ist t injektiv. 

(4) Seien G eine Gruppengarbe auf Xot und F -G ein injek- 

tiver Garbenmorphismus. Ist etR'£ Go Rig E*G 
et sa* 

. . . 1 
ein Isomorphismus, so ist auch e*R fe 

t 

1 
* we > R faxe F 

ein Isomorphismus. 

Beweis: 

Nach (2) ist G effacable. Damit ist auch F effacable. Die 

Behauptung folgt nun aus (3). 

(5) Seien 2 3.x fy Morphismen von Schemata und F eine 

lye 1 * ° > e x Gruppengarbe auf Zote Ist e*R (f 3) oe,F R (f£ 3) oa, F 

. : . 1 
* ein Isomorphismus, so ist auch e*R E ota Jota®? > 

1 * . . 
R fase (g..,F) ein Isomorphismus. 

Beweis: 

Nach c) hat man das kommutative Diagramm mit exakten 

zeilen 

1~+etR'f | (g FP) —+c*R'(feg)_, F —re*R°e  (R'g | _F) 
ets '7et« etx ets ett 

[x | 
R'E 3, o* (Sop, F) u ROE. EF (R'G 

|: |p 
1 O 1 * ° * * ~ Isaxe F) TR (£ S) sant Fy? R f. w fF Goan’ F) 

ets’) 

1 
1o-R toa a



Nach a) ist w injektiv, nach (1) ist p injektiv. Nach c) 

ist t injektiv. Ist also u surjektiv, so ist auch ser sur- 

jektiv. Nach a) ist s ein Isomorvhismus. Somit ist r sur- 

jektiv. Nach (1) ist r injektiv. 

(6) Seien 2 3.x fy Morphismen von Schemata, wobei g 

surjektiv ist, und F eine Gruppengarbe auf X, Ist t° 

1 1 : 
e*R (£9) 34, Gop *F) > R (fg) 4, 8* (9.4 *F) ein Iso- 

morphismus, so ist auch c*R!£ FoR'g e*F ein 
ets Sax 

Isomorphismus. 

Beweis: 

Man hat den injektiven Garbenmorphismus F ~> Sotatet f° 

Die Behauptung folgt aus (4) und (5). 

(7) Seien 24x fay Morphismen von Schemata. Fur jede 

Garbe G indfiniter Gruppen auf X sei e*R'£ Go 
et etx 

R'f 4 ,e*G ein Isomorphismus. Sei F eine konstruier- 

bare Garbe indfiniter Gruppen auf 2Z so daB 
et’ 

e*R'g  (F > R'g_4,e*F ein Isomorphismus ist. Dann 

ist auch e*R' (fog) ..,F > R! (£eg) _4,€*F ein Isomor- 

phismus. 

Beweis: 

k 

{k = 1,...,n) von Z, so daB F7-G := TT (ip) « Gi) *F injek- 
k=1 

Es gibt endlich viele geometrische Punkte iy 7Z, 72 
n 

tiv ist. G ist eine Garbe indfiniter Gruppen auf Zo Es t° 

ist R'g.4,6 = O und R| (fg) G = 0. Nach ¢c) ist auch 
et 

1 _ . . _ oxy! 
R foots Jets) = 0. Somit ist O = €*R E ota Feta?) 

1 * ~.2! x . . 
R foaxe (Jo449) R f sax 'Isax® G) (die erste Isomorphie
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gilt nach Voraussetzung, die zweite nach a)). Man hat 

das kommutative Diagramm 

1 1 * —_————> * = e*R Sot, e*R g tae 0 

xr 

  

1 * 1 * 

RGsayeF Ss RGsaxo S . 

Nach Voraussetzung ist r ein Isomorphismus. Also ist s 

die Nullabbildung. Nach c) hat man nun das kommutative 

Diacramm mit exakter unterer Zeile 

1 0 1 R'(f-g) (. (e*F) + REL, (R gS etF) 
| 

u oO 

f 

0 + R'(f0g)__ (e*G) » RPE (R! *G) 7 °F! sa, S® > sax‘ Isax® 

Also ist u die Nullabbildung. Damit ist F effacable ftir 

feg. Die Behauptung folgt aus (3). 

(8) Seien X ein Schema und Y eine Zariski-abgeschlossene 

Teilmenge von X. Zu jedem x €X(C) gebe es eine Za- 

riski-offene Umgebung U von x in X und einen etalen 

Morphismus 1 :U +A", so daB UNY = V(1*(t,)) U...U 

V(l*(ti)), wobei tyr---r th Koordinatenfunktionen auf 

n 
A’ sind. Seien i:X ~Y 3>X die Inklusion und F die 

konstante Garbe auf (X SY) oy zu einer endlichen 

Fo Ri e*F ein 
* * 

. 1 
. * i Gruppe G. Dann ist f :¢e*R ig sa 

t 

Isomorphismus. 

Beweis: 

Of ist X zusammenhangend und es gibt einen etalen Morphis- 

mus 1:X 7A", so daB Y = V(1*(t,)) U... UV(1*(t,)), wobei
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tyreeer ty Koordinatenfunktionen auf a” sind. Nach (1) ge- 

niigt es die Surjektivitat von f zu zeigen. Seien L eine 

offene semialgebraische Teilmenge von X(C) und h:H ~LNY 

ein semialgebraischer G-prinzipalhomogener Raum tiber LY. 

Sei h das durch h gegebene Element von (Ri, ae*F) (CL). Es 
a 

gibt eine tUiberdeckung (Li (ier) von LY, so daB HIDs als 

G-Raum trivial tiber L} ist fiir jedes i €1I. Also ist AIL 

das’ ausgezeichnete Element von (Ric, e*F) (LI) und somit 

ist h]L~y = f(e), wobei e das ausgezeichnete Element 

von (e*R Ti OF) (LY) ist. Es ist noch zu zeigen, daB& 

offene semialgebraische Teilmengen Lyreee rb, von L und 

h, €(e*R i, F) (Ly) existieren, so daB LAY ¢ oyna und 

f£(h,) = hiL,. 

Man trianguliere simultan L, L AV(L*(t,)),...,L av(l* (ty), 

so daB die Sterne der Ecken, die in LNY liegen, LAY 

liberdecken. Sei e eine Ecke der Triangulierung, die in 

LAY liegt. Es seie Ev(l*(t,)) fiir i = 1,...,u und 

e €v(i*(t,)) fiir i = ut+?,...,m. Es ist dann Stern(e) Nn 

v(t*(15)) = @ fiir i = utl,...,m. Seien q = #G und 

Yo = VCl*¥(t,)) U-.. UV(1*(t,)). W = Spec ON {tv Yo perce Tyl/ 

(T,F-1*(t,),...,T, 7-1*(t,)) “+xxy_ ist endlich und etal. 
1 1 u u ° 

Es gilt 

(*) Es gibt einen semialgebraischen G-prinzipalhomogenen 

Raum p:P > (XS¥,) (C), so dag PlStern(e) S¥, und 

H|Stern(e) ~Yy als G-prinzipalhomogene Raume isomorph 

Sind und PX (xnvg) (c) fC) als G-prinzipalhomogener 

Raum liber W(C) trivial ist.
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Begrtindung: 

Man wahle eine offene semialgebraische Umgebung K von e 

in Stern(e), so daB 1(K) ein Polyzylinder von a™(c) mit 

Mittelpunkt l(e) ist und LIK :K +1(K) ein semialgebrai- 

scher Isomorphismus ist. Sei B : Stern(e)x{0,1] +Stern(e) 

die Homotopie "lineares Kontrahieren auf e” (also BA = 
0 

Identitat vonStern(e) und B, = Kontraktion auf e). Es 

existiert ein Punkt Yo EK NYO, so daBs Bly. +t) EK fiir je- 

des t €[0,1]. Sei x, ein Punkt aus W(C) mit w(x.) = Yo: 

Sei o:{[0,1] > w''(Stern(e) \¥Q) ein semialgebraischer 

Weg mit o({(0) = o(1) = X,° Der semialgebraische Weg wea 

ist in Stern(e) SY, relativ zu {0,1} homotop zu einem 

Weg 6 mit 6(t) EK NY, flr jedes t €[0,1]. Es gelten 

(**) Es gibt ein tT €n, (Stern (e) SY G19)» so daB 17 = 

{weo], wobei [wea] das durch weo definierte Ele- 

ment aus w,(Stern(e) ~¥,,y,) ist. 

(***)w | (stern(e) s¥,) ist zusammenhdngend. 

Denn: Es geniigt folgendes zu zeigen: Seien Q = 

) x... x (B, (0) Sf0}) x... (By (0) S08) «BL Cau, 
. = qe By (ay) und wo: Wo Spech(0,(T,,.---T,I/(T, tyreees 

Tet.) +~ Q. Sei c:{[0,1] > Wo ein semialgebraischer 

Weg mit c(O) = ¢(1). Dann ist Wy zusammenhdngend und 

es gibt ein b En, (Q,w,(c(0))) mit b? = (wo-c). 

Begrtindung fiir die letzte Behauptung: 

Sei w, :W. = Spech@z_ (o)s(o} Pi I/ (Pity) *B  (0)sf0! 

fiir i = 1,...,u und wi = id 7 We = BL (a,) > BL (a;) fiir 
L i 

i = utl,...,n. Es ist dann Wo = WwW, Ree. xWh und
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Wy = Wy %--- XW Also ist Wo zusammenhdngend und 
n 

(wo) 4 Gt, (W)) = oo ta) = QZ x... xqz x{O} x... x 

{Oo} cZx... x2x{O} x... x {Oo} = 1, (Q). 

Auf W(C) operiert die Gruppe yu = Wo Xaee *U = Gg 

wobei Hg die Gruppe der q-ten Einheitswurzeln aus C ist. 

W(C) wird dadurch zu einem semialgebraischen p-prinzipal- 

homogenen Raum. Sei » zm, ((XS¥,) (C) -¥,) 7p ein Gruppen- 

homomorphismus, der diesen semialgebraischen u-prinzipal- 

homogenen Raum definiert. Es ist dann ker() = w,(m, (W(C),x,)) 

© Wy ((XSY,) (C) -y,)-(W(C) ist zusammenhangend nach (***)). 

Sei p zm, (Stern(e)sY,,y,) > mw, ((XN¥,) (C) py.) der durch die 

Inklusion Stern(e) SY¥y ~ (XN¥0) (C) segebene Gruppenhomomor—- 

phismus. W(C) [Stern(e) SY, wird dann durch 

pep 2m, (Stern(e)+¥0 vy) ~ uw gegeben. Also ist o (ker (p)) = 

ker(pep) = w, (1, (w | (Stern(e)\¥,) .x5)) < m, (Stern(e)s¥,,¥,) - 

Sei yp 2m, (Stern(e)s¥.,y,) ~» G ein Gruppenhomomorphismus, 

der den G-prinzipalhomogenen Raum HiStern(e) ~Y, definiert. 

Nach (**) ist wy (1, (w ! (Stern(e)X¥5) ,x,)) c ker(y~). Also 

faktorisiert y zm, (Stern(e) ~¥),y,) + m, (Stern(e)s¥,+¥,)/ 

07 | (ker (g)) X,¢. Man hat das kommutative Diagramm 

0 m, (Stern (e)S¥.,y,) —————> T, C(XSY¥,) (C) -¥,) 

T, (Stern(e) S¥\.y.)/p (ker (p) 2am, (XK S¥,) (C) -¥,) /ker (Iu 

x | wee -y77 
G -— 

_ X 
=o 

Nach (***) ist wep surjektiv. Also ist 0 ein Isomorphis- 

mus und somit existiert ein Gruppennomomorphismus
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doz, (CMY) (C) ey,) /ker(o) +G mit x =hep. Sei 

p:P > (XS¥,) (C) der durch die Zusammensetzung 

d 
w, ((XS¥,) (C) -¥,) > 1, ((XS¥,) (C) ,y,) /ker (9) > G gegebene 

G-prinzipalhomogene Raum tuber (XNY,) (C) - Es ist dann (*) 

erfullt. 

Aus der Abstiegstheorie folgt die Existenz eines algebrai- 

schen G-prinzipalhomogenen Raumes Pp 2B a X NYO, SO das 

p:?- (X SY.) (C) und Po :P(C) > (X SY.) (Cc) als semialge- 

braische G-prinzipalhomogene Raéume isomorph sind. PIX NY 

gibt ein Element aus a) ((X SY) 4 -F) und somit auch ein 

Element j € (e*R i, QF) (X(C)). Es ist £(j|Stern(e)) = 
t 

hiStern(e). 

(9) Es sei a! (20,66) > uw! (24,6) ein Isomorphismus fiir 

jede endliche Gruppe G und jedes vollstadndige Schema 

Z der Dimension <n. Dann ist e*R'£ Fo rig e*F 
- ets Sat 

ein Isomorphismus ftir jeden eigentlichen Morphismus 

£ :X +S von Schemata, so daS& dim £7} (s) <n ftir je- 

des s €S(C), und jede Garbe F indfiniter Gruppen 

auf Ket: 

Beweis: 

Nacn SGA 4, IX, 2.7.2. ist eine Garbe indfiniter Gruppen 

ein filtrierender induktiver Limes konstruierbarer Garben 

indfiniter Gruppen. Also ist OE F eine konstruierbare Gar- 

be indfiniter Gruppen. Nach SGA 4, THs 2-18. hat man 

einen injektiven Garbenmorphismus F > TI (p,;) (C.), 
i=1 

ets
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wobei Py 2X, 9X ein endlicher Morphismus und C; die kon- 

stante Garbe zu einer endlichen Gruppe auf (Xi) ot ist. 

Also ist OE F die konstante Garbe zu einer endlichen 

Gruppe (nach (4) und (5)). Nach SGA 4, XIV, 1.1. ist 

Rig F eine konstruierbare Garbe auf S_,. Ebenso ist 
etx et 

nach Lemma 3 R'E. we F eine konstruierbare Garbe auf S(C). 

Es gentigt deshalb zu zeigen, daB (e*R'£, 

a 

. 1 F * 

te?) s 7 (R “sax F) s 

ein Isomorphismus ist ftir jedes s €S(C). Nach SGA 4, XII, 

; 1 — ylyert e-) 
5.2. ist (e*R f. F) =H (f (s) op Fle (s)_,). Nach 

t* et 

. 1. * _ yl -j * -j 
Lemma 2 ist (R fase F) =H (£ (s) 5a°€ FIf (s)_.). 

sa 

(I) Seien X ein Schema der Dimension <1 und F die kon- 

stante Garbe zu einer endlichen Gruppe G auf Xoee 

Dann ist a) (XP) > H!(X,4,€*F) ein Isomorphismus,. 

Beweis: 

Nach (6) und indem man zur Normalisierung von X ed liber- 

geht, kann man OE annehmen, da& X ein zusammenhdangendes 

normales Schema der Dimension 1 ist. Nach (1) ist nur 

noch die Surjektivitaét von H'(X,,,F) = Hx, ,e*F) zu 
a 

zeigen. Sei t:T-+X(C) ein semialgebraischer G-prinzipal- 

homogener Raum tiber X(C). Man wahle nichtleere Zariski- 

offene Teilmengen U von al und V von X und einen endlichen 

liv) : t liv) = und etalen Morphismus h:V >U. Sei t' = tit. 

v(c). haet' >t lev) ~U(C) ist eine semialgebraische Uber- 

lagerung von U(C). Nach Satz 11.16. gibt es einen endlichen 

und etalen Morphismus 1 :Y +-U und einen semialgebraischen 

Isomorphismus s : Y(C) at liv), so daB (A,st')+s = l.- Nach
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Satz 12.11. gibt es einen Morphismus g : Y ~V von Schnemata, 

so daB tes = Ja: g ist endlich und etal. Es gibt ein 

normales rein 1-dimensionales Schema Z und einen endli- 

chen Morphismus p:Z-X, so da®B p '(v) = Y und pip ww) =g 

une p !(v) dicht in Z ist. Nach Proposition 7.2. setzt 

sicn s fort zu einem isoalgqebraischen Isomorphismus 

r:Z(C) »~T. Also ist p etal. Nach Satz 12.11. gibt es ge- 

nau eine Operation von G auf Z, so da8 Z dadurch zu einem 

algebraischen G-prinzipalhomogenen Raum iiber X wird und 

r ein Isomorphismus ist zwischen den semialgebraischen 

G-prinzipalhomogenen Rdumen t :T-+X(C) und Po 2 Z(C) +X(C). 

(II) Seien £ :X —-S ein eigentlicher Morphismus und F 

eine Garbe indfiniter Gruppen auf x, Dann ist t° 

c*R' fF > A ein Isomorphismus. 

Beweis: 

Der Beweis wird durch vollstdndige Induktion nach der 

relativen Dimension max{dim £ '(s){s €S(C)} gefiihrt. 

Ist die relative Dimension <1, so folgt die Behauptung 

aus (9) und (I). (II) gelte fiir die relative Dimension 

<n. Nach (9) ist im Induktionsschritt zu zeigen 

(*) Seien Z ein vollstdndiges Schema der Dimension <n 

und F die konstante Garbe zu einer endlichen Gruppe 

. i 1 x . _ 
auf Zot Dann ist H (Z og F) > 4H (2. ,e*F) ein Iso 

a 

morphismus. 

Auf jeder irreduziblen Komponente 25 von Z2 wahle man eine 

{(nichtleere) Zariski-offene Teilmenge U; von Z und ein



1, €0,(U,), so daB 1. nicht konstant ist und U; nu, = G 

fiir i+j. Die 1, definieren ein 1 €,(UU,). Sei 2% der 

Zariski-Abschlu8 des Graphen von 1 in zx}, Man hat 

das kommutative Diagramm 

a 

Spec C 

wr! 

wobei p und q die Einschr&ankungen der Projektionen 

gxip! +z und zxP'+ w! auf Z sind. Die relative Dimen- 

sion von q ist <n. Nach (6) gentigt es zu zeigen, daB 

e*(p.,*F) ein Isomorphis-— 
1 « 1 

e*R (v D ote (Pot F) -R (Ved) cas 

mus ist. Dies folgt aus (7). 

(III)Seien U eine dichte Zariski-offene Teilmenge eines 

Schemas X, i:U ~X die Inklusion und F die konstante 

Garbe zu einer endlichen Gruppe auf Vee: Dann ist 

1. 1. . x ~ * i €*R 1, a R toaxt F ein Isomorphismus. 

Beweis: 

OE ist X reduziert. Man hat ein kommutatives Diagramm 

XY 

g Pp 

U ——— U -—-— xXx 
reg j i 

wobei Y ein reguladres Schema, p ein projektiver Morohis- 

mus und q eine offene Immersion ist, so daB Y +a (Ug) 

ein Divisor mit normal crossings ist. Der Garbenmorphis-— 

mus F = (3 oe) (Gay) *F ist injektiv. Nach (4) und (5)
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“ . 1 . 
* e > genligt es zu zeigen, daB&B e*R (vd D ota See) *F) 

1 : : : : : 
R (peq) 24,6 * (Ci ,,) *F) ein Isomorphismus ist. Dies folgt 

aus (7), (8) und (II). 

(IV} Seien £:X ~S ein affiner Morphismus von Schemata 

und F eine Garbe indfiniter Gruppen auf X, Dann t° 

ist e*R'£ F- R'£ e*F ein Isomorphismus. 
etx Sax 

Beweis: 

Wie im Beweis von (9) ist OE F die konstante Garbe zu 

einer endlichen Gruppe. Man hat ein kommutatives Dia- 

gramm 

wobei p ein projektiver Morphismus und i eine offene 

Immersion ist, so daB i(X) dicht in Y ist. (IV) folgt 

aus (7), (II), und (III). 

(Vv) Seien £:X +S ein beliebiger Morphismus von Schemata 

und F eine Garbe indfiniter Gruppen auf X, Dann t° 

ist ctr £ Fo R'¢ £*F ein Isomorphismus. 
et sat 

Beweis: 

Seien Kyree- eX, affine Zariski-offene Teilmengen von X, 
r 

die X tiberdecken. Manhat den Morphismus xX aX. (V) 
i=1 

folgt aus (6) und (IV).
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Beweis von Y): 

Sei X ein Schema. D* (Xo, bezeichnet die derivierte Kate- 

gorie der Kategorie Ab (X_,) der abelschen Garben auf Kot 

(die Objekte von DY (XQ4) sind die nach links beschrankten 

. + 
entsprechend bezeichnet D (XS ) Komplexe aus Ab(X a etd): 

+ . . 
die derivierte Kategorie von Ab(X.,)- Mit Rh wird die 

Rechtsableitung eines Funktors h bezeichnet. (Zur Defini- 

tion von derivierten Kategorien und Rechtsableitungen sie- 

he SGA 45). Sei £ :X +S ein Morphismus von Schemata. 

+ 

e*R*£ und R*£ e* sind exakte Funktoren von D (X_,) 
ets sax et 

nach D*(S.,)- (Man beachte, daB e* ein exakter Funktor 

von Ab(X,,) nach Ab (X.,) bzw. von Ab (S.,) nach Ab(S. ) 
a 

ist; somit kann man schreiben R'e* = e*). Man hat den ka- 

nonischen Morphismus zwischen graduierten Funktoren 

+ + ~ + + * = * * * i e*R f ote R (e€ Eats) —R (foal ) 9-R fax’ und somit 

= Hle*tR TE ~ 
e 

auch Morphismen zwischen Funktoren e*R'E, te 
t* 

e* = RIE e*,. Eine abelsche Garbe F auf X wird 
* sa* et 

identifiziert mit dem Komplex K €0b(D"(X.,)), so daB 

i,t 
H'R fsa 

K* = 0 ftir i #0 und x? = F. Es ist dann zu zeigen, da8& 

+ + . : : + . * x E*R Ete? ~ R f oa,’ F ein Isomorphismus in D (So) ist 

fiir jede Torsionsgarbe F auf Xo 

(1) Sei £ :X +¥ ein Morphismus von Schemata. Piir jede 

. : + + 
* *T Torsionsgarbe F auf Kot sei ¢*R f, we +> R fsa,e E 

ein Isomorphismus. Sei K €Ob(D™ (X4)), so dag H*(K) 

t 

eine Torsionsgarbe ist fiir jedes i€%. Dann ist
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e*R'E K +R°£ e*K ein Isomorphismus. 
ets Sax 

Beweis: 

+ + . 
Die Spektralsequenzen zu Ref und R fs liefern 

etx at 

eRe = e*rPe (HTK) = ern TTT eK = HP*o-epts x 
etx 

P,@ ~ pP *pd = RPe (yd. ptq,t * ES R foax lt H=*(K)) R fsa (e*K)) =H R tax K. 

Somit ist H*(a) ein Isomorphismus in Ab (¥..) fiir jedes 

i €2, wobeia 2 e*RTE K > RE e*K. Also ist a ein Iso- 
etx Sax 

morphismus in D*(¥,,)- 

(2) Seien 2 3x fy Morphismen von Schemata und 

+ . apt + * 
K €Ob(D (Zo4))- Sind e*R Sark > R Seal K und 

*Rt + + * (pt . 
e*R Fo. fR Gor, K) 7 R FS. e*(R G4, ,K) Tsomorphismen, ae 

+ + 
; * e e * i - so ist auch e*R (f 3) ork > R (£ 3) cane K ein Isomor 

phismus. 

Beweis: 

. + + . y * > * ; Der Morphismus e*R f ote R fare gibt den Morphismus 

+ + + + 
: * * 1 us:e*R fotye Jot, 7 R fant R Sota! der Morphismus 

+ + . : + + 
* * I : x e*R Sone 7 R Soane gibt den Morphismus v :R fea.’ R Sou. 7 

+ + * . . _ 
R faak® Soa,e*- Man hat das kommutative Diagramm von Mor 

phismen zwischen Funktoren 

+ + u at + v i+ + *R £ —+5 * 
e*R fote® Jets R fax’ R Sete 78 E sae® Scaxe* 

| 
+ + 

* . . e*R (£ SD) ote R (£ 3) saxe*   

Aus diesem Diagramm folgt die Behauptung von (2). 

Bemerkung: 

Ist E*(K) eine Torsionsgarbe fiir jedes i €2, so ist auch
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H* (Rg. XK) eine Torsionsgarbe fiir jedes i €2?. Denn: Man 

pt+a 
hat die Spektralsequenz gbra = RP (HT (K)) = HE ZR *g K) Jets et* 

und nach SGA 4, IX, 1.2. ist RP (H7(K)) eine Torsions- 
Sets 

garbe fiir jedes p,q €2. 

(3) Seien z2 Xx fy Morphismen von Schemata und 

+ . + + 
* * K €Ob(D (2.,))- Sind e*R Torah + R Soa, K und 

+ + . 
* ° . * i e*R (f£ dD. aX >R (f£ 3) sa,€ K Isomorphismen, so ist 

t 

auch e*R'£ 
et 

+ + + , * t - fk Sat, X) >R fcae’ (R Jor, X) ein Iso 

morphismus. 

Der Beweis ergibt sich aus dem Diagramm im Beweis von 

(2). 

Bemerkung: 

Es sei 2 +x endlich. Nach SGA 4, VIII, 5.5. ist Jot 

exakt, ebenso ist nach Proposition 4.2. Soax exakt. Also 

. + + ae 
ist R Sots = Jets und R Ssax = Isas und somit ist 

+ + * > x ; ; e*R Jats R 35 ee ein Isomorphismus (nach a)). 

(4) Seien z 4x fy Morphismen von Schemata, wobei g 

surjektiv ist. Ftir jede Torsionsgarbe F auf Zot 

. + + : + 
* * * ° seien e*R Jat,F ~2R Soasl Found ¢e*R (£ F) ot, ~» 

+ . + ° * i * R (£ DF) sane F Isomorphismen. Dann ist auch e*R £ otal > 

+ ‘ * 
R fase SC ein Isomorphismus fiir jede Torsionsgarbe 

G auf Xot-
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Beweis: 

Der Beweis ergibt sich aus den folgenden drei Punkten. 

Es sei n €2 gegeben. 

i) Ist e*R'E {6 ~ R°£ 4 e*G bijektiv flr i<n fiir jede 

: n+] * et’ 5° ist e*R f ota? + 

Rls otk injektiv ftir jede Torsionsgarbe F auf 

Torsionsgarbe G auf X 

Xete 

s apt i * s . os Oo 
ii) Ist e*R Eats? +R foaxk G bijektiv flr i <n und in 

jektiv ftir i = n+1 ftir jJede Torsionsgarbe G auf Xoee 

so ist e*R EK ~ R'£. e*K bijektiv fiir i <n und 

injektiv fiir i = n+1 fiir jedes K €0b(D"(X,,)), so 

ax 

daB HI(K) eine Torsionsgarbe ist fiir jedes 53 €7 

und HJ(K) = 0 fiir j <O. 

a «pi Rt ae LGdeuhig fie : a 
lii) Ist e*R f ota® R fant K bijektiv flir i <n und in 

jektiv fiir i = nt+1 fiir jedes K €Ob(D(X,,)), so daB 

HJ (K) eine Torsionsgarbe ist ftir jedes j €7 und 

n+1 n+1 j = +s : : k * 
H~ (K) O fiir j <O, so ist e*R f ote® > R fant F 

bijektiv flr jede Torsionsgarbe F auf Xot 

Beweis von i): 

t° Es ist lim Fo F ein 
m€ IN 

Isomorphismus, wobei m der Kern der Multiplikation F Lr 

Sei F eine Torsionsgarbe auf X, 

ist. Deshalb ist OE m= = F fiir ein me€IN. Es ist dann 

G := mn (i.).(i.)*F eine Torsionsgarbe (i. :x + X ist ein 
x€EX xe x * 

geometrischer Punkt von X, der in x €X lokalisiert ist). 

Es ist a = 0 ftir jedes i+0O. Aus der exakten Se- 

quenz O oF +G +G/F +0 erhdlt man das kommutative Diagramm 

mit exakten Zeilen
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1. *pn *pn apit epntl, E*R £ ote? > e*R fot O/F > €*R totae + €*R Sete? 

| re 
n * n *C/P n+ * n+ 

R f sas GoR fsaxt G/F >~R Ease FoR 
"Eoage*6 

Nach dem Fiinfer-Lemma folgt hieraus die Behauptung. 

Beweis von ii): 

Die Behauptung gilt fiir jedes K €Ob(D" (X4)), so das 

HI (K) = 0 fir j <nt1. Gegeben sei nun ein m€iIN,, so das 

ii) fir jedes K €Ob(D"(X,,)) gilt mit HI(K) = 0 flir je- 

des j <m und HJ (K) ist Torsionsgarbe fiir jedes j €2. Sei 

L EOb(D" (X.4)), so dag #3 (L) Torsionsgarbe ist ftir jedes 

j €Z7 und H (L) = 0 fiir j <m-1. Man hat ein ausgezeichne- 

tes Dreieck in D’(X, ) 
t 

P := H"(L) [-m] ————>L 

OY / 

K 

Aus der langen exakten Kohomologiesequenz zu diesem Drei- 

eck folgt, daS H?(K) =O ftir j <m und HJ(K) = HI(L) fiir 

j >m. Der Morphismus e*R'£ +R E €* zwischen exakten 
etx sa* 

Funktoren gibt einen Morphismus zwischen ausgezeichneten 

. : + 
Dreiecken in D (Y54) 

e*R'£ 
e 

(*) | 
+ 

R*f _ e*p + RTE 
Sax s 

+ + + » * * :, * ta? e*R fatal ~- e*R fotyk +» €*R Eee Pl) 

+ + “T * x ase L R fea.’ K+>R fast P(1] 

Wendet man auf (*) den Kohomologiefunktor an, so erhdlt 

Man mit Hilfe des Fiinfer-Lemmas die Behauptung ftir L. 

Beweis von iii): 

Sei F eine Torsionsgarbe auf Xot- Den Morphismus
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et + to = pt x “s . 
FOR Sarak Sot F R Sots Tot F) erg&anze man zu einem 

. . . + 
ausgezeichneten Dreieck in D (X.4) 

+ 
F —————> Rg * 

ets Jot F) 

ON 
Aus der langen exakten Kohomologieseaquenz zu diesem 

Dreieck ersieht man, daB HJ(K) = 0 fiir j <O (da g sur- 

jextiv ist, ist Ho(F) =F sg. g_.*F = Ho (R‘G (g_.*F)) 
° ’ ets7et etx "et 

injektiv) und HJ (K) eine Torsionsgarbe ist flr jedes 

j €2. Der Beweis verldauft nun wie unter ii). 

(I) Ftir jedes vollst&andige Schema Z der Dimension <n, 

jede konstante Garbe G auf Zot zu einer endlichen 

abelschen Gruppe und jedes q el, sei #7 (25476) ~ 

H7 (Zo 476*G) ein Isomorphismus. Seien f :X +S ein 

eigentlicher Morphismus von Schemata, so das 

dim £ ! (s) <n fiir jedes s €S(C), und F eine Tor- 

+ + : 7 x sionsgarbe auf Xoe- Dann ist ¢e*R fe a ~ R f case*F 

ein Isomorphismus. 

t 

Beweis: 

Da = = lim, F, ist OF F = F fiir ein mé€IN. Also ist F 
sm ™m 
me IN 

eine 3/ma%-Modulgarbe. Nach SGA 4, IX, 2.7.2. ist eine 

2/mZ-Modulgarbe ein filtrierender induktiver Limes kon- 

struierbarer 2/mZ%-Modulgarben. Also ist OE F eine kon- 

struierbare 2/mZ-Modulgarbe. Nach SGA 4, IX, 2.14. hat 

man eine exakte Sequenz O oP 4Fy) oF, >---, wobei jedes 
k 

F. von der Form 7 (p;) 
1= 

5 (C,) ist mit Pp, ?X;, +x endlich 
ete “i
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und Cc; konstante konstruierbare 2/m%-Modulgarbe auf 

(X.) Sei K der Komplex 0 -F. +-F, +... . F und K sind 
Oo 1 

). Es ist zu zeigen, das e*R'£ OK ~ 

Rv £4 e*K ein Isomorphismus ist. Man hat die Spektral- 

i’et’ 

. . + 
isomorph in D (Kop 

sequenzen 

EPS = ceRTe KP ow cepPPTe = x = HPTTeente = 
1 e etx ets tx 

BPD = Rtg e*kP = HPTSR Te etK. 
Sax Sax 

p KP + pte e*xt 
sa 

Es gentigt deshalb zu zeigen, daB e*R'E * 
ets 

ein Isomorphismus ist fiir jedes p €2Z. Also ist OE F die 

konstante Garbe zu einer endlichen abelschen Gruppe (nach 

(3)). Nach SGA 4, XIV, 1.1. ist RE. . eine konstruier- 
t 

bare Garbe auf So flr jedes q €IN,- Nach Lemma 3 ist 
t 

Rie ctr eine konstruierbare Garbe auf S(C) fiir jedes 

gq € IN, - Deshaib gentigt es zu zeigen, daB (e#R4E , F) > 

(RIE 4 e*F) ein Isomorphismus ist ftir jedes s €S(C) und 

. . q = 
jedes g e IN, - Nach SGA 4, XII, 5.2. ist (e#R Eat, Ps 

Qye71 -1 . q = 
H*(f£ (s) Fit (Ss) o4)- Nach Lemma 2 ist (R foa,e*F)s 

H(£7"(s) .,e*F If '(s) 54). 

(II) Seien X ein vollstadndiges Schema der Dimension <1 

und F die konstante Garbe auf Xot zu einer endlichen 

abelschen Gruppe G. Dann ist H7 (Xp /F) - HI (X 4 ,e*F) 

ein Isomorphismus ftir jedes q € IN, - 

Beweis: 

Sei f :2-+X die Normalisierung von X,,g- “an hatdie exakte 

Secuenz O =F of ff | *F »H +O auf X etstet woObei der Trager 
et’ 

von H aus endlich vielen abgeschlossenen Punkten von X



- 219 - 

besteht. Es ist HT (xo, /H) > HT (x 4, €*H) ein Isomorphis- 

mus fiir jedes q € IN, - Es geniigt deshalb zu zeigen, daB 

q q . a 
H+(X £ *F) + H (Xoqre*f, fy F) ein Isomorphis 

etxret 

mus ist. Hierzu wiederum gentigt es zu zeigen, da& 

et’ tx 

g £ * q * PD ‘ ‘ ‘ H7*(2 Eee F) » H (Zoareé t. F) ein Isomorphismus ist. 
et t 

Also ist OE X ein zusammenhdngendes vollstdndiges regu- 

lares Schema der Dimension 1. Weiterhin ist OE G = a/mZ. 

X(C) ist als orientierbare zusammenh&ngende vollst&ndige 

semialgebraische Mannigfaltigkeit der Dimension 2 isomorph 

zu einem Mo-P € IN, (in der Notation von [Mn]). Indem man 

X als verzweigte Uberlagerung von rp! realisiert, erhalt 

man mit Hilfe der Hurwitz-Formel: 2-2p = x(X(C)) = 2-2g, 

wobei g das Geschlecht von X ist. Somit hat man 

H°(x(c),G) = G, H'(x(c),G) = 679, H2(x(C),G) = G, 

H1(x(C),G) = 0 fiir i >2. Nach SGA 4, IX, 4.7. und Xx, 4.3. 

ist ebenso H°(X,,,G) = G, H'(X,,,6) = G°9, H7(x,,,G) = 6, 

H*(xX,,G) = 0 fiir i>2. 

Nach (1) aus dem Beweis von B) ist a! (X.,-F) > H! (x E*F) 
sa’ 

a . ] _ 1 * . 1 
injektiv. Da #H (Xo4-F) = +H (Xoare F), ist H (XopF) > 

a! (xX 3 e*F) bijektiv. Es ist noch zu zeigen, daB H?(X_)F) 

> H? (x 4/€*F) ein Isomorphismus ist. 

Man wahle ein x €x(C). Sei j :U =x {x} +x die Inklusion 

und sei K = Jot *F- Man hat die beiden Spektralsequenzen 

ea ~ HP (Xo RA ogg X) ~ BPTI (Ug) 

eprT = P(x RTGS ,e*K) = HP*d(y 4, e*K). 

Man hat einen Morphismus zwischen diesen beiden Spektral- 

secuenzen, der auf den EB’ c-termen gegeben ist durch die 

zZusammensetzung der beiden Abbildungen BP (xo. ROG K)> 
ets



- 220 - 

Pp #pd- Pp qs * H (Xoare R Jore®? ~ #H (XoaR Joa,t K). Also hat man das 

kommutative Diagramm 

0,1 _ 0 1, 4, 42 2 . _ p20 
EQ = HW (Keer R Joe, K! W(X Jetak) = Fo 

| |= 
0 apts 2 es 

H (Xoark R JoreX) H (Xoaré JotaX) 

v| |s 
0,1 _ .,0 1. . 2 ; ee) = p10 

Ey = H(Xs4-R 35a, 6"%) a5 Ho (Xcardsay® K} ED 

Es sind u und s Isomorphismen. Nach (8) aus dem Beweis 

von $8) ist v ein Isomorphismus. In einer Spektralsequenz 

0,1 42 _2,0 
2 ~» Ee’, hier also hat man die exakte Sequenz E 

,e*K). Aus 
Oo 1. * , W2 * 2 

H (Xo4°R Jeane K) H™ (X &*K) H (Usa 
sa’Jsas 

der Poincaré-Dualitat folgt H? (U4, &*K) = 0. Also ist 

O 1. « 2 , * vas . 
H (xX, rR Joaxé K) ~ H (Xoaqrd €*K) surjektiv und somit 

a Sax 

etetet 

,e*F) ’ ist 

ist auch r surjektiv. Es ist F j *P = Jotak ein 

. 2 _ 2 
Isomorphismus. Da 4H (XoerF) = +H (Xo 

H? (X40 F) > H7 (x. ,€*F) ein Isomorphismus. 
a 

(III)Seien f :X ~S ein eigentlicher Morphismus von Sche- 

mata und F eine Torsionsgarbe auf Xop° Dann ist 

etR'f | F + R'E 
etx s 

e*F ein Isomorphismus. 
* t a 

Beweis: 

Der Beweis folgt durch vollstandige Induktion nach der 

relativen Dimension max{dim f (s)\s €S(C)}. Nach (I) 

und (II) gilt (III), wenn die relative Dimension <1 

ist. (III) gelte fiir die relative Dimension <n. Nach (I) 

ist noch zu zeigen 

(*) Seien Z ein vollstadndiges Schema der Dimension <n
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und F eine Torsionsgarbe auf Zo Dann ist H(z. F) te 

4 HT (Zz .e*F) ein Isomorphismus ftir jedes q €IN,- 

Man betrachte das kommutative Diagramm aus dem Beweis 

von (II) aus 8). (*) folgt aus (1), (2) und (4). 

(IV) Sei 1:x -a™ ein etaler Morphismus. Seien t eine 

Koordinatenfunktion auf a”, 3 :X ~v(1l*(t)) +X die 

Inklusion und F die konstante Garbe auf (X SV(L*(E))) oy 

zu einer endlichen abelschen Gruppe G. Dann ist 

+. +. . . 
* * e*R Jota? oR Joan’ F ein Isomorphismus. 

Beweis: 

OE ist G = 2/mz. Es ist schon bewiesen, da& e*R7j 0. F > 

RW 5 ne*F ein Isomorphismus ist fiir q €{0,1}. Nach 

SGA 4, XVI, 3.7. ist R75 04,7 = 0 ftir q>1. Es gentigt 

also folgendes einzusehen 

(*) Seien M eine reindimensionale semialgebraische Man- 

nigfaltigkeit und Y eine abgeschlossene semialge- 

braische Teilmenge von M, die ebenfalls eine rein- 

dimensionale Mannigfaltigkeit ist. Dann ist 

Rd5 kK = 0 fiir q € {O,dimM - dimyY - 1}, wobei 

} :M~Y-+M die Tnklusion und K die konstante Garbe 

auf M~Y zu der Gruppe G ist. 

Begriindung von (*): 

Gegeben sei ein q+dimM - dimY - 1. Auf M hat man die 

Prdacarben P, Ur»H4(U,G) und Q, Ur»HT(uU \Y,G). Der zu dem 

kanonischen Prdagarbenmorphismus P +Q assoziierte Garben- 

morohismus P#* 4Q* ist surjektiv, denn: Sei V eine offene
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semialgebraische Teilmenge von M. Man w&ahle eine simulta- 

ne Triangulierung von V und Y NV, so da& die Sterne der 

Ecken, die in Y NV liegen, Y NV itiberdecken. Sei L der 

Stern einer Ecke e, die in YNV liegt. YNL ist der Stern 

von e in der Triangulierung von Y NV. Deshalb ist 

HS (Y nL,G) =O fiir i+dimyYy. (A; bezeichnet die i-te Ho- 

mologiegruppe mit abgeschlossenem Trager). Aus der exak- 

ten Sequenz 

oee cH NL,G) 7H, (L,G) oH, (L ~Y,G) 7H NL,G) >... 

folgt, daBg H(L,G) 7H (L SY,G) surjektiv ist flir r #dim Y+1. 

Die Poincaré-Dualitadt gibt das kommutative Diagramm 

(n := dimM): 

H” (L,G) ———+H_, (1,6) 

| | 
L o 

H” (L ~Y¥,G) ————~ Hori (LSY,G). 

Also ist H4(L,G) + H2(L\yY,G) surjektiv. 

(V) Seien f :X +S ein beliebiger Morphismus von Schemata 

und F eine Torsionsgarbe auf Xot- Dann ist 

+ + * * . . 
E*R ote? ~ R fan’ F ein Isomorphismus. 

Beweis: 

Der Beweis erfolgt durch vollstandige Induktion nach dim xX. 

(V) gelte, wenn dim xX <n. 

i) Seien f :X-~+S eine offene Immersion, wobei X regular 

und n-dimensional ist und £(X) @icht in S ist, und 

F die konstante Garbe auf Xap 2U einer endlichen 

abelschen Gruppe. Dann ist e*R*f£ FORE e*F 
ets sa*
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ein Isomorphismus. 

Beweis: 

Es gibt ein kommutatives Diagramm 

oo! 
xX ——_—>. $ 

f£ 

wobei Z ein reguldres Schema, p ein projektiver Morphismus 

und h eine offene Immersion ist, so daB Z2~h(X)°' ein Divisor 

mit normal crossings ist. Nach (1), (2) und (III) geniigt 

es zu zeigen, daB e*R ho F > Rh. etF ein Isomorphismus 

ist. OE gibt es einen etalen Morphismus 1:2 oa”, so das 

Z~nA(X) = V(L*(t,)) U... uv(L*(ti)), wobei tyre eer th Koor- 

dinatenfunktionen von A” sind. Sei h; die durch h gegebene 
m-i 

offene Immersion X 9Z~ U V(i* (ty )) ftir i = 1,...,m-1. 

Man setze An := h. Durch vollstandige Induktion nach i 

wird gezeigt, das e*R (h.) 
+ 

«FP ei - i et,* +R (hed ca,e F ein Isomor 

phismus ist. Fir i = 1 folgt dies aus (IV). Sei 

*eot + * . . vs . 
e*R (hy) ot, F > R (hy) oa,e F ein Isomorphismus ftir ein 

r€{1,...,m-1}. Sei 3 die offene Immersion 
m-r m-r-1 

Z~ uo VF (t,)) 7 2s Uo Vv(l* (t,)), wenn ré€{1,...,m-2}, 
k=1 k k= k 

beziehungsweise ZNV(1*(t,)) +2, wenn r = m-1. Nach (2) 

gentigt es im Induktionsschrittzu zeigen, daB 

+. + +. + 
* >» * ; _ e*R Jar, (R (he) oeeF) R Soave (R (hy) oeaF) ein Isomor 

phismus ist. Sei L die konstante Garbe auf 
m-r 

(Z~ U V(LE(t dd oy zu derselben Gruppe, die F definiert. 

. _ ‘ . + + * 
Es ist F (Ae) ot L. Den Morphismus L ~R Che) tak (hy) ot L 

= R*(h_) ret F erganze man zu einem ausgezeichneten Dreieck 
*
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: + 
in D ((Z ~ V(L*(t,))) OY) 

R'(h_)_. F 
r’ ets 

OQ 7 

K 

  

m- n-r 
Sei i:Y = (2~ UV V(LF(t,))) NA(X) 2 ZN OU V(1*(t,)) 

= k=1 
die Inklusion. Es ist dim Y <n und somit ist 

+,. + +). +. : * a3 . - * _ 
e*R (jj i) oe, (R i,,*%) >2R i) sae (R io4*X) ein Isomor 

phismus. Nach (3) und da K ~ Rvi, Ri. *K ein Isomor- 
t t 

phismus ist (denn der Trager von H7(K) ist in Y enthalten 

fur jedes q€2Z), ist e*R 544, > RT5 e*K ein Isomorphis- 
sax 

mus. Nach (IV) ist e*R j L- RG é*L ein Isomorphismus. 
etx Say 

ii) Seien f :X +S eine offene Immersion, wobei X n-dimen- 

sional und f£(X) dicht in S ist, und F die konstante 

Garbe auf Xo, 2u einer endlichen abelschen Gruppe. 

. + 
x Dann ist ¢e*R Fat 

+ * : : 
~ R f saxe F ein Isomorphismus. 

Beweis: 

OE ist X reduziert. Seien Y der singuldre Ort von X und 

i:¥ +-X und j :X ~Y¥ +X die Inklusionen. Man hat ein aus- 

) gezeichnetes Dreieck in D* (x, 

F ————-—> L 

XS 
K 

: : + + 
Nach (3) und i) ist ¢e*R fot? >» R fs 

t 

+. +. 
c= * : R Jot,® Jet F 

ase’ ein Isomorphis- 

mus. Nach Induktionsvoraussetzung ist e*R’ (£+i) 3, (Rig, *K) 

+ . +. . . 
+R (fei) -4,6*(R io,*%) ein Isomorphismus. Nach (3) und



- 225 - 

da K #R°i R'i_.*K ein Isomorphismus ist (denn der Trd- 
etx et 

ger von Ho? (x) ist in Y enthalten fiir jedes q €27), ist 

e*R'E Ko Rte e*K ein Isomorphismus. 
etx sax = 

iii) Seien f :X +S ein affiner Morphismus, wobei dim X=n, 

und F eine Torsionsgarbe auf Kote Dann ist 

+ : . 
e*R £ Fo RE e*F ein Isomorphismus. 

et* Sax 

Beweis: 

Wie im Beweis von (I) ist OE F die konstante Garbe auf 

Xot zu einer endlichen abelschen Gruppe. Man hat ein 

kommutatives Diagramm 

x L 

  

XY 

£ D 

S 

wobei p projektiv, i eine offene Immersion und i(X) dicht 

in ¥Y ist. iii) ergibt sich nun aus (1), (2), (III) und 

ii). 

iv) Seien £ :X +S ein Morphismus von Schemata, wobei 

dim X =n, und F eine Torsionsgarbe auf Xote Dann 

. + + : . 
ist e*R £ FoRE e*F ein Isomorphismus. 

etx Sax 

Beweis: 

Seien Xyr eee Ky affine Zariski-offene Teilmengen von X, 
x 

die X tiberdecken. Man hat den Morphismus g: JL X, > X. 
i=1 

iv) folgt aus (4) und iii).
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