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Kapitel 0

Einleitung

Das Ziel dieser Arbeit ist der Vergleich verschiedener Brownscher Darstellbarkeitssitze
in triangulierten Kategorien hinsichtlich ihrer Beweise und Anwendungsmoglichkeiten.
Diese Sétze geben Kriterien dafiir an, wann ein kontravarianter Funktor auf einer trian-
gulierten Kategorie darstellbar ist.

0.1 Fragestellung

Eine triangulierte Kategorie .7 ist eine additive Kategorie mit einer zusatzlichen Struk-
tur: es gibt eine Auto-Aquivalenz ¥ und eine Klasse exakter Dreiecke, d.h. Diagramme
der Form

xLyszhex
Diese exakten Dreiecke haben dhnliche Eigenschaften wie exakte Sequenzen in abel-
schen Kategorien, so ist z.B. in obigem exaktem Dreieck das Objekt X ein schwacher
Kern von g und 7 ist ein schwacher Kokern von f.

Ein kontravarianter Funktor H : .7° — b heildt darstellbar, wenn er isomorph zu
einem Hom-Funktor ist, d.h. es gibt ein Objekt X € .7 und einen natiirlichen Isomor-
phismus

¢:Homg(—, X) > H

Sei 7 eine triangulierte Kategorie und H : .7 — @b ein darstellbarer Funktor. Wir
nehmen weiterhin in dieser Arbeit an, dass .7 unter Koprodukten abgeschlossen ist.
Dann hat H die folgenden Eigenschaften:

1. H ist kohomologisch, d.h. ein exaktes Dreieck in .7 von der Form
xLy%zhex
wird auf eine exakte Sequenz

H(X) H(Y)



von abelschen Gruppen abgebildet.

2. H bildet Koprodukte auf Produkte ab, d.h. fiir Objekte X; € .7 (i € I, I eine
beliebige Indexmenge) ist die kanonische Abbildung

H(Tx) - [[HX)

iel il
ein Isomorphismus.

Wir beschiftigen uns in dieser Arbeit mit der Frage, wann die Umkehrung dieser Aus-
sage gilt, d.h. wann ein Funktor H : .7 — /b, der 1. und 2. erfiillt, darstellbar ist. Die
in dieser Arbeit untersuchten Darstellbarkeitssidtze (Theorem 3.2.1, Theorem 3.4.3 und
Theorem 4.1.5) haben daher alle die folgende Form:

0.1.1 THEOREM Sei 7 eine triangulierte Kategorie, die abgeschlossen unter Kopro-
dukten ist. .7 sei (in noch zu prdzisierender Weise) erzeugt von einer Menge von
Objekten T. Dann ist jeder Funktor H : 7°° — o, der 1. und 2. erfiillt, darstellbar.

0.2 Gliederung und wichtigste Ideen

Zur Struktur dieser Arbeit und zu den wichtigsten Beweisideen und Ergebnissen ist
folgendes zu sagen:

Im ersten Kapitel werden Grundlagen aus den Bereichen der Kategorientheorie (Ab-
schnitt 1.1) und der Mengenlehre (Abschnitt 1.2) wiederholt. AuRerdem werden tri-
angulierte Kategorien und Homotopie-Kolimites eingefiihrt und die wichtigsten Eigen-
schaften erlautert (Abschnitt 1.3). Es gibt verschiedene Arten, auf die eine triangulierte
Kategorie von einer Menge von Objekten 7' C .7 erzeugt sein kann. Die entsprechenden
Begriffe werden in Abschnitt 1.4 definiert.

Die Frage nach der Darstellbarkeit von Funktoren ist in der Topologie bereits 1962 fiir
die Homotopiekategorie der CW-Komplexe mit Basispunkt gelost worden. In [Br1] hat
E.H. Brown den nach ihm benannten Brownschen Darstellbarkeitssatz bewiesen. Dieser
Satz wird in Kapitel 2 wiedergegeben. Die Idee von Browns Beweis ist die explizite Kon-
struktion eines darstellenden Objekts aus einer erzeugenden Menge (im topologischen
Fall die Menge der Sphéren {S"},,.cn).

Browns Beweis ist die Grundlage fiir die Beweise aller in Kapitel 3 behandelten Darstell-
barkeitssatze. Wir untersuchen dabei die Resultate von A. Neeman ([Nel] und [Ne2])
sowie H. Krause ([Kr2]) und vergleichen die Beweise.

In allen Féllen wird das einen Funktor H : 7 — b darstellende Objekt X als
Homotopie-Kolimes einer Folge

Xo—=> X1 = Xog— -+



konstruiert, wobei die X; im Wesentlichen aus Koprodukten der erzeugenden Objekte
t € T entstehen. Die Funktoren Hom(—, X;) approximieren dabei den Funktor A immer
besser, bis schlielich Hom(—, X) — H ein Isomorphismus ist.

Diese prinzipielle Strategie des Beweises ist in den drei behandelten Darstellbarkeits-
sitzen gleich. Daher werden die identischen Teile auch nur beim Beweis von Neemans
Darstellbarkeitssatz fiir kompakt erzeugte Kategorien [Nel] in Abschnitt 3.2 angegeben.

Neemans Darstellbarkeitssatz fiir wohl erzeugte Kategorien [Ne2] und Krauses Darstell-
barkeitssatz fiir perfekt erzeugte Kategorien [Kr2] verallgemeinern dieses Resultat. Die
verwendeten Techniken iiberschneiden sich, denn in beiden Fillen spielt die Analyse
von Funktorkategorien eine wichtige Rolle. Diese Siatze werden in den Abschnitten 3.3
und 3.4 behandelt.

In Abschnitt 3.5 werden die Anwendungsbereiche der drei Darstellbarkeitsséatze vergli-
chen. Es stellt sich heraus, dass Krauses Darstellbarkeitssatz auch den zweiten Satz von
Neeman verallgemeinert. Wir arbeiten den Beweis im Detail heraus und vergleichen ihn
mit einem weiteren Ergebnis von Krause. Dabei wird auch der Zusammenhang mit zwei
verschiedenen Definitionen einer wohl erzeugten Kategorie untersucht.

Der in Kapitel 4 behandelte Darstellbarkeitssatz von J. Franke unterscheidet sich in
zweifacher Hinsicht von den bisher behandelten Sétzen. Einerseits sind stark erzeugte
Kategorien nicht so leicht mit den in Kapitel 3 behandelten Kategorien vergleichbar.
Andererseits ist auch der Beweisansatz ein anderer.

Wahrend Neeman und Krause das darstellende Objekt direkt konstruieren, geht Fran-
ke einen anderen Weg. In den Voraussetzungen seines Darstellbarkeitssatzes wird die
Existenz von essentiell kleinen triangulierten Unterkategorien ¢'(x) C .7 (fiir geniigend
viele geniigend grol3e Kardinalzahlen «) gefordert, die die Bedingung

card(Homg(t, X)) <k Vt e TVX € € (k) (%)

erfilllen. Zum Beweis der Brownschen Darstellbarkeit werden dann fiir ¥ := ¢'(x) ein
Funktor ]i]; . TP — b und ein natiirlicher Isomorphismus ¢ : ]i]; — H konstruiert.
Dabei ist PE selbst a priori kein Hom-Funktor, sondern ein Kolimes von Hom-Funktoren
{iber einer aus €y hervorgehenden Indexkategorie. Es wird also nicht explizit ein dar-
stellendes Objekt konstruiert.

Diese Konstruktion wird in den Abschnitten 4.1-4.4 diskutiert. In Abschnitt 4.5 geht es
um die Verbindung mit einem Resultat aus [Hel], das die urspriingliche Frage schliel3lich
auf das Problem zuriickfiihrt, eine Losungsmenge fiir H zu finden. Das ist fiir den zu H
natiirlich isomorphen Funktor Hy jedoch leicht moglich.

In Abschnitt 4.6 werden Frankes Resultate in Beziehung zu Kapitel 3 gesetzt. Da Frankes
Beweis nur schwer mit Neemans und Krauses Beweisen zu vergleichen ist (abgesehen
von der Verwendung von grundlegenden Fakten wie dem Yoneda-Lemma), wird an die-
ser Stelle der Zusammenhang zwischen den Voraussetzungen der Darstellbarkeitssitze
untersucht. Wir erldutern hier ein weiteres Ergebnis von Krause, das eine Verbindung



zwischen der Kardinalitidtbedingung (x) und Neemans wohl erzeugten Kategorien zieht.
Daraus folgern wir anschlieend einen Zusammenhang zwischen Neemans und Frankes
Resultaten.

In den jeweils letzten Abschnitten der Kapitel 3 und 4 werden schlieRlich einige Bei-
spiele fiir Kategorien angegeben, in denen sich die Darstellbarkeitssdtze anwenden las-
sen. Die Beispiele stammen einerseits aus der Algebraischen Topologie, andererseits aus
dem Bereich der derivierten Kategorien, die u.a. in der Algebraischen Geometrie und
der Darstellungstheorie Anwendungen haben.

0.3 Danksagung

Ich danke an dieser Stelle Professor Jens Hornbostel dafiir, dass er mein Interesse an der
Topologie und Kategorientheorie geweckt hat, sowie fiir seine freundliche, geduldige
und kompetente Art, mich bei der Entstehung dieser Diplomarbeit zu betreuen.

Ich danke meinen Eltern dafiir, dass sie mir das Studium der Mathematik ermoglicht
und mich dabei in jeder Hinsicht unterstiitzt haben.

Mein Dank gilt auch Judith, Monika, Nicolas und Sebastian fiir ihre Unterstiitzung in
der letzten Phase meiner Diplomarbeit.



Kapitel 1

Grundlagen

1.1 Kategorientheoretische Grundlagen

Da die wesentlichen Teile dieser Arbeit die Sprache der Kategorientheorie verwenden,
werden hier einige grundlegende Begriffe der Kategorientheorie wiederholt, insbeson-
dere die Definition eines darstellbaren Funktors und das Yoneda-Lemma. Aul’erdem
werden Konventionen bzgl. Begrifflichkeiten und Notation eingefiihrt.

Kategorien haben in dieser Arbeit grundsatzlich kleine Hom-Mengen (-Gruppen, etc.),
d.h. die Morphismen zwischen zwei Objekten bilden stets eine Menge.!

Sollten Kategorien vorkommen, in denen das nicht der Fall ist (d.h. in denen es zwei Ob-
jekte gibt, sodass die Morphismen zwischen diesen eine echte Klasse bilden), dann wird
gesondert darauf hingewiesen. Solche ,Kategorien“ werden nach [ML] Metakategorien
genannt (Metakategorien sind also eine Verallgemeinerung von Kategorien).

Die Notation X € ¥ bedeutet, dass X ein Objekt in der Kategorie ¥ ist (unabhéngig
davon, ob ¥ klein ist oder nicht, s. Def. 1.1.1).

1.1.1 DErFINITION Eine Kategorie heil3t klein, wenn ihre Objekte eine Menge bilden.
Eine Kategorie heil3t essentiell klein, wenn sie dquivalent zu einer kleinen Kategorie ist.
Das ist genau dann der Fall, wenn die Isomorphieklassen von Objekten der Kategorie
eine Menge bilden, denn man kann dann eine dquivalente kleine Kategorie betrachten,
die je Isomorphieklasse genau ein Objekt besitzt. Mit dieser kleinen Kategorie sind dann
die iiblichen kategorientheoretischen Operationen wie Produkte und Koprodukte auch
iber alle Objekte der Kategorie moglich.

1.1.2 DEFINITION Sei % eine Kategorie.
Ein Funktor F' : ¥ — SETS heil3t darstellbar, wenn es ein Objekt Y € % und einen
natiirlichen Isomorphismus F' = Homg (Y, —) gibt.

vgl. [ML, Abschnitt 1.8].



Analog dazu nennt man einen kontravarianten Funktor F' : ¥ — & darstellbar, wenn
es ein Objekt Y € ¥ und einen natiirlichen Isomorphismus F' = Homg(—,Y") gibt.

1.1.3 BEMERKUNG Unter Brownscher Darstellbarkeit versteht man das Angeben von
allgemeinen Kriterien, unter denen (i.A. kontravariante) Funktoren darstellbar sind. E.
H. Brown hat in den 1960er Jahren Funktoren TOPcw,. — SETS, (s. [Brl]) bzw.
Funktoren auf etwas allgemeineren Kategorien (s. [Br2]) auf ihre Darstellbarkeit unter-
sucht. Seine Ergebnisse werden in Kapitel 2 kurz zusammengefasst.

Im Hauptteil dieser Arbeit (Kapitel 3 und 4) werden Funktoren 7 — .o untersucht,
wobei .7 eine triangulierte Kategorie mit gewissen Zusatzbedingungen ist. Weil die sta-
bile Homotopiekategorie von CW-Spektren trianguliert ist und die Bedingungen der in
Kapitel 3 untersuchten Darstellbarkeitssdatze (ndmlich A. Neemans [Nel] bzw. [Ne2]
und H. Krauses [Kr2]) erfiillt (s. Abschnitt 3.6), kann man Browns Resultat auch daraus
folgern. Daher verallgemeinern diese beiden Satze das topologische Problem auf eine
abstrakt kategorientheoretische Aussage.

Ein sehr wichtiges Werkzeug fiir die Untersuchung von darstellbaren Funktoren ist das
Yoneda-Lemma. Dazu benétigt man Funktorkategorien.

Sei ¢ eine Kategorie, © € ¥ ein Objekt und H : ¥ — SETS ein (kovarianter) Funk-
tor. Die Funktorkategorie Fun(%,SETS) = SETS? hat als Objekte alle Funktoren
¢ — SETS und als Morphismen die natiirlichen Transformationen « zwischen je zwei
dieser Funktoren.? Insbesondere sind die Funktoren Homy(x, —) und H Objekte in der
Funktorkategorie. Das Yoneda-Lemma besagt nun, dass eine natiirliche Transformation
zwischen diesen beiden Funktoren bijektiv einem Element von H () zuzuordnen ist:

1.1.4 SATZ (YONEDA-LEMMA) [ML, S.61]
Sei ¢ eine Kategorie, x € € ein Objekt und H : ¥ — SETS ein Funktor. Dann ist die
Abbildung

y : Hompyy g sers)(Homg (2, =), H) — H(x), (o :Homy(x, —) = H) — a”(1;)
ein Isomorphismus von Mengen.

1.1.5 KOROLLAR Seien x,y € %. Dann ist jede natiirliche Transformation zwischen
darstellbaren Funktoren « : Homg(x, —) — Homy(y, —) induziert durch eine eindeutig
bestimmte Abbildung f : x — y, d.h. & = Homg/(f, —).

1.1.6 BEMERKUNG

e Man kann die Zielkategorie SETS auch durch eine beliebige Kategorie Z er-
setzen, deren Objekte Mengen sind, z.B. die Kategorie der abelschen Gruppen
/b = Mod(Z).

2Ist ¢ keine kleine Kategorie, dann bilden auch die Morphismen in SETS? i.A. keine Menge mehr,
d.h. es handelt sich um eine Funktor-Metakategorie. Die natiirlichen Transformationen von einem Hom-
Funktor zu einem anderen Funktor bilden jedoch immer eine Menge, vgl. [ML, Abschnitt II1.2].



e Es gibt auch eine analoge kontravariante Version: Sei H : ¥ — SETS und
x € €. Dann ist auch

Hompu"(%ﬂomsETs)(HOmag(—, l‘), H) — H(X)
ein Isomorphismus, und analog gilt auch das Korollar.

e Die kontravariante Version wird in jedem Beweis eines Brownschen Darstellbar-
keitssatzes explizit oder implizit in der folgenden Form verwendet: Fiir jeden
Funktor H : ¥ — % und jedes Objekt = entspricht ein Element von H(z)
genau einer natiirlichen Transformation von dem durch = dargestellten Funktor
Homg (—, z) zum Funktor H.

1.2 Ordinal- und Kardinalzahlen

An dieser Stelle werden kurz die in dieser Arbeit verwendeten mengentheoretischen
Begriffe Ordinal- und Kardinalzahl erlautert. Wir beziehen uns dabei auf [Cie, Kapitel
4-5] sowie fiir die letzte Definition auf [Ne2, Abschnitt 3.1].

Ausgehend von der Definition der natiirlichen Zahlen 0,1,2,... als Mengen
0,{0},{0,{0}},... (wobei n + 1 := nU {n} = {0,1,...,n} gilt?), kann man die
Ordinalzahlen als Verallgemeinerung ansehen:

1.2.1 DEFINITION Eine Menge « heil3t Ordinalzahl, wenn gilt:

(A,) bEa = fCa

(B,) «ist total geordnet: 5,7 € « = [ =~ oder 5 € yoder vy €

(C,) Jede Teilmenge hat ein kleinstes Element: ) # BC o = Iy B:yNB =1

Jede natiirliche Zahl n = {0,1,...,n — 1} erfillt diese Axiome und ist daher eine Ordi-
nalzahl. Die Menge N aller natiirlichen Zahlen ist ebenfalls eine Ordinalzahl, die auch
mit w bezeichnet wird.

Ebenfalls konsistent mit der Arithmetik der natiirlichen Zahlen sind die folgenden
Schreibweisen zur Vergleichbarkeit von Ordinalzahlen:

a<f & acp a<f & acCp

Jede wohlgeordnete Menge ist (ordnungs-)isomorph zu genau einer Ordinalzahl, sodass
man auch sagen kann: Eine Ordinalzahl ist eine Ordnungsisomorphie-Aquivalenzklasse
von wohlgeordneten Mengen. Da nach dem Wohlordnungssatz* jede Menge wohlgeord-
net werden kann, kann man somit auch (wenn man das Auswahlaxiom voraussetzt, wie
es in der heutigen Mathematik iiblich ist) jede Menge als Ordinalzahl auffassen.

3vgl. [Cie, Kapitel 3].
4[Cie, Satz 4.3.3]. Der Wohlordnungssatz ist iquivalent zum Auswahlaxiom und zum Zorn’schen Lem-
ma, vgl. auch [Bre, Theorem B.18].



1.2.2 BEISPIEL Neben den einzelnen natiirlichen Zahlen und w stellt auch der Ord-
nungstyp der wohlgeordneten Menge

{1-——|neNpu{y

eine Ordinalzahl dar, die sozusagen ,eine Zahl mehr“ als die natiirlichen Zahlen ent-
hélt (diese ,nichste Zahl“ entspricht nach obiger Definition der Zahl w, die das grof3te
Element von w + 1 = w U {w} ist).

Man kann nun die Summe von Ordinalzahlen als Konkatenation der jeweiligen wohlge-
ordneten Mengen definieren. Diese Operation ist i.A. nicht kommutativ!

1.2.3 DEFINITION Ist eine Ordinalzahl 5 von der Gestalt 5 = « U {a}, dann wird
sie Nachfolger-Ordinalzahl genannt und man schreibt auch § = « + 1 (was konsis-
tent mit der oben definierten Addition ist). Falls es kein solches « gibt, dann hei3t 3
Limes-Ordinalzahl.

1.2.4 BEISPIEL

e Alle natiirlichen Zahlen (auf3er 0) sowie die oben definierte Ordinalzahl w + 1 sind
Nachfolger-Ordinalzahlen.

e w ist eine Limes-Ordinalzahl, ebenso w + w.

1.2.5 DEFINITION Das Prinzip der transfiniten Induktion® funktioniert nun dhnlich wie
das der vollstandigen Induktion: Soll eine Aussage A(«) fiir alle Ordinalzahlen o < &
gezeigt werden, so geniigt es, die folgenden drei Aussagen zu zeigen:

o A(0)
o A(a) = A(a + 1) fiir beliebiges o < &
e Fiir jede Limes-Ordinalzahl \ < k gilt: A(a) Vo < A = A())

Nun kommen wir zu den Kardinalzahlen, die im Verlaufe dieser Arbeit eine noch gro-
Rere Rolle als die Ordinalzahlen spielen werden.

1.2.6 DEFINITION

1. Die Kardinalitdt einer Menge M ist die kleinste Ordinalzahl o, sodass es eine Bijek-
tion von Mengen M <> « gibt (unabhéngig von einer moglicherweise bestehenden
Ordnung auf M). Sie wird mit card(A/) bezeichnet.

2. Eine Kardinalzahl ist eine solche kleinste Ordinalzahl, d.h. eine Ordinalzahl x,
sodass k = card(M) fiir eine Menge M gilt.

Vgl. [Cie, Theorem 4.1.6].



1.2.7 BEISPIEL
e Alle natiirlichen Zahlen sowie X, := w sind Kardinalzahlen.

e Die Ordinalzahlen w + 1 und w + w sind keine Kardinalzahlen, da sie die gleiche
Kardinalitat wie w haben.

e Jede unendliche Kardinalzahl ist zwangsldufig eine Limes-Ordinalzahl (ansonsten
ware sie nicht die kleinste Ordinalzahl der gegebenen Kardinalitét).

Aufgrund des Satzes von Cantor® gibt es beliebig grof3e Kardinalzahlen. Ist eine Kardi-
nalzahl « gegeben, dann gibt es immer genau eine néchstgrofSere Kardinalzahl <.

1.2.8 DEFINITION Ist eine Kardinalzahl x« von der Gestalt k = o', dann wird
sie auch Nachfolger-Kardinalzahl genannt. Gibt es kein solches «, dann heilt s
Limes-Kardinalzahl.

Induktiv kénnen beliebig groRe Kardinalzahlen definiert werden:

No =w, Nl = (N0>+,
N = (Ry)T, Ry = U N, falls \ Limes-Ordinalzahl

a<<

Summe und Produkt zweier Kardinalzahlen werden als die Kardinalitdt der disjunkten
Vereinigung bzw. des Produktes von zwei Mengen der entsprechenden Kardinalitdten
definiert. Die Kardinalzahl »* ist definiert als die Kardinalitidt der Menge Homsgrs (), #).

1.2.9 Sarz [Cie, Proposition 5.2.1, Korollar 5.2.5, Theorem 5.2.13]
Es gelten die folgenden Regeln:

1. Addition und Multiplikation von Kardinalzahlen sind kommutativ.
2. Seien k,\ > Ny. Dann gilt k + X\ = k- A = max(k, \).
3. Fiir beliebige Kardinalzahlen r, \, i gilt: (k)* = k),

1.2.10 BEMERKUNG Es ist moglich, eine Indexmenge [ (z.B. fiir (Ko-)Produkte) als
eine Kardinalzahl « := card(/) (und damit auch als Ordinalzahl) zu betrachten. Insbe-
sondere kann man dann Teilindexmengen der Form {« < k} betrachten, wobei k¥ < &
irgendeine kleinere Ordinalzahl ist.

Die wichtigste Definition ist die folgende:

1.2.11 DEFINITION Eine Kardinalzahl « heil3t singuldr, wenn sie als Summe von weni-
ger als « Kardinalzahlen, die jeweils kleiner als « sind, geschrieben werden kann. Wenn
dies nicht moglich ist, heil3t sie regular.

SFiir jede Menge X gilt card(X) < card(P(X)), s. [Cie, Theorem 5.1.6].
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1.2.12 BEMERKUNG Anders gesagt: Wenn « eine reguldre Kardinalzahl ist und (M,,).<#
weniger als x Mengen (d.h. Kk < k) mit card(M,) < k (Va < K) sind, dann gilt
card(J,.= Ma) < r (wobei | die disjunkte Vereinigung ist, d.h. das Koprodukt in
SETS).

In dieser Umformulierung wurde von der oben angesprochenen Konvention, Indexmen-
gen als Kardinalzahlen und ihre Elemente als Ordinalzahlen zu interpretieren, Gebrauch
gemacht. Diese Notation wird auch in Kapitel 4 benutzt, in dem es um Frankes Version
des Brownschen Darstellbarkeitssatzes in [Fra] geht.

1.2.13 BEISPIEL

e N, ist reguldr, denn eine endliche Summe natiirlicher Zahlen ist wiederum eine
nattirliche Zahl (und somit endlich).

e Jede unendliche Nachfolger-Kardinalzahl ist regulér.”

o X, =5 " N, istsinguldr.

Die Regularitit von X, kann man also auch so formulieren: Endliche disjunkte Vereini-
gungen endlicher Mengen (d.h. Koprodukte in SETS) sind endlich.

Die Regularitédt der unendlichen Nachfolger-Kardinalzahl X; wiederum besagt: Abzihl-
bare Koprodukte abziahlbarer Mengen sind wieder abzahlbar.®

1.3 Triangulierte Kategorien

Die zentralen Kapitel dieser Arbeit (Kapitel 3 und 4) beschiftigen sich mit verschiede-
nen Varianten des Brownschen Darstellbarkeitssatzes in triangulierten Kategorien. In
diesem Abschnitt werden die Definition und einige grundlegende Eigenschaften von
triangulierten Kategorien zusammengefasst.

Triangulierte Kategorien wurden urspriinglich von Puppe und Verdier (unabhingig von-
einander) in den 1960er Jahren eingefiihrt und haben ihre Wurzeln in der algebraischen
Geometrie und der Homotopietheorie. Die Einfiihrung in diesem Kapitel folgt in vielen
Punkten dem Buch von A. Neeman iiber triangulierte Kategorien ([Ne2]). Als einfiih-
rende Literatur liber triangulierte Kategorien sind aulerdem [Hap, Kap. 1], [Kr3, Kap.
2 und 3] und [Wei, Kap10] zu nennen.

Triangulierte Kategorien zeichnen sich durch die Existenz sogenannter exakter Drei-
ecke aus, die dhnliche Eigenschaften wie exakte Sequenzen® in abelschen oder exakten
Kategorien!® haben. Diese Dreiecke (engl. triangles) setzen einen sogenannten Suspen-

7Zum Beweis s. [Ne2, Abschnitt 3.1] oder [Cie, Theorem 3.3.5].
8Abzihlbar bedeutet hier eine Kardinalitit < N, d.h. entweder endlich oder abzihlbar unendlich.
°Insbesondere die fiir die algebraische Topologie zentralen langen exakten (Ko-)Homologie- bzw. Ho-
motopiesequenzen von abelschen Gruppen.
10Exakte Kategorien sind eine Verallgemeinerung abelscher Kategorien, in der nicht alle Kerne und
Kokerne existieren miissen.
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sionsfunktor ¥ voraus, der eine Auto-Aquivalenz der zugrundeliegenden Kategorie sein
muss.

Die bekanntesten Beispiele fiir triangulierte Kategorien sind derivierte Kategorien von
abelschen oder exakten Kategorien D(<7) sowie die stabile Homotopiekategorie SH.
Der Suspensionfunktor ist im ersten Fall induziert vom Shift-(Verschiebe-)Funktor auf
Kettenkomplexen und im zweiten Fall induziert durch den topologischen Suspensions-
funktor.

Die folgende Definition einer triangulierten Kategorie ist aus [Wei, Definition 10.2.5],
wobei die Notation der exakten Dreiecke [Ne2] folgt.

1.3.1 DEFINITION Eine triangulierte Kategorie .7 = (.7,%) ist eine additive Kate-

gorie .7 zusammen mit einer additiven Auto-Aquivalenz ¥ : .7 = 7 (genannt
Translationsfunktor!!) und einer Klasse von exakten Dreiecken'?, d.h. Diagrammen der
Form

A—-B—-C—YA
sodass die folgenden vier Axiome erfiillt sind:
(TR1) e Sei A e .7,dann ist A 1 A = 0 = YA ein exaktes Dreieck.

e Die Klasse der exakten Dreiecke ist abgeschlossen unter Isomorphismen, d.h.
jedes Dreieck A — B — C' — XA, das (als Diagramm) isomorph zu einem
exakten Dreieck ist, ist ebenfalls exakt.

e Jeder Morphismus A - B in .7 lisst sich zu einem exakten Dreieck der Form
A% B — C — YA vervollstindigen.

(TR2) (Rotations-Axiom) Sei ein exaktes Dreieck wie folgt gegeben:
AL BSCB XA
Dann sind auch die folgenden beiden Diagramme exakte Dreiecke:

B 0% yA =2 yR Nl 2 oA s B o

(TR3) Seien zwei exakte Dreiecke

AL BSHCB A AB BSOS A
sowie Morphismen A 1y Aund B % B’ mit gu = u' f gegeben. Dann gibt es einen
Morphismus C' LN (', sodass das folgende Diagramm kommutiert:
A 5% B 5 C 5 YA
U R AR o/ )
A5 B 5S o 5 nA

1 Alternative Bezeichnungen sind Suspensions- oder Verschiebungs- (engl. shift-) Funktor.

12Diese werden auch ausgezeichnete Dreiecke (engl. distinguished triangles) genannt. Unter
(Kandidaten-)Dreiecken versteht man hingegen einfach ein Diagramm dieser Art, welches nicht zwangs-
ldufig die Axiome (TR1)-(TR4) erfiillen muss.
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(TR4) (Oktaeder-Axiom) Seien drei exakte Dreiecke der Form
A5 B3 X3 3%A
ASCHZ33A
B5C3Y3%B

gegeben, sodass w = vu gilt. Dann existieren Morphismen X L Zund 7z % Y,
sodass

x4z gy 2 oy
ein exaktes Dreieck ist und die folgenden Bedingungen erfiillt sind:
wa f = us gy = vy fuy = wv V9g = 2(u)ws

Anders gesagt, das folgende Diagramm kommutiert und die dritte Spalte ist ein
exaktes Dreieck:

A %5 B & X e YA
| vl i |
A 5 Cc =B 7 = YA
ul | gl Yu |
B 5 C 3 Y = Y B
3(u1)ovs \ / 3 (u1)
X

Man kann dieses Diagramm auch dreidimensional zu einem Oktaeder anordnen,
daher hat das Axiom seinen Namen.

1.3.2 BEMERKUNG

e Es gibt verschiedene Varianten der Definition, die sich z.T. nur leicht unterschei-
den. Die Aquivalenz der Formulierungen ist meist leicht zu zeigen.

e Neeman definiert in [Ne2, Definition 1.3.13] ein vollig anderes Axiom (TR4’) an-
stelle von (TR4) und leitet dann das oben angegeben Axiom (TR4) in [Ne2, Pro-
position 1.4.6] daraus ab.

Triangulierte Kategorien haben vorteilhafte Eigenschaften, die sie in vielen Zusammen-
héngen dhnlich gut beherrschbar wie abelsche Kategorien machen.

1.3.3 LEMMA (GRUNDLEGENDE EIGENSCHAFTEN)
[Ne2, Lemma 1.1.6, Proposition 1.1.20, Remark 1.1.21, Prop. 1.2.1, Remark 1.2.2]
Sei (7,%) trianguliert.

1. Sei ein exaktes Dreieck A = B = C' = XA in einer triangulierten Kategorie .7
gegeben. Dann gilt vu = 0, wv = 0 und T'(u)w = 0. Aullerdem ist v ein schwacher
Kern von u und u ist ein schwacher Kokern von v.3

13Dies folgt direkt aus (TR1) und (TR3).
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2. ¥ vertauscht mit beliebigen Koprodukten: [[,.,(XXy) = E(]],c, X») fiir X, € 7
und beliebige Indexmengen A.

3. Es gilt die folgende Variante des Fiinferlemmas: Sei ein Morphismus von exakten
Dreiecken gegeben, d.h. ein kommutatives Diagramm

A 5 B 5 o & YA
I gl h | Xfl
A S5 B S oo 5 YA

in dem beide Zeilen exakte Dreiecke sind. Falls f und g Isomorphismen sind, dann
auch h.

4. Die Wahl der Vervolistindigung eines Morphismus A - B zu einem exakten Drei-
eck A% B — C — LA wie in (TR1) ist eindeutig bis auf Isomorphie. Das Objekt
C' wird der Kegel von f genannt und auch mit C(f) bezeichnet.

5. Produkte und Koprodukte exakter Dreiecke sind exakt.

1.3.4 DEFINITION

e Sei 7 eine triangulierte Kategorie, </ eine abelsche Kategorie und H : .7 — &
ein additiver Funktor. H heif3t homologisch, wenn er exakte Dreiecke in .7 auf
exakte Sequenzen in ./ abbildet.

e Ein kontravarianter additiver Funktor H : .7 — .o/ heilst kohomologisch, wenn er
als kovarianter Funktor H : .7° — of betrachtet ein homologischer Funktor ist.

1.3.5 BEMERKUNG Wegen (TR2) folgt daraus, dass fiir jedes exakte Dreieck der Form
A% B 5 C 5 YA eine (in beide Richtungen unendliche) lange exakte Sequenz in .o/
existiert:

H(u) H(v)

AW HB) Y 1) HRA) > -

H(Z w)
E—

= H(EZTO)

Daher kann man fiir einige Beweise das Fiinferlemma anwenden. Wenn H kontravariant
und kohomologisch ist, gibt es eine lange exakte Sequenz in die andere Richtung.

1.3.6 BEISPIEL Die Hom-Funktoren von .7 in die Kategorie @b der abelschen Grup-
pen sind die naheliegendsten Beispiele. Fiir jedes Objekt X € .7 sind die Funktoren
Hom (X, —) homologisch und Hom(—, X) kohomologisch.'*

1.3.7 DEFINITION Seien %7 und %, triangulierte Kategorien. Ein additiver Funktor
F . ¢ — % heilst trianguliert, wenn es einen in X natiirlichen Isomorphismus

dx : F(SX) > S(F(X)) gibt, sodass fiir jedes exakte Dreieck in ¢
XS5Y SZ5%8X

14[Ne2, Lemma 1.1.10, Remark 1.1.11]. Der Beweis ist elementar und benutzt die Axiome (TR1)-
(TR3).
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das folgende Dreieck in %, ebenfalls exakt ist:

F(u)

—= F(Y)

F(v)

F(Z) ¢XOF(w)

F(X) L(F(X))

Der natiirliche Isomorphismus ¢ entféllt in der Notation oft.

1.3.8 DEFINITION

1. Ein schwaches Pushout (bzw. Pullback) ist genau wie ein (gewohnliches) Pushout
(bzw. Pullback) definiert, nur dass die induzierten Abbildungen aus dem Pushout
heraus (bzw. in das Pullback hinein) nicht eindeutig sein miissen.

2. Sei .7 eine triangulierte Kategorie. In einem kommutativen Diagramm in .7 von

der Form
vy Lz
gl g
vy Lo

heif3t 7’ Homotopie-Pushout von (f,¢) und Y Homotopie-Pullback von (f/,¢’),
wenn es eine Abbildung ¢ : 7' — XY gibt, sodass

() ;

! !
Y—>Y’Hz<f’ g>,Z/ NY

ein exaktes Dreieck ist.

1.3.9 BEMERKUNG Homotopie-Pushouts bzw. -Pullbacks in einer triangulierten Kate-
gorie sind wegen Lemma 1.3.3 Punkt 1 genau die schwachen Pushouts bzw. Pullbacks
in dieser Kategorie.

1.3.10 DEFINITION

e Ist o eine Kardinalzahl, dann versteht man unter einem a-Koprodukt ein Kopro-
dukt mit einer Indexmenge der Kardinalitit < a.

e Sei a > N, eine unendliche Kardinalzahl. Eine triangulierte Kategorie .7 erfiillt
das Axiom (TR5(«)), wenn sie abgeschlossen unter a-Koprodukten ist, d.h. fiir
jede Menge A mit card(A) < « und fiir beliebige Objekte (X, € .77),ca existiert
das Koprodukt [, _, X, in 7.

e Eine triangulierte Kategorie .7 erfiillt das Axiom (TR5), falls .7 das Axiom
(TR5(«)) fiir alle @ > N erfiillt, d.h. alle Koprodukte in .7 existieren.

1.3.11 DEFINITION Sei .7 eine triangulierte Kategorie, die (TR5(X,)) erfiillt, und sei
eine Folge von Objekten und Morphismen in .7 gegeben:

XX Bx58. ..
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Der Homotopie-Kolimes dieser Folge ist der (bis auf Isomorphie eindeutige) Kegel der
Abbildung [, X; —% 12, X;, d.h. es gibt ein exaktes Dreieck der Form

]O_OIXZ- A shift, ﬁXi — hocolim X; — E(ﬁ X;)

i=0 i=0 i=0
Dabei ist unter der Funktion shift die direkte Summe der j; zu verstehen.

1.3.12 LEMMA (EIGENSCHAFTEN VON HOCOLIM)
[Ne2, Lemma 1.6.5, 1.6.6, 1.6.7, 1.7.1]

e Die Konstruktion des Homotopie-Kolimes vertauscht mit endlichen direkten Sum-
men.

e Der Homotopie-Kolimes der Folge X - X -5 X 2 -+ ist X.

e Der Homotopie-Kolimes der Folge X, 25X S X, S st

e Eine Folge von Objekten und Morphismen hat (bis auf Isomorphie) denselben
Homotopie-Kolimes wie jede unendliche Teilfolge (wobei die Abbildungen in der
Teilfolge durch Komposition der urspriinglichen Abbildungen entstehen).

Mit Hilfe von Homotopie-Kolimites kann man folgende Eigenschaft von triangulierten
Kategorien mit abzahlbaren Koprodukten beweisen.

1.3.13 SATZ [NeZ2, Proposition 1.6.8]

Sei . trianguliert und erfiille (TR5(X;)). Dann spalten alle Idempotente in .7 : Sei ein
Morphismus e : X — X in . mit ¢* = e gegeben. Dann gibt es ein Objekt Y sowie
Morphismen f : X - Y undg:Y — X mitgf =e und fg = 1y.

1.4 Triangulierte Unterkategorien und Erzeuger

Ein wichtiges Thema sind verschiedene Arten von Unterkategorien von triangulierten
Kategorien sowie verschiedene Arten des Erzeugens von solchen Unterkategorien.

1.4.1 DEFINITION (TRIANGULIERTE UNTERKATEGORIEN)

1. Eine volle Unterkategorie .# einer triangulierten Kategorie .7 heildt
triangulierte Unterkategorie, wenn sie abgeschlossen unter Isomorphismen,

Translationen sowie Kegeln ist, d.h. fiir jeden Morphismus A Jy B ist der Ke-
gel C(f), der f zu einem exakten Dreieck ergénzt, ebenfalls in .7.1°

SDiese Definition ist dquivalent dazu, dass die .7 selbst trianguliert ist, also (TR1) bis (TR4) erfiillt,
dass exakte Dreiecke in .7, deren Objekte in . liegen, auch exakte Dreiecke in .# sind, und dass .# in
Z abgeschlossen unter Isomorphismen ist. Alle Axiome bis auf die Abgeschlossenheit unter 3, Isomor-
phismen und Kegeln werden nimlich von .7 vererbt.
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2. Die triangulierte Hiille T einer Klasse von Objekten 7" in .7 ist die kleinste trian-
gulierte Unterkategorie von .7, die T' enthalt.

3. Eine triangulierte Unterkategorie . C .7 heil3t dick, wenn sie abgeschlossen un-
ter direkten Summanden ist, d.h. falls X = X; [[ X, und X € ., dann sind auch
X; und X, in . enthalten.

4. Die dicke Hiille (T')* einer Klasse von Objekten 7" in .7 ist die kleinste dicke Un-
terkategorie von .7, die T enthalt.®

5. Eine triangulierte Unterkategorie . C .7 heil3t lokalisierend, wenn sie dick und
abgeschlossen unter beliebigen Koprodukten (in .7) ist, d.h. falls X, Objekte in
& sind (A € A, A beliebige Indexmenge), sodass [[,., X\ € 7 existiert, dann ist
auch [[,., X\ € .Y

6. Sei T eine Klasse von Objekten in .7. Dann bezeichnet man mit (7") die
kleinste lokalisierende Unterkategorie von .7, die T enthilt, die sogenannte
lokalisierende Hiille von 7.

1.4.2 BEMERKUNG Es gilt fiir alle Klassen von Objekten 7" C 7:

T c (T)" c (T)

Im weiteren Verlauf werden verschiedene Arten von erzeugenden Mengen triangulierter
Kategorien eine Rolle spielen:

1.4.3 DEFINITION Eine triangulierte Kategorie .7 wird klassisch erzeugt von einer
Menge von Objekten T, wenn .7 die dicke Hiille von T ist, d.h. .7 = (T)".

1.4.4 DEFINITION Eine triangulierte Kategorie .7 wird erzeugt von einer Menge von
Objekten 7', wenn gilt: Aus Hom(7',x) = 0 folgt = 0. Anders gesagt, fiir jedes x # 0
gibt es einen nicht verschwindenden Morphismus ¢t — z mit ¢ € T

Eine solche Menge 7" wird Erzeugendensystem fiir .7 genannt.

Diese beiden Arten des Erzeugens hangen mit der lokalisierenden Hiille wie folgt zu-
sammen:

1.4.5 LEMMA Sei .7 eine triangulierte Kategorie mit (TR5) und T eine Menge von
Objekten mit T = T. Dann gilt:

1. Erzeugt T die Kategorie .7 klassisch (d.h. 7 = (T)"), dann gilt auch 7 = (T).
2. Wenn 7 = (T) gilt, dann erzeugt T bereits .7 (im Sinne von Def. 1.4.4).

16Dje Schreibweise (T)? ist nicht Standard und wird nur hier benutzt, um Verwechslungen mit der
triangulierten oder lokalisierenden Hiille zu vermeiden.

171st .7 eine triangulierte Unterkategorie von .7, die abgeschlossen unter Koprodukten ist, und erfiillt
7 aulderdem (TR5(X;)), dann ist . automatisch dick, denn Idempotente spalten (vgl. Satz 1.3.13 und
[Ne2, Remark 3.2.7]). Solange also das Axiom (TR5(R;)) erfiillt ist, kann in der Definition von ,lokali-
sierend” die Bedingung ,,dick” entfallen.
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3. Gilt 7 = (T)", dann wird 7 von T erzeugt.

Beweis.

1. (T) ist nach Definition dick und enthilt daher ()%, die dicke Hiille von T'. Aber es
gilt (T = 7, also ist auch (T) = 7.

2. Der Beweis dieses Punkts folgt [Ne2, Proposition 8.4.1].
Sei x € .7 mit Hom(7T,z) = 0. Sei . C .7 die volle Unterkategorie mit Objekten

Ob() :={s€ T |Vn€Z:Hom(X"s,z) =0}

. ist trianguliert: Die Abgeschlossenheit unter Isomorphismen und unter ¥ ist of-
fensichtlich und die Abgeschlossenheit unter Kegeln folgt daraus, dass der Funktor
Hom(—, z) kohomologisch ist. Aullerdem ist .7 lokalisierend (abgeschlossen unter
Koprodukten und direkten Summanden) und enthalt 7. Die kleinste Kategorie mit
diesen Eigenschaften ist (7), daher gilt (7') C .. Aus der Voraussetzung (7)) = .7
folgt damit . = (T') = 7. Daher ist in ganz .7 jede Abbildung nach x die Nullab-
bildung, auch die Identitét 1y, also gilt z = 0.

3. Die Aussage folgt direkt aus 1 und 2.
U

1.4.6 BEMERKUNG 1. Punkt 3 gilt auch ohne (TR5): Ist .7 die dicke Hiille von 7" und
gilt Hom(7', ) = 0, dann entsteht = aus Objekten von 7" durch Kegel, Translationen
und direkte Summanden.'® Weil Hom(—, ) additiv und kohomologisch ist, folgt
daraus Hom(z, z) = 0 und damit auch =z = 0.

2. Die Umkehrung von Punkt 2 gilt in den Féllen, die in Kapitel 3 behandelt werden,
ebenfalls, s. Korollar 3.2.3, Korollar 3.3.15 und Korollar 3.4.4.

Wenn eine triangulierte Kategorie .7 mit (TR5) kompakt erzeugt, wohl erzeugt
oder perfekt erzeugt ist, dann gilt fiir jede Menge von Objekten 7' C .7:

T erzeugt 7 & T =(T)

18ygl. Konstruktion im Beweis von [Ne2, Proposition 3.2.4, 3.2.5], hier: Bem. 3.3.4.
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Kapitel 2

Der klassische Brownsche
Darstellbarkeitssatz

Der erste bekannte Satz iiber die Darstellbarkeit von kontravarianten Funktoren in der
Topologie stammt von E. H. Brown. Er beweist in [Br1] zwei Fille, einen tiber endliche
CW-Komplexe und einen iiber beliebige CW-Komplexe. Wir zitieren hier nur die zweite
Aussage.

Sei TOPcw, die Kategorie der wegzusammenhdngenden CW-Komplexe mit Basis-
punkt, Ho(TOPcw,) ihre Homotopiekategorie und SETS, die Kategorie der punktier-
ten Mengen.

Brown stellt folgende Forderungen an einen Funktor H : Ho(TOPcw.,)” — SETS, auf.
e. (el) H(x) = * (wobei x der einpunktige Raum bzw. die einpunktige Menge ist).

(e2) Seien X;, Xy C X Komplexe mit gleichem Basispunkt, sodass (X;, X; N X5)
und (X, X; N X,) jeweils die Homotopieerweiterungseigenschaft (homotopy
extension property) besitzen. Seien j; : X1 N Xy — X, und k; : X; — X
die Inklusionen. Wenn zwei Elemente u; € H(X;) (i = 1,2) die Bedingung
H(j1)(u1) = H(ja)(uz) € H(X; N X,) erfiillen, dann gibt es ein v € H(X) mit
H(k;)(v) = u; (i = 1,2). Gilt X; N X, = %, dann ist v eindeutig bestimmt.

w. H bildet Koprodukte von n-Sphéren (fiir festes n) auf Produkte ab, d.h.
H\/sp) = [ a6

il el

. Sei X ein CW-Komplex zusammen mit einer aufsteigenden Folge von Unterkomplexen

X, CX,C---C X,sodass X = U,enX,, ist. Es sei fiir alle n € N das n-Skelett von

X, gleich dem n-Skelett von X. Sei auferdem invlim,, H(X,,) der inverse Limes der

H(X,) bzgl. der von den Inklusionen X,, — X, induzierten Abbildungen, und
seien i, : X,, — X die Inklusionen. Dann ist die Abbildung
invlim H (i) : H(X) — invr}im H(X,)

n
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ein Epimorphismus.

Axiom e (das Mayer-Vietoris-Axiom) ist notwendig, da unsere Kategorie TOP cw . nicht
additiv ist. Der Teil (e2) ist eine Mayer-Vietoris-Bedingung (bzw. Exaktheitsbedingung)
und entspricht in triangulierten Kategorien der Bedingung, dass der Funktor H koho-
mologisch sein soll.

Axiom w (das Wedge-Axiom) entspricht der (in allen Darstellbarkeitssdtzen in Kapitel 3
und 4 gestellten) Bedingung, dass ein Funktor Koprodukte auf Produkte abbilden soll.

Axiom 1 (das Limes-Axiom) entspricht der Verwendung des Homotopie-Kolimes in tri-
angulierten Kategorien (in Kapitel 3).

2.1 THEOREM (BROWN 1962) [Brl, Theorem I]

Sei H : Ho(TOPcw,)” — SETS. ein kontravarianter Funktor, der die Axio-
me e, w und 1 erfiillt. Dann gibt es einen bis auf Isomorphie (d.h. Homoto-
piedquivalenz) eindeutigen CW-Komplex Y und einen natiirlichen Isomorphismus
HomHO(TOPcw*)(_v Y) = H.

2.2 BEMERKUNG In [Br2, Theorem 2.8] hat Brown eine abstrakt kategorientheoreti-
sche Variante seines Darstellbarkeitssatzes bewiesen, die den obigen Satz verallgemei-
nert. Dazu definiert er den Begriff einer ,Homotopiekategorie“ (nicht zu verwechseln
mit der stabilen Homotopiekategorie oder der Homotopiekategorie einer Kategorie von
Kettenkomplexen), die sich u.a. durch ein allgemeineres Mayer-Vietoris-Axiom und ein
allgemeineres Limesaxiom auszeichnet. Dariiber hinaus definiert er einen Homotopie-
funktor als einen Funktor aus einer Homotopiekategorie in die Kategorie der Mengen,
der Koprodukte auf Produkte und Mayer-Vietoris-Sequenzen auf exakte Sequenzen ab-
bildet. Er beweist anschlielend die Darstellbarkeit solcher Funktoren unter gewissen
Bedingungen.

Der Beweis enthélt keine topologischen Teile mehr und ist kiirzer als der Beweis von
Browns erstem Darstellbarkeitssatz in [Brl]. Die Idee von Browns Beweis wurde von
Neeman auf kompakt erzeugte triangulierte Kategorien iibertragen. Neemans Darstell-
barkeitssatz und sein Beweis werden in Abschnitt 3.2 behandelt.
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Kapitel 3

Brownsche Darstellbarkeit in kompakt
erzeugten Kategorien und deren
Verallgemeinerungen

Sei 7 eine additive Kategorie. Eine notwendige Bedingung dafiir, dass ein Funktor
F : °° — ob darstellbar ist, liegt darin, dass er Koprodukte auf Produkte abbildet.
Denn alle (kontravarianten) Hom-Funktoren verhalten sich so aufgrund der universel-
len Eigenschaft des Koprodukts. Vorteilhaft an dieser Eigenschaft ist, dass die Inklu-
sionen von direkten Summanden in ein Koprodukt unter F' auf die Projektionen des
entsprechenden Produkts auf seine Faktoren abgebildet werden.

Ist .7 eine triangulierte Kategorie, dann muss ein darstellbarer Funktor F' : TP — o
auch kohomologisch sein, also exakte Dreiecke auf exakte Sequenzen abelscher Grup-
pen abbilden, da auch diese Eigenschaft auf alle Hom-Funktoren zutrifft (vgl. Beispiel
1.3.6).

Diese beiden Bedingungen sind unter gewissen Voraussetzungen an .7 sogar hinrei-
chend fiir die Darstellbarkeit von F. Mit dieser Thematik haben sich unter anderem A.
Neeman, H. Krause und J. Franke beschéftigt und Varianten des Brownschen Darstell-
barkeitssatzes fiir verschiedene Arten von triangulierten Kategorien bewiesen.

In diesem Kapitel wird es um zwei Varianten von Neeman sowie den Satz von Krause
gehen, wiahrend Frankes Darstellbarkeitssatz in Kapitel 4 behandelt wird.

Neemans Darstellbarkeitssatz gilt fiir kompakt erzeugte Kategorien ([Nel]) bzw. deren
Verallgemeinerung, wohl erzeugte Kategorien ([Ne2]). Sein Vorgehen bei kompakt er-
zeugten Kategorien, das sich auf das von Brown in [Br2] zuriickfiithren lasst, wird in
Abschnitt 3.2 erldutert. Die dazu benétigten Grundlagen iiber kompakt erzeugte Kate-
gorien sind im ersten Abschnitt dieses Kapitels zu finden.

Der allgemeinere Fall wird in Abschnitt 3.3 erldutert; insbesondere wird definiert, was
eine wohl erzeugte Kategorie ist. Der Beweis aus [Ne2] baut auf Neemans erstem Beweis
in [Nel] auf, verwendet aber zusitzlich eine umfangreiche Theorie iiber bestimmte
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Funktorkategorien. Zudem werden die Hauptargumente auch bei Krause benutzt; aus
diesem Grund gehen wir hier nur kurz auf Neemans eigentlichen Beweis ein.

Krause beweist in [Kr2] einen Darstellbarkeitssatz fiir perfekt erzeugte Kategorien mit
Hilfe von kohédrenten Funktoren. Sein Beweis, der in Abschnitt 3.4 behandelt wird, ver-
einfacht den Beweis von Neeman in [Ne2], indem eine andere Art von Funktorkategorie
benutzt wird.

In Abschnitt 3.5 werden die Bedingungen an die Kategorien verglichen, in denen sich
Neemans und Krauses Darstellbarkeitssdtze anwenden lassen. Wir beweisen, dass jede
wohl erzeugte Kategorie auch perfekt erzeugt ist und vergleichen diesen Beweis mit
Krauses Beweis fiir ein Kriterium, das angibt, wann perfekt erzeugte Kategorien wohl
erzeugt sind.

In Abschnitt 3.6 werden schliel3lich einige Beispiele fiir Kategorien angegeben, in denen
ein Darstellbarkeitssatz nach Neeman oder Krause anwendbar (oder nicht anwendbar)
ist. Im Wesentlichen werden Ergebnisse, u.a. aus anderen Arbeiten von Neeman und
Krause, zusammengetragen und kurz erlautert.

3.1 Kompakt erzeugte Kategorien

3.1.1 DEFINITION Ein Objekt ¢ in einer Kategorie ¢ heilst kompakt, wenn fiir jedes
Koprodukt [[,., #) in ¢ die natiirliche Abbildung

H Homg (¢, z)) — Homg(c, H Ty)

AEA AEA

ein Isomorphismus abelscher Gruppen ist.

3.1.2 BEMERKUNG

1. Die obige natiirliche Abbildung ist immer injektiv. Ein Objekt ist genau dann kom-
pakt, wenn diese Abbildung fiir alle Koprodukte surjektiv ist, d.h. wenn jeder Mor-
phismus von ¢ in ein beliebiges Koprodukt J],_, = iiber ein Koprodukt [],_,, zx
mit endlicher Indexmenge A’ C A faktorisiert.

2. In triangulierten Kategorien gilt: Beliebige (De-)Suspensionen kompakter Objekte
sind kompakt. Das liegt daran, dass 3 eine Auto-Aquivalenz ist und mit Koproduk-
ten vertauscht (s. Lemma 1.3.3 Punkt 2).

3.1.3 BEISPIEL

1. Sei ¢ die Kategorie der CW-Komplexe. Dann ist S” kompakt fiir alle n > 0. Be-
trachtet als CW-Komplex mit einer 0-Zelle und einer n-Zelle kann das Bild dieser
Zellen unter einer Abbildung S" EN V,ea Xo jeweils nur eine endliche Anzahl
von Zellen von \/,_, X, beriihren. Daher gibt es eine endliche Teilmenge A’ C A,
sodass f tber \/,.,, X, faktorisiert. Analoges gilt, wenn man S" durch einen be-
liebigen endlichen (d.h. im topologischen Sinne kompakten) CW-Komplex ersetzt.
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2. In der stabilen Homotopiekategorie SH von CW-Spektren ist das Sphérenspek-
trum S° ein kompaktes Objekt. Das folgt direkt aus Beispiel 1. Ebenso sind alle
(De-)Suspensionen XS (n € Z) kompakt.

3.1.4 DEFINITION Eine triangulierte Kategorie .7 heil3t kompakt erzeugt, wenn .7
(TR5) erfiillt und es eine Menge 7" von kompakten Objekten gibt, die .7 erzeugt (d.h.
Hom(7,z) = 0 = = = 0, s. Definition 1.4.4).

3.1.5 BEMERKUNG Eine solche Menge 7" heilst dann Menge von kompakten Erzeugern
oder kompaktes Erzeugendensystem. O.B.d.A. kann man annehmen, dass 7' (bis auf
Isomorphie) abgeschlossen unter Suspension ist (7" = 37), denn durch Hinzufiigen
aller ¥t (mit ¢t € T', n € Z) bleibt T' eine Menge kompakter und erzeugender Objekte.

Kompakte Objekte in triangulierten Kategorien haben eine schone Eigenschaft bzgl.
Homotopie-Kolimites (s. Defintion 1.3.11), die fiir den Beweis des Brownschen Darstell-
barkeitssatzes fiir kompakt erzeugte triangulierte Kategorien von zentraler Bedeutung
ist:

3.1.6 SATZ [Nel, Lemma 2.8]
Sei .7 trianguliert und erfiille (TR5). Sei ¢ ein kompaktes Objekt und

X0—>X1—>X2—>...
eine Folge von Objekten und Morphismen in 7. Dann gilt:

Hom(c, hocolim X;) 2 colim Hom(e, X;)

Beweis. Wendet man den kovarianten Funktor Hom(c, —) auf das exakte Dreieck an,
welches den Homotopie-Kolimes definiert, so erhilt man eine lange exakte Sequenz

Hom(c, H X;) A shift, Hom(c, HXZ) 2y Hom(e, hocolim Xj;)
i>0 i>0

1—shift

— Hom(c, [ [ £X:) —= Hom(c, [ [ £X3)
i>0 i>0
von abelschen Gruppen. Weil ¢ kompakt ist, passt die Abbildung (1 — shift) ganz rechts
in ein kommutatives Diagramm der Form

[T, Hom(c, £X;) 5% 1T, Hom(c, £X;)
= =
Hom(e, [ [;5o 2X:) Loshift, Hom(e, ][5, 2X:)
Die obere Abbildung (1—shift) ist injektiv, weil (1—shift) : [[,., X; = [[,~, X; injektiv ist
und der Funktor Hom(¢, —) linksexakt ist. Daher muss « in der langen exakten Sequenz
surjektiv sein, und Hom(c, hocolim X;) ist der Kokern der Abbildung

Hom(c, H X;) Loshifty Hom(c, H X;)
i>0 >0

Andererseits ist colim; Hom(c, X;) (in der Kategorie a#) genau als dieser Kokern defi-
niert. Aus der Eindeutigkeit von Kokernen folgt dann die Behauptung. O
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3.2 Neemans Darstellbarkeitssatz und sein Beweis

In kompakt erzeugten Kategorien sind die darstellbaren Funktoren genau die kohomo-
logischen Funktoren, die Koprodukte auf Produkte abbilden:

3.2.1 THEOREM (NEEMAN 1996/2001) [Nel, Theorem 3.1 / Ne2, Prop. 8.4.2.1]
Sei .7 eine das Axiom (TR5) erfiillende triangulierte Kategorie, die entweder kom-
pakt erzeugt oder wohl erzeugt! ist. Dann ist jeder kohomologische Funktor H :
TP — ab, der Koprodukte in 7 auf Produkte in </ abbildet, darstellbar. Es gibt
also ein Objekt Y € .7 und einen natiirlichen Isomorphismus H = Homg(—,Y).

3.2.2 BEMERKUNG

1. Neeman hat in [Nel] den Fall fiir kompakt erzeugte Kategorien bewiesen. Das
eigentliche Ziel in seinem Artikel war es, die Grothendieck-Verdier-Dualitat fiir
bestimmte Kategorien von Schemata auf abstrakt kategorientheoretischem Wege
zu beweisen.

2. Der allgemeinere Fall fiir wohl erzeugte Kategorien ist in Neemans Buch [Ne2]
ausfiihrlich behandelt worden. Das Hauptargument ist bereits im folgenden Be-
weis fiir den kompakt erzeugten Fall vorhanden. Es wird jedoch fiir einen Be-
weisschritt die in [Ne2] entwickelte Theorie iiber perfekte Erzeuger und grofde
Kardinalzahlen benotigt (s. Abschnitt 3.3).

3. Neemans Beweis orientiert sich vom Aufbau her und im Hauptargument an
Browns Beweis in [Br2], welcher wiederum eine abstraktere Variante von [Brl]
ist. Allerdings benutzt Neeman die Struktur von triangulierten Kategorien, wo-
durch die eigentliche Konstruktion klarer wird.

Beweis. Der Beweis erfolgt in sechs Schritten und wird hier im Detail ausgefiihrt. Die
Beweise von Neemans zweitem Darstellbarkeitssatz (s. Abschnitt 3.3) und Krauses Dar-
stellbarkeitssatz (s. Abschnitt 3.4) bauen auf diesem Beweis auf.

1. Sei zunachst 7' ein kompaktes Erzeugendensystem (bzw. im Fall einer wohl er-
zeugten Kategorie ein [-kompaktes Erzeugendensystem, wobei (5 eine regulire
Kardinalzahl ist, siehe Abschnitt 3.3) von .7, insbesondere also eine Menge von
Objekten. Es kann wegen Bemerkung 3.1.5 angenommen werden, dass (bis auf
Isomorphie) ¥7" = T gilt. Sei eine Indexmenge U, durch

Uo = JH()
teT
definiert. Ein Element der Menge U, ist von der Gestalt («,t), wobei ¢t € T ein
Objekt aus dem Erzeugendensystem und « € H(t) ist. Man definiert nun ein Ko-
produkt, in dem jedes Objekt ¢t € T" entsprechend card(H(t)) oft vorkommt.

Ht—HHt

(a t EU[) teT OAEH

1S, Abschnitt 3.3.
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Dann liegt X in der lokalisierenden Hiille (T") und H(Xo) =[], v, £ (1), weil
H Koprodukte auf Produkte abbildet. Sei ay € H(X,) das kanonische Element,
welches auf einem Faktor mit Index («a,t) den Wert o € H(t) hat. Durch Anwen-
dung des Yoneda-Lemmas (Satz 1.1.4) erhélt man eine «, zugeordnete natiirliche
Transformation ¢, die o zuriickzieht:

do: Hom(—, Xo) = H,  o¥ (Y 5 Xo) = H(f)(ow)

Fiirt € T ist ¢}, : Hom(t, X,) — H(t) stets surjektiv, da jedes Element « € H(t) das
Bild der Inklusion des Summanden mit Index (¢, t) in X ist.

. Induktiv werden fiir i € N weitere Indexmengen U;, Objekte X;, kanonische Ele-
mente «; € H(X;) und diesen Elementen zugeordnete natiirliche Transformatio-
nen ¢; definiert:

Sei i > 0 und seien X;, a; und ¢; wie oben gegeben. Ein Element der nachsten
Indexmenge

Uip1 = U ker (¢} : Hom(t, X;) — H(t))
teT

ist von der Form (f,t), wobei ¢t € T'und f : ¢t — X; mit H(f)(«;) = 0 ist. Als
néchstes wird iiber U, aufsummiert:

K= [ =11 II ¢

(ft)eUi41 teT f:t— X;mit
H(f)(a;)=0

Sei v;41 : K;31 — X, die Abbildung, die auf dem Summanden mit Index (f,t)
durch f : t — X; definiert ist. Sei nun X;; der Kegel von v;,4, also definiert durch
das exakte Dreieck

Ki Raast X e Xiy1 = 2K

In der daraus resultierenden exakten Sequenz abelscher Gruppen

H(viy1)

e H(Xpp) 20 gx) H(Ki)= [ H#) — -

(f,t)EUi+1
wird «; € H(X;) auf Null abgebildet, weil K, gerade so definiert wurde. Daher
gibt es ein «;1 € H(X; 1) mit H(w;1)(ay11) = «;. Anders gesagt, es gibt eine
natiirliche Transformation

¢i+1 : Hom(—, Xi+1) — H

sodass ¢;11 o (wir1)* = ¢; gilt:
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Fiir t € T ist ¢! surjektiv (s. Schritt 1 bzw. Induktionsannahme), und aufgrund des
obigen Diagramms gilt dies auch fiir ¢/, ;. Da die Kerne dieser surjektiven Abbil-
dungen jeweils herausgeteilt werden, sind die Gruppen Hom(t, X;) fiir wachsen-
des i eine immer bessere Approximation an H(¢) (fiir kompakte Erzeuger ¢ € T').
Daher ist die Kolimesbildung im folgenden Schritt plausibel.

. Wir haben eine unendliche Folge
Xo 3 X1 3 Xy — -
konstruiert, sowie fiir alle i > 0 ein o; € H(X;) mit H(w;41)(i1) = ;.

Sei X := hocolim X; (s. Definition 1.3.11). Es ist zu bemerken, dass sowohl X;
als auch X nach Konstruktion in (7") liegen, denn X ist der Kegel der Abbildung
1 — shift, die in (T") liegt. Durch Anwenden von H auf das exakte Dreieck

ITx 2 I x % x - =(]x)

ergibt sich eine exakte Sequenz abelscher Gruppen

H(X) 2 T 2 CG) =20 T HxX)

wobei ausgenutzt wird, dass H Koprodukte auf Produkte abbildet. Das Element
[[; i € I, H(X;) liegt im Kern der Abbildung (1 — shift), weil die Strukturab-
bildung des Homotopie-Kolimes die Wirkung w;(a;) = «;_; (Vi > 1) hat. Da-
her gibt es ein & € H(X) mit H(w)(«a) = []; a;. Durch erneutes Anwenden des
Yoneda-Lemmas erhélt man eine damit korrespondierende natiirliche Transfor-
mation ¢ : Hom(—, X) — H, sodass das folgende Diagramm fiir alle i > 0 kom-

mutiert:
Hom(—, X;)

Hom(—, X) N 0
Die Abbildung (w;)* kommt dabei von der Zerlegung der Abbildung

w = (W, wy,ws,...) : [[Xi = X
7

in der Konstruktion des Homotopie-Kolimes.

Um den Darstellbarkeitssatz zu beweisen, muss gezeigt werden, dass ¢ ein nattir-
licher Isomorphismus ist. Zunédchst wird dazu gezeigt, dass ¢' : Hom(¢, X)) — H(t)
fiir alle ¢t € T ein Isomorphismus ist. Sei also ¢ € T" ein kompaktes Objekt.

. ¢' ist surjektiv:

Das gilt nach Konstruktion, denn im kommutativen Diagramm

N Hom(¢, Xo)
(wh)* t N\ ¢
Hom(t, X) N H(t)
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ist ¢, surjektiv, daher auch ¢'.
5. ¢! ist injektiv:

An dieser Stelle muss zwischen dem kompakt erzeugten und dem wohl erzeugten
Fall unterschieden werden. Fall 1 wird hier, weiterhin [Nel] folgend, bewiesen.
Fiir Fall 2 wird auf Abschnitt 3.3 und [Ne2] verwiesen.

Sei f € Hom(t, X) mit ¢'(f) = 0, d.h. H(f)(«a) = 0. Weil ¢ kompakt ist, 1dsst sich
Satz 3.1.6 anwenden:

Hom(¢, X') = Hom(¢, hocolim X;) = colim Hom(¢, X;)

Daher gibt es eini € Nund ein f; : t — X; mit f = Zuvf o f;.

Es handelt sich um ein sogenanntes small object argument, da das in der Konstruk-
tion auftauchende Objekt X, iber das nun faktorisiert wird, ,,weniger komplex“
als das ,,grof3e“ Objekt X ist.

Im Diagramm
Hom(¢, X;)
(wi)" N\ &
Hom(t, X) AN H(t)

gilt nach Konstruktion ((w!)*)(f;) = w!o f; = f, und f wird durch die untere
Abbildung auf Null abgebildet. Daher ist auch ¢.(f;) = ¢*(w! o f;) = ¢'(f) = 0.
Also ist f; im Kern von ¢! und damit ist (f;,¢) € U (s. Definition von U,y in
Schritt 2). Nach Definition von K;,; (s. Schritt 2) faktorisiert f; im folgenden
exakten Dreieck iber K; 1:

t
gz‘_x/ 1 fi \fi+1
Ky =5 X, 5 Xin

Damit folgt
fir1 = Wig1 0 fi = Wiz 0 v 0g; = 0
—_——

0

und wegen f = colim f; ist auch f = w! , o fi;1 =0, also ist ¢' injektiv.

6. Bisher wurde nur gezeigt, dass ¢ auf der Menge T der kompakten Erzeuger? ein
Isomorphismus ist. Sei .7’ die volle Unterkategorie

T'={te T |VneZ:T"¢" : Hom(X"t, X) = H(X"t)}

Offenbar enthilt .7’ die kompakten Erzeuger 7" und ist trianguliert (die Abge-
schlossenheit unter Kegeln kann man mit dem Fiinferlemma zeigen). .7’ ist sogar

2Qder fiir den wohl erzeugten Fall: 3-kompakten Erzeuger, vgl. Abschnitt 3.3.
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lokalisierend, weil sowohl Hom(—, X) als auch H Koprodukte auf Produkte abbil-
den. Wegen 7' C .7’ gilt also auch (T') C .7".

Um zu zeigen, dass 7' = 7 gilt, sei Y € .7 irgendein Testobjekt. Der Funktor
H := Hom(—,Y) ist aufgrund der obigen Ergebnisse auf 7" darstellbar, d.h. man
konstruiert wie in Schritt 1-3 ein X € (T') sodass gilt:

¢' : Hom(t, X) = Hom(t,Y)Vt € T

Die natiirliche Transformation ¢ : Hom(—, X) — Hom(—,Y"), die ja auf ganz .7

definiert war, ist wegen Korollar 1.1.5 von einem Morphismus X % Y induziert.
Sei Z = C(f) der Kegel. Wendet man den kohomologischen Funktor Hom(¢, —)
auf das exakte Dreieck

Xhy s z535X

an, so folgt wegen der Exaktheit der resultierenden Sequenz abelscher Gruppen
Hom(t, Z) =0Vt € T.

Andererseits wird .7 von T erzeugt, und daher folgt Z = 0 (vgl. Def. 1.4.4) und
somit auch X =2 Y, weil X — Y — Z — XX ein exaktes Dreieck war. Da nach
Konstruktion (s. Schritt 1-3) X € (T') war, ist auch Y € (T'). Das Testobjekt Y war
aber beliebig, und somit folgt (T") = 7' = 7.

Damit ist der Brownsche Darstellbarkeitssatz fiir kompakt erzeugte (und, bis auf Punkt
5, auch fiir wohl erzeugte) triangulierte Kategorien bewiesen. O

3.2.3 KOROLLAR Sei .7 eine kompakt erzeugte triangulierte Kategorie mit (TR5) und
sei T eine erzeugende Menge. Dann gilt (T') = 7.

Beweis. Es wird nicht verlangt, dass das Erzeugendensystem 7" aus kompakten Objekten
besteht. Es geniigt fiir den Beweis, dass der Brownsche Darstellbarkeitssatz in .7 gilt.
Daher kann eine analoge Schlussfolgerung auch in den beiden noch zu behandelnden
Féllen von wohl erzeugten Kategorien (Korollar 3.3.15) und perfekt erzeugten Katego-
rien (Korollar 3.4.4) gezogen werden.

(T) ist lokalisierend und erfiillt daher das Axiom (TR5). Weil T" diese Kategorie ebenfalls
erzeugt, lasst sich Neemans Darstellbarkeitssatz anwenden. Ist Y € .7 ein beliebiges Ob-
jekt, dann wird der Funktor Hom(—,Y")|ry durch ein Objekt X € (T') dargestellt. Damit
folgt (analog zu Schritt 6 des obigen Beweises, hier mit der lokalisierenden Unterkate-
gorie (T') anstelle von .7") die Behauptung (T') = 7. O

3.2.4 BEMERKUNG Die Kompaktheit der Erzeuger wurde nur an einer einzigen Stel-
le gebraucht, und zwar in Schritt 5: Bei einem kompakten Objekt ¢ vertauscht der
Homotopie-Kolimes mit dem Funktor Hom(c, —).

Tatsdchlich kann man die Konstruktion ohne Weiteres bis zu Schritt 4 durchfithren, ohne
auf Hindernisse zu stol3en, wenn man eine beliebige Menge von Objekten 7" annimmt.
Neemans Verallgemeinerung auf wohl erzeugte Kategorien [Ne2], die einige Jahre nach
[Nel] veroffentlicht wurde, wird im folgenden Abschnitt erlautert.
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3.3 Neemans Verallgemeinerung auf wohl erzeugte Ka-
tegorien

Wohl erzeugte triangulierte Kategorien sind eine Verallgemeinerung von kompakt er-
zeugten Kategorien (s. Abschnitt 3.1). Um die Definition einer wohl erzeugten Katego-
rie zu formulieren, ben6tigt man die Begriffe von perfekten Klassen und kleinen Objekten
mit Bezug auf eine feste unendliche Kardinalzahl f.

Die folgenden Definitionen und Sétze sind in Kapitel 3 von [Ne2] zu finden.

3.3.1 DEFINITION Sei .7 eine triangulierte Kategorie und 7" eine Klasse von Objekten
in .7. Sei 3 eine unendliche Kardinalzahl.

1. Eine triangulierte Unterkategorie von .7 heilst 5-lokalisierend, wenn sie dick und
abgeschlossen unter 5-Koprodukten (d.h. Koprodukten mit Indexmenge der Kar-
dinalitat < B) ist.3

2. Mit (T")” wird die Kleinste 3-lokalisierende Unterkategorie von .7 bezeichnet, die
T enthélt. Diese Kategorie wird auch die -lokalisierende Hiille von 7" genannt.

3.3.2 BEMERKUNG Wenn .7 das Axiom (TR5) erfiillt, dann ist eine unter /-
Koprodukten abgeschlossene triangulierte Unterkategorie automatisch dick, denn
Idempotente spalten wegen Satz 1.3.13. Wir benutzen in dieser Arbeit nur triangulierte
Kategorien mit (TR5). Wann immer bewiesen werden soll, dass eine Unterkategorie
p-lokalisierend ist, geniigt es also zu zeigen, dass sie trianguliert und abgeschlossen
unter $-Koprodukten ist.*

3.3.3 SATZ [Ne2, Lemma 3.2.4, Proposition 3.2.5]

Sei .7 trianguliert und erfiille das Axiom (TR5). Sei (3 eine unendliche Kardinalzahl und
T eine Menge von Objekten in .7. Dann sind die Kategorien T (s. Def. 1.4.1) und (T)”
essentiell klein.

3.3.4 BEMERKUNG

1. Zum Beweis konstruiert Neeman eine zu 7 bzw. (T')’ dquivalente kleine Kategorie
mit Hilfe einer transfiniten Induktion. In jedem Schritt werden alle Kegel (bis auf
Isomorphie) bzw. alle Kegel und Koprodukte (jeweils bis auf Isomorphie) hinzu-
gefiigt. Beim Erreichen einer Limes-Ordinalzahl wird einfach die Vereinigung aller
bisher gebildeten Mengen genommen. Durch dieses Verfahren ist sichergestellt,
dass die Objekte der konstruierten Kategorie eine Menge bilden.

2. Die lokalisierende Hiille (T') stimmt mit der Vereinigung (J,, (T)” tiberein.

3Eine dicke triangulierte Unterkategorie ist somit X,-lokalisierend, wenn sie abgeschlossen unter end-
lichen Koprodukten ist, und sie ist X;-lokalisierend, wenn sie abgeschlossen unter abzdhlbaren Koproduk-
ten ist.

4Vgl. [Ne2, Remark 3.2.7].
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3. (T) ist allerdings i.A. nicht mehr essentiell klein, weswegen man in manchen Si-
tuationen anstelle von (7") die zu einer kleinen Kategorie dquivalente Kategorie
(T)” betrachtet (wobei j eine geniigend groRe Kardinalzahl ist).

3.3.5 DEFINITION Sei .7 trianguliert mit (TR5) und sei 8 > X, eine Kardinalzahl. Eine
Klasse von Objekten S in .7 heildt S-perfekt, wenn gilt:

1.0e S

2. Sei A eine Indexmenge mit card(A) < f3, seien X, (A € A) Objekte in .7 und sei
k € S. Dann faktorisiert jede Abbildung f : k£ — [],., X) als

k— IJ:kxléfﬁig II‘XA
AEA AEA

mit ky, € S VI e A.
3. Seien A und X, wie oben, seien k, k), € S VA € A und sei die Komposition
k—%:[lka Lkﬁﬁig II.X}
AEA AEA

Null. Dann faktorisiert jede Abbildung f) als
ky 25 1, 2 X,
mit [, € S, sodass bereits die folgende Komposition Null ist:
ko Tk 222 T 0
AEA AEA

3.3.6 SATZ (EXISTENZ EINER MAXIMALEN [3-PERFEKTEN KLASSE .73)

[Ne2, Corollary 3.3.10, 3.3.12, 3.3.13, 3.3.14]

Sei .7 trianguliert und erfiille (TR5), sei 5 > N, und sei.¥ C .7 eine triangulierte Unter-
kategorie. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte maximale (-perfekte Klasse .73 C .
(als p-perfekte Klasse in .7'!), und .#3 ist die Klasse von Objekten einer triangulierten
Unterkategorie, die ebenfalls mit .75 bezeichnet wird. Ist ¥ dick oder a-lokalisierend
(tiir beliebiges oo > N, ), dann auch .7}.

Ebenfalls benotigt wird die folgende Verallgemeinerung kompakter Objekte, die Nee-
man in [Ne2, Kapitel 4.1] einfiihrt:

3.3.7 DEFINITION Sei .7 trianguliert mit (TR5) und o > .
1. Ein Objekt £ € .7 heildt a-klein, wenn gilt:

Jede Abbildung f : k — [[,c, X\ faktorisiert {iber ein a-Koprodukt, d.h. es gibt
ein A’ C A mit card(A’) < «, sodass f faktorisiert als

k— II.XS\L+ II‘XA

AcN AEA

30



2. Die volle Unterkategorie aller a-kleinen Objekte wird mit .7 (®) bezeichnet.

3.3.8 BEMERKUNG Die Xy-kleinen Objekte sind genau die kompakten Objekte aus De-
finition 3.1.4.

3.3.9 LEMMA [Ne2, Lemma 4.1.4, 4.1.6, 4.1.5]
e In obiger Situation ist 7(®) eine dicke triangulierte Unterkategorie.
e Ist a regulir, dann ist 7(®) sogar a-lokalisierend.

Die folgende Definition, die aus [Ne2, Abschnitt 4.2] stammt, kombiniert diesen Begriff
mit dem Begriff der perfekten Klassen:

3.3.10 DEFINITION Sei .7 trianguliert mit (TR5) und a > ¥,. Mit

T = (9("‘))

(67

bezeichnet man die maximale «a-perfekte Klasse innerhalb der Unterkategorie der a-
kleinen Objekte. Die Objekte dieser Unterkategorie werden a-kompakte Objekte ge-
nannt.

3.3.11 LEMMA [Ne2, Lemma 4.2.1, 4.2.3, 4.2.4, 4.2.5]
Sei .7 trianguliert mit (TR5) und o > N,.

1. Sei S eine a-perfekte Klasse von a-kleinen Objekten (d.h. S ¢ 7%), dann ist S
auch p-perfekt fiir beliebige 8 > N,.

2. a<fB = JCc I’
3. 7 ist dick.
4. Ist « reguldr, dann ist 7 sogar a-lokalisierend.
Jetzt sind alle Grundlagen fiir die Definition von wohl erzeugten triangulierten Kate-

gorien gelegt. Die folgende Definition ist inhaltlich dieselbe wie bei Neeman, erfolgt
jedoch hier auf einem direkteren Weg, vgl. [Ne2, Kapitel 8.1].

3.3.12 DEFINITION Sei .7 trianguliert und erfiille (TR5) und sei 8 > N, eine regulédre
Kardinalzahl.

1. Sei T eine erzeugende Menge in .7 (s. Def. 1.4.4), 0.B.d.A. gelte T = ¥T. Dann
heil3t T ein -perfektes Erzeugendensystem, wenn 7'U {0} eine [-perfekte Klasse
(de facto Menge) wie in Definition 3.3.5 ist.

2. T heildt S-kompaktes Erzeugendensystem, wenn aufserdem alle Objekte in T" (-
klein wie in Definition 3.3.7 sind.

3. 7 heildt 5-kompakt erzeugt, wenn es ein solches Erzeugendensystem gibt.

4. 7 heildt wohl erzeugt, wenn es eine reguldre Kardinalzahl § gibt, sodass .7 (-
kompakt erzeugt ist.
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3.3.13 BEMERKUNG

1. Ein -kompaktes Erzeugendensystem 7' besteht aus $-kompakten Objekten: Weil
(T u{0}) c 7 eine p-perfekte Klasse ist, liegt 7" in der maximalen j3-perfekten
Klasse 79 c 7.5

2. Sei a > N, eine Kardinalzahl. Aufgrund der Feststellung in Satz 3.3.3, dass eine
a-lokalisierende Hiille einer Menge von Objekten essentiell klein ist, kann man
die Menge 7" auch durch die Objekte einer zu (7')* dquivalenten kleinen Kategorie
ersetzen. Diese Menge von Objekten ist dann wegen [Ne2, Theorem 3.3.9] immer
noch ein B-perfektes Erzeugendensystem.® Wihlt man o = §3, so sind die Objekte
einer zu (T") #quivalenten kleinen Kategorie sogar ein 3-kompaktes Erzeugen-
densystem.

3. Jede kompakt erzeugte triangulierte Kategorie .7 (Definition 3.1.4) ist wohl er-
zeugt, denn sie hat ein kompaktes (= Ny-kompaktes) Erzeugendensystem 7" und
T U {0} ist eine Ny-perfekte Klasse.”

3.3.14 BEMERKUNG (ZUM BEWEIS DES DARSTELLBARKEITSSATZES)

Um den Brownschen Darstellbarkeitssatz fiir wohl erzeugte triangulierte Kategorien
[Ne2, Proposition 8.4.2] zu beweisen, zeigt Neeman zunéachst in [Ne2, Theorem 8.3.3],
dass er fiir triangulierte Kategorien mit (TR5) und einem X, -perfekten Erzeugendensys-
tem gilt.

Dieser Beweis ist gro3tenteils identisch mit dem in Abschnitt 3.2 behandelten Bewesis fiir
kompakt erzeugte Kategorien: Die Schritte 1-4 werden in [Ne2, Lemma 8.2.3] durchge-
fiihrt, und [Ne2, Lemma 8.3.1] entspricht Schritt 6.

Die Schwierigkeit liegt im fiinften Schritt, in dem die Injektivitit von ¢' fiir die er-
zeugenden Objekte ¢ zu beweisen ist. Da die Erzeuger i.A. nicht kompakt sind, ist der
Homotopie-Kolimes nicht zwangslaufig mit Hom(¢, —) vertraglich. Es wird daher ein
anderes (komplexeres) Argument benotigt.

Dazu wird die R;-lokalisierende Hiille . := (7)™ des Erzeugendensystems 7" benutzt.
Darauf aufbauend wird die Kategorie £x (.7, ) der kontravarianten Funktoren von
. nach @b, die abzahlbare Koprodukte auf Produkte abbilden, untersucht. Diese Funk-
torkategorie ist tatsdchlich eine Kategorie (mit Hom-Mengen), weil . nach Satz 3.3.3
essentiell klein ist.

Mit Hilfe exakter Sequenzen in Ex (., ob) zeigt Neeman, dass

Hom(—, X)|» 2% H|,

ein Isomorphismus in der Funktorkategorie ist. Dieser Teil des Beweises wird hier nicht
niher erldutert, da er von Krause in [Kr2] tibernommen und z.T. vereinfacht worden
ist, s. Abschnitt 3.4.

Der Ubergang zu Schritt 6 (vgl. S. 27) ist durch 7' C . sichergestellt.

>Vgl. [Ne2, Remark 8.1.7].
5Vgl. [Ne2, Remark 8.1.3, 8.1.5].
’Genauer gesagt ist jede 0 enthaltende Klasse von Objekten R(-perfekt, s. [Ne2, Example 3.3.16].
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Die obige Annahme, dass 7 ein X;-perfektes Erzeugendensystem hat, war de facto
keine Einschridnkung: Jede wohl erzeugte triangulierte Kategorien mit (TR5) ist auch
N, -perfekt erzeugt, denn wegen Lemma 3.3.11 Punkt 1 ist ein a-kompaktes Erzeugen-
densystem (o > N, regulér) auch R, -perfekt.®

3.3.15 KOROLLAR Sei . eine wohl erzeugte triangulierte Kategorie mit (TR5) und sei
T eine erzeugende Menge. Dann gilt (T) = 7.

Beweis. Siehe Korollar 3.2.3. OJ

Neeman bringt neben dem Darstellbarkeitssatz noch folgendes Resultat an:

3.3.16 KOROLLAR [Ne2, Proposition 8.4.2]
Sei I eine triangulierte Kategorie mit (TR5), die wohl erzeugt von einer Menge T ist.
Dann gilt fiir alle § > W:

1. Die Kategorie 77 der 3-kompakten Objekte ist gleich (T')”.
2. ¥ ist essentiell klein.
3. T =Us 7 A

Beweis. Die erste Aussage folgt aus [Ne2, Lemma 4.4.5], das Neeman auch zum Be-
weis von Thomasons Lokalisierungssatz [Ne2, Theorem 4.4.9] verwendet. Die zweite
Behauptung folgt daraus direkt mit Satz 3.3.3. Die letzte Aussage folgt aus der Glei-
chungskette
7 =m=Jm=])7"
B B

Der erste Teil wurde bereits bewiesen, der mittlere Teil gilt nach Definition der lokali-
sierenden Hiille und der letzte Teil ist Aussage 1. O

8Vgl. [Ne2, Proposition 8.4.2.1].
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3.4 Krauses Verallgemeinerung auf perfekt erzeugte Ka-
tegorien

In diesem Abschnitt geht es um den Darstellbarkeitssatz von Krause in [Kr2], der in
perfekt erzeugten Kategorien gilt.

3.4.1 DEFINITION Eine triangulierte Kategorie .7, die (TRS5) erfiillt, wird perfekt
erzeugt von einer Menge von Objekten 7', wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(G1) T erzeugt .7, d.h. aus Hom(¢, X) = 0 vVt € T folgt X = 0.

(G2) Seien X; fé Y; (i € N) Abbildungen in .7, sodass die induzierten Abbildungen

Hom(¢, X;) (il Hom(t,Y;) fir alle ¢ € T und alle i € N surjektiv sind. Dann ist
auch die folgende induzierte Abbildung fiir alle ¢ € T surjektiv:

Hom(t, HXl) (L) Hom(t, HYZ)
ieN i€EN
3.4.2 BEMERKUNG

1. Jede kompakt erzeugte Kategorie ist auch perfekt erzeugt (mit dem gleichen Er-
zeugendensystem): Fiir jedes kompakte Objekt t € 7' kommutiert Hom(¢, —) mit
Koprodukten, und daher gilt in obiger Situation:

Hom(¢, HXZ) &~ HHom(t, X;) Hii»m* HHom(t, Y;) = Hom(¢, HY;)

€N €N 1€eN €N

2. In Abschnitt 3 von [Kr2] verwendet Krause ein anderes Axiom (G2’), das aul3er-
dem in [Kr1] und [Kr4] unter der Bezeichnung (PG2) vorkommt:

(G2’) Seien X, & Y; (i € I, I beliebige Indexmenge) Abbildungen in .7, sodass

die induzierten Abbildungen Hom(¢, X;) ) Hom(t,Y;) fur alle ¢t € T und alle
i € I surjektiv sind. Dann ist auch die folgende induzierte Abbildung fiir alle

t € T surjektiv:

Hom(t, H X;) (L - Hom(t, H Y;)

el el

Der Unterschied zu (G2) liegt darin, dass hier beliebige und nicht nur abzahlbare
Indexmengen erlaubt sind. Es ist offensichtlich, dass die Implikation (G2)=-(G2)
gilt. Krause spricht in beiden Féllen von perfekt erzeugten Kategorien. In dieser Ar-
beit sind unter perfekt erzeugten Kategorien die in Definition 3.4.1 beschriebenen
Kategorien zu verstehen. Ist die andere Definition gemeint, so wird die Kategorie
hier als (G2’)-perfekt erzeugte Kategorie bezeichnet.

Da Krauses Darstellbarkeitssatz fiir eine perfekt erzeugte Kategorie bewiesen wird,
gilt er automatisch auch fiir eine (G2’)-perfekt erzeugte Kategorie.

Die (G2)-perfekt erzeugten Kategorien werden bei der Verbindung zwischen wohl
erzeugten und perfekt erzeugten Kategorien eine Rolle spielen, s. Abschnitt 3.5.
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3. In [Kr4, Abschnitt 5.1] verlangt Krause anstelle des obigen Axioms (G1), dass
(T') = 7 gilt. Wenn (G2’) gilt, ist dies laut [Kr4, Remark 5.1.2] dquivalent zu fol-
gender Bedingung: Aus Hom(X"t, X) = 0Vt € T Vn € Z folgt X = 0. Setzen wir
(wie schon in vorigen Kapiteln) voraus, dass das Erzeugendensystem abgeschlos-
sen unter Translationen ist, so ist dies dquivalent zu (G1).

De facto ist sogar, wenn nur (G2) gilt, die Aquivalenz von (G1) und (T) = 7
gegeben, s. Korollar 3.4.4. Diese Aquivalenz folgt in einer triangulierten Kategorie
mit (TR5) und einer Menge von Erzeugern direkt aus dem Brownschen Darstell-
barkeitssatz (falls dieser gilt!), vgl. Korollar 3.2.3.

3.4.3 THEOREM (KRAUSE 2002) [Kr2, Theorem A]

Sei .7 eine von einer Menge von Objekten S perfekt erzeugte triangulierte Kategorie
mit (TR5). Dann ist ein Funktor H : °° — b genau dann darstellbar, wenn er
kohomologisch ist und Koprodukte auf Produkte abbildet.

3.4.4 KOROLLAR Sei 7 eine perfekt erzeugte triangulierte Kategorie mit (TR5) und sei
S eine erzeugende Menge. Dann gilt (S) = 7.

Beweis. Siehe Korollar 3.2.3. O

Der Beweis von Krauses Theorem baut auf Neemans Beweisen in [Nel] und [Ne2] auf,
benutzt aber abweichend von [Ne2] die Theorie der kohdrenten Funktoren, was den Be-
weis etwas vereinfacht. Krauses Beweis wird in den Teilen, die nicht mit dem bereits in
Abschnitt 3.2 ausformulierten Beweis aus [Nel] tibereinstimmen, hier erlautert. Dazu
miissen wir zundchst kohdrente Funktoren definieren und ihre wichtigsten Eigenschaf-
ten angeben.

3.4.5 DEFINITION Sei . eine additive Kategorie. Ein Funktor F' : 7% — b heildt
kohérent, wenn es in der Funktorkategorie’ Fun(.7%, ab) = b’ eine exakte Se-
quenz (von Funktoren und natiirlichen Transformationen) der folgenden Gestalt gibt:

Hom(—, X) - Hom(—,Y) - F -0

Eine solche Sequenz wird auch Prasentierung von F' genannt.

3.4.6 BEMERKUNG

1. Die kohédrenten Funktoren bilden eine volle Unterkategorie der abelschen Funk-
torkategorie Fun(.7 P, o), genannt 7. Jedoch ist 7 im Allgemeinen nur additiv
und nicht unbedingt abelsch, weil zwar Kokerne, jedoch nicht unbedingt Kerne
existieren. In dem hier interessanten Fall einer triangulierten Kategorie .7 ist T
aber abelsch, s. Lemma 3.4.7.

°Diese Funktorkategorie ist keine Kategorie im eigentlichen Sinne, sondern eine Metakategorie, da
die Homomorphismen zwischen zwei Objekten nicht notwendig eine Menge bilden. Das ist aber fiir die
weitere Definition nicht relevant.
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2. Kohérente Funktoren haben den Vorteil, dass sie mengentheoretische Probleme
umgehen: Die natiirlichen Transformationen von einem darstellbaren Funktor zu
einem beliebigen Funktor bilden stets eine Menge, und daher bilden auch die na-
tlirlichen Transformationen zwischen zwei koharenten Funktoren eine Menge. Das
bedeutet, dass .7 tatsichlich kleine Hom-Mengen hat und damit eine Kategorie im
Sinne der ersten Bemerkung in Abschnitt 1.1 ist, sodass die iiblichen Konstruktio-
nen dort moglich sind.

3. Ein darstellbarer Funktor ' = Hom(—, Z) ist kohdrent, denn
0 = Hom(—, 0) — Hom(—, Z) = Hom(—, Z) = 0

ist eine Prasentierung. Von daher ist es sinnvoll, das Merkmal Kohirenz zu unter-
suchen.

4. Der Yoneda-Funktor Y : 7 — 7 ist durch X ~— Hom 7(—, X) definiert und wegen
Korollar 1.1.5 volltreu.

3.4.7 LEMMA [Kr2, Lemma 1]
Die Kategorie .7 der kohédrenten Funktoren auf einer additiven Kategorie .7 hat folgen-
de Eigenschaften:

1. Die Kategorie T hat (wie in Bem. 3.4.6 Punkt 1 erwidhnt) Kokerne. Hat .7 schwa-
che Kerne (z.B. wenn 7 trianguliert ist), dann ist .7 sogar abelsch.'®

2. Ist 7 abgeschlossen unter Koprodukten, dann auch 7, und der Yoneda-Funktor
Y : 7 — 7 ist kompatibel mit allen Koprodukten, die in 7 existieren.

3.4.8 DEFINITION Sei 7' C .7 eine Klasse!! von Objekten. Dann ist der additive
Abschluss Add(7') die kleinste volle additive Unterkategorie von .7, die 7" enthélt und
unter Koprodukten und direkten Summanden abgeschlossen ist.

3.4.9 LEMMA [Kr2, Lemma 2]

Sei 7 trianguliert mit (TR5), S C 7 eine Menge von Objekten, . := Add(S) und sei

I .. — Z der Inklusionsfunktor. Dann ist & abelsch (s. Lemma 3.4.7 Punkt 1) und es
gilt:

1. . hat schwache Kerne und f ist daher abelsch.

2. Es gibt ein Paar von adjungierten Funktoren (I*, 1), die auf den Objekten von 7
bzw. .7 (d.h. kohirenten Funktoren) wie folgt definiert sind:

I..7 >, FwFly

I': 7 — 7, Homg(—,X)— Homg(—, X)

10 7 wird dann die Abelianisierung von .7 genannt, vgl. [Kr3, Abschnitt 4.2].
11n den Anwendungen wird T im Allgemeinen eine Menge sein.
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Dabei wird der Funktor I* von den darstellbaren Funktoren auf beliebige kohéren-
te Funktoren so ausgeweitet, dass er rechtsexakt ist. Der Funktor I, ist sogar exakt,
da eine exakte Sequenz von Funktoren 7 — /b auch als Sequenz von Funktoren
% — /b betrachtet exakt ist.

Esgilt I, o I* =1d ; und ff/ker(l*) ~ 7.

. Der als die Verkniipfung .7 2% 7 L5 7 definierte Funktor

Vy: T =7, X Hom(—,X)|s

ist homologisch.

3.4.10 BEMERKUNG

Um zu zeigen, dass . schwache Kerne hat, konstruiert man Approximationen,
d.h. zu jedem Objekt X € .7 ein Objekt X’ € .¥ und eine Abbildung X’ — X: Sei
dazu X' := [[,cs 1., x s und X’ — X auf einem Faktor (s, f) definiert als f.'?
Dann faktorisiert jede Abbildung s — X mit s € S tiber X’. Ein schwacher Kern in

. kann nun definiert werden als eine Approximation zu einem schwachen Kern
in 7.

Zum Beweis der anderen Aussagen in [Kr2] zieht Krause einige allgemeine Resul-
tate {iber abelsche Kategorien aus [Gab] heran.

Einen Teil der Aussagen hat Krause fiir den Spezialfall einer von einem Objekt
perfekt erzeugten Kategorie auch in [Kr3, Abschnitte 4.1, 4.2] bewiesen.

Auch in Neemans Buch iiber triangulierte Kategorien kommt die Kategorie T vor,
allerdings nur fiir trianguliertes .7, und wird als Abelianisierung A(.7) bezeichnet
(s. [Ne2, Defintion 5.1.3]). Krause hingegen benutzt die Kategorie der kohdrenten
Funktoren auch fiir (nicht zwangslaufig triangulierte!) Unterkategorien der Form
Add(5).

Der Funktor ), heildt bei Krause H. Da H allerdings hier schon fiir einen allge-
meinen Funktor H : 9 — b (dessen Darstellbarkeit bewiesen werden soll)
vergeben ist, wird hier die (auch intuitivere) Bezeichnung ) benutzt.

Es gibt folgenden Zusammenhang zwischen diesen Funktorkategorien und dem zweiten
Axiom aus der Definition einer perfekt erzeugten Kategorie.

3.4.11 LEMMA [Kr2, Lemma 3]
Sei 7 eine triangulierte Kategorie mit (TR5), S C 7 eine Menge von Objekten und sei

=

1.

Add(S). Dann sind dquivalent:

Der homologische Funktor Yy : . — I X Hom(—, X)| s ist kompatibel mit
abzéihlbaren Koprodukten.

12Das ist genau die Konstruktion von Schritt 1 in Neemans Beweis, Seite 24: hier ist lediglich
Hom(—, X) anstelle von H eingesetzt worden!
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2. Die Menge S erfiillt das Axiom (G2): Seien X; % Y; (i € N) Abbildungen in 7,
sodass
Hom(s, X;) 4" Hom(s,Y;) Vse SVieN

surjektiv ist. Dann ist auch fiir alle s € S folgende Abbildung surjektiv:

Hom(s, H X;) (L 79 Hom(s, H Y:)

€N 1€EN

Beweis. Wegen ), = I, o Y und Lemma 3.4.7 Punkt 2 ist die erste Aussage dquivalent
dazu, dass I, mit abzidhlbaren Koprodukten vertauscht. Das ist wegen Lemma 3.4.9
Punkt 3 genau dann der Fall, wenn ker I, abgeschlossen unter abzidhlbaren Koprodukten
ist.

Sei also F' = [ [,y F; ein Koprodukt in é\, wobei jeder Funktor F; eine Priasentierung

ieN
Hom(—, X;) “% Hom(—,Y;) = F; — 0

hat. (¢;). ist dabei wegen Korollar 1.1.5 induziert von einem ¢; : X; — Y;. Angenommen
alle F; sind im Kern von I,, d.h. diese Funktoren verschwinden auf .. Dann ist die
Abbildung

(¢3)« = Hom(s, ¢;) : Hom(s, X;) — Hom(s, Y;)

fiir alle s € . und 7 € N surjektiv.
Es ist zu zeigen, dass in diesem Fall die Aquivalenz F € ker I, < (G2) gilt.

F liegt im Kern von [, genau dann, wenn F'

die Abbildung
Hom(s H X;) Hom H Y:)

€N €N

« = 0. Das ist genau dann der Fall, wenn

surjektiv fir alle s € . ist. Das gilt genau dann, wenn es fiir die Menge der additiven
Erzeuger s € S gilt. Da die X; und Y; beliebig waren (F; war ja ein beliebiger koharenter
Funktor), ist diese Formulierung dquivalent zu (G2). O

Damit kann nun Krauses Brownscher Darstellbarkeitssatz fiir perfekt erzeugte Katego-
rien bewiesen werden. Die Notation ist dabei zum grof3en Teil so gehalten wie in den
Abschnitten zu Neemans Darstellbarkeitssétzen.

3.4.12 BEWEIS (VON THEOREM 3.4.3)

Sei .7 trianguliert mit (TR5) und perfekt erzeugt von einer Menge S von Objekten. Sei
H : 7° — b kohomologisch und bilde Koprodukte auf Produkte ab.

Zunachst werden Schritt 1 und 2 von Neemans Beweis fiir kompakt erzeugte Kategorien
(Theorem 3.2) durchgefiihrt, wobei auch hier 0.B.d.A. angenommen wird, dass S = >S5
gilt.
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Man erhélt eine unendliche Folge der Form
Xo 5 X B X, 5B

sowie fiir alle ¢ > 0 ein Element «; € H(X;) mit H(w;;1)(a;11) = «;. Dieses «; entspricht
nach dem Yoneda-Lemma einer natiirlichen Transformation

¢; : Hom(—, X;) - H

Diese ist auf der erzeugenden Menge S surjektiv.!® Fiir t € .7 liegt ein f : t — X, genau
dann im Kern von ¢!, wenn H(f)(«;) = 0.

Der Zusammenhang dieser aus Neemans Beweis wiederholten Konstruktion mit koha-
renten Funktoren ist nun der folgende:

Die natiirliche Transformation ¢; hat als Kern einen Funktor K; : 7 — b, der auf
einem Objekt ¢ € .7 die folgende Wirkung hat:

K;i(t)={f:t— X, | H(f)(a;) = 0} C Hom(t, X;)

Dann ist X, als Kegel der Abbildung

T = s O X;
I II

s€S feK,(s)

definiert, wobei v; auf dem Summanden mit Index (s, f) gleich f ist. Bei Neeman wird
das Objekt T; mit K; bezeichnet, hier bezeichnet jedoch (wie in Krauses Notation) K;
den Funktor, der der Kern von ¢; ist.

Die Bedingung H (w;.1)(a;41) = «; ist wie in Neemans Beweis dquivalent dazu, dass das
folgende Diagramm kommutiert:
Hom(—, X;)
(Wig1)* N\ @i

Hom(—, Xiy1) firy H

Sei nun . := Add(S).! Dann ist wegen Lemma 3.4.9 Punkt 1 die Kategorie 7 der
kohédrenten Funktoren auf . abelsch und man kann Kolimites bilden.

Das Bild von

Hom(—,v;)|.»

Yo (T;) = Hom(—, T;)| » Hom(—, X;)|.» = Yo (X))

ist nach Konstruktion von v; gleich K;|s. Das ist aber nach Definition der Kern von
Hom(—, X;)|~ M H|.», und deswegen erhilt man eine exakte Sequenz der Form

Hom(—,v;)|.»

Hom(—,T})|» Hom(—, X;)|» 2% H|, — 0

13ygl. Neemans Beweis auf S.25.
“Diese Kategorie ist i.A. nicht trianguliert, aber das wird in Krauses Beweis auch nicht benétigt.
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Also ist H|y : ¥ — < ein kohérenter Funktor.

Da ¢,|» demnach ein Morphismus in der abelschen Kategorie 2 ist, ist auch sein Kern
K;|s in . enthalten. Es gibt daher fiir alle ¢ > 0 das folgende kommutative Diagramm
in . mit exakten Zeilen:

0 — K|, — Hom(—X), 2% H, - 0
04 Vi1 1]

0 = Kily — Hom(—, Xi1)|s finlr, Hly — 0

Weil ¢, := Hom(—, w;;;) auf K;|» verschwindet, gibt es eine Abbildung ;, die in das
obige Diagramm eingefiigt werden kann:

0 — K|, — Hom(—X), 2% H, - o
0J Vi1 d Liv/' 1

0 = Kily — Hom(— Xu)ls 2% Hl, — 0

Insbesondere gilt ¢;,1|» o t; = 1g|,,, d.h. die obigen exakten Sequenzen in 2 spalten
alle, und es gibt ein kommutatives Diagramm der folgenden Form:

Hom(—, X1)ly & Hom(— Xo)ly -5 Hom(—, X3)s -5
>~ >~ =~

1J7J0 1]710
H 11Kl 1Y "L (1K, 1% HLI1K, 22

Dariiber kann nun der Kolimes gebildet werden, weil .7 abelsch ist. Dieser Kolimes
ist offenbar H|y, weil die untere Sequenz als direkte Summe einer H-Sequenz und
einer K;-Sequenz aufspaltet, und letztere den Kolimes Null hat. Nach Konstruktion des
Kolimes iiber der Indexmenge N gibt es die exakte Sequenz in .7 (wobei shift := ILva:

0 — HHom Lshift, HHom PRLENY S

Nun wird wie in Schritt 3 bei Neemans Beweis (s. S. 26) der Homotopie-Kolimes
X := hocolim X; gebildet, und wie in Schritt 4 bei Neeman folgt auch, dass das ana-
log konstruierte ¢ : Hom(—, X) — H auf dem Erzeugendensystem S surjektiv ist.

Dann wird der homologische Funktor
Vo: T = .7, X — Hom(—, X)|»

auf das gerade konstruierte X angewandt.'® Hier kommt der Fakt ins Spiel, dass dieser
Funktor wegen Lemma 3.4.11 mit abzdhlbaren Koprodukten vertauscht. Nach Definition

des Homotopie-Kolimes ist dann die resultierende Sequenz in .¥ exakt:

15Vgl. Lemma 3.4.9 Punkt 4.
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[T Hom(—, X,)|» =% J] Hom(~, X;)|» — Hom(—, X)|

% [ Hom(—, £X5)|» 5 T ] Hom(—, £X,)|»

)

Aufgrund der anfinglichen Annahme 5 = S ist (3(1 — shift)) = (1 — X(shift)) genau-
so wie (1 — shift) injektiv und daher ist v = 0. Hom(—, X )| ist also der Kokern von
(1 — shift). Die resultierende kurze exakte Sequenz passt in das folgende kommutative
Diagramm mit exakten Zeilen:

0 — [[,Hom(—, X))y —% J[Hom(—,X,)|s — Hom(— X), — 0
1] 1] 6l
0 — [IHom(— X))y —2% [I Hom(— X;), 22, H|s 0

Daher ist ¢| » : Hom(—, X)|» — H| auch injektiv.'®

¢ ist also auf den Objekten der additiven Kategorie .# ein Isomorphimus, insbesondere
auf den Objekten s € S. Weil S die Kategorie .7 erzeugt, ist ¢ auf ganz .7 ein Iso-
morphismus. Das Argument fiir diese Schlussfolgerung ist genau wie in Schritt 6 von
Neemans Beweis auf S. 27. O

3.5 Zusammenhang zwischen Neemans und Krauses Ar-
beiten

Eine kompakt erzeugte Kategorie ist nach Definition auch wohl erzeugt. In Bemerkung
3.4.2 Punkt 1 wurde gezeigt, dass sie auch perfekt erzeugt ist. Es stellt sich die Frage,
wie die Begriffe wohl erzeugt, perfekt erzeugt und (G2’)-perfekt erzeugt!” zusammen-
héngen. Diese Frage lasst sich mit der folgenden Kette von Inklusionen beantworten:

kompakt wohl (G2')-perfekt perfekt
erzeugte C erzeugte - erzeugte C erzeugte
Kategorien Kategorien Kategorien Kategorien

Die erste und die letzte Inklusion wurden in Bemerkung 3.3.13 Punkt 3 bzw. Bemerkung
3.4.2 Punkt 2 bereits gezeigt. Die mittlere Inklusion wird von Krause im Anschluss an
[Kr2, Korollar zu Theorem A] bereits erwdhnt und wird hier auf direktem Wege bewie-
sen, s. Lemma 3.5.1.

16Die Surjektivitit war ja schon bekannt, vgl. auch Schritt 4 bei Neeman, S. 26.
17Zur Definition s. Bemerkung 3.4.2 Punkt 3.
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In [Kr1] beweist Krause ein Kriterium dafiir, wann eine (G2’)-perfekt erzeugte Kategorie
wohl erzeugt ist, s. Satz 3.5.4. Dabei wird die obige Inklusion (auf eine etwas andere Art
und Weise) ebenfalls bewiesen. Am Ende dieses Abschnitts werden die beiden Beweise
kurz verglichen.

3.5.1 LEMMA

Sei . eine wohl erzeugte triangulierte Kategorie, die (TR5) erfiillt. Dann ist .7 (G2’)-
perfekt erzeugt. Damit erfiillt 7 auch das (schwéchere) Axiom (G2), ist also perfekt
erzeugt. Insbesondere ist Theorem 3.2.1 also ein Spezialfall von Theorem 3.4.3.

Beweis. Die letzten Feststellungen folgen direkt aus Definition 3.4.1 und Bemerkung
3.4.2 Punkt 2.

Sei o > N, so gewdhlt, dass die essentiell kleine!® Kategorie .7 die Kategorie .7 er-
zeugt, und sei 7' eine Menge von Repréasentanten der Isomorphieklassen von 7.

Axiom (G1) gilt, denn 7" erzeugt 7.

Um die Giiltigkeit von (G2’) zu beweisen, seien X; EIN Y; beliebig viele Abbildungen in
7, sodass die folgenden induzierten Abbildungen surjektiv sind:

Hom(t, X;) Y% Hom(t,Y;) VteTViel

Jede Abbildung t — Y; (¢t € T') faktorisiert also iiber f; : X; — Y;. Um zu zeigen, dass

Hom(¢, H X;) M Hom(¢, H Y:)

i€l el

surjektiv ist, muss gezeigt werden, dass (fiir ¢ € T') jede Abbildung g : t — []..; Y; als

TN | PRI | B%

i€l el

el

faktorisiert.

Weil ¢ ein a-kleines Objekt ist, faktorisiert g tiber ein Koprodukt [, ,, Y;, wobei I" C I
eine Teilindexmenge mit card(/") < « ist.

Nach Definition einer a-perfekten Klasse (s. Def. 3.3.5) faktorisiert die daraus resultie-
rende Abbildung ¢t — [],_, Y; tiber

icr! Pi
t = a2 v
iel’ iel’
mit t; € T'. Gesamthaft faktorisiert ¢ also als

b= [Tt 2 v = [T

iel’ iel’ i€l

18ygl. Korollar 3.3.16.
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Jetzt konnen wir nach Voraussetzung jedes ¢; als ¢; SN X, EN Y; faktorisieren (fiir

i € I"). Zusammengesetzt ergibt sich das folgende kommutative Diagramm, wobei die
Komposition der Abbildungen in der unteren Zeile das urspriingliche g ist.

t = Iliepti LLE—N% [licr Xi = e X
| 1 VI fi VILfi

e ¢4
t = Jlept —— [licrYi = I Vi

In der oberen Zeile ergibt sich als Komposition die gewiinschte Abbildung g. OJ

Fiir den noch folgenden Teil dieses Abschnitts ist es wichtig zu wissen, dass Neeman
in der Einleitung seines Buches eine andere Definition einer wohl erzeugten Kategorie
angibt (s. [Ne2, Definition 1.15]).

3.5.2 DEFINITION Sei .7 eine triangulierte Kategorie mit (TR5) und 5 > X, eine regu-
lare Kardinalzahl. .7 heil3t 5-kompakt erzeugt, wenn gilt:

i) 75 ist essentiell klein.
ii) (7°) =7
7 heil3t wohl erzeugt, wenn es ein /5 gibt, sodass .7 5-kompakt erzeugt ist.

3.5.3 LEMMA Beide Definitionen einer 3-kompakt erzeugten Kategorie sind dquivalent:
Eine 3-kompakt erzeugte Kategorie im Sinne von Definition 3.3.12 (die im Folgenden
in den Bedingungen a)-c) wiederholt wird) erfiillt die Bedingungen i) und ii). Eine
pB-kompakt erzeugte Kategorie im Sinne der obigen Definition enthéalt eine Menge T,
sodass gilt:

a) T erzeugt 7 und T = XT.
b) T'U {0} ist eine B-perfekte Klasse.
c¢) T besteht aus j3-kleinen Objekten, d.h. T c T,

Beweis. Sei .7 trianguliert mit (TR5) und § > N, regulér.

—: Sei T eine Menge mit a)-c). Wegen Korollar 3.3.16 gilt (7"}’ = .77 und diese Kate-
gorie ist essentiell klein, also gilt i).
Wegen Korollar 3.3.15 gilt (T) = .7, und Bedingung ii) folgt daher aus

(77 = () > (1) =7

<: Es gelte i) und ii). Sei T die Menge von Objekten einer zu .7° dquivalenten kleinen
Kategorie. Aus ii) folgt mit Lemma 1.4.5 Punkt 2, dass .7 von .7” erzeugt ist. Weil
T eine dquivalente Unterkategorie ist, erzeugt T bereits .7. Weil .77 trianguliert
ist, gilt 7" = X7, womit a) gezeigt ist.
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Bedingung b) folgt daraus, dass die Inklusion 7 — .7° eine Aquivalenz ist (die
Menge T enthélt die Null bereits, weil .77 trianguliert ist).
Bedingung c) gilt schlieBlich nach Definition von .7°% ¢ .7,

O

Diese zweite Definition verwendet Krause in [Krl] (worauf wir in Kirze hier noch ein-
gehen) und es ist anzunehmen, dass er sie in [Kr2] auch gemeint hat. Der Beweis, dass
wohl erzeugte Kategorien auch (G2’)-perfekt erzeugt sind, ist daher in [Kr1l, Theorem
A] etwas anders als in Lemma 3.5.1. Dort gibt Krause auflerdem auch ein Kriterium
dafiir an, wann eine (G2’)-perfekt erzeugte Kategorie wohl erzeugt ist. Die Aussage ist,
in die Begrifflichkeiten von [Kr2] und [Ne2] iibersetzt, die folgende:

3.5.4 SATZ Sei J eine triangulierte Kategorie mit (TR5) und sei o > N, regulidr. Dann
sind dquivalent:

1. 7 ist a-kompakt erzeugt.

2. 7 ist (G2)-perfekt erzeugt von einer Menge T C .7'®), d.h. von einer Menge von
a-kleinen Objekten.

3.5.5 BEMERKUNG

1. Die wohl erzeugten Kategorien sind also genau diejenigen (G2)-perfekt erzeug-
ten, die eine gewisse Kleinheitsbedingung erfiillen, wobei die Kardinalzahl « selbst
nicht von Bedeutung ist. Der entscheidende Punkt ist, dass es bei Abbildungen aus
einem erzeugenden Objekt in ein Koprodukt iiberhaupt eine obere Schranke fiir
die Kardinalitit der Indexmenge dieses Koprodukts gibt.

2. Zum Beweis:

Die Richtung ,,(1)=-(2)“ wurde bereits in Lemma 3.5.1 auf direktem Wege bewie-
sen. Krause verwendet, wie oben bereits erwidhnt, Neemans alternative Definition
einer a-kompakt erzeugten Kategorie aus der Einleitung seines Buches, s. Defini-
tion 3.5.2. Der Beweis in [Kr1] folgt der folgenden Strategie:

Sei .7 a-kompakt erzeugt, d.h. Bedingungen i) und ii) aus Definition 3.5.2 gelten.
Sei T' C 7 die Menge von Objekten einer dquivalenten kleinen Kategorie. T
erzeugt .7, vgl. ,<“ im Beweis von Lemma 3.5.3, daher gilt (G1).

Nach [Kr1l, Lemma 6] erfiillt 7% das Axiom (G4):

(G4) Fiir jede Abbildung t % [],., X; mit t € Z* und X; € .7 (I beliebige
Indexmenge) existieren Objekte t; € .7 %, sodass ¢ faktorisiert als

icl icl
Dieses Axiom entspricht der zweiten Bedingung aus Definition 3.3.5 (der Defini-

tion einer S-perfekten Klasse) mit dem Unterschied, dass es keine Kardinalitats-
beschrankung fiir die Koprodukte gibt. (G4) gilt in diesem Fall, weil nach Lem-
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ma 3.3.11 eine a-perfekte Klasse von «a-kleinen Objekten auch j-perfekt fiir alle
5 > NO ist.

Die dquivalente kleine Kategorie T erfiillt damit ebenfalls (G4), und nach [Krl,
Lemma 4] erfiillt 7" auch (G2’). Die Faktorisierung lasst sich dabei direkt aus Axi-
om (G4) folgern, analog zum Ende des Beweises von Lemma 3.5.1. In (G4) kommt
zwar prinzipiell eine beliebige Indexmenge vor, aber weil die Objekte in .7
a-Kklein sind, faktorisiert die im Beweis von (G2’) konstruierte Abbildung stets iiber
ein a-Koprodukt. Das Axiom (G4) ist also nur ein Zwischenschritt in der Faktorisie-
rung im Beweis von Lemma 3.5.1, und die hier relevante Beweisrichtung in [Kr1,
Lemma 6] und [Kr1l, Lemma 4] entspricht unserem Beweis von Lemma 3.5.1.

Die Richtung ,,(2)=-(1)“ ist komplizierter und nimmt den grof3ten Teil von [Krl]
ein. Krause zeigt in [Krl, Lemma 4], dass .7* die maximale Klasse von a-kleinen
Objekten ist, die (G4) erfiillt. Er definiert .7 sogar urspriinglich auf diese Weise.
Weiterhin zeigt er mit Hilfe einer Kategorie von Funktoren, die Koprodukte be-
stimmter Kardinalitdten auf Produkte abbilden, dass (7)* = 7 gilt. (T")” ist we-
gen Satz 3.3.3 und der darauf folgenden Bemerkung essentiell klein, somit auch
7. Damit sind die Bedingungen i) und ii) aus Definition 3.5.2 erfiillt.

3.6 Beispiele

In diesem Abschnitt werden einige Beispiele fiir Anwendungen der bisher behandelten
Darstellbarkeitssitze zitiert und z.T. erlautert.

Die wichtigsten triangulierten Kategorien sind die stabile Homotopiekategorie SH so-
wie derivierte Kategorien. Beide tauchen auch in den folgenden Beispielen auf.

3.6.1 BEISPIEL (DIE STABILE HOMOTOPIEKATEGORIE)

Sei 7 := SH die stabile Homotopiekategorie. SH ist eine kompakt erzeugte triangu-
lierte Kategorie mit (TR5): Sie ist erzeugt von dem Sphérenspektrum S° und seinen
Suspensionen, d.h. von der Menge von kompakten Objekten

T:={S"=3x"8"|neZ}

Dass T die Kategorie erzeugt, folgt aus dem Satz von Whitehead. Die Kompaktheit von
SY ist darauf zuriickzufiihren, dass das Bild eines kompakten CW-Komplexes (insbeson-
dere also einer n-Zelle) in einem Koprodukt (d.h. Wedge-Summe) immer nur endlich
viele Summanden trifft. Dariiber hinaus gibt es beliebige Koprodukte [[,.; X; = Vic1 X;
von Spektren, d.h. das Axiom (TR5) gilt. Daher ist Neemans erster Darstellbarkeitssatz
anwendbar.

Die Menge T ist ein N, -perfektes Erzeugendensystem fiir .71° und erfiillt wegen Bemer-
kung 3.2.4 (T) = 7 und wegen Korollar 3.3.16 auch 7 = (T')®. Letzteres bedeutet,

9vgl. [Ne2, Lemma D.1.3].
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dass die a-kompakten Objekte in SH genau diejenigen sind, die durch weniger als «
Wedges sowie Translationen und Kegel aus dem Erzeugendensystem 7" entstehen.

Jeder CW-Komplex, der durch Zusammenkleben von weniger als o Zellen entsteht, hat
als Suspensionsspektrum also ein Spektrum, das als Objekt der triangulierten Kategorie
SH a-kompakt ist.2°

3.6.2 BEISPIEL (BOUSFIELD-LOKALISIERUNGEN VON SH)
Sei .7 weiterhin die stabile Homotopiekategorie und sei A das Smash-Produkt. Die Ka-
tegorie der E-azyklischen Spektren ist definiert als die volle Unterkategorie

I ={xe T|aNE=0}={re T |E(x)=nm(ENz)=0}

Die zweite Notation zeigt, dass es sich um die azyklischen Objekte bzgl. der von F indu-
zierten Homologietheorie handelt. Die nun folgende Idee der Lokalisierung ist auf Bous-
fields Arbeiten [Bo1] und [Bo2] zuriickzufiihren, in der er die Lokalisierung von topolo-
gischen Rdumen bzw. Spektren ,,nach einer Homologietheorie“ behandelt hat. Neeman
behandelt in [Ne2, Kapitel 9] eine allgemeinere Variante der Bousfield-Lokalisierung,
die sich unter gewissen Voraussetzungen auf eine lokalisierende Unterkategorie einer
triangulierten Kategorie anwenden lasst.

Die Kategorie .75 ist trianguliert und lokalisierend.?! Es ist moglich, die Verdier-
Lokalisierung .7 / 7% zu bilden. Der Lokalisierungsfunktor F' : . — 7 /7 lasst dabei
die Objekte gleich und hat die Eigenschaft, dass er alle Morphismen invertierbar macht,
die ein E-azyklisches Spektrum x € .75 als Kegel haben.??

Ist ¥ C 7 eine volle Unterkategorie einer triangulierten Kategorie, dann ist die Kate-
gorie der .#-lokalen Objekte definiert als

t7 = {x e T |Vse€.”: Hom(s,z) =0}

Diese Kategorie ist eine dicke triangulierte Unterkategorie von .7 .23

Wendet man diese Definition auf .7 = SH und .¥ = 7% an, so erhélt man die Kategorie
175 der E-lokalen Spektren.

Weil 7% lokalisierend ist und in der kompakt erzeugten Kategorie .7 der Brownsche
Darstellbarkeitssatz gilt, lasst sich die abstrakte Grothendieck-Verdier-Dualitdt [Ne2,
Theorem 8.4.4] anwenden: Der Lokalisierungsfunktor F' hat einen rechtsadjungierten
Funktor G : ./ 9z — 7, der auch Bousfield-Lokalisierungsfunktor genannt wird.2*

20vgl. [Ne2, Remark D.1.5].

21[Ne2, Lemma D.1.9].

227Zum Thema Verdier-Lokalisierung vgl. [Ne2, Kapitel 2] und [Kr4, Abschnitte 2-4].
23[Ne2, Lemma 9.1.12].

24vgl. [Ne2, Kapitel 9].
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Ein wichtiges Resultat von Neeman ist, dass in diesem Fall die Komposition von Funk-
toren .

eine Aquivalenz von Kategorien ist, d.h. die Lokalisierung nach den E-azyklischen Ob-
jekten ist gleichzeitig die Unterkategorie der E-lokalen Objekte.?’

Neeman beweist in [Ne2, Theorem D.1.12], dass sowohl in .7 als auch in +. 75 = .7/ 7
der Darstellbarkeitssatz gilt, weil beide Kategorien wohl erzeugt sind.

Sei a > N, eine beliebige regulidre Kardinalzahl. Dann besitzt .7z ein Erzeugenden-
system R, das dquivalent ist zur essentiell kleinen Kategorie 7* N 7. Aullerdem gilt
{75}" = (R)?, diese Kategorie ist essentiell klein und erzeugt .. Daher ist 7 nach
Lemma 3.5.3 wohl erzeugt.

Dariiber hinaus ist auch .7/ .7 eine wohl erzeugte Kategorie. Neeman folgert dazu aus
Thomasons Lokalisierungssatz [Ne2, Theorem 4.4.9], dass fiir alle § > « gilt:

(7T} = TP/ { T}’

Die letzte Kategorie ist der Quotient von zwei essentiell kleinen Kategorien (Verdier-
Lokalisierung) und daher auch essentiell klein. Weiterhin beweist Neeman, dass diese
Kategorie bereits .7/ 7 erzeugt, d.h. 7/ 7% ist wohl erzeugt.

3.6.3 BEISPIEL (DERIVIERTE KATEGORIEN)

Ist &7 eine abelsche Kategorie, dann ist die (unbeschrénkte) derivierte Kategorie defi-
niert als D(«7) := K(/)/Ac(</), also als die Homotopiekategorie der Kettenkomplexe
in 7 lokalisiert nach der Unterkategorie der azyklischen Komplexe. 2 Die Kategorien
DY (a), D~ (<) und D°(</) werden analog definiert, mit dem Unterschied, dass hier
nur die Kettenkomplexe eine Rolle spielen, die nach unten bzw. nach oben bzw. in beide
Richtungen beschrankt sind.

Sei b die Kategorie der abelschen Gruppen. Die unbeschrinkte derivierte Kategorie
D () ist kompakt erzeugt von {3"Z | n € Z} und erfiillt (TR5). Daher lasst sich Nee-
mans erster Darstellbarkeitssatz anwenden.

Allgemeiner gilt diese Aussage auch fiir die Modulkategorie Mod(R) iiber einem belie-
bigen kommutativen Ring R.

Im Gegensatz dazu erfiillen beschrénkte derivierte Kategorien der Form D% (&),
D~ (), Db(«/) (wobei <7 abelsch ist) das Axiom (TR5) nicht: Ist X ein nicht azyklischer
Komplex von Objekten aus 7, der im Grad 0 konzentriert ist, dann liegen die Transla-
tionen der Form >" X in allen drei beschrankten Kategorien D*(«7) (e € {+, —,b}), das
Koprodukt [, ., 3" X jedoch nicht. Daher lésst sich keiner der Darstellbarkeitssitze von
Neeman und Krause anwenden.

25Allgemeiner Fall: [Ne2, Theorem 9.1.16], fiir Lokalisierungen von SH s. [Ne2, Remark D.1.13].
26Zur Verdier-Lokalisierung vgl. [Ne2, Kapitel 2] oder [Kel, Abschnitte 9, 10]. Zur Konstruktion der
derivierten Kategorie einer abelschen (oder exakten) Kategorie vgl. [Kel, Abschnitt 11].

47



3.6.4 BEISPIEL (DERIVIERTE KATEGORIEN VON GARBEN UBER MANNIGFALTIGKEITEN)
Eine weitere wohl erzeugte Kategorie behandelt Neeman in [Ne3]:

Sei M eine nicht kompakte, zusammenhidngende Mannigfaltigkeit von positiver Dimen-
sion, und sei .7 := D(Sheaves/M) die derivierte Kategorie der Kategorie der Gar-
ben abelscher Gruppen iiber M. Diese Kategorie ist wohl erzeugt, weil die Kategorie
Sheaves/M eine Grothendieck-Kategorie ist, vgl. Bem. 4.7.6.

7 ist aber nicht kompakt erzeugt. De facto ist das Nullobjekt sogar das einzige kom-
pakte Objekt in .7, wie Neeman aus der Nicht-Kompaktheit von M folgert.

3.6.5 BEISPIEL (NICHT WOHL ERZEUGTE KATEGORIEN)

Ein Beispiel fiir eine triangulierte Kategorie, die (G2")-perfekt erzeugt, aber nicht wohl
erzeugt ist, ist die duale Kategorie .7°" einer beliebigen kompakt erzeugten triangulier-
ten Kategorie .7 # {0} mit (TR5).

In [Kr4, Abschnitt 5.3] zeigt Krause, dass das Duale einer kompakt erzeugten Kategorie
(G2")-perfekt erzeugt ist. Dieser Beweis benutzt, dass Q/Z ein injektiver Kogenerator in
/b ist.

Neeman zeigt in [Ne2, Appendix E.1] allerdings, dass das Duale einer kompakt erzeug-
ten triangulierten Kategorie mit (TR5) niemals wohl erzeugt sein kann. Dazu wird ein
Objekt BC € .7 konstruiert, das besonders ,grol3“ ist, d.h. nicht S-klein fiir beliebig
grofBe Kardinalzahlen § ist. Ware .7 °? wohl erzeugt, dann wiirde wegen Korollar 3.3.16
auch 7% = (J,(7 r)f gelten. Dann miisste BC aber in einer der Kategorien (.7 )"
liegen, die aus g-kleinen Objekten bestehen. Also kann .77 nicht wohl erzeugt sein.

Das Objekt BC € .7° wird von Neeman Brown-Comenetz-Objekt genannt und existiert
dann, wenn die in [Ne2, Kapitel 6] analysierte Funktorkategorie Ex(.¥°P, ob) einen
injektiven Kogenerator hat (wobei .7 «-kompakt erzeugt ist und . := 7%, hier:
a = Ny).2” Fiir diesen Fall beweist Neeman auch einen Darstellbarkeitssatz fiir .7,
d.h. iiber die Darstellbarkeit homologischer Funktoren auf .7, die Produkte erhalten, s.
[Ne2, Theorem 8.6.1].

3.6.6 BEMERKUNG Eine offene Frage ist:
Gibt es perfekt erzeugte Kategorien, die nicht (G2’)-perfekt erzeugt sind?

3.6.7 BEISPIEL (KATEGORIE OHNE ERZEUGER)

Abschlie3end ein Beispiel fiir eine triangulierte Kategorie mit (TR5), die die Vorausset-
zungen von keinem der in diesem Kapitel behandelten Darstellbarkeitssatze erfiillt: Die
Homotopiekategorie von Kettenkomplexen abelscher Gruppen K (.ab) = K(7Z) enthélt
keine erzeugende Menge von Objekten, wie Neeman in [Ne2, Appendix E.3] zeigt. Auch
dieser Beweis benutzt Neemans Theorie iiber Funktorkategorien der Form Ex (.7, @7b),
siehe [Ne2, Kapitel 6].

27Vgl. [Ne2, Abschnitt 8.5].
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Kapitel 4

Brownsche Darstellbarkeit in stark
erzeugten Kategorien

In Kapitel 3 wurden kompakt erzeugte Kategorien und deren Verallgemeinerungen —
wohl erzeugte Kategorien (Neeman) und perfekt erzeugte Kategorien (Krause) — be-
handelt. J. Franke hat in [Fra] einen Darstellbarkeitssatz fiir triangulierte Kategorien
bewiesen, die einen ,starken Erzeuger” haben und in denen die Hom-Gruppen gewissen
Kleinheitsbedingungen gentigen.

Frankes Satz wird in Abschnitt 4.1 formuliert. Der Beweis zerfallt in mehrere Teile, die in
den Abschnitten 4.2-4.5 behandelt werden. In Abschnitt 4.6 werden Zusammenhénge
mit Neemans und Krauses Resultaten aufgezeigt und in Abschnitt 4.7 werden einige
Beispiele angegeben.

4.1 Der Darstellbarkeitssatz von Franke

Sei .7 in diesem Abschnitt stets eine triangulierte Kategorie, die das Axiom (TR5) erfillt
(d.h. abgeschlossen unter Koprodukten ist).
Ist x eine Kardinalzahl, dann bezeichnet x* die nachstgrofRere Kardinalzahl.

4.1.1 DEFINITION Eine Menge von Objekten 7" in .7 erzeugt .7 stark, wenn es eine
Kardinalzahl « gibt, sodass gilt:
Sei <T>ﬁ die kleinste triangulierte Unterkategorie von .7, die abgeschlossen unter ~-
Koprodukten ist und beliebige Koprodukte von Objekten in 7' enthélt. Dann ist (T)”H
bereits die ganze Kategorie .7 .

4.1.2 BEMERKUNG

1. Gibt es eine solche Kardinalzahl «, dann gilt die obige Bedingung automatisch
auch fiir alle grofleren Kardinalzahlen v’ > k.
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2. Mit Neemans Begriff der x*-lokalisierenden Hiille (s. Def. 3.3.1) gilt:

(T = <{Ht@ | I beliebig, ¢; € T}>

el

rt

Allerdings ist (T)'f_I (im Gegensatz zu (7T')") i.A. nicht mehr essentiell klein, weil

die Koprodukte von Elementen aus 7" iiber beliebige Indexmengen nicht unbedingt
eine Menge bilden.

3. (T}ﬁ erfiillt, mit den Bezeichnungen aus Definition 1.4.1 und Definition 3.3.1, die
folgende Kette von Inklusionen:

cy Sy

TcTc (T c(T)" c(T)"
Insbesondere gilt wegen (x), dass fiir das starke Erzeugendensystem 7" in obiger

Definition (7') = .7 gilt und damit wegen Lemma 1.4.5 Punkt 2 die Kategorie .7
von 7" erzeugt wird.

Umgekehrt kann man aber nicht direkt aus (7') = .7 schlief3en, dass fiir irgendeine
Kardinalzahl < auch (T){; = 7 gilt, und daher ist kein einfacher Beweis dafiir
erkennbar, dass kompakt oder wohl erzeugte Kategorien auch stark erzeugt sind.

Die Beziehung zu Neemans und Krauses Arbeiten wird in Abschnitt 4.6 noch ge-
nauer untersucht.

4.1.3 DEFINITION Sei 7" eine Menge von Objekten in .7. Sei 9(7") die Klasse aller
reguldren Kardinalzahlen «, die die folgende Bedingung erfiillen:

Es gibt eine essentiell kleine x-lokalisierende triangulierte Unterkategorie ¢'(x) # {0}
von .7, sodass gilt:

VteT VX €€ (k): card(Homgz(t, X)) < K

4.1.4 BEMERKUNG Die Regularitit der Kardinalzahl « ist beim Beweis von Fran-
kes Darstellbarkeitssatz notwendig, damit bestimmte Koprodukte innerhalb der k-
lokalisierenden Unterkategorie %’(x) bleiben (vgl. Bem. 1.2.12).

Mit diesen Definitionen kann jetzt der Satz von Franke formuliert werden:

4.1.5 THEOREM (FRANKE 2001) [Fra, Theorem 2.4]

Sei 7 eine triangulierte Kategorie, die (TR5) erfiillt und von einer Menge T stark
erzeugt ist. Falls 01(T) eine echte Klasse ist (d.h. nicht durch eine Kardinalzahl nach
oben beschrdnkt), dann erfiillt 7 den Brownschen Darstellbarkeitssatz: Jeder ko-
homologische Funktor H : .7°° — b, der Koprodukte auf Produkte abbildet, ist
darstellbar.

Der Beweis dieses Satzes ist in Abschnitt 2 von [Fra] zu finden und wird im Folgenden
(zum Teil noch etwas genauer) erlautert. Dariiber hinaus werden gegen Ende des
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Beweises auch einige der verwendeten Resultate aus der Arbeit von A. Heller [Hel] mit
eingebracht. Es wird zu sehen sein, dass durchaus Ahnlichkeiten zu Neemans Resultaten
in den Abschnitten 3.2 und 3.3 bestehen. Jedoch ist die Herangehensweise eine vollig
andere als die von Neeman (und Krause).

Sei im Rest des Kapitels .7 trianguliert, erfiille (TR5) und besitze ein starkes Erzeugen-
densystem T, sodass 9t(7T") eine echte Klasse ist. Sei H : .7’ — /b ein kohomologischer
Funktor, der alle Koprodukte auf Produkte abbildet.

4.2 Der Funktor IE[;

Zum Beweis von Theorem 4.1.5 ist folgende Konstruktion erforderlich:

4.2.1 DEFINITION Sei wie oben .7 trianguliert mit (TR5) und H : .7 — b ein ko-
homologischer Funktor, der Koprodukte auf Produkte abbildet. Sei ¥ C .7 eine trian-
gulierte Unterkategorie. Wir definieren eine Kategorie %y wie folgt: Ein Objekt von %y
ist ein Paar (B, f) mit B € ¥ und f € H(DB).

Ein Morphismus 5 : (B, f) — (B, f’) in €y ist gegeben durch einen Morphismus
g : B — B in 7 (de facto in ¥, weil ¥ eine volle Unterkategorie ist), sodass

H(PB)(f') = [ gilt.
4.2.2 BEMERKUNG

1. Dass Elemente der abelschen Gruppe H(B’) durch die Wirkung eines kontravari-
anten Funktors H auf g nach H(B) zuriickgezogen werden, erinnert von der Kon-
struktion her an die Beweise der Darstellbarkeitssdatze von Neeman und Krause
sowie auch an das Yoneda-Lemma. Franke definiert hier allerdings eine Kategorie,
die bei den anderen Autoren nicht auftaucht. Dafiir kommt sein Beweis des Dar-
stellbarkeitssatzes ohne die explizite Konstruktion des darstellenden Objekts als
Homotopie-Kolimes wie bei Neeman und Krause aus.

2. In [Hel, Appendix A] verwendet A. Heller diese Kategorie fiir den Fall, dass H
kovariant ist, er nennt sie (x | H).

3. Man kann sich unter den Elementen von H(B’) im Prinzip Morphismen von B’
in ein den Funktor H darstellendes Objekt Z vorstellen. Die Existenz eines solche
Objekts Z zu beweisen ist das Ziel dieses Kapitels. Dann gilt H = Hom(—, Z), und
ein Objekt in %% ist dann dasselbe wie ein Morphismus von einem Objekt in ¥
nach Z.

4. Wahrend Neeman und Krause zuerst das darstellende Objekt Z konstruieren und
dann zeigen, dass es tatsichlich H darstellt, wird im Folgenden eine Approxima-
tion Hy an den Funktor H durch einen Kolimes iiber alle Objekte der Kategorie
¢n (bis auf Isomorphie) gebildet. Dazu muss 4 notwendigerweise eine essentiell
kleine Kategorie sein.
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Anschliel3end wird gezeigt, dass dieser Funktor fiir ,,geniigend grof3e“ essentiell
kleine Unterkategorien ¥ C .7 natiirlich dquivalent zu H ist.

Sei ab jetzt ¥ eine essentiell kleine triangulierte Unterkategorie von 7. Dann ist auch
¢y essentiell klein, wie direkt aus der Definition folgt. Sei ¥y C €y eine zu ¢y adquiva-
lente kleine Kategorie.

4.2.3 DEFINITION Der Funktor Hy : 7 — b ist auf einem Objekt X € .7 wie folgt
definiert: -
Hy(X) = colim Homgz (X, B)
(B,f)e%n
Auf den Morphismen in .7 ist die Wirkung des Funktors von den Hom-Funktoren und
vom Kolimes induziert.

4.2.4 BEMERKUNG

1. Der Kolimes wird tiber alle Objekte und Morphismen in Cr gebildet. Das geht,
weil die Objekte von %} eine Menge bilden.

2. Die Definition ist bis auf Isomorphie unabhingig von der Wahl von %, d.h. von
der Wahl der Reprédsentanten der Isomorphieklassen von Objekten in %.

3. Fiir festes (B, f) € %y hat jede Abbildung « : X — B ein Bild im Kolimes, d.h.
kann als ein Element aus @(X ) interpretiert werden. Fiir verschiedene f € H(B)
kann das im Kolimes resultierende Bild von (« : X — B) beim Index (B, f) aber
durchaus unterschiedlich sein.

4. Der Funktor Hy ist eine Art Approximation an H, wie in der folgenden Definition
erkennbar ist.

4.2.5 DEFINITION Wir definieren eine natiirliche Transformation ¢ : f[; — H, die fiir
ein Objekt X € .7 die folgende Wirkung hat:
o He(X) = colim g o Hom (X, B)
Bild von (« : X — B) im Kolimes beim Index (B, f)

H(X)
H(a)(f)

%
H

Als Néchstes werden wir, weiterhin [Fra] folgend, einige Eigenschaften des Funktors
Hy zeigen. AnschlieRend werden Kriterien angegeben, unter denen die oben definierte
Abbildung ¢ injektiv bzw. surjektiv ist.
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4.3 k-gerichtete Kategorien

Im Folgenden werden in der Notation Kardinalzahlen als Indexmengen benutzt, s. Be-
merkung 1.2.10.

4.3.1 DEFINITION Sei x > N, eine regulidre Kardinalzahl. Eine Kategorie & heil3t
r-gerichtet (oder x-Kofiltrierend), wenn gilt:
1. Seien (X¢)eer, kK < kK, Objekte von &, dann gibt es ein Y € & sowie Morphismen
X Sy veer.
2. Seien (ag)eer, Rk < Kk, Morphismen in Hom¢ (X, Y'). Dann gibt es ein Objekt Z sowie
einen Morphismus Y LNy , sodass fag = fay, V€, v € K.

4.3.2 BEMERKUNG

1. Es handelt sich um eine Verallgemeinerung der Definition einer gerichteten Kate-
gorie (die in der Definition gerichteter Kolimites eine Rolle spielt). Die gerichteten
Kategorien sind genau die Ny-gerichteten Kategorien.

2. Sind A < k reguldre Kardinalzahlen, dann ist jede x-gerichtete Kategorie auch
A-gerichtet, insbesondere also auch gerichtet.

3. Hat & ein Finalobjekt, so ist & trivialerweise x-gerichtet (fiir beliebige ). Das
Gegenteil gilt nicht; die Definition sichert nur die Existenz von Objekten, die etwas
schwichere Eigenschaften als ein Finalobjekt haben.

4. Punkt 2 der obigen Definition ist eine Eigenschaft eines Koegalisators (auch Diffe-
renzkokern, engl. coequalizer genannt), jedoch wird hier nicht gefordert, dass das
Objekt Z in irgendeiner Form universell ist.

4.3.3 LEMMA [Fra, Proposition 2.7]

Sei k > N, eine regulire Kardinalzahl und & eine kleine x-gerichtete Kategorie. Dann ist
der Funktor colims : @b’ — b exakt und vertauscht mit Produkten mit Indexmenge
der Kardinalitdt < k.

4.3.4 BEMERKUNG

e Die Kategorie & ist hier eine Indexmenge, d.h. der Kolimes wird (wie in unserem
Fall bei der Definition von He) iiber alle Objekte und Morphismen genommen. Der
Funktor colim, bildet somit einen Funktor H : & — @ auf eine abelsche Gruppe
ab, die der Kolimes aller abelscher Gruppen im Bild von H ist.

e Zum Beweis: Der Funktor colim ist rechtsexakt, weil er links adjungiert zum kon-
stanten Funktor ist, d.h. fiir /' : & — o und A € b gilt

Hom,%(co(lﬁim F, A) = Hom e« (F, const,)

Der Beweis der Linksexaktheit benutzt die in [Bass, Proposition 1.8.2] bewiesene
Darstellung eines gerichteten Kolimes in . als Quotient eines Koprodukts iiber
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alle Objekte in &

Die zweite Aussage geht auf [GU, Satz 5.2] zuriick und der Beweis ist eine Verall-
gemeinerung des Satzes, dass gerichtete Kolimites mit endlichen Limites vertau-
schen, vgl. [ML, Theorem IX.2.1].

4.3.5 LEMMA [Fra, Lemma 2.8]

Seien .7 und H wie in der Voraussetzung von Theorem 4.1.5, sei k > W, reguldr und
sei ¢ C 7 eine triangulierte Unterkategorie, die k-lokalisierend ist. Dann ist die in
Abschnitt 4.2 konstruierte Kategorie ¢y = {(B, f) | B € ¢, f € H(B)} k-gerichtet.

Beweis. Die beiden Bedingungen aus Definition 4.3.1 miissen iiberpriift werden.

1. Seien (B, f¢) € €u, wobei ¢ € kK < k. Wir benutzen an dieser Stelle, dass H
Koprodukte auf Produkte abbildet. Das Koprodukt

(JIBe. £, fi=)er € [[ H(Be) = H(]] Be)

E<R E<F <R

ist ein Objekt in ¥, das die gewiinschte Eigenschaft hat: Die Inklusionen der
Summanden in das Koprodukt sind die erforderlichen Abbildungen; da sie durch
F auf die Projektionen des Produkts abgebildet werden, verhalten sich auch die
Elemente f, wie gefordert.

2. Seien a¢ : (B, f) = (B, f'), £ € k < k, Morphismen in €. Sei

]_[ B = ]_[ B
<<k (E,V) ERXE
E<v

und sei ein Morphismus
Ao: [ B=B

E<V<k
auf einer Kopie von B mit Index ({, v) durch (¢ — o) : B — B’ definiert. Wegen
der triangulierten Struktur von % kann man den Kegel B bilden, d.h. es gibt ein
exaktes Dreieck

I %8 2B-s(]] B
E<v<k E<v<k

Da alle o Morphismen in ¢y sind, d.h. H(a¢)(f") = f gilt, folgt H(A,)(f') = 0.
Weil H kohomologisch ist, ist die Sequenz

[1 7B &L 1) &2 1(B)

E<v<k

exakt. Es gibt daher ein f € H(B) mit H(B)(f) = f'. Alsoist 8 : (B', ') — (B, f)
ein Morphismus in ¢ und erfiillt die Bedingung fo, = fa, V€, v < k.

Also ist € k-gerichtet. O

54



4.3.6 KOROLLAR [Fra, Corollary 2.10] -
In der Situation des letzten Lemmas gilt: Der Funktor Hy ist kohomologisch und bildet
r-Koprodukte auf Produkte ab.

Beweis. Der Funktor Hy ordnet einem Objekt X € 7 den Kolimes aller Hom #(X, B)
tiber die Indexmenge {(B, f)e %{} zu (s. Definition 4.2.3). Die Indexkategorie Cn

ist nach Konstruktion klein und dquivalent zu %%, und somit wegen Lemma 4.3.5 k-
gerichtet. Daher lasst sich Lemma 4.3.3 auf die Objekte der Form Hom 4 (X, —) in der

Funktorkategorie o = Fun(%, o/b) anwenden.

1. Hy ist kohomologisch: Sei
X—=Y—=>7Z->3XX
ein exaktes Dreieck in .7. Weil Hom »(—, B) kohomologisch ist, ist die Sequenz
Hom (X, B) + Hom (Y, B) + Hom(Z, B)
fir alle (B, f) € %y exakt. Anders gesagt, die Sequenz
Homg (X, —) < Homg (Y, —) < Homg4(Z, —)
in der Funktorkategorie ohH ist exakt. Wegen Lemma 4.3.3 ist dann auch die
folgende Sequenz exakt:
colim Homg (X, B) < colim Homgz(Y,B) <— colim Homg(Z, B)

(B.f)€Cn (B,f)€CH (B.f)eCn

2. }A[;; bildet x-Koprodukte auf Produkte ab: Seien X, € .7, { € kK < &, beliebige
Objekte. Dann gilt

ﬁ;(H X¢) = colim Homs (][ Xe, B) = colim []Hom(X, B)
<R (B,f)ECH E<R (B,f)€tn E<R

(Lemma 4.3.3)

= H colim Hom(X¢, B) = Hﬁ:g(Xg)

4.4 Unendliche regulidre Kardinalzahlen und ¢«

Seien .7 und H weiterhin wie am Ende von Abschnitt 4.1 beschrieben, und sei x > N,
eine reguldre Kardinalzahl.

Die natiirliche Transformation ¢4 : JEI; — H (s. Definition 4.2.5) stellt eine Verbin-
dung zwischen dem gegebenen Funktor H und der iiber die Kategorie 4} konstruierten
Approximation Hy her. Es stellt sich die Frage, in welchen Féllen ¢4 ein natiirlicher
Isomorphismus ist. Dabei hilft das folgende Lemma:
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4.4.1 LEMMA [Fra, Lemma 2.11]

Sei ¥ C 7 eine k-lokalisierende triangulierte Unterkategorie. Sei T' eine Menge von
Objekten in € mit card(T) < k. Sei [ eine Indexmenge und seien t € T (£ € [3)
beliebige Objekte in T'. Sei B := ng s te. Dann gilt:

a)

b)

Wenn card(H (t)) < k Vt € T gilt, dann ist ¢Z : Hy(B) — H(B) surjektiv.
Wenn card(Hom (¢, X)) < k VX € € Vt € T gilt, dann ist ¢Z injektiv.

4.4.2 BEMERKUNG

1. Das Objekt B := ]_[£€ s te muss nicht in ¢’ liegen, da 3 eine beliebig grof3e Index-

menge ist, wahrend % nur x-lokalisierend ist.

. Die beiden Bedingungen fiir die Surjektivitit bzw. Injektivitit von ¢ stehen di-

rekt mit den Voraussetzungen von Theorem 4.1.5 in Zusammenhang: Bedingung
a) lasst sich nach Definition 4.1.1 herstellen, weil 7" eine Menge ist. Man wahlt
einfach eine Kardinalzahl

k> max (card(T), sup {card(H(1))},;)

Bedingung b) folgt dagegen direkt aus Definition 4.1.3, wenn man ~ > card(7)
und ¥ := € (x) wahlt (s. auch Beweis von Korollar 4.4.3).

Beweis. Zur Erinnerung: ¢Z£ schickt das Bild von « : B — B’ beim Index (B/, ) in

Hy(B) = colim Homg (B, B')
(B'.f")eCn

auf das Element H(«)(f") € H(B).

a)

Sei f € H(B) beliebig. Wir konstruieren im Folgenden ein Urbild in H, ,;(B) d.h.
eine Abbildung 1 : B — B und ein Element f € H(B) mit H(u)(f) = f.

Fir jedes £ € 8 sei f¢ € t¢ die {-te Komponente von f € H(B) = [,z H (t¢). Mit

=11 11 ¢

teT veH(t)

erhalten wir ein Objekt, das die Wirkung des Funktors H auf dem Erzeugenden-
systems 7' zusammenfasst.! Weil card(T') < « und card(H(t)) < k Vt € T sowie
wegen der Regularitit von « hat die Indexmenge dieses Koprodukts auch Kardi-
nalitdt < . Weil ¢ aullerdem x-lokalisierend ist, folgt B € ¥

Es gibt ein kanonisches Element

111 o

teT veH(t

Das ist dieselbe Konstruktion wie in Schritt 1 von Neemans Beweis, in dem die erste Approximation

an das darstellende Objekt definiert wird, s. S. 24.
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b)

das auf dem Faktor H (¢) mit Index (¢, ) den Wert v hat. Dann ist (B, f) ein Objekt
der Indexkategorie .

Seien i¢ : t¢ — B fiir € € 8 sowie j,) : t — B fiirt € T, v € H(t) die Inklusionen
in die jeweiligen Koprodukte. Weil H Koprodukte auf Produkte abbildet, werden
diese Inklusionen unter H auf Projektionen der jeweiligen Produkte auf ihre Fak-
toren abgebildet (wie es auch schon in den anderen Beweisen del; Fall war).

Betrachtet man nun die Inklusionen der Form jq, r) : t¢ — B, wobei f; der
{-te Faktor von f € H(B) = [, H(l¢) ist, dann lésst sich eine Abbildung
it : B — B definieren, die auf dem ¢-ten Faktor ¢ gleich der Inklusion Ite.fe)
ist, also p 0 i¢ = ju, ).

Das oben definierte Element f € H(B) hat nach Konstruktion fiir jeden Summan-
den (t¢, fe)ecp von B die Eigenschaft

H(ig) o H(p)(f) = H(poig)(f) = Hjue.10)(f) = fe

Das bedeutet aber H(u)(f) = [lecp fe = f- Alsoist u € Hom (B, B), als Element
von Hy(B) = colim,y, ;= Hom (B, B') beim Index (B, f) betrachtet, ein Urbild
von f € H(B) unter ¢2, was zu zeigen war.

Im Beweis wird der folgende Fakt benutzt: Ist (X,0) € €y, dannist fiiralle Y € .
die zum Kolimes gehorige Strukturabbildung

Homg (Y, X) — colim Homg(Y, X') = Hy(Y)
(X'.f")€Cn

beim Index (X, 0) bereits die Nullabbildung. Das liegt daran, dass (X, 0) RN (0,0)
ein Morphismus in % ist und dann obige Strukturabbildung als

Hom (Y, X) 2 Hom (Y, 0) — Hy(Y)

faktorisiert. -
Sei nun (X, f) € €y und yi : B = [[.cpte — X mit ¢7(n) = H(u)(f) = 0. Wir
miissen zeigen, dass ;. im Kolimes H(B) = colim g, ¢z Hom 7(B, B") Null wird.

Seien dazu i : t; — B die Inklusionen der einzelnen Summanden und

,ugitgj—g)B&X

die ¢-te Komponente von . Offenbar gilt jeweils auch H (1) (f) = 0 € t,.

Sei B
X::H H t

teT vit— X mit
H(v)(f)=0

2Die Abbildung 1 ist wegen der universellen Eigenschaft des Koprodukts eindeutig bestimmt.
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und j,) : t < X die Inklusion beim Index (t,v).3
Alle Objekte ¢ in dieser Konstruktion sind in 4" und % ist x-lokalisierend. Weiterhin
hat die Indexmenge eine Kardinalitét kleiner als , denn es gilt card(7") < x und

card(Homz(t, X)) <k VteT, X €%

und  ist regulér. Daher ist auch X € €.

Sei © : X = [, t — X auf dem Summanden ¢ mit Index (¢,v) definiert
durch v : t — X. Dann ist H(©)(f) = 0 nach Konstruktion von X. Daher ist
©:(X,0) — (X, f) ein Morphismus in %.
In dieser Konstruktion wurden alle moglichen Abbildungen von beliebigen erzeu-
genden Objekten ¢t € T' nach X zusammengefiigt, entlang denen das vorgegebene
Element f € H(X) auf Null zuriickgezogen wird. Insbesondere faktorisiert daher
auch p : B — X iiber © wie folgt:
Sei x : B = [[.cste — X auf dem Summanden ¢¢ mit Index ¢ € (3 definiert durch
die Inklusion j, ) : te — X, wobei ¢ : t¢ — X die am Anfang des Beweises
definierte ¢{-te Komponente der urspriinglichen Abbildung ;1 : B — X ist.
Dann ist i die Komposition
BAX X3 X

weil fiir jede Komponente ¢, von B gilt:

@OXOZ@ :@Oj(tgyug) = HU¢ :,U,Oig

Weil © : (X,0) — (X, ) ein Morphismus in ¢ ist, haben p € Homgz (B, X)
beim Index (X, f) und x € Homgz(B,X) beim Index (X,0) dasselbe Bild in
colirn( BT Hom (B, B") = H¢(B). Dieses Bild ist aber wegen der anfdnglichen
Bemerkung Null. Damit ist ¢Z injektiv.

OJ

4.4.3 KOROLLAR [Fra, Corollary 2.12]

Sei  wie in den Voraussetzungen von Theorem 4.1.5 stark erzeugt von einer Menge
von Objekten T, erfiille (TR5), und sei 9(T') unbeschrdnkt. Sei H : .7 — b ein
kohomologischer Funktor, der Koprodukte in .7 auf Produkte in <% abbildet.

Sei auSerdem x € 9(T) so grols gewdahlt, dass gilt:

1. card(H(X)) <x VteTVielZ *

2. Die kleinste triangulierte Unterkategorie von 7, die abgeschlossen unter k-
Koprodukten ist und alle Koprodukte von Elementen aus T enthélt, ist 7 selbst.”

3. card(T) < K

3Vgl. hierzu die Konstruktion von K; in Schritt 2 von Neemans Beweis, siehe S.25.

4Das ist moglich, weil Z und T Mengen sind, und somit die Kardinalitdten der abelschen Gruppen
H(X't) eine obere Schranke besitzen, namlich card([,c, [1;c, H(X)).

SDas ist wegen Definition 4.1.1 und Bemerkung 4.1.2 moglich.
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Dann gilt fiir jede triangulierte Unterkategorie ¢ (k) C .7, die essentiell klein und k-
lokalisierend ist, sowie die Bedingung

card(Homg(t, X)) <k Vte T VX € € (k) (%)

erftiillt (vgl. Definition 4.1.3): Die natiirliche Transformation

eyt Hey = H
ist ein nattirlicher Isomorphismus.

4.4.4 BEMERKUNG Die dritte Bedingung wurde hier (im Vergleich zu [Fra, Corollary
2.12]) eingefiigt, da sich ansonsten Lemma 4.4.1 nicht anwenden lasst. Es ist klar, dass
ein x, welches aul3er den Bedingungen 1 und 2 auch Bedingung 3 erfiillt, existiert.

Beweis. O.B.d.A. kann wie in den Beweisen der anderen Darstellbarkeitssatze angenom-
men werden, dass X7 = T gilt. Die Kardinalitdtsaussagen in den Voraussetzungen des
Lemmas dndern sich dadurch nicht.

Sei ' C .7 die volle Unterkategorie mit Objekten
{X €T | d50 %(E"X) — H(X'X) ist ein Isomorphismus fiir alle i € Z}

Wegen Voraussetzung 2 gentigt es zu zeigen:
1. 7' enthélt beliebige Koprodukte von Objekten in 7.
2. 7' ist trianguliert und -lokalisierend.

Dann folgt bereits .7/ = .7.%

Zum Beweis der beiden Behauptungen:

1. Sei X = [[,,t; ein beliebiges Koprodukt mit t; € 7. Um zu zeigen, dass ¢7,,
ein Isomorphismus ist, wird Lemma 4.4.1 benutzt. Die Voraussetzungen sind ge-
geben, da am Anfang des Beweises auch angenommen wurde, dass card(T) < &
gilt. Die Surjektivitat von gbiﬁ(ﬁ) folgt aus Voraussetzung 1 mittels Lemma 4.4.1a).
Die Injektivitdt folgt aus der Bedingung (x) an ¢(x) mittels Lemma 4.4.1b). We-
gen X7 = T und X'([ [, t;) = [l;e, X'; ist dann auch Oy flr alle i € Z ein
Isomorphismus. Daher ist X € 7.

2. Die Unterkategorie .7 ist trianguliert: Die Abgeschlossenheit unter Isomorphis-

men und Translationen folgt direkt aus der Definition und die Abgeschlossenheit
unter Kegeln folgt mit dem Fiinferlemma. Jetzt wird das Resultat aus dem letzten

®Vgl. hierzu den Anfang von Schritt 6 in Neemans Beweis. Der Unterschied ist hier nur, dass He/,)
nur Koprodukte < « auf Produkte abbildet, wihrend bei Neeman der darstellbare Funktor Hom(—, X)
alle Koprodukte auf Produkte abbildet. Dafiir miissen wir hier zusétzlich noch zeigen, dass beliebige
Koprodukte der erzeugenden Objekte in 7' enthalten sind.
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Abschnitt {iber k-gerichtete Kategorien benutzt: .7’ ist auch x-lokalisierend, weil

nach Korollar 4.3.6 der Funktor % kohomologisch ist und Koprodukte < x auf
Produkte abbildet, genau wie H es nach Voraussetzung tut.

O

4.5 Der Beweis des Darstellbarkeitssatzes

Fiir den Abschluss des Beweises benutzt Franke ein Resultat iiber Losungsmengen des
Darstellungsproblems aus [Hel]. Dariiber zunéachst ein kurzer Uberblick.

4.5.1 DEFINITION [Hel, S. 551-553]

1.

Eine Kategorie ¥ heilst P-Kategorie, wenn sie beliebige Produkte und schwache
Pullbacks’” besitzt. Sie heift P*-Kategorie, wenn sie beliebige Koprodukte und
schwache Pushouts besitzt.

Sei ¢ eine P-Kategorie und F' : ¥ — SETS ein Funktor. ' heil3t hypore-
prasentierbar, wenn F’ Retrakt eines darstellbaren Funktors ist.

Sei ¢ eine P-Kategorie und F' : ¥ — SETS ein Funktor. Eine Losungsmenge fiir
F ist eine Menge von Objekten S C ¢ mit der folgenden Eigenschaft:

VXe@vVre F(X) IYeS fY=>X yeFY): F(f)ly ==z

Ein Funktor F : ¥ — SETS heil’t halbexakt, wenn er mit Produkten und schwa-
chen Pullbacks vertauscht.

4.5.2 BEMERKUNG

1.

2.
3.

Da .7 das Axiom (TR5) erfiillt und schwache Pushouts® hat, ist .7 eine P*-
Kategorie. Daraus folgt, dass .77 eine P-Kategorie ist.

Alle (kovarianten) darstellbaren Funktoren .7 — @ sind halbexakt.

Da es in Frankes Darstellbarkeitssatz um kontravariante Funktoren geht, muss
man diese als kovariante Funktoren auf der Kategorie .7 betrachten. .7 be-
sitzt beliebige Produkte und schwache Pullbacks, weil .7 beliebige Koprodukte
und schwache Pushouts besitzt. Daher lauten die Definitionen fiir kontravariante
Funktoren wie folgt:

(a) Sei ¥ eine P*-Kategorie und F' : ¥€°? — SETS ein kontravarianter Funk-
tor. Eine Losungsmenge fiir I ist eine Menge von Objekten S C % mit der
Eigenschaft:

VXe€¢VeeF(X) YeS f:X=>Y yeFY): F(f)ly ==z

7S. Definition 1.3.8.
8Homotopie-Pushouts, s. Definition 1.3.8 und Bemerkung 1.3.9.
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(b) Ein Funktor F' : ¥°? — SETS heif3t halbexakt, wenn er Koprodukte (in %)
auf Produkte und schwache Pushouts auf schwache Pullbacks abbildet.

4. In diesem Sinne sind auch alle kontravarianten darstellbaren Funktoren halbexakt.

5. Jeder kohomologische Funktor, der Koprodukte auf Produkte abbildet, ist halb-
exakt, denn ein Homotopie-Pushout wird durch einen solchen Funktor auf ein
schwaches Pullback abgebildet: Das Homotopie-Pushout-Quadrat wird auf ein
Pullback-Quadrat abgebildet und das exakte Dreieck, das das Homotopie-Pushout
definiert,” wird auf eine exakte Sequenz abelscher Gruppen abgebildet. Die Exakt-
heit dieser Sequenz impliziert die schwache Pullback-Eigenschaft.

4.5.3 SATZ [Hel, Theorem 1.4]
Sei ¢ eine P-Kategorie. Dann ist ein Funktor ' : ¥ — SETS genau dann hyporepra-
sentierbar, wenn er halbexakt ist und eine Losungsmenge hat.

4.5.4 BEMERKUNG

e Der Beweis ist in [Hel, Appendix A] zu finden und geht auf ein Korollar zu Freyds
Satz iiber adjungierte Funktoren zuriick, vgl. [ML, Theorem V.6.2, Theorem V.6.3].

e Die kontravariante Version des Satzes lautet: Sei ¥ eine P*-Kategorie. Dann ist ein
Funktor ' : ¥°? — SETS genau dann hyporeprasentierbar, wenn er halbexakt
(im Sinne von Bemerkung 4.5.2 Punkt 3b) ist und eine Losungsmenge (im Sinne
von Bemerkung 4.5.2 Punkt 3a) hat.

Diese Charakterisierung hyporeprasentierbarer Funktoren fithrt nun zusammen mit den
Ergebnissen des letzten Abschnitts zum abschlieRenden Beweis von Theorem 4.1.5:

4.5.5 LEMMA [Fra, Lemma 2.13]
Sei .7 trianguliert mit (TR5) und sei H : 7 — /b ein kontravarianter kohomologischer
Funktor, der Koprodukte auf Produkte abbildet. Sei ¢ C .7 eine essentiell kleine Unter-

kategorie, sodass die natiirliche Transformation pr ¢ H ein natiirlicher Isomorphismus
ist. Dann ist H darstellbar.

4.5.6 BEMERKUNG Daraus folgt bereits Theorem 4.1.5, denn eine solche kleine Unter-
kategorie ist nach Korollar 4.4.3 gegeben durch eine Kategorie der Form %’(x), wobei
k € 9M(T) hinreichend gro’ gewahlt ist.

Beweis.

1. Aus der Annahme folgt, dass H eine Losungmenge hat: Fiir alle X € .7 ist die
Abbildung
— X
He(X) = colim Homy (X, B) %%
(Bzf)e%jH

H(X)

9S. Definition 1.3.8 Punkt 2.
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ein Isomorphismus. Diese Abbildung schickt das Bild einer Abbildung oo : X — B
beim Index (B, f) auf H(a)(f) € H(X). Insbesondere hat jedes x € H(X) ein
Urbild in Hy(X), d.h. es gibt ein (B, f) € € und ein o : B — X mit H(a)(f) = .
Die Objekte einer zu ¥ aquivalenten kleinen Kategorie bilden also die gesuchte
Losungsmenge.

2. Wegen Bemerkung 4.5.2 Punkt 5 ist H halbexakt, und laut Satz 4.5.3 ist H hy-
poreprasentierbar. Es gibt also ein Objekt Z € .7 und natiirliche Transformatio-
nen i : H — Hom(—,Z) und r : Hom(—,Z) — H mit ri = 1y, und ir ist ein
idempotenter Morphismus des Objekts Hom(—, Z) in der Funktorkategorie. Auf-
grund des Yoneda-Lemmas entspricht ir einem wiederum idempotenten Morphis-
mus ¢ : Z — Z in 7. Wegen Satz 1.3.13 spaltet ¢, d.h. Z = ker ¢ [[im ¢. Durch
Anwenden des Yoneda-Lemmas erhdlt man damit H = Hom(—,im ¢), also ist H
darstellbar durch das Objekt im ¢.

O

4.6 Zusammenhang mit wohl erzeugten Kategorien

In Bemerkung 4.1.2 Punkt 3 wurde bereits erwdahnt, dass eine von einer Menge 7" stark
erzeugte triangulierte Kategorie .7 mit (TR5) auch (7') = 7 erfiillt und dass .7 von
dieser Menge erzeugt wird (d.h. aus Homg (7, z) = 0 folgt + = 0). Es stellt sich die
Frage, wie der Begriff der stark erzeugten Kategorie'® mit den in Kapitel 3 eingefiihrten
Begriffen von kompakt erzeugten,!! wohl erzeugten,'? (G2")-perfekt erzeugten!® und
perfekt erzeugten'* Kategorien zusammenhéngt.

Leider lasst sich die Klasse der stark erzeugten Kategorien nicht auf offensichtliche Weise
in die Kette von Inklusionen am Anfang von Abschnitt 3.5 einordnen.

Das hat folgenden Grund:

e Sei 7 eine von einer Menge T stark erzeugte Kategorie, sodass 9t(7") unbe-
schrankt ist. Zwar wird dann 7 auch von T erzeugt, jedoch kann man nicht
davon ausgehen, dass 7' nur kompakte bzw. (fiir eine reguldre Kardinalzahl /)
(-kompakte Objekte enthélt. Die Frage, ob .7 zumindest perfekt erzeugt ist, kann
hier auch nicht allgemein beantwortet werden, da in Frankes Definition nicht die
Rede von der Existenz bestimmter Faktorisierungen ist.

e Sei .7 kompakt oder wohl erzeugt von einer Menge von Objekten 7. Es gilt
(T') = 7 nach Korollar 3.2.3 bzw. 3.3.15. Damit 7" die Kategorie auch stark er-
zeugt, miisste die Inklusion (x) in Bemerkung 4.1.2 Punkt 3 eine Gleichheit sein,

10Def. 4.1.1
11Def. 3.1.4.
2Def. 3.3.12 Punkt 4.
13Bem. 3.4.2 Punkt 2.
14Def. 3.4.1.
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d.h. <T>ﬁ = (T). Alternativ konnte man eine andere Menge 7" suchen, sodass
(T"){1 = 7 gilt. Da unsere Kategorie (TR5) erfiillt, aber (T')7; a priori nur unter -
Koprodukten abgeschlossen ist, kann diese Frage vermutlich im Allgemeinen nicht
beantwortet werden.

Ist jedoch 7 wohl erzeugt von einer Menge T, so gilt automatisch, dass 9(7")
unbeschrankt ist, wie es Franke in seinem Darstellbarkeitssatz fordert. Das folgt
aus dem néichsten Satz, den Krause im Anschluss an seinen Darstellbarkeitssatz
bewiesen hat.

Im Folgenden wird Gebrauch von der Arithmetik der Kardinalzahlen gemacht, s. Satz
1.2.9. Ist x eine Kardinalzahl, dann bezeichnet " weiterhin die nichstgrofRere Kardi-
nalzahl.

4.6.1 SATZ [Kr2, Theorem C]
Sei « > N, und 7 eine von einer Menge T' von «a-kleinen Objekten (G2’)-perfekt er-
zeugte triangulierte Kategorie mit (TR5). Sei \ eine Kardinalzahl, die die Bedingung

A > sup {card(Homy(t, Htl)) | t,t; € T'und card(/) < a} + card(T)

iel
erfiillt, und sei x := (A\*)". Dann gelten fiir die volle Unterkategorie
C(k):={X € | card(Homg(t, X)) <k Vt € T}

die folgenden Aussagen:
1. ¥ (k) ist trianguliert.

2. €(k) ist r-lokalisierend und enthdlt T. Aufserdem ist ¢ (x) minimal mit dieser
Eigenschaft, d.h. ¢ (x) = (T)".

3. € (k) ist essentiell klein und besteht aus x-kleinen Objekten.

Beweis. 7 ist eine (G2")-erzeugte Kategorie mit a-kleinen Erzeugern, und damit laut
Satz 3.5.4 eine a-kompakt erzeugte Kategorie, d.h. wohl erzeugt. Beim Beweis von
Punkt 3 wird zunachst der Beweis von Krause erlautert und dann als Alternative ge-
zeigt, wie diese Eigenschaft aus Neemans Resultaten iiber wohl erzeugte Kategorien
(Abschnitt 3.3) folgt.

Zunachst ist festzuhalten, dass die Kardinalzahl x so gewahlt ist, dass sie echt grolder
als jede der Kardinalzahlen «, A, A%, card(T") sowie das Supremum der Kardinalititen
von Hom-Gruppen der Form Hom(¢, [ [, ¢;) mit ¢,¢; € T und card(/) < « ist. Aullerdem
ist x als Nachfolger-Kardinalzahl regular.

1. Der Beweis ist nicht schwer, wird aber hier kurz angegeben. Offenbar ist die Ka-
tegorie % () abgeschlossen unter Isomorphismen. Um zu zeigen, dass sie triangu-
liert ist, muss noch die Abgeschlossenheit unter Kegeln und Translationen gezeigt
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2.

werden. Seialso X — Y — Z — ¥ X ein exaktes Dreieck in ¢’ (x) mit X, Z € € (k).
Weil der Funktor Hom(t, —) homologisch ist, gilt fiir jedes ¢t € T

card(Hom(¢,Y)) < card(Hom(¢, X)) - card(Hom(¢, 7)) < k- k = K

Daher muss auch Y in ¢’(x) liegen. Wenn man (wie schon oft in den bisherigen Be-
weisen) annimmt, dass 7" unter Translationen abgeschlossen ist, so gilt mit obigen
Bezeichnungen Hom(¢,XX) = Hom(X !¢, X). Daher folgt aus X € (k) bereits
YX € €(k), und (k) ist trianguliert.

(a) Die Menge T liegt in €' (k):

Vi,t' € T: card(Homgz(t,t') <A< A <k

Um zu zeigen, dass ¢'(x) x-lokalisierend ist, seien (X;);c; Objekte in €' (x),
wobei card(I) < &, und sei t € T. Wir miissen card(Hom(t,[[,c; Xi)) < &
zeigen.

i.

ii.

Zunichst wird der Fall behandelt, dass alle X; auch in 7" liegen.
Das Objekt ¢ ist nach Voraussetzung «-klein, daher faktorisiert jede Ab-
bildung ¢ — [],.; X; liber ein a-Koprodukt (d.h. card(I") < «):

iel’ el

il

Nach Definition der Kardinalzahl A gilt dann card(Hom(¢, [ ], X;)) < A.
Die Anzahl der Teilmengen I’ C [ mit Kardinalitit < « ist nach oben
beschrankt durch die Anzahl von Abbildungen der Menge « in die Po-
tenzmenge A%, also durch die Kardinalzahl (A*)* = A*® = A\* < k. Daher
gilt

card(Hom(t, HX,)) <A A=XN" <K

iel

Seien jetzt X; € € (k) beliebige Objekte.
Sei fiir jedes i € I ein Objekt T; definiert durch

r= 1 11 ¢

teT fit—X;

sowie eine kanonische Abbildung v, : T; — X, die auf dem Summanden
mit Index (¢, f) gleich f ist (vgl. die Definition von 7; und v; im Beweis
3.4.12 von Krauses Darstellbarkeitssatz).

T; ist ein Koprodukt von weniger als x Objekten aus der erzeugenden
Menge T, denn card(T)) < x (nach Definition), card(Hom(¢, X;)) < &
(wegen X; € ¥(x)) und x ist regular.

Jede Abbildung ¢t — X, faktorisiert nach Konstruktion tiber T;, d.h. fiir
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alle i € I ist die Abbildung Hom(¢,7;) — Hom(¢, X;) surjektiv. Wegen
(G2) ist dann auch

Hom(t, H T;) — Hom(t, H X)
i€l icl
surjektiv. Es folgt
card(Hom(Z, HXl)) < card(Hom(¢, HTJ) <K
iel icl
icl Xz - %(lﬁ)

Damit enthélt ¥'(x) die kleinste x-lokalisierende und 7" enthaltende Katego-
rie, d.h. (T)" C € (k).

(b) Es bleibt zu zeigen, dass umgekehrt auch ¢ (k) C (T)" gilt. An dieser Stelle
verweist Krause auf den Beweis seines Darstellbarkeitssatzes.!® Die genaue
Konstruktion ist die folgende: Sei Y € ¢'(x). Wir betrachten den Funktor

wegen Punkt i., also [

H :=Homgy(—-,Y): T — ab

Zum Beweis der Darstellbarkeit eines solchen Funktors wurde in Beweis
3.4.12 eine Folge der Form

Xo 25 X, 22 X, 55

konstruiert und das H darstellende Objekt war X := hocolim X;. Weil H aber
auch von Y dargestellt wird, ergibt sich Y = X. Wir zeigen, dass alle X; in
(T)" liegen, und aufgrund der Konstruktion des Homotopie-Kolimes ist auch
X € (T)". Dazu gehen wir induktiv vor:

e Xy€ <T>HZ
In der Definition
XO = H H t
teT acHom(t,Y")
hat die Indexmenge Kardinalitdt kleiner als x, denn es gilt card(7) < &,
card(Hom(¢,Y)) < k (wegen Y € ¥ (x)) und « ist regular.

o T, € (T"" fiir alle i > 0:
Es war nach Definition

AN
teT o

feHom(t,X;)
H(f)(as)=0
und X; liegt nach Induktion in (T)" C ¢(x). Indem man die Anzahl der
moglichen Abbildungen f : t — X; wie in Punkt 2(a) abschatzt, ergibt
sich auch hier, dass das Koprodukt eine Indexmenge der Kardinalitat klei-
ner als « hat.

I5[Kr2, Theorem A], hier: Satz 3.4.3 und Beweis 3.4.12.
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e X, € (T)" fiurallei > 0:
X, ist als der Kegel von v; : T; — X, definiert. Beide Objekte liegen
nach Induktion in der triangulierten Unterkategorie (7')" und damit auch
Xit1.

Wie schon anfangs erwéhnt, folgt Y = X = hocolim X; € (T)" und damit
auch ¢ (xk) = (T)".

3. Jedes Objekt in %' (x) kann, wie gerade gezeigt wurde, in abzdhlbar vielen Schrit-
ten (x-Koprodukte sowie Kegel) aus der Menge 7 konstruiert werden, daher ist
7 (k) essentiell klein. Weil die Kategorie der x-kleinen Objekte .7 () lokalisie-
rend ist und 7" enthélt (die Objekte in 7" sind ja sogar a-klein, a < k), folgt

€ (k) = (T)" C TW.

Dieser Punkt folgt alternativ direkt aus Neemans Resultaten, denn die «-
lokalisierende Hiille (7T")" einer Menge von Objekten ist nach Lemma 3.3.3 immer
essentiell klein. Weiterhin gilt wegen Korollar 3.3.16 auch (T)" = 7% ¢ 7",

O

4.6.2 KOROLLAR Sei . eine von einer Menge T' C .7 wohl erzeugte triangulierte Ka-
tegorie mit (TR5). Dann ist auch die Klasse 9t(T") unbeschrénkt.

Ist T" auBerdem ein starkes Erzeugendensystem fiir .7, dann lasst sich also die Brown-
sche Darstellbarkeit sowohl nach Franke als auch nach Neeman folgern.

Beweis. Sei 7 a-kompakt erzeugt und erfiille A\ die Bedingung aus Satz 4.6.1. Es gibt be-
liebig grof3e solche A, und fiir die jeweilige Kardinalzahl « := (A*)" erfiillt die essentiell
kleine Kategorie ¢'(k) = (T')" = 7" die an k € IMM(T') gestellte Bedingung:

VieT VX €€ (k): card(Homg(t, X)) < K

4.7 Beispiele

Die nichsten beiden Definitionen folgen [KS].

4.7.1 DEFINITION Ein Generator in einer Kategorie % ist ein Objekt G € ¥, sodass der
Funktor Homy (G, —) : ¥ — SETS die folgende Bedingung erfiillt:

Falls X L Y ein Morphismus in % ist, sodass
Homy (G, X) LR Homy(G,Y)

ein Isomorphismus ist, dann ist f bereits ein Isomorphismus.
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4.7.2 BEMERKUNG Aquivalent dazu ist: Der Funktor Homy (G, —) ist treu, d.h. fiir jeden
nicht verschwindenden Homomorphismus f : X — Y existiert ein g : G — X mit

fg#0.

4.7.3 DEFINITION Eine Grothendieck-Kategorie .o/ ist eine unter Kolimites abgeschlos-
sene abelsche Kategorie mit Generator, in der filtrierte Kolimites exakt sind.

4.7.4 BEISPIEL

e Ist R ein kommutativer Ring, dann ist Mod(R) eine Grothendieck-Kategorie mit
Generator R.'°

e Sei o/ eine Grothendieck-Kategorie mit Generator G. Dann ist die Kategorie
@ (/) der Kettenkomplexe in &/ eine Grothendieck-Kategorie mit Generator
GIIZ'G.Y

4.7.5 BEISPIEL In [Fra, Abschnitt 3] zeigt Franke, dass die unbeschrankte derivierte
Kategorie!® einer Grothendieck-Kategorie existiert und die Bedingungen seines Darstell-
barkeitssatzes (Theorem 4.1.5) erfillt.

Sei o/ eine Grothendieck-Kategorie mit Generator (G. Der Generator wird in der de-
rivierten Kategorie D(</) ein starker Erzeuger. Genauer gesagt gilt (G)Nul = D(), s.
[Fra, Proposition 3.3].

Die Kategorien ¢’(x), deren Existenz in der Bedingung an 2i(G) fiir eine unbeschrinkte
Klasse geniigend grof3er Kardinalzahlen « gefordert sind, sind in diesem Beispiel Unter-
kategorien der Form D(<7 )<, C D(</). Eine solche Kategorie ¢ (r) = D(«)<, besteht
aus Komplexen X = (X;);cz mit sup, card(Hom,, (G, X;)) < k sowie den dazu quasiiso-
morphen Komplexen.

4.7.6 BEMERKUNG Neeman zeigt in [Ne3, Theorem 0.2] ebenfalls, dass in der unbe-
schrankten derivierten Kategorie einer Grothendieck-Kategorie der Brownsche Darstell-
barkeitssatz gilt.

Er benutzt dazu die Darstellung einer solchen Kategorie als Quotient (d.h. Verdier-
Lokalisierung) der derivierten Kategorie einer Modulkategorie D(Mod(R)) nach Alonso,
Jeremias und Souto (vgl. [Ne3, Abschnitt 2]). Weil D(Mod(R)) wohl erzeugt ist, kann
man zeigen, dass diese Eigenschaft auch fiir D (&) gilt.

Bei diesem Beispiel lasst sich also sowohl Neemans als auch Frankes Darstellbarkeitssatz
anwenden, weil D(.«/) sowohl wohl erzeugt als auch stark erzeugt (von einer Menge T’
mit unbeschranktem 91(7")) ist.

16ygl. [KS, Example 5.2.2]
17Vgl. [KS, Proposition 14.1.3]
18vgl. Beispiel 3.6.3.
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4.7.7 BEISPIEL Zum Abschluss betrachten wir noch einmal die stabile Homotopieka-
tegorie. Die in Frankes Darstellbarkeitssatz an 9t(7") gestellte Bedingung ist auch hier
relevant. Neeman hat einen Spezialfall von Satz 4.6.1 in [Ne2, Lemma D.1.7] fiir die
stabile Homotopiekategorie bewiesen.

Sei a > N, eine reguldre Kardinalzahl, .7 := SH (vgl. Bsp. 3.6.1) und X € ¢ ein
a-kompaktes Objekt. Dann gilt

card(Hom(S", X)) <a Vn € Z

Der Beweis benutzt, dass T := {S"},, ein kompaktes Erzeugendensystem von SH ist
(vgl. Beispiel 3.6.1). Ansonsten entspricht der Beweis einer vereinfachten Fassung der
Beweisrichtung (7')" C ¢(x) im Beweis von Satz 4.6.1.
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kompakt erzeugte Kategorie, 23
kompaktes Erzeugendensystem, 23
kompaktes Objekt, 22 Yoneda-Funktor, 36
Yoneda-Lemma, 7

wohl erzeugte Kategorie, 31

wohl erzeugte Kategorie(alternative Defi-
nition), 43

Wohlordnungssatz, 8

Losungsmenge, 60
Limes-Kardinalzahl, 10
Limes-Ordinalzahl, 9
lokalisierende Hiille, 17
lokalisierende Unterkategorie, 17
Lokalisierungsfunktor, 46

Nachfolger-Kardinalzahl, 10
Nachfolger-Ordinalzahl, 9

Objekt
a-kleines, 30
a-kompaktes, 31
kompaktes, 22
Ordinalzahl, 8

Perfekt erzeugte Kategorie, 34
Prasentierung, 35
Prinzip der transfiniten Induktion, 9
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