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Klausur zur Mathematik fiir Maschinentechniker

Priv. Doz. Dr. G. HERBORT

Aufgabe 1. Fiihren Sie fiir die Funktion

42216
o2 -1

f(=)

eine Kurvendiskussion durch, d.h. Kliren Sie folgende Fragen:

(i) Was ist der Definitionsbereich Dy von f? Wo liegen Pole von f? Was ist ihre Ordnung?
(ii) Gilt eine der Beziehungen f(z) = f(—z) oder f(z) = —f(—=) fiir alle x € D;? iii) Wo ist
f stetig, wo differenzierbar und wie oft? iv) Wo liegen Nullstellen von f? v) Berechnung von
f', was sind die Monotoniebereiche, wo liegen Extrema (lokale oder absolute?) vi) Was sind die
Bereiche strenger Konvexitét fiir f?

Aufgabe 2. Zwei Einzelhdfe H; und H, liegen a = 150m rechts bzw. links von einem geraden
Striafichen an einem geraden Weg, der zu dem Stréfichen senkrecht verlduft. Sie sollen von dem
Nachbardorf D aus eine Wasserleitung erhalten. Wieviele m vor der Kreuzung K muss diese von
der Strafle abzweigen, wenn ein Meter Einzelleitung 62.5% von 1 Meter Hauptleitung kostet und
die Kosten moglichst niedrig sein sollen?
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(Tipp: Wieviele Meter umfassen die Leitungen von D nach A und von A nach H; und Hy?
Man braucht den Meterpreis der Hauptleitung oder den Wert fiir [ nicht zu kennen!)

by
Aufgabe 3. Studieren Sie fiir einen Vektor b= | b, | € IR® das lineare Gleichungssystem
bs
T1— 2Ty —dxs = by
3$1 + Ty — 3$3 = bg
Iy — 9332 - ].7.T3 = b3

i) Bestimmen Sie die Koeffizientenmatrix & und rg(&7).
ii) Fiir welche b ist rg(«/) =rg(</ |b) ?
iii) Bestimmen Sie fiir die Vektoren b aus ii) die Losungsmenge {z € IR® | & = = b}.

Aufgabe 4. a) Sei E die Ebene, auf welcher die drei Punkte

1 2 3
A=1| -2 |,B= 0 und C = | 2
3 -1 4

liegen. Was ist der Abstand des Nullpunktes zu £ ?
b) Sei G die Gerade durch die beiden Punkte .

2 1
P=10 und @ = 2
2 -3

Finden Sie zwei Ebenen F; und E, in IR® mit E, N E, = G.
Aufgabe 5. Berechnen Sie die Integrale:

) /3 32?2 + 3w p
) T
1 3422242041

und

2
i) / 22 In(1 + 2%)dz
0
Aufgabe 6. Losen Sie das folgende Anfangswertproblem:

y+r-oy =
y(0) = 2



Aufgabe 7. a) Zeigen Sie, dass der Punkt @ = (3|3) unter allen Punkten der Parabel y = 2
den kleinsten Abstand zum Punkt P = (1|5) hat.
b) Wie lang ist das Kurvenstiick auf der Parabel zwischen 0 und dem Punkt Q7

Losungen

Zu Aufgabe 1: i) Der Definitionsbereich von f ist Dy = IR\ {—1,+1}. In £1 gibt es Pole

1. Ordnung, denn
12

(x=1)(z+1)

fla)=1-

ii) Die Funktion ist gerade.

iii) Auf Dy ist f als Quotient zweier Polynome (wobei das Nennerpolynom keine Nullstellen
hat), beliebig oft differenzierbar.

iv) Genau dann ist f(z) =0, wenn x = +2.

v) 1. Ableitung: Es gilt f'(z) = ($224_w1)2. also wird f'(x) = 0 dann und nur dann, wenn x = 0.
Fernr gilt

{zeDy| fa)>0} =R, {ze Dy | f(z)<0}=IR

In 0 hat f ein lokales Minimum, denn links von 0 ist f monoton fallend, rechts von 0 dagegen
monoton wachsend. Es gilt f(0) = 16, waehrend f(1/1.01) < 16. Damit hat f bei 0 kein absolutes
Minimum.

vi) Es folgt mit der Quotientenregel:

24(1 4 32?)
(#? = 1)%)

Wendepunkte existieren also nicht. Ferner ist f auf (—1,1) konvex und auf den Intervallen {z <
—1} und {1, 00} konkav.

Zu Aufgabe 2: Bezeichnen wir den Meterpreis fuer die Hauptleitung mit P, so kostet das
Stueck Wasserleitung von D bis A gerade (I —z)- P DM, und die ABschnitte von A bis H und A
bis Hy genau je 0.625 -P - v/a? + 2 DM, also zusammen (I — z + 1.25v/a? + z2) - P DM. Gesucht

wird ein Minimum fuer

F(a) = -

flz) =1—2+1.25Va? + 22
Differenzieren liefert:
fl(z) =—-1+1.25

x

Vva? + z?

Das wird genau dann 0, wenn z = 4a/3 = 200m. Ferner wird f'(z) < 0, wenn 0 < z < 200m
und f'(z) > 0, wenn = > 200m. Bei £ = 200m hat f daher ein absolutes Minimum.

Zu Aufgabe 3: i) und iii). Die Koeffizientenmatrix & des Gleichungssystems ist

1 -2 -5
g=3 1 =3
1 -9 -17
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Die 3. Zeile ist gerade = 4x 1. Zeile - 2. Zeile. Wir nehmen Zeilenumformungen an der
erweiterten Matrix (.27 |b) vor.

1 -2 =5 | b
('d|b) 3.Zei1ef4><§eile+2.Zeile 3 1 -3 | b2
0 0 0 | by—db+by
1 -2 =5 | b
2.Zei1ej?»)<1.Zeile 0 7 12 | b2_3b1
0 0 0 | by—4by+by

Wir lesen daraus ab, dass rg (&) = 2 und rg (</|b) = 2 genau dann wird, wenn by = 4b; — bs.
iii) Ist b € IR® ein Vektor mit b3 = 4b; — by, so kénnen wir das Eliminationsverfahren auf das
System
$1—2.T2 = b1+5)\
7%2 = b2 — 3b1 — 12X

anwenden, wobei A\ € IR beliebig gewaehlt werden kann und erhalten den Losungsraum: & =
{zo+ Azp, | A € IR}, wobei

1 2 11
b b 1
Ty = ha -3 + = 1 , Th =2 —12
T\ o “\o 7

Zu Aufgabe 4: a) Als Richtumgsvektoren der Ebene E kénnen wir etwa

1 2
n=B—-—A= 2 , ih=C—A=1 4
—4 1
waehlen. Dann steht der Vektor
2
V=01 X1v3=9| —1
0

auf E senkrecht, und die Ebene kann durch die Gleichung
E: Z-A)-7=0
beschrieben werden. Das ist gleichwertig mit
E: 18(x;—1)—-9(x24+2)=2-V=A-V=36
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oder
E: 2r,—2,=4

Der Abstand des Nullpunktes zu E ist daher d = |\J|, wobei A € IR so gewaehlt werden muss,
dass A7 € E, also 2 - 18\ 4+ 9\ = 4. Es ergibt sich A = 4/45, und

4 4
d=—\V| = —.
-1
b) Ein Richtungsvektor zu G ist @ = 22 |. Wir suchen zwei weitere Vektoren v1, 5, so
-5

dass die Menge {u,v7, 05} linear unabhaengig wird. Dann leisten die Ebenen E; = {15 + A+
wuoy | A\, p € IR} und Ey = {P + Mi + pv3 | A, u € IR} das Verlangte. Denn G C Ey N E, (Klar).
Aber es gilt auch F1NE,; C G. Ist naemlich ¥ = P+ A\ t+p01 € E1NEy, also £ = P4+t + 1003,
so folgt
(At = Aot + a0l — pgvz =0,

was nur fuer A\; = Ay und p; = pe = 0 moglich ist. Damit muss & € G sein.

Zu Aufgabe 5: i) Sei R(z) = f(x)/g(x), wobei f(x) = 3z? + 3z, g(z) = 2> + 22> + 2z + 1.
Wegen g(—1) = 0 ist g durch z + 1 teilbar, und mit Polynomdivision folgt: g(z) = (z + 1)(z? +
z + 1). Da weiter f(z) = 3z(x + 1), folgt

3z
R - =
(@) 2?4+z+1
3 2r + 1 1
o 2\22+z+1 P4+l
Nun ist Fi(z) := 5In(z” + 2z 4 1) Stammfunktion zu Ry(z) := 32215, Eine Umformung von
Ry(z) := %m ergibt
1
Rz(’T) =2 T = Fl(x)a
R
wobei ) )
T+
Fy(z) = V/3——arct ( )
2() ) /3
Wir erhalten
’ 3 3. 13
[ R =3 (RR = BR) = 3~ VB (artg(7/vB) - aretg(V5)
1



ii) Wir wenden die Substitutionsregel mit ¢(z) := z*

8):

an und erhalten (wegen ¢(0) = 0, ¢(2) =

2 1 r2
/xQIn(1+x3)d:r = 5/ In(1 + p(z))¢'(v)dz
0 0
1 %2
= —/ In(1 + u)du
3 Jo0)
8

1
= g((1+u)ln(1+u)—1—u) 8261113—3

Zu Aufgabe 6: Wir wenden die Methode der Variation der Konstanten an. Zunaechst schrei-
ben wir y(z) = f(2)e’® und errechnen

y'+ay=((@+¢@)f(2)+ f(x)e®

Wir definieren jetzt g(z) = —2?/2 und lésen das AWP

e9@ = Teo/2 £(0) = 2

J@) =5 ;

Die eindeutig bestimmte Losung dazu ist

1 11
_ Lt M

Das gegebene AWP wird also durch die Funktion

gelGst.
Zu Aufgabe 7: a) Jeder Punkte der Parabel y = 22 hat die Form (z, z?), und das Abstands-
quadrat von P = (1, 3) ist

o)== 4 - gf = ot G

Wir leiten das ab: f'(x) = 423 —1/2, und finden genau eine Nullstelle, und zwar bei x = 1/2. Da
f' < 0links von 1/2 und f’ > 0 rechts davon, ist bei 1/2 ein absolutes Minimum fuer f. Es folgt

fl@) > f(1/2) =P - QP



b) Das Kurvenstueck zwischen 0 und @) hat die Laenge

1/2 1
L= / V1+4z2dr = 0.5/ V1+ 22dx
0 0

1 1 1 mZ
= 0.5 dx+/ dm)
(/0 V14 22 0o V14 z?

1 1 1
= 0.5 / dr + (zvV1 + x2 1)—0.5/ 14+ z2dx
([ gt + viea v

= 05In(z+vV1+22)} +05vV2—L

Also
L =0.25(In(z + V1 +22)[§ +v2) = 0.25In(1 + v/2) + 0.25v/2



