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1. Ubungsblatt zur Einfithrung in die Algebra

Aufgabe 1.
In dieser Aufgabe geht es ausschlieflich um die symmetrische Gruppe S,,. Einige Bezeichnungen:
Seien 41, ...,4, paarweise verschiedene Ziffern in {1,...,n}. Dann bezeichnen wir mit (iy,...,%,)

die Permutation in S,,, welche i; auf i abbildet, i5 auf 73 abbildet, usw., bis schlieSlich 4, auf i,
abgebildet wird. Eine solche Permutation heifit r-Zykel, ein 2-Zykel heifit auch Transposition. Mit
diesen Bezeichnungen ist zum Beispiel (2,5) € S; die Transposition, welche 2 und 5 vertauscht
und alle anderen Ziffern festlésst.

(a) Uberzeugen Sie Sich davon, dass sich jede Permutation in S, als Produkt von disjunkten
Zykeln schreiben lésst.

(b) Fiir jedes der folgenden Elemente o und 7 bestimmen Sie seine Zerlegung als Produkt von
disjunkten Zykeln, sein Inverses sowie seine Ordnung:

oc=1(1,3)0(2,4)0(3,6) 0 (5,6) 0 (3,2)0(2,6)0(4,3)0(2,3) 0 (4,6) 0 (1,4) € Sg
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(Im Folgenden werden wir zur Vereinfachung der Schreibweise das Symbol o weglassen.)

(¢) Mit Z(G) :={g € G|xg = gz fir alle z € G} wird das Zentrum einer Gruppe G bezeichnet.
Zeigen Sie: Ist n > 3, so ist Z(S,) = {id}.

(d) Jeder r-Zykel ldsst sich als Produkt von r — 1 Transpositionen schreiben. Schreiben Sie
insbesondere einen Zykel der Form (i,7+ 1,4+ 2,...,5) mit 1 <14 < j < n als Produkt von
Transpositionen.

(e) Sy, wird von allen Transpositionen (,7) mit 1 < i < j < n erzeugt.
(f) Ist (i1,...,4,) ein r-Zykel und o € S, so gilt : oo (i1,...,i,) oo™t = (a(ir),...,0(ir)).

(g) Zeigen Sie, dass S, = (s1,...,5n—1) gilt, wobei s; = (4,4 + 1) die Transposition ist, welche
i und 7 + 1 vertauscht. D.h., eine beliebige Permutation der Ziffern 1,..., n ldsst sich stets
dadurch erreichen, dass in mehreren Schritten stets jeweils nur zwei benachbarte Ziffern i,7+1
vertauscht werden.

[Hinweis zu (g): Induktion nach n. Fiir n = 1,2 ist die Aussage klar. Sei nun n > 3 und die
Aussage bereits fiir S,,_1 gezeigt. Dann beachten Sie, dass wir S,,_1 auch als Untergruppe von S,
auffassen kénnen, ndmlich als die Menge aller Permutationen in S,,, welche die Ziffer n fest lassen.
Sei nun o € S, beliebig. Ist o(n) = n, so kénnen Sie direkt Induktion anwenden. Ist o(n) # n,
also k := o(n) < n, so betrachten Sie ¢’ := 0= o 7, wobei 7 der Zykel (k,k+1,...,n—1,n) ist.]

Aufgabe 2.
(a) Sei G eine Gruppe mit g? = 1 fiir alle g € G. Beweisen Sie, dass dann G abelsch ist.

(b) Sei H eine Untergrupppe der endlichen Gruppe G, so dass |G|/|H| = 2. Beweisen Sie, dass
H ein Normalteiler von G ist, d.h. gH = Hg gilt fiir alle g € G.



Aufgabe 3.
Es sei K ein Korper. Mit GL,, (K) wird die Gruppe der invertierbaren n x n-Matrizen mit Eintragen
in K bezeichnet. Wir definieren

Bn(K) = {A = (a,-j) S GLH(K) | aij = 0 falls 7 > ]},
U, (K) :={A = (a;;) € GL,(K) | a;; =0 falls i > j und a;; = 1 fiir alle i}.

Die Menge B, (K) besteht also aus allen invertierbaren oberen Dreiecksmatrizen und U, (K') besteht
aus allen invertierbaren oberen Dreiecksmatrizen mit 1 auf der Diagonalen.

(a) Zeigen Sie, dass B, (K) und U, (K) Untergruppen von GL,, (K) sind.

(b) Ist K ein endlicher Korper mit ¢ Elementen, so bestimmen Sie |B,,(K)| und |U, (K)].

Aufgabe 4.
Seien G4, ..., G, beliebige Gruppen. Auf dem kartesischen Produkt G := G; x ... x G, definieren
wir eine Verkniipfung * durch

(g1,---,9n) x (h1,... hyn) := (g1h1, ..., gnhy) mit g, h; €G; fir i=1,...,n

(Das Produkt g;h; wird jeweils mit der Verkniipfung in G; gebildet.) Zeigen Sie, dass damit G eine
Gruppe ist. AuBlerdem ist G genau dann abelsch, wenn alle G; abelsch sind.

Abgabe bis Montag, den 18.04.16, um 10:00 Uhr (s.t.) in das Postfach des Ubungsleiters auf D.13.
Gruppenabgaben fiir jeweils maximal zwei Studenten sind gestattet.
Aktuelles und Ubungsbldtter unter http://www2.math.uni-wuppertal .de/~grensing/lehre.html



