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Aufgabe 1.
a) Es seien a,b und k ganze Zahlen. Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen #quivalent sind:

(i) Die diophantische Gleichung ax + by = k ist lésbar.
(ii) Es ist ggT(a,b) ein Teiler von k.

Falls (zg,y0) € Z x Z eine spezielle Losung von az + by = k ist, so ist die Menge aller Losungen
von az + by = k gerade die Menge

Tt b ¢ a tez
:I/‘ - — — " —
0 geT(ab) ~ %° ggT(a,b)

b) Bestimmen Sie jeweils die Losungsmenge der folgenden drei diophantischen Gleichungen:

(1) 2013z +171y =3
(2) 2013z + 171y = 10
(3) 2013z + 171y = 30

Aufgabe 2.

a) Es seien p eine Primzahl und 1 < 8 < « natiirliche Zahlen und s € Z mit p t s. Zeigen Sie, dass die
folgenden Aussagen dquivalent sind:

(i) Die quadratische Kongruenz 2% = p” - s mod p® ist l6sbar.

2=

(i) Es gilt 2 | 8 und die quadratische Kongruenz 22 = s mod p®~# ist lésbar.

b) Bestimmen Sie jeweils die Losungsmenge der folgenden drei quadratischen Kongruenzen:
(1) 2*=5-5-5-5-2-2-2-3mod5-5-5-5-5
2) 2*°=7-7-7-5-2-2mod7-7-7-7-7
3) 2*=7-7-7-7-7-5-2-2mod7-7-7-

Aufgabe 3.

a) Es sei m eine ungerade natiirliche Zahl und es seien a, b, ¢ € Z. Zudem sei [al,, in Z/mZ invertierbar.
Zeigen Sie, dass die Losungsmenge der Gleichung

(*) [a}me + [Blmz + [c]m = [0]m
in dem Ring Z/mZ iibereinstimmt mit der Losungsmenge der Gleichung
(2lmlalmz + [Blm)? = Bl = [4m[a]m[c]m

Zeigen Sie anschlieflend, dass die folgenden Aussagen #dquivalent sind:



(i) Die Gleichung (*) ist 1dsbar in Z/mZ.
(ii) Esist [b]2, — [4]m[a]m[c]m eine quadratische Restklasse in Z/mZ.

b) Zeigen Sie, dass fiir jede Primzahl p die Gleichung
[6]ma” + [TIm + [2lm = [0]m
eine Losung hat, jedoch die Losungsmenge der Gleichung
62° + 7z +2=0

iiber dem Ring Z leer ist.

Aufgabe 4.

a) Bestimmen Sie jeweils die Losungsmenge der folgenden drei quadratischen Kongruenzen:

(1) 22 =1 mod 70
(2)  2®+2x+2=0mod 210
(3) 2?4+ 2x+2=0mod 455

b) Berechnen Sie die folgenden Legendre-Symbole:

(1) () (s) (s)



