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Einleitung

Ein klassisches Mittel der Darstellungstheorie endlichdimensionaler Algebren ist das
Studium von Paaren Hom-orthogonaler Unterkategorien, wie etwa in der Kipptheorie.
Das Wechseln von der Modulkategorie zu orthogonalen Unterkategorien spielt dabei eine
entscheidende Rolle (siehe etwa [[GLI1], [Sch91]]). So betrachtet man zu bestimmten
Moduln T einer Algebra A sowohl den Projektionsfunktor Pr, der einem Modul seinen
groften Quotienten in Kern Hom(7, _) zuordnet, als auch den Orthogonalititsfunktor in
die senkrechte Kategorie Kern Hom(7', ) N Kern Ext!(T, ).

Eine natiirliche Frage ist dann die nach den Relationen zwischen solchen Funktoren.
Diese Frage ordnet sich auch ein in das allgemeine Kategorifizierungsprogramm, Lie-
theoretische Objekte in Funktoren auf der Modulkategorie einer endlichdimensionalen
Algebra zu realisieren (siehe [Maz10]).

Dies konkretisieren wir, indem wir uns auf die multiplikativen Relationen geeigneter
Projektionsfunktoren konzentrieren. Dazu betrachten wir das Monoid 74, das bis auf
natiirliche Aquivalenz von den Ps zu Einfachen S ohne Selbsterweiterungen erzeugt
wird. Fiir zwei Projektionsfunktoren zu Einfachen S und T ohne Selbsterweiterungen
mit Ext/k(T, S) = 0 weisen wir die folgenden Relationen nach (Satz :

Py ~ Ps
PsPrPs ~ PrPsPr ~ PrPs
PsPr ~ PrPs falls zudem Ext}(S,T) =0

(Dabei ist zu beachten, dass wir die Rechtsschreibweise fiir Abbildungen und Funktoren
verwenden.) Unser Beweis basiert auf der natiirlichen Aquivalenz von PsPr und Pgg7.

Ist A die Wegealgebra des linear orientierten Dynkin-Kochers vom Typ A, so ist die
Monoidalgebra K74 iiber einem Korper K ein Quotient der O-Hecke Algebra vom
Typ A, (vgl.[Nor79]). Die Berechnung einer Normalform zeigt, dass die genannten
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Relationen definierend sind und K74 die Dimension

n+l =

1 (Z(n +1)

n+2\ n+1 ) = (n + 1)-te Catalan-Zahl

hat (Satz [3.2). Die Algebra K7, ist jedoch nicht isomorph zu der Temperly-Lieb-
Algebra (JGdIHJ89]), obwohl Basen iiber die gleiche Menge parametrisiert werden
(Korollar [3.3)). Das Hauptresultat (Hauptsatz S46|und S[T03) dieser Arbeit ist:

Hauptsatz. Die Monoidalgebra Ky ist isomorph zu der Inzidenzalgebra einer
natiirlichen partiellen Ordnung auf der Potenzmenge von {1,2, ..., n}.

Wir geben einen Isomorphismus explizit an, indem wir ein System F paarweise orthogo-
naler Idempotente (wie bei solchen Tiirmen von Algebren iiblich) induktiv konstruieren
(Abschnitt und ein nichtriviales Element in f(K7s)f’ mit f # f' € F angeben
(Abschnitt [3.5).

Dariiber hinaus betrachten wir fiir beliebige endliche, zykellose Kocher Q die Algebra
By, die durch Erzeuger und o.g. Relationen definiert ist, so dass K7ty ein Quotient ist.
Unabhingig vom Darstellungstyp des Kéchers entpuppt sich diese als sauber (Satz[2.10)
und endlichdimensional (Korollar[2.6). Ihre Einfachen Ej; korrespondieren genau zu den
Teilmengen M der Punktmenge von Q. Dies ermdglicht uns, den Gabriel-Kdcher von 8
iiber eine im Ausgangskdcher liegende Kombinatorik zu beschreiben (Satz [2.13):

Satz. Es existiert im Gabriel-Kocher genau dann exakt ein Pfeil [Ey] — [En], wenn es
in Q einen Pfeil m — n fiir alle m € M\ N und alle n € N\ M gibt.

Insbesondere gibt es keine Schlaufen und Mehrfachpfeile. Ferner hat der Gabriel-Kocher
genau 3 Zusammenhangskomponenten, wenn Q nicht ein linear orientierter Dynkin-
Kocher vom Typ A, ist, und genau n + 1 andernfalls (Satz[2.16).

Diese Resultate konnen wir auf eine gro3e Klasse von Kocher anwenden:
¢ Baumkdcher mit Radikalquadrat O (Satz [4.6))
e Dynkin-Kdcher vom Typ A, einer beliebigen Orientierung (Korollar

e Sternkdcher (Unterabschnitt [4.1))
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Wir zeigen, dass fiir diese die 0.g. Relationen definierend sind, indem wir Normalformen
von By bzw. K7y angeben (Kapitel 4). Unsere Methode nutzt die Wirkung der Pro-
jektionsfunktoren auf den (injektiven) Darstellungen des Ausgangskdchers, um Monome
in K7gp zu unterscheiden. Den genannten Klassen ist gemein, dass die Kocher an
mindestens einer Senke oder Quelle verklebt sind. Dies und die Kenntnis einer expliziten
Normalform zu linear orientierten Dynkin-Kdchern vom Typ A, bietet die Grundlage fiir
eine induktive Konstruktion einer Normalform (Satz [4.6).

Vermutlich handelt es sich bei den 0.g. Relationen stets um definierende. Wie die konkre-
ten Beispiele des vierten Kapitels zeigen, ist die Monoidalgebra der Projektionsfunktoren
i.A. keine Inzidenzalgebra. Offen bleibt, inwiefern sich trotzdem die induktiven Kon-
struktionen, wie etwa die der Idempotenten, vom Spezialfall linear orientierter Dynkin-
Kocher des Typs A, auf beliebige endliche, zykellose Kdocher iibertragen lassen. Des
Weiteren interessiert uns die prizise Beziehung zu 0-Hecke-Algebren.

Abgesehen von diesen algebrentheoretischen Problemstellungen iiber die Monoidalge-
bra der Projektionsfunktoren, bleibt die Frage, welche Riickschliisse die Struktur der
Monoidalgebra auf die der Modulkategorie der Ausgangsalgebra erlaubt. Gibt es {iber die
nichtkreuzenden Partitionen einen natiirlichen Zusammenhang zu den endlich erzeugten
Torsionsklassen der Modulkategorie von Wegealgebren (a la [IT09])? Die Orthogona-
litatsfunktoren erfiillen im Fall, dass A die Wegealgebra eines linear orientierten Dynkin-
Kochers vom Typ A, ist, auch die o.g. Relationen auf den Unzerlegbaren (Abschnitt[3.7).
Es ist zu erwarten, dass sich Ergebnisse dieser Arbeit auf solche Funktoren iibertragen
lassen.

Ich danke Markus Reineke fiir dieses Thema. Aulerdem mochte ich die richtungswei-
senden und aufmunternden Diskussionen dankend hervorheben. Des Weiteren mochte
ich mich bei der Arbeitgruppe Algebra und Zahlentheorie fiir die gute Atmosphire
bedanken. Magdalena Boos und Denis Skorodumov sowie Klaus Bongartz gilt mein
besonderer Dank. Ich denke an meinen Verlobten Sebastian Grensing. Und ich danke
meiner Familie fiirs Familiesein, insbesondere meinen Eltern fiir die damit verbundende
vielfiltige Forderung und Zélkow.
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Kapitel 1
Die Projektionsfunktoren

Ist U ein partieller Kippmodul oder ein einfacher Modul ohne nichttriviale
Selbsterweiterungen iiber einer endlichdimensionalen Algebra A, so st
(gen-U, Kern Homy (U, _)) ein Torsionspaar der Kategorie mod-A der endlichdimensio-
nalen A-Moduln. Das zugehorige Torsionsradikal ist der Funktor #;; : mod-A — mod-A,
welcher einen Modul M auf seinen groften in gen-U liegenden Untermodul My abbildet.
Die kurze exakte Sequenz

O— My —>M-—>M/My—0

ist die kanonische Folge zu diesem Torsionspaar. Der Ubergang zu den Kokernen
definiert dann den Funktor Py : mod-A — Kern Homy (U, ); einem Modul M wird also
sein Quotient M/ My zugeordnet.

Diese Funktoren sind idempotent. Wir werden weiter sehen, dass fiir einfache Rechts-
moduln S und T ohne nichttriviale Selbsterweiterungen die Relation PsPrPs ~ PrPsPr
gilt, falls es keine Erweiterungen von S durch 7" oder keine von 7" durch S gibt. Zudem
gilt im Fall Exti‘(T, S) = 0 die Relation PrPsPr ~ PrPs. Infolgedessen ,.kommutieren®
Ps und Pr genau dann, wenn es keine nichttrivialen Erweiterungen zwischen S und T
gibt.

Im ersten Teil dieses Kapitels definieren wir Projektionsfunktoren allgemein fiir be-
liebige Moduln und erinnern an die notwendigen Details der Anfénge der klassischen
Kipptheorie. Wir halten uns an die Darstellung aus dem Buch [ASS06]. Dabei nutzen
wir die Gelegenheit und weisen auf die fiir die Relationen wichtigen Eigenschaften hin,
insbesondere fiir den Fall, dass U einfach ist. Im zweiten Teil beweisen wir die genannten
Relationen.



Kapitel 1 Die Projektionsfunktoren

1.1 Definition der Projektionsfunktoren und grundlegende
Eigenschaften

Es sei A eine endlichdimensionale, assoziative, unitire Algebra iiber einem Korper K.
Die Kategorie der endlichdimensionalen A-Rechtsmoduln bezeichnen wir mit mod-A.
AuBerdem schreiben wir Abbildungen und Funktoren von rechts.

Es sei U ein endlichdimensionaler A-Rechtsmodul. Mit gen-U bezeichnen wir die volle
Unterkategorie von mod-A der von U endlich erzeugten Moduln; d.h. die Objekte von
gen-U sind bis auf Isomorphie genau die Quotienten von U fiir beliebige d € N.
Bekanntlich ist gen-U eine unter Quotienten und endlichen direkten Summen, und
somit unter inneren Summen, abgeschlossene Unterkategorie. Somit ist in jedem A-
Rechtsmodul M die Summe My all jener Untermoduln, welche in gen-U liegen, wieder
ein Quotient eines U". Der Modul My ist also der grofite Untermodul von M, der in
gen-U liegt.

Insbesondere faktorisiert jeder Morphismus U 4, M iiber die Einbettung My - M.
Die induzierte Abbildung Homyu (U, ¢) ist also surjektiv. Wegen der Linksexaktheit des
Hom-Funktors gilt:

Homy (U, tpy)
() Homy(U, My) — 2", Hom, (U, M)

Ferner ist fiir jeden A-Homomorphismus M ¥, N das Bild M v ¢ schon ein Untermodul
von Ny. Wir erhalten demnach das kommutative Diagramm mit exakten Zeilen, wobei
tyr und ¢y die jeweiligen Einbettungen bezeichnen:

L
0 My —2 m
elmy h ‘PB

L
0 Ny —2 N

Damit haben wir gezeigt, dass der Funktor 7y : mod-A — mod-A mit

M —s My := Z X
XCM,Xegen-U
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und

) elmy
M—>Nl—>MU—>NU

ein kovarianter Unterfunktor des Identitdtsfunktors ist, der zudem idempotent ist.

Nun ist die Zuordnung Py : mod-A — mod-A, M +— M/My funktoriell: Dazu sehen
wir uns den Ubergang zu den Kokernen an. Es sei ¢: M — N ein Homomorphismus
und 7y : M — M/My sowie my: N — N/Ny die kanonischen Epimorphismen.
Weil ¢ny liber den Kokern my; von ¢y, faktorisiert, existiert ein eindeutig bestimmter
Homomorphismus g, so dass folgendes Diagramm ein kommutatives mit exakten Zeilen
1st:

M ™

0 My M M/ My 0
elmy ‘ ‘Ph @
L T ~
0 Ny —2 N —"N NNy 0

Wir setzen ¢Py :=¢ und vergewissern uns, dass die (kovarianten) Funktoreigenschaften
idy Py = idyp, und (¢Py)(WPy) = (ey)Py gelten, weil mp; der Kokern von ¢y ist.
Aus demselben Grund ist dieser Funktor Py : mod-A — mod-A — von uns ab jetzt
Projektionsfunktor zu U genannt — K-linear; Py erhilt also insbesondere endliche direkte
Summen. Wir werden solch ein Diagramm ,,von Py induziert und zu ¢ kanonisch*
nennen und die kurze exakte Sequenz

00— Mty — M — MPy — 0

die ,,von Py induzierte kanonische Sequenz zu M*.

Wir kénnen My auch ,,berechnen” . Hierzu sehen wir uns fiir beliebige A-Moduln M den
A-Modulhomomorphismus der Auswertung

Oyy: U®pHoma(U,M) — M mit u®¢ - up

mit B:=End4(U) an. Dabei fassen wir U bzw. Homu (U, M) auf die iibliche Weise als
Rechts- resp. Linksmodul von B auf und den K-Vektorraum U ®g Homyu(U, M) als
A-Rechtsmodul vermoge der Operation von A auf der ersten Komponente U, welche
per Definition mit der von B auf U vertauscht.
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Im Folgenden leiten wir her, dass (®y p)amemod-4 als eine natiirliche Transformation von
dem Funktor U ®5 Homy (U, _) auf den Funktor ¢y aufgefasst werden kann:

1. Schritt: My = Bild®y,,  Nach Definition von @y ist My stets im Bild von @y
enthalten: Wahlen wir einen (nach Definition von My existierenden) A-Epimorphismus
g=10(g1,...,85)": U* — My, so gilt fiir diesen namlich:

My=U'g= ) Ugi= ) (U®g)Puu €BildDyy
i=1

Bezeichnen wir nun den zu @ gehdrigen Epimorphismus mit
®yar: U®g Homy (U, My) — Bild Oy,

so erhalten wir das kommutative Diagramm:

id @Homy (U, tpr)

U ®g Homy (U, My)) U ® Homyu (U, M)
Dy.my Oy
Bild @y, = My c Bild @y,

Wie wir in () schon festgestellt haben, ist id ® Homy4 (U, tp) ein Isomorphismus, weswe-
gen die Inklusion ein Epimorphismus sein muss. Dies bedeutet schlieBlich die Gleichheit
von MU und Bild (DU,M-

2. Schritt:  Nach dem ersten Schritt beschert die Definition von ®;_ einem Homomor-
phismus ¢: M — N das folgende kommutative Diagramm.

Dy m
U ®p Homu (U, M) Mty = My
id ®Homy (U, 50) oty
duy
U ®g Homu (U, N) Nty = Ny
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Damit ist (13; _eine natiirliche Transformation von dem Funktor U ®g Hom4 (U, _) auf
den Funktor ?.

Ist U zudem einfach, so ist erhalten wir:

1.1 Proposition. Es seien A eine endlichdimensionale, assoziative, unitire Algebra iiber
einem Korper K und U ein einfacher A-Rechtsmodul.

(1) Es ist (IF)? _ eine natiirliche Aquivalenz der Funktoren ty und U ®g Homy(U, ).
Insbesondere sind die A-Moduln My und U % Homyu (U, M) isomorph.

(2) Besitzt U keine nichttriviale Selbsterweiterungen, so ist ty ein Torsionsradikal,
d.h. fiir alle A-Moduln M gilt: (M/Mty)ty = 0. Insbesondere ist das Bild des
Endofunktors Py die volle Unterkategorie von mod-A mit den Objekten N, fiir die
Homyu (U, N) = 0 gilt.

Beweis: Zu (1): Wegen der Einfachheit von U ist My = U? fiir ein d € N. Die

Injektivitidt von @y, folgt nun aus der Dimensionsgleichheit von My = Bild @y 5 und
U ®p Homu (U, M), welche sich, den A-Isomorphismus Homu (U, M) = Homyu (U, My)

ausnutzend, wie folgt ergibt:
U ®3 Homy (U, M) = U ® Homa(U, My) = U ®5 Hom, (U, U*)

=U®zB'=(UxsB)! =U=My

Zu (2):  Wieder folgt aus der Einfachheit von U die Existenz eines d € N mit U = M.
Insbesondere gilt dann fiir die erste Erweiterungsgruppe:

Ext) (U, My) = Ext} (U, U?) = Exty(U, U)) = 0
Wenden wir auf die von Py induzierte kanonische Sequenz
O— My —>M-—>M/My—0
nun Homy (U, _) und eben Bewiesenes an, so erhalten wir die exakte Sequenz:
0 — Homyu (U, My)) = Homu (U, M) — Homu (U, M/My) — 0 = Exti(U, My)

Daraus folgt sofort Homy (U, M/My) = 0, weswegen (M/My)ty als das Bild von
Dy gleich 0 ist. o
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Ist U ein partieller Kippmodul, hat also keine nichttrivialen Selbsterweiterungen und eine
projektive Dimension von hochstens 1, so ist #;; bekanntlich auch ein Radikal: Da My =
Mty in gen-U liegt, existiert ein Epimorphismus ¢ : U¢ — My. Die Anwendung von
Homy (U, ) auf die zugehorige kurze exakte Sequenz fiihrt zu der exakten Sequenz:

n: Exty(U, U!) — Ext}(U, My) — Ext;(Kerny) ,

deren beiden Randterme wegen der zwei Eigenschaften eines partiellen Kippmoduls
jeweils 0 sind. Wie eben gesehen, folgt daraus (M/Mty)ty = 0.

Das zugehorige Torsionspaar ist (gen-U, Kern Homyu (U, _)). Weiter ist die zu jedem
Modul M gehorige kanonische Sequenz0 — L — M — N — O mit L € gen-U
und Homy (U, N) = 0 bis auf Isomorphie die von Py induzierte kanonische Sequenz
0— My — M — M/My — 0. Falls U also ein partieller Kippmodul ist, so bildet
der Endofunktor Py auf die volle Unterkategorie Kern Homy (U, ) ab.

Ist ¢ ein Epimorphismus so auch ¢Py wegen der Definition des Kokerns. Als eine
Notiz am Rande bemerken wir noch, dass Py zudem Monomorphismen erhilt, wenn
U halbeinfach ist: Es sei hier U halbeinfach und ¢: M — N ein Monomorphismus.
Nach dem Schlangenlemma, angewandt auf das zu ¢ kanonische durch Py induzierte
kommutative Diagramm, ist die Sequenz der Kerne und Kokerne exakt:

0 — 0 — Kern (¢Py) — Kokern (¢lp,,) -, Kokern (¢) — Kokern (¢Py) — 0
Nun ist ty injektiv, weil Mo N Ny = My ¢ gilt. Dabei gilt die Inklusion 2 nach

Definition von My. Da U halbeinfach ist, ist gen-U auch abgeschlossen unter Bildung
von Untermoduln. Insbesondere liegt (Mo N Ny)g~! = Mg N Ny in gen-U und ist
deshalb ein Untermodul von My, woraus sich schlielich die andere Inklusion ergibt.

Aus der Exaktheit der Kern-Kokern-Sequenz folgt nun die Injektivitét von ¢Py.

1.2 Relationen

Es ist leicht einzusehen, dass die Funktoren Py Py und Py natiirlich dquivalent sind (was
wir mit ~ notieren), falls #;; ein Torsionsradikal ist.

Ist U halbeinfach, so stimmen gen-U und die volle Unterkategorie add-U von mod-A,
deren Objekte die direkten Summen von direkten Summanden von U sind, iiberein. Die-
se einfache Beobachtung wenden wir nun an, um die nichsten Aussagen liber Relationen
zwischen zwei Projektionsfunktoren zu nichtisomorphen einfachen A-Rechtsmoduln



1.2 Relationen

zu beweisen. Wir erinnern daran, dass wir auch fiir Funktoren — insbesondere ihre
Anwendung auf Homomorphismen — die Rechtsschreibweise benutzen.

1.2 Lemma. Es seien A eine endlichdimensionale, assoziative, unitire Algebra iiber
einem Korper K sowie S und T zwei nichtisomorphe einfache A-Rechtsmoduln. Dann
sind dquivalent:

(i) Exty(T,S) =0

(ii) Homy (T, M) = Homu (T, MPs) fiir alle M € mod-A
(iii) My = (MPs)r fiir alle M € mod-A
(iv) PsPr ~ Pser

Insbesondere kommutieren die Funktoren Ps und Pr genau dann, wenn es keine Erwei-
terungen zwischen S und T gibt.

Beweis: (i) = (ii)): Wenden wir Homx (7', _) auf die kurze exakte Sequenz
0 — Mg —>ML>MPS —0

an, so erhalten wir die exakte Sequenz:

H T,
0 —> Homy(T, Ms) —> Homa(T, M) 5" Hom,(T, MPs) —> Ext\(T, Ms)

Nun liegt Mg wegen der Einfachheit von S schon in add-S, sagen wir Mg = S". Damit
gilt Extflx(T, Mg) = Extfll(T,S)” =0 nach (i). Zudem gibt es keine Homomorphismen
zwischen T und Mg = S", da T und S nicht isomorph sind. Deshalb folgt aus der
Exaktheit, dass Homy (7', ) ein Isomorphismus ist.

(i) = (ii1): Nach der Proposition gelten fiir alle M € mod-A mit B = End4(7T):
My =T ®g Homu (T, M) und (MPs)r = T ®g Homu (T, MPy)

Aus der Voraussetzung (ii) folgt daraus die Isomorphie von M7 und (MPs)7.

(iii) = (iv):  Essei M ein A-Modul. Wir sehen uns zum einen die von Psg7 induzierte
kanonische Folge zu M an und zum anderen die von Pr induzierte zu MPs. Weil §
und 7" einfach und nichtisomorph sind, ist die Summe von M7 und Mg in M direkt
und es gilt Msgr = M1 ® Ms. Deswegen ist M1 zu dem Untermodul (M7 & Mg)/ Mg
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von MPs isomorph, womit (M7 & My )/Ms nach (iii) genau (MPs)r ist. Der kanonische
Epimorphismus 7 von M auf M/Mjg bzw. dessen Einschrinkung auf Mggr faktorisiert
deshalb iiber die Einbettung ¢, von (MPs)r in MPs. Die linke Seite im folgenden
kommutativen Diagramm mit exakten Zeilen kommutiert also und wir erhalten den
Epimorphismus 7, durch den Ubergang zu den Kokernen.

5] T
0 —— Mser M MPsgr = M/{Mser —— 0

”lMS@T n ™

L JT v
0 —— (MPy); —— MPs —2 MPsP; = MPs /(MPs)y —— 0

Die nach dem Schlangenlemma existierende exakte Sequenz der Kerne und Kokerne
zeigt, dass 7y, ein Isomorphismus ist:

. _
0 — Ms — Ms — Kernmyy — 0 — 0 — Kokern () — 0

Des Weiteren erhalten wir fiir einen Homomorphismus ¢: M — N den folgenden
Wiirfel, dessen rechte Seite kommutiert, weil m; ein Epimorphismus ist und weil alle
anderen Seiten schon kommutieren u.a. nach Definition der Projektionsfunktoren:

N NPS@T
/ /PS@T Ty
M o MPsor 0
v (%
NPs NPs Pr
e .wF’s AT
MPs MPg Pr

Die Familie (7Ty;) premod-a st also eine natiirliche Aquivalenz.



1.2 Relationen

(iv) = (i): Wenn es eine Erweiterung von 7T durch S gébe, also eine kurze exakte

Folge 0 — § — X — T — 0 existierte, die nicht zur trivialen kurzen exakten
Sequenz dquivalent ist, so folgte einerseits:

XP5PT = TPT =0

und andererseits:
XPsor = X/Sf=T

Dies widerspricht der Voraussetzung, dass die Funktoren Psgr und PsPr natiirlich
dquivalent sind.

Beweis der Folgerung: Mit Ext}‘(S ,T)=0= Ext}‘(T, S) gilt nach den eben gezeigten
Aquivalenzen sowohl PyPs ~ Pser als auch PsPr ~ Pser. Es gelte jetzt PrPs ~ PgPr.
Angenommen, einer der Moduln besitzt eine nichttriviale Erweiterung durch den ande-
ren. O.B.d.A. sei

0—>SL>X—>T—>()

eine nicht zu 0 € Extl\(T, S) dquivalente kurze exakte Sequenz. Dann folgt:
XPsPr=(X/SHPr =0T = X/Sf =XPs = XPrPs ,

womit PrPs und P Pr nicht natiirlich dquivalent sind. m]

Ubrigens zeigt der Beweis auch, dass Py im allgemeinen kein exakter Funktor ist. Ist
beispielsweise U = S einfach, so erhilt Py zwar Monomorphismen und Epimorphismen,
jedoch nicht die Exaktheit im Mittelterm, wenn Extfl‘(S ,T) # 0 gilt. Denn fiir eine kurze
exakte Folge n # 0 aus Exti(S , T') erhalten wir folgendes kommutative Diagramm mit
offensichtlich nicht exakter zweiter Zeile:

n:0 T X S 0

ﬂ-Th V(D¢
fPs gPs

0 ——— TP =T ——XPs=X———SPk=0——+—0

s

«—



Kapitel 1 Die Projektionsfunktoren

1.3 Satz. Es seien A eine endlichdimensionale, assoziative, unitire Algebra iiber einem
Korper K sowie S und T zwei nichtisomorphe einfache A-Rechtsmoduln. Es gelte
Ext}(7,S) = 0.

(1) Ist ty ein Torsionsradikal, so sind PrPs und PrPs Pr natiirlich dquivalent.

(2) HatS keine nichttrivialen Selbsterweiterungen, so sind PrPs und PsPrPs natiirlich
dquivalent.

Beweis: Nach dem vorherigen Lemma gibt es eine natiirliche Aquivalenz
(VM)Memod-a: Pser — PsPr. Dann sind auch vPs = ((VM)PS_?Memod-Ai PserPs —
PsPrPs und (vmp,))Memod-a: PrPser — PrPsPr natiirliche Aquivalenzen. Deshalb
reicht es PrPs ~ PrPsgr bzw. PsorPs ~ PrPs unter den Voraussetzungen in (1) resp. (2)
Zu zeigen.

Zu PrPs ~ PrPsgr:  Es sei t7 ein Torsionsradikal. Insbesondere ist der T'-Anteil
(MPr)r = (M/Mtp)ty = 0 von MPy trivial, womit der (S & T)-Anteil von MPr, der
gerade (MPr)s @ (MPr)r ist, nur aus (MPr)s besteht. Wir erhalten also das folgende
kommutative Diagramm, dessen Zeilen die von Psgr bzw. P induzierten kanonischen
Sequenzen zu MPr sind. Dabei ist 77y, der eindeutig bestimmte Isomorphismus, der durch
den Ubergang zu den Kokernen gegeben ist:

3] T
0 —— (MPr)ser —— MPr —— MPrPsgr —— 0

nm

1%} T v
04>(MPT)5 MPT MPTPS — 0

Es sei ¢: M — N ein A-Homomorphismus. Das folgende Diagramm ist dann ein
kommutatives mit exakten Zeilen und zeigt, dass die Familie (17y)yemod-4 €ine natiirliche
Aquivalenz ist:

10



1.2 Relationen

NPr NPrPser
V 11 cpPy
il 1IN
MPr - MPrPsgr 0
ii nm

NPy > NPrPs

A
!

©PrPs

MP; MP,P;

Zu PsorPs ~ PrPs:  Es sei M ein beliebiger A-Modul. Wir betrachten U := MPy =
M/Mrpund V:= MPsgr = M/(Mg ® My) sowie den Epimorphismus a;:

apy

T

U:=MP; = M/My —— M/Mr/(Ms & My)/My —=— M/Mg & My =:V

Es ist (@y)yemod-4 bekanntlich eine natiirliche Transformation Pr — Psgr und damit
ist auch (@yPs)vemod-aPrPs — PserPs eine solche. Die letztere ist genau dann eine
natiirliche Aquivalenz, wenn ayPs fiir alle A-Moduln U ein Isomorphismus ist. Nach
Definition der Projektionsfunktoren ist ayPs stets ein Epimorphismus. Wir miissen also
nur noch einsehen, dass ayPs injektiv ist. Dazu sehen wir uns das von Ps induzierte
kommutative Diagramm zu a:=ay: U — V an:

131 T
0 Usg U U/Ug = MPrPs 0
a’|U5 = atg a aPs ‘
%) V/¥)
0 Vs 1% V/Vs = MPsgrPs ——— 0

Wir knopfen uns jetzt die durch das Schlangenlemma induzierte exakte Sequenz der

11



Kapitel 1 Die Projektionsfunktoren

Kerne und Kokerne vor:

0 — Kern oy, 5 Kerna —> Kern (@Ps) — Kokern (a|yy)

—> 0 — Kokern (aPs) — 0

Wegen Kerna = Mg € add-S liegt der Kern von a schon in Ug und es folgt:

Kerna = Ug N Kerna = Kern a|y;

Der Monomorphismus ¢ ist damit ein Isomorphismus. Ferner ist Kerna = S¢ fiir ein
d € N. Nach Voraussetzung hat S keine Selbsterweiterungen, weshalb Exti‘ (§,Kema) =
EXtL(S ,S )d = 0 folgt. Dies zieht die Surjektivitat von Homx (S, @) nach sich, also auch
die von id ® Homy(S, @). Da die Funktoren 7 und S ® Homx(S, _) nach der Proposition
[I.T]natiirlich dquivalent sind, ist auch a|y, = ats ein Epimorphismus. Aus der Exaktheit
der aufgefiihrten Kern-Kokern-Sequenz ergibt sich nun die Injektivitit von aPs. m|

Die Proposition [I.T] beriicksichtigend haben wir bisher die folgenden Relationen
zwischen den Projektionsfunktoren zu einfachen Moduln gefunden:

1.4 Korollar. Es sei A eine endlichdimensionale, assoziative, unitire Algebra iiber
einem Korper K. Es seien S und T zwei nichtisomorphe, einfache A-Rechtsmoduln ohne
nichttriviale Selbsterweiterungen. Dann gelten:

(1) P ~ Py

(2) PsPrPs ~PrPsPr falls Ext\(T,S) = 0 oder Ext}(S,T) = 0
(3) PsPrPs ~ PrPy falls Bxty(T,S) =0

(4) PsPr ~ PrPs falls Ext}(T,S) = 0 und Ext(S,T) = 0

12



Kapitel 2

Die Monoidalgebren K7g und Bg fiir
Wegealgebren KQ

Es stellt sich die Frage, ob die im letzten Kapitel gefundenen Relationen die einzigen
multiplikativen zwischen zwei Projektionsfunktoren sind. Lassen sich alle multiplikati-
ven Relationen dreier oder mehr solcher Projektionsfunktoren aus denen zweier ableiten?
Dieses Problem untersuchen wir fiir Wegealgebren KQ endlicher, zykelloser Kocher
Q iiber einem Korper K. Dazu betrachten wir das von solchen Projektionsfunktoren
beziiglich der Hintereinanderausfiihrung erzeugte Monoid 7tp. Dieses bzw. seine Mo-
noidalgebra Ky vergleichen wir mit der passenden durch Erzeuger und Relationen
gegebenen Algebra By. In den von uns — im dritten und vierten Kapitel — behandelten
Spezialfillen fiir Q sind diese isomorph, weswegen die schon aufgefiihrten ,Jlokalen‘
Relationen bereits definierende sind. In diesem Kapitel beschiftigen wir uns zunichst
mit der Algebra By, von welcher Ky a priori nur ein Quotient ist. Diese ist stets
endlichdimensional. Nach einem Satz von Gabriel (s. etwa [ASS06]) ist die Algebra B¢
Morita-dquivalent zu der Wegealgebra eines Kochers, dem sogenannten Gabriel-Kdcher,
modulo einem zuldssigen Ideal. Diesen Kocher werden wir im letzten Abschnitt [2.4]
angeben. Des Weiteren werden wir im Abschnitt[2.3|sehen, dass B eine saubere Algebra
ist, womit sogar Isomorphie gilt.

2.1 Grundlagen und Definition der Monoidalgebra K

Wir erinnern zunéchst an die notigen Grundlagen iiber Wegealgebren, weisen dabei auf
die Notationsbesonderheiten wegen der hier verwendeten Rechtsschreibweise hin und
gehen kurz auf die Wirkung der Projektionsfunktoren ein, bevor wir K7ty definieren.

13



Kapitel 2 Die Monoidalgebren K7tg und By, fiir Wegealgebren KQ

Es sei K ein Korper. Ein Kocher Q ist ein gerichteter Graph. Seine Punktmenge
bezeichnen wir mit Qyp, die Menge seiner Pfeile mit Q;. Zu jedem Pfeil o, 5 e, (oder
nur @: x — y notiert) gehoren wie die Notation schon anzeigt zwei eindeutig bestimmte
Punkte: der Nock von a, in dem der Pfeil startet, und die Spitze y, in dem der Pfeil endet.
Eine Senke ist ein Punkt, in dem kein Pfeil startet und dual ist eine Quelle ein Punkt, in
dem kein Pfeil endet. Zudem sei der Ausgangsgrad (und dual der Eingangsgrad) eines
Punktes x als die Anzahl der Pfeile deren Nock gerade x ist, definiert. Fiir einen Weg
x 3 X1 3 X2 5.9 Xr_1 Y y der Ldnge r von x € Qg nach y € Qg schreiben
wir nur aja;...a,—1a,. Ein Kocher heiit zykellos, wenn es keinen Weg der Lénge
r > 1 mit gleichem Anfangs- und Endpunkt gibt. Der folgende K&cher ist zum Beispiel
ein zykelloser und sowohl asa3a@4 als auch aja4 sind Wege von dem Punkt 1 zu dem
Punkt 4. Sprechen wir von einer Wanderung in Q, so ignorieren wir die Pfeilrichtungen;
beispielsweise gibt es zwar keinen Weg von 4 nach 9 aber eine Wanderung.

11

/

N — QN — I

/\ /\/

9—12—13

\/

l

Weiter sei fiir jeden Punkt x der Weg der Linge 0 von x nach x mit e, bezeichnet. Die
Wegealgebra K'Q von Q iiber K ist dann der K-Vektorraum mit der Menge der Wege
von Q als Basis, auf dem eine Multiplikation durch

ay, ...Bs fallsy=x
(@1 ...a)BiBs ... Bs) _{maz apifr...Bs fallsy=x

sonst

@ @3 @1 B B2 B3 Bs-1 ,  Bs
furWegex—>x1 =S X2 > ... > X —>yundx —>x1 —>x2—> e D X Dz

gegeben ist.
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2.1 Grundlagen und Definition der Monoidalgebra K'tg

Ist O zykellos, so ist KQ eine endlichdimensionale Algebra. Ferner hat jeder einfache
K O-Modul keine nichttrivialen Selbsterweiterungen. (Da K Q erblich ist, ist jeder einfa-
che Modul auBlerdem ein partieller Kippmodul.) Jedenfalls gelten die im ersten Kapitel
aufgefiihrten Relationen zwischen den Projektionsfunktoren zu Einfachen.

Eine  endlichdimensionale O-Darstellung  iber K  ist ein  Tupel
V= ((V(q))quO,(V(a))ate) von endlichdimensionalen K-Vektorrdumen V(g) und
K -linearen Abbildungen V(a): V(x) — V(y) fir a: x — y. Wihrenddessen
ist ein Morphismus V.= — W von Q-Darstellungen V und W ein Tupel
¢ =(p(q): V(@) — W(g)),eg, von K-linearen Abbildungen, so dass fiir jeden
Pfeil a: x — y giltt V(o)p, = ¢@(x)W(a); das folgende Diagramm ist also ein
kommutatives.

V(a)
V(x) —— V()

(x) )
w W£x> o, Wg;

Die Kategorien Q-,dar der endlichdimensionalen Q-Darstellungen und mod-KQ der
endlichdimensionalen K Q-Rechtsmoduln sind natiirlich dquivalent. Wir unterscheiden
ab jetzt nicht zwischen diesen Kategorien. Ist Q zykellos, so hat K'Q bis auf Isomorphie
|Qo| paarweise nichtisomorphe einfache K Q-Moduln. Fiir jedes g € Qy ist die Q-
Darstellung S, mit (S4)(q) = K und (S,)(x) = O fiir alle Punkte x # g sowie
(S (@) = O fiir alle Pfeile @ von Q einfach. Auf den Q-Darstellungen ldsst sich
leicht der Projektionsfunktor P, := qu: O-g4dar — Q-4dar zu S, berechnen: Ist
V = ((V(X)xeg,, (V(@)) aEQl) eine Q-Darstellung, so ist der Sockel Soc(V) von V gerade
die Darstellung W = (W(x))xe0y» (W(a))aeg,) mit:

W(x) = ﬂ KernV(a) und W(a) =0

a: x>y

(Hierbei haben wir ausnahmsweise auf die Rechtsschreibweise des Funktors Soc ver-
zichtet.) Unter dem im ersten Kapitel vorgestellten Unterfunktor z, = #s : Q-4dar —
Q-gdar des Identititsfunktors wird V' auf diejenige Unterdarstellung von Soc(V) < V
abgebildet, die in add-§, liegt. Deshalb gilt fiir alle x € Qo:

(th)(x) = {y(q) falls X=gq

sonst
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Kapitel 2 Die Monoidalgebren K7tg und By, fiir Wegealgebren KQ

und damit ergibt sich fiir VP,:

Vig)/W(g) fallsx=gq

VP, =
(VFg)(x) {V(x) sonst

Die linearen Abbildungen (VF,)(a) mit @ € Q; sind die von der Faktorstruktur induzier-
ten. Insbesondere gilt fiir jeden Einfachen S ,:

0 fallsx=gq
(Squ) = {

S, sonst

Wir wenden uns nun dem “multiplikativen Zusammenspiel”“ der Endofunktoren P, mit
g € Qo zu. Allgemein ist die Hintereinanderausfithrung von Endofunktoren auf Q-,.dar
eindeutig bis auf natiirliche Aquivalenz: Es seien K-lineare Endofunktoren F,G,H
und H" von Q- dar sowie natiirliche Aquivalenzen v: F — G resp. u: H — H’
gegeben. Fiir jeden Morphismus ¢: U — V in Q-,dar ist das folgende Diagramm ein
kommutatives mit exakten Zeilen:

vuH HUG)
UFH UGH UGH’
oFH h oGH oGH’
vwH HVG)
VFH VGH VGH’

Ferner ist mit vy auch vyH ein Isomorphismus von Q-Darstellungen und damit ist
((vUH),u(UG))UeQ.q(d;ﬂlr : FH — GH'’ eine natiirliche Aquivalenz.

2.1 Definition. Es sei K ein Korper und Q ein endlicher, zykelloser Kocher. Ferner sei
X die volle Unterkategorie der Kategorie der kovarianten Endofunktoren auf Q-4.dar
mit den Objekten B, B, ... P, fiirr e NU{0} und q1,q2,...,qr € Qo.

Es sei Tt die Menge der Isomorphieklassen von X. Vermoge der von der Hintereinan-
derausfiihrung von Endofunktoren auf 1tg induzierten Multiplikation ist 7o ein Monoid.

Natiirlich ist die Isomorphieklasse des Identitdtsfunktors von mod-KQ ein Element
in 7p; wir werden es stets mit 1 bezeichnen. Ferner unterscheiden wir in der Nota-
tion nicht zwischen B, P, ... P, und seiner Isomorphieklasse und schreiben deshalb
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2.1 Grundlagen und Definition der Monoidalgebra K'tg

auch P, P, ...P, = P,P,...P,, wenn die Funktoren P, F,,...P, und P, P, ... P
natiirlich dquivalent sind. Dementsprechend unprizise sprechen wir von Monomen iiber
{Pq ’ qE€ Qo}. In diesem Sinne ist 7ty dann das von {Pq ’ qE€ Qo} (bis auf natiirliche
Aquivalenz) erzeugte Monoid.

Der Dynkin-Kocher vom Typ A,

Wir betrachten jetzt das einfachste nichttriviale Beispiel: Es sei K = e; — e, der
Dynkink6cher vom Typ A,. Dann wird das Monoid 7tx von den zu den beiden Punkten
korrespondierenden Projektionsfunktoren P, := Ps, und P, :=Ps, erzeugt.

Da nun allgemein fiir zwei Punkte x und y eines endlichen, zykellosen Kocher Q die
Dimension von Ext;(Q(S ) y) mit der Anzahl der Pfeile von x nach y iibereinstimmt,
gilt:

Es gibt genau dann in Q keinen Pfeil von y nach x, wenn Ext}‘(S v S x) =0 gilt.
In diesem Fall gilt: P,P,P, = B,P, = P.R,P,

Insbesondere haben wir also neben der Idempotenz von P; und P, die Relationen
P2P1 P2 = P2P1 = P] P2P1, weswegen die Menge B ZZ{I, Pl, Pz, Pl P2, P2P1} offensichtlich
multiplikativ abgeschlossen und damit ein Untermonoid von g ist. Weil zudem die
Erzeuger P; und P; in 8 enthalten sind, gilt mx = B. Des Weiteren sind die Elemente
1,Py, P, PPy, PP paarweise verschieden. Denn die ersten drei unterscheiden sich von-
einander (und von den letzten beiden) auf den einfachen K-Darstellungen S| und S».
Weiter gilt fiir die (injektive) K-Darstellung I, = K it XK zum einen LPP, = LP, =
0 — K und zum anderen L,P,P, = (KX — 0)P; = 0, woraus auch PP, # PP, folgt.
Demnach besitzt das Monoid genau fiinf Elemente. Wir haben somit gezeigt, dass die
Monoidalgebra K7tk zu der K-Algebra B isomorph ist, welche durch Erzeuger X und
X> und Relationen X7 = X1, X5 = X und XoX1 X = XoX; = X1 XX, definiert ist.
Denn die Zuordnung X; — P; und X, — P, induziert einen Epimorphismus der Algebra
Bk auf K7, welcher das K-lineare Erzeugendensystem 1, X, X2, X1 X5, X2 X1 von By
auf eine K -Basis von K7tk abbildet.
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Kapitel 2 Die Monoidalgebren K7tg und By, fiir Wegealgebren KQ

2.2 Definition der Monoidalgebra 8 und grundlegende
Eigenschaften

In diesem und in den néchsten drei Abschnitten werden wir die im Folgenden definierten
Algebren B, fiir endliche, zykellose Kocher Q untersuchen. Wir zeigen unter anderem,
dass diese stets endlichdimensional sind, geben bis auf Isomorphie alle einfachen Mo-
duln an, indem wir das Radikal berechnen, und konnen anschlieBend den Gabriel-Kocher
sowie seine Zusammenhangskomponenten bestimmen. Es seien K ein Korper und Q ein
endlicher, zykelloser Kocher.

2.2 Definition. Wir definieren die K-Algebra Bg durch die Erzeuger {Xp | pE QO} und
die folgenden, durch den Kocher Q gegebenen Relationen:

(1) X,X, =X, fiir alle p € Qg
(2) XX Xs = X)X X, fiiralle s,t € Qg
(3) X X;X; = X, Xy fiir alle s,t € Qy, fiir die in Q kein Pfeil von t nach s existiert
Der Kocher Q enthélt wegen seiner Zykellosigkeit insbesondere keine Zykel der Lénge 2.
Wenn (1) und (2) gelten, ist die Bedingung (3) deshalb dquivalent zu:
(3a) X X; = X; X, fiir alle 5,1 € Qy, die in Q durch keinen Pfeil verbunden sind
(3b) X X X; = X; X, fiir alle s,1 € Qy, fiir die ein Pfeil s — ¢ € Q; existiert

Nach dem ersten Kapitel ist die Monoidalgebra K7tp ein Quotient von 8.

Bemerkung 1: Es sei K ein voller Unterkocher eines endlichen, zykellosen Kdchers Q.
Dann ist Bk eine Unteralgebra von 8.

Beweis: Wegen der Definition von B und B, gibt es einerseits einen Algebrenho-
momorphismus ¢: Bx — Bp mit X, — X, fiir alle p € K, und andererseits einen
Algebrenhomomorphismus ¢: 89 — Bk mit

X, — X, fallsge Ky
0 sonst

fiir alle g € Qp. Weil weiter gy = idg, gilt, ist ¢ eine Einbettung. |
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2.2 Definition der Monoidalgebra B¢ und grundlegende Eigenschaften

Die nichste (triviale) Beobachtung erlaubt eine Reduktion auf Isomorphieklassen von
endlichen, zykellosen Kochern und eine Reduktion auf Kécher ohne Mehrfachpfeile.
Hierzu sei ,.,der um Mehrfachpfeile reduzierte Kécher* von

-

e: e gerade eo—e.
ﬁ
Dementsprechend definieren wir fiir einen beliebigen endlichen, zykellosen Kocher Q
,,den um Mehrfachpfeile reduzierten Kdcher von Q.

2.3 Proposition. Es seien K und Q endliche, zykellose Kocher.
(1) Sind Q und K (anti-) isomorphe Kocher, so sind auch Bg und By (anti-) isomorphe
Algebren. Insbesondere gilt fiir den Gegenkocher Q°P von Q:

sz = BQOP

(2) Ist K der um Mehrfachpfeile reduzierte Kécher von Q, so sind Bk und Bg
isomorph.

Beweis: Sind K und Q isomorph oder ist K der um Mehrfachpfeile reduzierte Kécher
von Q, so gibt es eine Bijektion f: Qyp — Ky zwischen den Punktmengen, so dass
fiir alle p,g € Qg es genau dann in Q einen Pfeil p — ¢ gibt, wenn in K ein Pfeil
pf — qf existiert. Es ist By — Bp mit X, — X, ; offensichtlich ein Epimorphismus
von K-Algebren. Dieser ist ein Isomorphismus, weil unter der Zuordnung X, — X, ¢
die Bk bzw. By definierenden Ideale Ix und Iy isomorph sind. Sind K und Q nun
antiisomorph, so fiihrt der dann existierende Kocherantiisomorphismus auf die gleiche
Weise zur Antiisomorphie von Bk und 8. m|

Das freie Monoid iiber einer endlichen Menge J bezeichnen wir mit J*, seine Ele-
mente sind die Worter v tiber J, die Multiplikation ist die Konkatenation und wird
(falls notwendig) mit . bezeichnet. Mit {v} bezeichnen wir die Menge der in v € J*
auftretenden Buchstaben. Ist beispielsweise J = {1,2,...,15} und v = 1.5.15.7.1.5, so
gilt {v} = {1,5,7,15}. Ist n € N, so schreiben wir abkiirzend n| fiir die Menge {1, 2,...n}
und n|o fiir n) U {0} .

Weiter sei fiir jedes Wort w = ¢q1.¢q2..... qr lber Qq, also w € QE‘), das Produkt
Xy Xgy oo Xg mit Xy = Xg 5..qr = Xg1..q, DOtiert. Ein K-lineares Erzeugenden-
system von B ist natiirlich {Xv | v E Q(’;}.
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Kapitel 2 Die Monoidalgebren K7tg und By, fiir Wegealgebren KQ

2.4 Definition. Es sei Q ein endlicher, zykelloser Kocher. Fiir eine Teilmenge M von
Qo sei Qy derjenige volle Unterkocher von Q, dessen Punktmenge genau M ist. Ferner
schreiben wir fiir ein Wort v iiber Qg statt Qy,y nur Q.

Damit besagt die Bedingung an s, € Qg in (3), dass ¢ eine Senke in Qs ; ist. Die
Relationen fiihren in 8y und damit in K7ty zu den folgenden Verallgemeinerungen:

2.5 Lemma. Es seien Q ein endlicher, zykelloser Kocher, g € Qg sowie v und w Worter
iiber Qo. Dann gelten die Identitditen:

XXXy = XXy falls q eine Senke des Unterkichers Qg ., ist

X XXy = XXy falls q eine Quelle des Unterkéchers Q. ist
XX, = XX, falls kein Pfeil zwischen den Unterkochern Q, und Q,,
existiert

Beweis: Die erste Aussage beweisen wir per Induktion nach der Linge von w: Hat w
die Linge 1, soist w = p € Qp und ¢ eine Senke in Q, . ,. Die Identitit X, X, X, = X, X,
gilt also nach Definition von By. Ist w ein Wort einer Linge echt groler als 1, so gibt es
ein Wort « und ein p € Qp mit w = up. Da g eine Senke von Q,.,, ist, ist g auch eine
Senke in jedem Unterkocher von Q, ., der ¢ enthilt. Damit erfiillen sowohl u als auch
p die Induktionsvoraussetzung. Es folgt:

XXXy = X XuXp Xy = (X Xy X)X, Xy = Xy Xu Xy X, = X XuX), = XX,

Der Beweis der zweiten Aussage ist dual: Wir wenden in Bgor die erste Aussage an.
Dazu sei ¢ der kanonische Anti-Isomorphismus zwischen B¢y und Bger. Ist nun g eine
Quelle in @, .,, und bezeichnet w das Wort mit der Eigenschaft X,,t = Xy, € Bpop, so gilt:

Xqu = Xgwqlt = (XqXWXq)L = (XqXW)L = XwXq

Die dritte Aussage ergibt sich aus den beiden ersten Aussagen. |

Bemerkenswerterweise reicht dieses Lemma bzw. die erste Aussage, um die Endlichdi-
mensionalitit von By fiir endliche, zykellose Kocher Q — ohne genaue Kenntnis einer
Normalform von 8¢ — zu zeigen: Eine einfache Induktion nach der Anzahl der Punkte
in Qg geniigt:
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2.6 Korollar. Ist Q ein endlicher, zykelloser Kocher und K ein Korper, so ist die K-
Dimension von B¢ endlich.

Beweis: Ist|Qo| = 1, so folgt aus der Idempotenz, dass By zweidimensional ist. Es sei
nun Q ein endlicher, zykelloser Kocher mit mindestens 2 Punkten. Da Q zykellos und
endlich ist, besitzt Q eine Senke s. Induktiv ist die zu dem vollen Unterkdcher K von Q
mit der Punktmenge Ky := Qo\{s} gehorige K-Algebra Bx endlichdimensional. Es gibt
also eine endliche Menge C C K|, so dass {X,, | v € C} eine Basis der Algebra B < By
ist. Nach dem Lemma existieren nun fiir jedes Wort w € Q(*) mit s € {w} Worter u,v € KS
mit X,, = X, X, X, € Bk X; Bk und damit auch Worter «’,v' € C mit X,, = X, X, X, =
XXX,y . Deshalb ist die endliche Menge {X, | v € C} U {X, XX, | u,v € C} schon ein
‘K-lineares Erzeugendsystem von B. m|

2.3 Die Einfachen und das Radikal von 5

Es seien K ein Korper und Q weiterhin ein endlicher, zykelloser Kocher.

Fiir jede Teilmenge M von Qg sei Ey = (K, 0p) der (eindimensionale) 8p-Rechtsmodul
vermoge des Algebren-Homomorphismus dy: Bg — K = Endg(K), welcher durch
die Zuordnung

1 fallsge M

{X4|q€Q0}_>(K’ XqH{O falls g ¢ M

induziert wird. Fiir verschiedene Teilmengen M und N sind E,; und Ey offensichtlich
nicht isomorph. Die Algebra By hat demnach bis auf Isomorphie mindestens 2!<0!
einfache Moduln, welche durch die Familie (Ep)pcg, gegeben ist. Die , Berechnung®
des Jacobson-Radikals Rad(8), der wir uns im Folgenden zuwenden, wird zeigen, dass
durch diese Familie schon alle Einfachen (bis auf Isomorphie) beschrieben werden. Fiir
ein beliebiges Monom X, in B ist das Bild unter 65, gerade:

1 falls{v}c M
XV6M =
0 sonst

Infolgedessen gilt fiir ein beliebiges Elementa = }, ¢,X, in Bp:
veg;

aoy = Z Cy

veQy, {vieM
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Kapitel 2 Die Monoidalgebren K7tg und By, fiir Wegealgebren KQ

Damit ist sofort ersichtlich, dass a genau dann im Annulator von Ej; (also im Kern von
o) liegt, wenn die Summe jener Koeffizienten ¢, mit {v} € M gleich 0 ist. Es folgt:

ae ﬂ Anng, (Ey) & Z ¢y =0 firalle M C Q
MCQy V€Q8, {vicm

— Z ¢, =0 fiiralle M C Qp
veQ(*), {v}l=M

Wir haben also gezeigt, dass das Radikal Rad(8y) als Durchschnitt der Annulatoren aller
einfachen Bp-Rechtsmoduln, in dem Ideal

B ax

MCQ ‘veQy, {vi=M

> d; = 0>q(

veQ;, (vl=
enthalten ist.

Wir konstruieren nun zu jeder Teilmenge M von Qg ein ausgezeichnetes Monom
Xu € B, welches genau aus den X, mit g € M besteht. Dazu definieren wir zunichst
induktiv die Menge der Senken Sy M der Stufe k € N von M:

SoM :={q € M| g ist Senke in Qy,}
SiM:=|q e M| g ist Senke in O\ som}

Sks1M :={g € M| q ist Senke in Qp\(somus, mU...uS,M))

Da M endlich ist, gibt es ein eindeutig bestimmtes s(M) :=m mit S,,M # 0 = S, .1 M,
womit m der Anzahl der Stufen entspricht. |I| Weiter gibt es in Qs keine Pfeile, was
insbesondere bedeutet, dass X, und X, fiir alle p,q € S;M kommutieren. Das folgende
Monom X, in den X, mit g € M ist also wohldefiniert:

'Die Einteilung des Kochers in Senken k-ter Stufe mit M = Q, definiert zwar keine Rangfunktion, in dem
Sinne, dass f: Qy — Zexistiert mit:  f(q) = f(p)+1 & Ap - g € Oy,
aber es definiert eine Funktion mit:  f(¢) < f(p)+1 < p —> g€ Q)
Nehmen wir ndmlich beipspielsweise den Kdcher von Seite und M = {1,2,3}, so ist SgM = {3},
Si1M = {2} sowie S, M = {1}; der Unterkdcher Q,, erlaubt jedoch keine Rangfunktion im ersten Sinne,
da dies zu dem Widerspruch f(1) + 1 = f(3) = f(2) + 1 = f(1) + 2 fiihrte. Allgemein existiert eine
Rangfunktion (im ersten Sinne) genau dann, wenn fiir je zwei Punkte x,y des zusammenhingenden
Kochers, die Léinge eines jeden Weges von x nach y gleich ist.
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2.3 Die Einfachen und das Radikal von Bq

2.7 Definition.

Xu= [ X [ % - []%

qeSoM  geSIM qeS,M

Fiir den Kocher von Seite [14] gilt beispielsweise:

Xoo= ] X0 [] X x5 []x XXX,

Gel78,11,13)  gel6,10,12) gel4,9)
X123 = X3XX,

Xi458,13) = 1—[ Xy Xg = X5 XgX13X4 = XgX13X5X4
4el5.8,13)

Xi4589) = l_qu l_[Xq = X5X3X4X9 = XgX5X4Xo
Gel5.8)  qeld9)

Die von diesen X, erzeugten Hauptideale /), in Bg,, < B sind eindimensional. Solch
ein ) ist, wie das nichste Lemma zeigt, sogar das kleinste Ideal I in B,, beziiglich der
Eigenschaft ,,/ wird von Monomen X, mit {v} = M als Ideal in By,, erzeugt”.

2.8 Lemma. Es sei M eine Teilmenge der Punktmenge Qg eines endlichen, zykellosen
Kochers Q. Dann gilt fiir jeden Punkty € M:

X, Xy = Xpr = XuX,

Insbesondere ist Xy idempotent.
Ferner gilt fiir jedes Monom X,, in Bg mit {w} = M und alle Zahlen d € N, die grofler
als die Linge des Wortes w sind:

X4 = Xy

Beweis: Da M die disjunkte Vereinigung aller S;M mit j € mq fiir m := s(M) ist, liegt
y in genau einem S; M, ist also insbesondere eine Senke des vollen Unterkdchers mit der
Punktmenge M\(S)M US{M U ...US;_ M) = U;.":k S;M. Nach dem Lemma [2.5] gilt
damit:

XMX,:[ [ 1% - []%

qESOM qESk,lM

[] Xq)xy [1X - [ [X|X=Xu

q€SkM.q#y qE€Sk M qeSmM

Ferner ist y aber auch eine Quelle in dem vollen Unterkdcher zu der Punktmenge
Ul;:o S;M, weswegen X, Xy = Xy gilt. Die letzte Aussage beweisen wir per Induktion
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nach der Linge von w. Dabei ist der Induktionsanfang trivial. Es sei also w ein Wort
der Linge d groBer als 2 und x eine Senke in Q,,. Nach dem Lemma konnen wir
annehmen, dass X, in X, genau einmal vorkommt, also (eventuell leere) Worter « und v
iiber {w}\{x} existieren mit X,, = X, ..,. Mit N :={u} U {v} gilt dann nach dem Lemma
der Induktionsvoraussetzung und nach der Definition sowie den schon bewiesen
Eigenschaften von Xj:

(Xw)d = Xu.x.v(Xu.x.v)d_l = Xu.x.v(Xu.v)d_l =Xy x Xy =Xy Xy =X, Xy = Xy

Es ist die Linge von w eine obere Schranke fiir die Menge der d € N mit X¢ = X,,, die
nicht angenommen werden muss. Fiir M = {4, 5, 8,9} in dem Kd&cher von Seite @ und
w =4.8.5.9 gilt auch schon X? = X,,:

2
Xy g 5.0=2X4.8.5.9.4.8.5.9 = X8.5.4.8.5.9 = X8.5.4.9

Dies gilt allgemein fiir bipartite Kocher, da in dem Produkt X,,X,, nach dem Lemma
alle in dem linken Faktor X,, auftretenden Quellen kiirzbar sind (und dual alle in
dem rechten Faktor X,, auftretenden Senken). Ubrigens konnen wir — diese Beobachtung
verallgemeinernd — die Schranke d mit X¢ = X, noch verfeinern:

2.9 Proposition. Es sei M eine Teilmenge der Punktmenge Qg eines endlichen, zykello-
sen Kochers Q. Fiir alle Worter w iiber M mit {w} = M gilt:

XM = Xy

Beweis: Wir fiihren eine Induktion nach s(M). Ist s(M) = 0, so gibt es nur ein X,, mit
w tliber M und {w} = M, namlich Xy,. Es sei also M C Q¢ mit @ # S;{w} und w ein
Wort iiber M mit {w} = M. Weiter sei v dasjenige Teilwort von w, welches aus w durch
Streichung aller x € SoM entsteht. Nach dem Lemma gilt dann: X,,X,, = X,,X, und
damit X = XWXC"‘I. Nun ist {v} = M\SoM =: N, also s(N) = s(M) — 1, und damit nach
Induktionsvoraussetzung X"~ = Xy. Da ferner fiir jedes Wort u iiber N und jede Senke
x € SoM gerade X, , Xy = XiXy = Xyun nach dem ersten Teil des letzten Lemmas,
sowie nach Definition von den Xy gilt, folgt induktiv schlieBlich X,, Xy = Xy. O

Wir bestimmen nun das Radikal von B,.
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2.4 Der Gabriel-Kocher von Bq

2.10 Satz. Es sei ‘K ein Korper und Q ein endlicher, zykelloser Kocher. Das Radikal von
By ist der Durchschnitt der Annulatoren der Ey mit M C Qo und hat das K-lineare
Erzeugendensystem {XM -X, ’ M C Qo,v € Qp, {v} = M}.

Die Familie {Epr | M C Qq} ist deshalb ein Reprdsentantensystem der einfachen Rechts-
moduln, womit By insbesondere eine saubere Algebra ist.

Beweis: Als Durchschnitt der Annulatoren aller einfachen Bp-Rechtsmoduln ist das
Radikal in (g, En enthalten.

Nun ist (¢, Ex aber genau <XM -X, | M C Qo,v € Oy mit {v} = M>7<
beliebiges Element a = Zvegg ¢y X, in B die folgenden Aquivalenzen gelten:

ce(Jeu—ac P Yax| Ya -o)
vegy, K

McQ McQy =M 1veg; v)=M

e=a= Z ZCV(XV—XM)

MCQo veQS, {viI=M

., weil fiir ein

Des Weiteren ist nach dem vorherigen Lemma jeder Erzeuger Xy, — X, von (\yco, Em
nilpotent. Denn fiir jedes n € N, welches grofler als die Linge des Wortes v ist, gilt:

Xp = X" = X = X)*Xar — X,)"2
= (XuXu — XXy = XXy + X, X)Xy — X))
= DXy = XD Xy = X,)" 7 = . = (1) Xy = X7)
=0

Nach einem Satz von Wedderburn, z.B. nachzulesen in [P1e82]] Kapitel 4.6, iiber nilpo-
tente Algebren, folgt nun aus der Existenz einer Basis von (7yco, Ey aus nilpotenten
Elementen schon die Nilpotenz von (1co, Ex. Damit enthdlt Rad(8Bp) als groBtes
nilpotentes Ideal das nilpotente Ideal () yco, Em- m|

2.4 Der Gabriel-Kocher von B

Es sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper und Q ein endlicher, zykelloser Kocher.
In diesem Abschnitt werden wir die K-Dimensionen der Erweiterungsgruppen zweier
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einfacher Bp-Rechtsmoduln Ej und Ey berechnen und erhalten damit den Gabriel-
Kocher I'(B) der Algebra 8:=8p. Denn die Punkte von I'(8) sind per Definition die
Isomorphieklassen der einfachen B- Rechtsmoduln, entsprechen also nach vorherigem
Abschnitt den [Ey/] mit M C Qq. Wihrenddessen ist die Anzahl der Pfeile von [E/]
nach [Ey] gerade die Dimension von Extlg(E M>En). Es ist dann B zu einem Quotienten
der Wegealgebra KT'($) isomorph. Wir erinnern daran, dass wir weiter stets die Rechts-
schreibweise fiir Abbildungen benutzen.

Es seien M und N Teilmengen von Qp. Da 8 = B, eine endlichdimensionale Al-
gebra iliber einem Korper ist, konnen wir Ext;g(EM,EN) als den % -Vektorraum der
Aquivalenzklassen der kurzen exakten Sequenzen in mod- B der Form

0—Ey—W-—D>Ey—0

auffassen. Dabei sind bekanntlich zwei kurze exakte Sequenzen n und 7’ dquivalent,
wenn ein $B-Rechtsmodulhomomorphismus W 2, W’ existiert, so dass folgendes
Diagramm kommutiert:

v
n 0 EN 4 w EM 0
ah
n 0 En 4 w’ id Ey 0

Diese kurzen exakten Sequenzen lassen sich in Abhingigkeit von M und N angeben.
Dazu setzen wir zunichst fiir jedes ¢ € Qg zum einen

leK fallsge N

ng =X 0N =
P {OE‘K falls g ¢ N

und zum anderen
leK fallsgeM

my =X 0 =
G {067( falls g ¢ M

und nennen (n4)4e0, bzw. (my)4ep, das charakteristische Tupel oder auch charakteristi-
sche Funktion von N resp. M. Weiter nennen wir ein Tupel a = (ay)se0, € K 2 oder
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eine Funktion a: Q9 — K,q +— a, zuldssig oder (M, N)-zuldssig, wenn durch die
Zuordnung
ng

0 )::Aq e K2

Xq|—>(
ag My

ein Algebrenhomomorphismus von 8 nach K22 induziert wird. Den dadurch beschrie-
benen B-Rechtsmodul K bezeichnen wir mit W(a, M, N) = W(a); die Erzeuger X, von
8 operieren also via Rechtsmultiplikation mit A, auf den Vektoren (x, y) des K 2. Da wir
Abbildungen von rechts schreiben, fassen wir die Elemente von K 2 als Zeilenvektoren
auf.

Nun sind die kurzen exakten Sequenzen 7 in Ext/l,‘(EM,EN) bis auf Aquivalenz die
Sequenzen 7, fiir zuldssige Tupel a = (a,)q4e(,, Welche definiert sind durch:

()
10 1

Na 0—— Ey — W(a) —— Ey —— 0

Insbesondere ist die triviale kurze exakte Sequenz
0 — Ey — Ey®Ey — Ey —0

zu 1o dquivalent, wobei hier O fiir die konstante Funktion Qy — K, ¢ +— O steht.
Die zugehorigen Matrizen (’8] m ) bezeichnen wir mit O,. Um die Menge der (M, N)-
q

zulédssigen Tupel zu bestimmen, sehen wir uns zunichst an, wie die Matrizen A, in
Abhingigkeit von der Lage des Punktes ¢ zu den Mengen M und N aussehen. Die
Bedingungen der Zuléssigkeit lassen sich durch elementare Berechnungen mit diesen
Matrizentypen ermitteln. Dabei nutzen wir, dass wir die charakteristischen Tupel von M
und N kennen:

1
(1) Firalleqe MNN gilt: A, = ( (1))
dq

(2) Fiir alle g € Qo\(M UN) gilt: A, = (O 8)
Aq

0 0
(3) Fiir alle g € M\N gilt: A, = (a 1)
q
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(4) Fir alle g € N\M gilt: A, = ( ! 8)
dq

Im letzten sowie im vorletzten Fall ist A, unabhingig von a, idempotent. In den beiden
ersten Fillen hingegen ist A, genau dann idempotent, wenn a, = 0 gilt. Gilt dies, so ist
A, trivialerweise zentral und fiir alle idempotenten Matrizen A € K 22 gilt:

AAA, = AA = AA, = AALA

Wir werden sehen, dass die Dimension von Ext%Q(EM, Ex) von derjenigen Eigenschaft
der Differenzmengen M\ N und N\ M abhéngt, die wir jetzt definieren:

2.11 Definition. Es seien Q ein endlicher, zykelloser Kocher sowie P und R disjunkte
Teilmengen von Qq. Wir sagen P ist nach R stark verbunden®, wenn weder P noch R
leer sind und fiir je zwei Punkte p € P und r € R ein Pfeil von p nach r (in Q1) existiert,
und notieren: P = R. E]Falls P nach R nicht stark verbunden ist, schreiben wir: P = R.

Weil Q zykellos ist, sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) P ist nach R nicht stark verbunden.

@ii) P = 0, R = 0 oder es existieren Punkte p € P und r € R, so dass es in Q; keinen
Pfeil von p nach r gibt.

(iii)) P = 0, R = 0 oder es existieren Punkte p € P und r € R, so dass p eine Senke in
Op.rist.

@iv) P = 0, R = 0 oder es existieren Punkte p € P und r € R, so dass es in Q; einen
Pfeil p « r gibt oder p und r durch keinen Pfeil verbunden sind.

Fiir den Kocher auf Seite [T4] gelten beispielsweise:

=323 (1,2} 33} 31314 35.8, {491305.8)
aber: {1,2,3}=B{2,3}, {3,4}=B{5}, {9,5)=8(5,8,12,10}

’In diesem Fall ist der Kocher mit den Punkten P U R und nur denjenigen Pfeilen aus Q, die Punkte aus
P mit Punkten aus R verbinden, ein vollstindig bipartiter Kocher mit bipartiter Zerlegung P U R.
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2.12 Proposition. Es sei Q ein endlicher, zykelloser Kocher. Weiter seien M und N
Teilmengen von Qg und a: Qy — K eine Funktion.

(I) Ist M\N nach N\ M nicht stark verbunden, so gilt:
a ist (M, N)-zuldssig < alynn =0,
algy\muny =0
und es existiert eine Konstante c € K mit:
aly\y = cidpypn und
alym = —cidym

& (ag)geq, € (Mg — nglge0y)x

(1) Ist M\ N nach N\M stark verbunden, so gilt:
aist (M, N) -zuliissig < alyny =0,
alge\(mun) =0
und es existieren Konstanten cy, cy € K mit:
alpu\w = cyidypn und

alym = ey idym

Beweis: Es sei a zunichst (M, N)-zulédssig. Aus der Idempotenzbedingung folgt dann
wie schon erwihnt a|y~y = 0 und alg,\(mun) = 0. Wir zeigen zunichst die Existenz von
cy und cy — also insbesondere (II) — unabhéngig von den Voraussetzungen in (I) und
(II). Dann schlieBen wir unter der Voraussetzung in (I), dass cy = —cyy gilt:

Hat M\ N mindestens zwei Punkte p und g, so sind entweder p und g durch keinen Pfeil
verbunden, oder es gilt entweder p — g € Q; oder ¢ — p € Q). Wir konnen also
0.B.d.A. annehmen, dass g eine Senke in Q,, , ist, womit insbesondere

0 O 0 0\/O0 O 0 0
= = A A = A A A =
(ap 1) (“q 1)(“17 1) e e (aq 1)

gilt, also a, = a,=:cy. Genauso folgt, dass a eingeschrinkt auf N\ M eine konstante
Abbildung mit Konstante cy ist. Ist eine der beiden Mengen M\ N oder N\ M leer, so
gilt (I) trivialerweise wegen algp = cid |y fiir alle ¢ € K. Also betrachten wir jetzt die nach
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Voraussetzung in (I) existierenden Punkte y € M\ N und x € N\ M, so dass y eine Senke
in O,y ist. Fiir diese gilt insbesondere:

00 0 0\/1 0\/(O O
= =A,AA
(0 O) (ay 1) (ax O) (ay 1) e

_AA_0010_ 0 0\ 0 0
- yx_ay 1/ \a, O_ay+ax 0/ \exy+cy O

Deshalb gilt im Fall (I) zudem: ¢:=cy = —cy, d.h. wir haben a, = cn;, — cm,, fiir alle
p € Qo.

Um nun umgekehrt in (I) und (II) die (M, N)-Zuldssigkeit von a nachzuweisen, rechnet
man jeweils nach, dass unter den gegebenen Voraussetzungen die Matrizen A, fiir alle
P € Qp idempotent sind, sowie die Bedingung (2) und (3) der Definition von B fiir je
zwei Matrizen A, und A, gelten. Dabei ist zu beachten, dass es im Fall (IT) kein y € M\N
und kein x € N\ M, so dass y eine Senke in Q,y ist. m]

2.13 Satz. Es seien K ein Korper, Q ein endlicher, zykelloser Kocher sowie M und N
Teilmengen von Qy.

(1) Folgende Aussagen sind dquivalent:
. 1 _
(i) ExtBQ(EM,EN) =0
(ii) Jede (M, N)-zuliissige Abbildung liegt in {(my — ny)ge0,)%-
(iii) Es ist M\ N nicht nach N\ M stark verbunden.
(2) Folgende Aussagen sind dquivalent:
(i) dimg Exth(EM, Ey) =1
.. 1
(ii) ExtBQ(EM, Exy) #0
(iii) Es gibt eine (M, N)-zuldissige Abbildung, die nicht in {(my — ng)geo, )% liegt.
(iv) Es ist M\N nach N\ M stark verbunden.
Beweis: Zu (1): Die Aquivalenz von (ii) und (iii) ist eine einfache Folgerung der
letzten Proposition. Es liege nun jede (M, N)-zulédssige Abbildung in {(m,—ny)4e0, )% Ist

n eine kurze exakte Sequenz aus Extgg (Eum, En), so ist  zu einem 7, fiir eine zulidssige
Funktion a dquivalent. Nach Voraussetzung gibt es weiter eine Konstante ¢ € K, so dass
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a, = c(n, —myp) fiir alle p € Qy gilt. Es ist dann die Rechtsmultiplikation mit (1 (1)) ein
c

Bp-Homomorphismus von W(a) nach W(0), denn fiir alle p € Qy gilt:

AlO_ np 0\(1 0\ (n, O
Ple l_cn,,—cm,7 mp,)\c l_cn,, my

(0 )= S

Da weiter das folgende Diagramm ein kommutatives mit exakten Zeilen ist, sind 7, und

no dquivalent: o
(1,0 1 )
0 Ey W(a) Em 0
1o
L)
0 N W(0) Eum 0

Es gelte nun Ext%Q(EM,EN) = 0 und es sei ferner a: Q9 — K zuldssig. Dann existiert

e b . . . .
D = ( ) e K22, so dass das folgende Diagramm ein kommutatives mit exakten

d
Zeilen ist: 0
(1,0 1
0 En W(a) Em 0
e b
)
0 En W(0) Ey 0

1,0 0
1

Aus der Kommutativitét folgen e = 1 = d und b = 0 sofort. Weiter ist die Rechtsmulti-
plikation mit ® ein Bp-Modulhomomorphismus, weswegen fiir alle p € Qo gilt:

( n 0) (1 O) (1 0) (np O)
= AP = Op =
ap +cm, m, c 1 c 1 cn, mp

Dies ist dquivalent zu a, = cnj, — cm,,.
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Dieser Beweis zeigt tibrigens, dass fiir alle zuldssigen Funktionen a: Qp — K gilt:

(#) Na~mo&ac <(mq - nq)qu())?(

Zu (2): Die Aquivalenz von (ii), (iii) und (iv) gilt nach (1), wihrend (ii) trivialer-
weise aus (i) folgt. Es seien nun Ext;gQ(EM,EN) # 0 und n und n’ kurze exakte
Sequenzen aus Ext%;Q (Eum, En), die nicht zu 5y dquivalent sind. Dann existieren (M, N)-
zulidssige Funktionen a und b von Qg nach K mit zugehdrigen Bp-Moduln W(a) via

np np

Xp*—>( O)::Ap und W(b) via Xp+—>(

ap mp by my,
exakten Sequenzen 7, und 7,. Da n, bzw. 1, nicht zu ny dquivalent ist, gibt es nach
(*) Konstanten ¢ # ¢’ resp. d # d’ in K mit alyny = cid|pnn und aly\y = ¢’ id v\
respektive blynn = did|pnn und biy\y = d’ id |y\p. Wir konnen also k:=d +d'/c + ¢’

):: B, und zugehdrigen kurzen

k . .
k- d 1) =:® ein Vektorraumiso-
morphismus von W(a) nach W(b). Um zu sehen, dass ¢ ein Bp-Modulisomorphismus
ist, miissen wir die Gleichheit von A,® und ®B, zeigen. Dazu sehen wir uns fiir ein

p € Qo diese Matrizenprodukte an:

P L 0 k 0\ _ kn,, 0
P=\ap, mpy)\ck-a 1) \ka,+(k—d)Im, m,

setzen. Dann ist die Rechtsmultiplikation ¢ mit (

und

DB, = k O\(n, O} _ kn, 0
P A\ck-a 1)\b, m,] \b,+(k=d)n, mp)’

Es reicht also die Gleichung ka, + (c’k — d')m, = b, + (c’k — d")n,, zu verifizieren.
Wie eine Fallunterscheidung nach der Lage von p zeigt, gilt diese nun fiir jedes p € Q.
Ist beispielsweise p € M N N, so haben wir ka, + (c'k — d')m, = kO + ¢’k - d’' =
0+ c’k—d =b,+ (c'k—d)n, Wir sehen uns noch den Fall, dass p in M\ N liegt, an:
ka,+(c'k=d"Ym, =d+d'[c+ 'c+(c'd+d"[c+ ' ~d")l =d = b,+0 = b,+(c'k—d')n,.
Vermoge dieses Isomorphismus ¢ gilt:
0
wo

na~k_17]b:0—>EN—>W(b)—>EM—>0

In Abschnitt haben wir festgestellt, dass die einfachen Bp-Rechtsmoduln gerade
die Eyy mit M C Qg sind. Die Punktmenge des Gabriel-Kdchers von By steht also in
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2.5 Spezialfille und Eigenschaften des Gabriel-Kochers

Bijektion zu der Potenzmenge ¢(Qg) von Qp. In diesem Teil haben wir die Dimension
der Erweiterungsgruppe zweier beliebiger Einfacher Ej; und Ey berechnet und damit
die Anzahl der Pfeile zwischen [Eys] und [Ey] bestimmt. Insgesamt konnen wir nun den
Gabriel-Kocher von B¢ angeben:

2.14 Korollar. Es sei Q ein endlicher, zykelloser Kocher und K ein algebraisch abge-
schlossener Korper.

Die Punkte des Gabriel-Kéochers I'(Bg) von Bg sind die Isomorphieklassen [Ey] der
einfachen By-Rechtsmoduln mit M € p(Qo).

Ferner gibt es zwischen je zwei Punkten hochstens einen Pfeil. Dabei sind zwei Punkte
[Ey] und [Ey] genau dann durch einen Pfeil verbunden, wenn M\N und N\M stark
verbunden sind. In diesem Fall gilt fiir die Pfeilrichtung:

[Em] = [Ey] &= M\N 3 N\M

Nun gibt es nach einem Satz von Gabriel ein zuléssiges Ideal I von KT'(B), so dass B¢
zu der Kocheralgebra KT'(B()/1 isomorph ist. Die Zuldssigkeit von I bedeutet hier, dass
es ein r € N gibt mit Rad(BQ)2 C I € Rad(8Bp)". Im dritten Kapitel werden wir dieses
Ideal bestimmen fiir den Spezialfall, dass Q der linear orientierte Dynkin-Kodcher vom
Typ A, ist. Im ndchsten Abschnitt werden wir sehen, dass I = 0 gelten muss, wenn Q der
Unterraumkdocher ist. Weitere Beispiele stehen im vierten Kapitel. Zunéchst interessieren
wir uns jedoch fiir die allgemeine Struktur des Gabriel-Kochers.

2.5 Spezialfille und Eigenschaften des Gabriel-Kochers

Es sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper und Q ein endlicher, zykelloser
Kocher. Wir haben bisher eingesehen, dass der Gabriel-Kocher I'(8y) der K-Algebra
Bp genau 219l Punkte hat, ndmlich zu jeder Teilmenge M von Qg einen Punkt [Ej/]
fiir die Isomorphieklasse des einfachen Bp-Rechtsmoduls Ey. In diesem Abschnitt
identifizieren wir [Ejs] mit der solch eine Isomorphieklasse eindeutig bestimmenden
Menge M. Dementsprechend ist die Punktmenge des Gabriel-Kochers von By ab jetzt
die Potenzmenge ¢(Qp) von der Punktmenge Qg des Ausgangskodchers Q. Mit dieser
Notation gibt es in dem Gabriel-Kdcher genau dann (exakt) einen Pfeil von M € 9(Qp)
nach N € ¢(Qp), wenn M\ N nach N\ M (beziiglich Q) stark verbunden ist. Dies
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Kapitel 2 Die Monoidalgebren K7tg und By, fiir Wegealgebren KQ

bedeutet insbesondere, dass der Gabriel-Kocher schleifenlos ist. AuBerdem gilt fiir alle
p,q € Q:
i} 3lgt=p—>qeQ

Somit ldsst sich Q in I'(Bp) einbetten. Ferner ist Q7 zu dem vollem Unterkdcher
K von I'(Bp) mit der Punktmenge Ky = {Qo\{p} € 9(Qo)| p € Qo} isomorph, weil
(Qo\MPH\(Qo\Mg}) = {q} fiir alle p # g € Qp gilt. Allgemein haben fiir alle M und
N in p(Qo) wegen (Qo\ M)\(Qo\ N) = N\ M:

M — NeI(8g) &< M\N 3 N\M
& Qo\N — Qo\ M € I'(Byp)

Deshalb induziert die Zuordnung p(Qo) — ¢(Qo), M — Qo\ M einen Kocheranti-
automorphismus der Ordnung 2 auf I'(Bp). Es gilt demnach:

['(Bp) =T(Bp)*
Insbesondere gilt fiir den Fall, dass 8¢ schon zu KT (8() isomorph ist:

BQ = BOQP = BQUP

Wir sehen uns zunichst zwei Spezialfille an und schlieen das Kapitel mit Beobachtun-
gen allgemeinerer Natur.

Spezialfall: Der linear orientierte Dynkinkocher vom Typ A,

Es seien n € N und Q, der linear orientierte Dynkinkdcher vom Typ Aj,:

Da der Ein- und der Ausgangsgrad eines jeden Punktes in Q, hochstens 1 ist, konnen
nur einelementige Mengen benachbarter Punkte stark verbunden sein. Die Pfeile des
Gabriel-Kochers zwischen M und N in ¢(n)) sind deshalb durch folgende Aquivalenz
bestimmt:

Es gibt in I'(Q,,) genau dann einen Pfeil M — N, wenn exakt ein i € n| mit M\ N = {i}
und N\ M = {i + 1} existiert.
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2.5 Spezialfille und Eigenschaften des Gabriel-Kochers

Damit sind in I'(Bg,) nur gleichmichtige Mengen durch einen Pfeil verbunden, wes-
wegen der Gabriel-Kocher von 8y mindestens n + 1 Zusammenhangskomponenten
hat. Er hat genau n + 1 Zusammenhangskomponenten, weil es fiir jede k-elementige
Menge M € p(Qp) mit 1 < k < n den folgenden Weg von {1,2,...,k} € 9(Qp) nach
M=m; <my <...<my gibt:
{,2,...,k— 1Lk} > {1,2,..., k= Lk+1} > ...... {1,2,....k—1,my}
= {1,2,.. k=2 k,my} = ... = {1,2,.. . k=2, my_y, my}

= {my,my, ..., mg_p, my_1, my}

In den folgenden Beispielen fiir I'(Bp,) mit n € {2, 3,4} notieren wir die Punkte M nur
mit den in M enhaltenden Elementen von M und verzichten auf die Mengenklammern.
Fiir n = 2 ergibt sich:

0 1 —2 1,2

Es ist I'(Byp,) der folgende Kocher:

0 1—2—3 12— 1,3 — 2,3 1,2,3
Der Gabriel-Kdcher von B, sieht so aus:
1.4

0 1,2 — 1,3 2,4 — 3,4 1,2,3,4

~ 7

l—2—>3—4 1,2,3 — 1,2,4 — 1,3,4 —> 2,3,4

Die Gabriel-Kocher von By, und By, haben wir im im dritten Kaptitel auf Seite
dargestellt.

Spezialfall: Der Unterraumkocher

Es sei Q = Q(n) der Unterraumkdcher mit # + 1 Punkten. Die einzige Senke bezeichnen
wir mit s und die n Quellen mit 1,...,n:
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/TN

1 2 n

Jede Teilmenge von der Menge der Quellen ist nach {s} stark verbunden, womit die
Pfeile des Gabriel-Kocher von B¢ durch folgende Aquivalenz fiir M und N in p(n) U {s})
bestimmt sind:

Es gibt in I'(8¢) genau dann einen Pfeil M — N, wenn es disjunkte Teilmengem
M #0und N vonny mit M = N'UM und N = N’ U {s}.

Wie im ersten Spezialfall sind @ und Qp demnach isolierte Punkte im Gabriel-Kocher.
AuBerdem ist jeder Punkt @ # M # Qg € p(Qp) entweder eine Quelle — falls M C n) gilt
— oder eine Senke — falls s in M liegt. Deshalb gibt es in dem Kocher I'(B() keine Wege
einer Liange > 2 und folglich ist Rad(K l"(BQ))2 = 0 fiir das Radikal Rad(KT(8Bp))
der Wegealgebra KT'(Bp), von dem bekanntlich die Wege positiver Linge eine K-
Basis bilden. Damit gibt es jedoch keine (von O verschiedenen) zuldssigen Ideale in
KT'(Bp). Demzufolge ist die Algebra By schon zu der Wegealgebra KT'(Bp) ihres
Gabriel-Kochers isomorph. Ferner bedeutet die Existenz des Antiautomorphismus des
Gabriel-Kochers in diesem Fall, dass 8¢ zu ihrer Gegenalgebra B‘g] isomorph ist. Die
Dimension von B ist somit gleich der Anzahl der Punkte und der Pfeile des Kochers
I'(Bp):

—
N

n— -J .

: _ An+l _ An+l n n—j
dimgc Bp =2""" + E E 1=2 +. (]) (k)
N’Cn| 0£M'C| j k=1

Il
(=)

n—1 n . n n . n n
=2ml ( _)(2"—J -p=2 1 4 ( ,)2"—1 -~ ( ) +1
]:0 0 0

J =AY,

=2 43— 2" =2 4 3"

An dieser hiibschen Algebrenfamilie ist der eingangs beschriebene Antiautomorphismus
von By deutlich am Kocher I'(8¢) erkennbar. Zur Illustration zeigen wir hier die Kdcher
I'(Bg,) fiir n € 4], wobei wir wieder auf die Mengenklammern verzichten. Wir beginnen
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2.5 Spezialfille und Eigenschaften des Gabriel-Kochers

0 1 — s 1,s

1 2,8
AN e
0 s 1,2 1,2,s
/ N
2 1,s
und n = 3:
1 1,2 3,5\ 2,3, s
N7
0 2— s «— 1,3 2,s<;1,2,3£>l,3,s 1,2,3,s
AN
3 2,3 l,s/ \ 1,2, s

und schlieBen mit n = 4, wobei hier einige Pfeile (nur) der besseren Lesbarkeit zu Liebe
gepunktet dargestellt sind:

1,2,3,4,s

1,2,3,4

Ubrigens bleibt genau ein Pfeil unter dem Antiisomorphismus fix:

Bemerkung: Der einzige Pfeil, der unter dem Antiautomorphismus von Koéchern
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t: T(Bg) — I'(Bp) mit X — Qp\ X fix bleibt, ist:
a:n| — {s}

Beweis: Offensichtlich ist &: nj — {s} ein Pfeil in I'(8y), fiir dessen Spitze und Nock
gerade Qp\n| = {s} und Qp\{s} = n| gilt. Deshalb bildet : den Pfeil a auf den Pfeil
Qo\n| = {s} « Qo\{s} = n|, also auf «, ab. Bleibt andererseits ein Pfeil 8: N’ U M’ —
N’ U{s} unter ¢ fix, so muss N’ UM’ = Qo\(N’ U{s}) und N" U{s} = Qo\(N' UM") gelten.
Insbesondere gilt N' = n)\(N" U M") C nj\ N’, woraus N’ = () und damit M’ = n| folgt.

Somit ist 8 schon der Pfeil a. |
Eigenschaften
Die Beispiele des ersten Spezialfalles lassen erahnen, dass der Punkt {1,2,...,k} €

9(Qo) fiir jedes k € nj¢ eine Quelle ist und der Punkt {n,n —1,...,n — k + 1} eine Senke
des Gabriel-Kochers ist. Die nidchste Bemerkung zeigt, dass dies die einzigen Quellen
und Senken sind. Wir nennen p € Q einen Nachfolger von ¢, wenn es in Q einen Weg
von g nach p gibt. Die Senken des Gabriel-Kdchers von 8 sind genau die (in Q) unter
Nachfolgern abgeschlossenen M € ¢(Qy):

Bemerkung 1: Es sei Q ein endlicher, zykelloser Kocher. Ein Punkt M € ¢(Qy) ist
genau dann eine Senke in I'(B(p), wenn M als Teilmenge von Qq abgeschlossen unter
Nachfolgern ist. Ferner gilt die duale Aussage.

Beweis: Es sei M € p(Qp) abgeschlossen unter Nachfolgern. Es gibt also keinen Pfeil
von einem x € M zu einem y € Qop\ M. Weiter sei N € p(Qp), so dass weder M\ N
noch N\ M leer sind. Dann existieren Punkte x € M\ N und y € N\ M. Wegen der
Abgeschlossenheit von M unter Nachfolgern ist dann x eine Senke in Q, , ist. Wie wir
auf Seite @] schon festgestellt haben, bedeutet dies, dass M\ N nach N\ M nicht stark
verbunden ist. Folglich startet in I'(8p) kein Pfeil in M. Es sei nun M € p(Qp) nicht
abgeschlossen unter Nachfolgern. Dann gibt es einen Punkt m € M, der einen nicht
in M liegenden direkten Nachfolger ¢ « m hat. Dies bedeutet insbesondere, dass {m}
nach {g} stark verbunden ist. Infolgedessen existiert im Gabriel-Kocher ein Pfeil von
M = {m} U M\{m} nach {q} U M\{m)}. O

Damit kennen wir nun die Projektiven und Injektiven unter den einfachen Rechtsmoduln
Ey von By.
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Die Anzahl der Zusammenhangskomponenten in den Spezialfillen unterscheidet sich
erheblich. Nichtsdestotrotz sind in beiden Fillen jeweils diejenigen Unterkdcher, deren
Punkte M € p(Qp) dieselbe Kardinalitdt haben, zusammenhingend. Allgemein gibt es
nach dem nichsten Lemma fiir jeden Punkt 0 # M € p(Qp) des Gabriel-Kochers eine
Wanderung zwischen M und M\{m} U {n} mit m € M und n ¢ M. Durch schrittweisen
dementsprechenden Abbau und Aufbau der Differenzmengen zweier gleichméchtiger
Mengen M und N erhalten wir eine Wanderung zwischen M und N. Im Folgenden
schreiben wir M —— N, wenn die Punkte M und N durch einen Pfeil verbunden sind.

2.15 Lemma. Es seien Q ein endlicher, zusammenhdngender, zykelloser Kocher.

Dann gibt es in dem Gabriel-Kocher I'(Bg) der K-Algebra Bg fiir jedes
A € p(Qo)\{0, Qo}, jedes a € A und jedes b € Qp\ A eine Wanderung zwischen A und
A\{a} U {b}.

Beweis: Weil Q zusammenhéngend ist, gibt es zwischen je zwei Punkten a und b in Qg
eine Wanderung:

Aa=X)——X|——Xp——...——...—— Xp_| —— Xp—— X4 1 = b

0.B.d.A konnen wir annehmen, dass die Punkte a, x1, ..., x, und b paarweise verschie-
den sind. Ausgehend von einer solchen Wanderung werden wir induktiv nach der Anzahl
der Wechsel von einem x; € A zu einem x;1 € Qo\A eine Wanderung in I'(Bp)
konstruieren.

Induktionsanfang: Es seien a € A € ¢(Qp) und b € Qp\A, so dass in Q eine
Wanderung

A——X|——...——Xjp—1 —— X ——...—— X, ——b

€A €00\ A

existiert mit genau einem Wechsel von A nach Qp\ A; hier zwischen den Punkten x;_;
und xy.

In dem Gabriel-Kocher I'(B¢) sind dann A und A\{x;—1} U {x;} =: B durch einen Pfeil
verbunden. Denn es ist A\ B = {x;_;} mit B\ A = {x;} stark verbunden, weil es in Q einen
Pfeil zwischen x;_; und x; gibt. Nun sind B und A\{x;_} U {b} wie folgt verbunden:

B =A\{xi-1} U {x¢} —— A\ {1} U {xggn ) — - .

== AN U {1} == AN} U {x) = A\ g1} U (B}
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Jeder Schritt korrespondiert dabei (iiber die entsprechenden Differenzmengen) zu einem
Schritt in dem zweiten Abschnitt xz —— x¢+] —— ... —— x, — b der Wanderung von a
nach b. Mit Hilfe des ersten Teils a —— x; —— xp —— ... —— x3—1 der Wanderung (in Q)
von a nach b, kénnen wir nun (in I'(8p)) von A\{x;_1} U {b} nach A\{a} U {b} wandern:

A\t } U{b} —— A\{xx2} U (b} —— ... —— A\{x1} U {b} —— A\{a} U {b}

Insgesamt erhalten wir so eine Wanderung zwischen A und A\{a} U {b}.

Induktionsschritt: Es seien a € A € Qg und b € Qp\A so gewihlt, dass in Q
eine Wanderung iiber paarweise verschiedene Punkte von a nach b mit mehr als einem
Wechsel zwischen A und Qg\ A existiert. Solch eine Wanderung ist dann von der Art:

a——X|——...—— Xp—] —— Xg—— ... —— X|—]
€A €Qo\A
—— X .. =Xy ] —— Xy —— e Xpe] —— ...
€A €Qo\A
e T Xppi T e ——xn+,‘+j_1 —— x,,+,~+j — ... Xr ——b
€A €Qo\A

Dabei geltenk—1>0und /-1 > ksowiem—1 > [und n—1 > m. Nach Induktionsvor-
aussetzung existiert dann in I'(Bp) eine Wanderung zwischen A und A\{x;} U {b} =: B.
Dann liegt a in B, weil x; # a gilt, und x; liegt Qp\ B nach Definition von B. Weil die x;
verschieden von einander und von a und b sind, ist

aA— X1 —/— ... Xj—] —— Xfpg——...—— X|—-1 — X|

eB €Qo\ B

eine Wanderung von a nach x; mit nur einem Wechsel von B nach Qg\ B. Nach Induk-
tionsvoraussetzung gibt es deshalb eine Wanderung zwischen B und B\{a} U {x;}. Nun
ist aber B\{a} U {x;} = A\{a} U {b} und damit eine Wanderung von A nach A\{a} U {b}
beendet. m]

2.16 Satz. Es sei Q ein endlicher, zykelloser, zusammenhdingender Kocher.

(1) Ist Q der linear orientierte Dynkin Kocher vom Typ A, so hat der Gabriel-Kocher
von Bg genau n + 1 Zusammenhangskomponenten.

(2) Ist Q verschieden von dem linear orientierten Dynkin Kocher vom Typ A, so hat
der Gabriel-Kocher von By genau 3 Zusammenhangskomponenten.

40



2.5 Spezialfille und Eigenschaften des Gabriel-Kochers

Beweis: Nach dem vorherigen Lemma ist fiir jedes k € N der volle Unterkdcher
['(Bp)i des Gabriel-Kdchers von B, dessen Punktmenge aus genau den k-elementigen
Teilmengen von Qg besteht, zusammenhéngend. Da es nur eine Menge der Michtigkeit 0
und nur eine der Michtigkeit |Qo| gibt, besteht I'(8¢)o nur aus dem Punkt @ und I'(Bp),|
aus dem Punkt Q.

In dem ersten Spezialfall haben wir gezeigt, dass der linear orientierte Dynkin-Kocher
O, vom Typ A, genau diese n + 1 Zusammenhangskomponenten hat. Es sei nun Q von
0, verschieden. Es gibt deshalb mindestens einen Punkt, dessen Ein- oder Ausgangsgrad
mindestens 2 ist. In Q gibt es also einen Unterkdcher der Form x; — s « x, oder einen
der Form x; < s — x,, wobei in jedem Fall die Mengen {x;, x,} und {s} stark verbunden
sind. Demzufolge gibt es in dem Gabriel-Kocher einen Pfeil zwischen {x1, x>} und {s},
der I'(Bp)> mit I'(Bp) verbindet. Der Antiautomorphismus ¢ spendiert nun weiter einen
Pfeil zwischen Qo\{x1, x2} und Qp\{s}, welcher I'(B¢),—> mit I'(Bp),—1 verbindet. Um
die restlichen Unterkdcher I'(Bg)s, ..., [(Bp),—3 untereinander und mit I'(Byp), bzw.
I'(Bp)n-2 zu verbinden, erinnern wir daran, dass es fiir jede Teilmenge D C Qo\{x1, X2, s}
einen Pfeil zwischen DU {x1, x,} und DU{s} gibt. Dieser verbindet dann die Unterkdcher
I'(Bo)p+1 und T'(Bg) 2. o
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Kapitel 3

Die Monoidalgebren zu linear orientierten
Dynkin Kochern vom Typ A,

In diesem Kapitel werden wir zeigen, dass die Monoidalgebren K7ty und 8B iiber einem
Korper K fiir linear orientierte Dynkin-Kocher O vom Typ A, isomorph zu einander

sind und die Dimension L(2(,:1:11)), die (n + 1)-te Catalan-Zahl, haben. Ausgehend vom

n+2
schon bestimmten Gabriel-Kocher I'(8p) beweisen wir unter Angabe eines expliziten
Isomorphismus, dass fiir das von den Kommutativitétsrelationen erzeugte Ideal / von
KT'(Bp) gilt:

Ky = KT (By)/I

Damit ist K7t die Inzidenzalgebra einer Partialordnung auf der Potenzmenge der Punkte
von Q. In diesem Kapitel sei K stets ein Korper.

3.1 Formulierung des Hauptresultats

Notationen und Relationen

Es seien n € N und Q, der linear orientierte Dynkinkdcher vom Typ A,:

Bekanntlich werden die Isomorphieklassen unzerlegbarer Q,-Darstellungen durch die
Familie {Uy; | 1 < k <1 < n} beschrieben. Dabei ist Uy die Darstellung:

0 0 0 1 1 0 0 0
Ugy=0—-...20- K —-...- K —-0-...-0
k-te Stelle I-te Stelle
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Die zur Ecke i € n| korrespondierende einfache Q,-Darstellung bezeichnen wir wei-
terhin mit S; und fiir den zugehorigen Projektionsfunktor Ps, schreiben wir kurz P,
Letzterer lésst alle Unzerlegbaren Uy; mit [ # j fix, weil Uj; sich in solche Uy, nicht
einbetten ldsst. Der Einfache U ; ist jedoch genau der Sockel von jedem Uy ; mit k < j.
Die Wirkung von P; auf den Unzerlegbaren ist demnach:

Upi—1, fallsj=1
Ui iP = kil TS firallel <k<I<n
Uk, sonst

Es bezeichne 7, das Monoid 7p,, also das von den Projektionsfunktoren Py,...,P,
erzeugte Untermonoid beziiglich der Hintereinanderausfiihrung von Endofunktoren auf
Q-gcdar bis auf natiirliche Aquivalenz, und A, die Monoidalgebra K,. Da es nicht-
triviale Erweiterungen nur zwischen Einfachen zu benachbarten Punkten des Kochers
geben kann, sind die im ersten Kapitel hergeleiteten Relationen der Projektionsfunktoren
in diesem Fall die folgenden:

P =P fiiralle i € n
Pi+1PiPi+l = PzPl+le firalleien—1
PP; = PP, firallei,jen; mit |i—j>2

P41P; = P41 PPy firalleien—1
Damit ist A, ein Quotient der 0-Hecke-Algebra mit n Erzeugern (s. etwa [Nor79]).

Ferner sei B, die im zweiten Kapitel iiber Erzeuger Xi,...,X, und (genau diesen)
Relationen eingefiihrte Algebra By, . Diese Relationen fiihren nach dem Lemma [2.5]
(S.20) zu den verallgemeinerten Relationen in 8,

Es seim € Nund n € m — 1|. Dann gilt fiir alle Worter w iiber m:
X1 XwXnt1 = Xna1 X falls w ein Wort iiber n] ist
X X X, = XX, falls w ein Wort iiber {n + 1, ..., m} ist
X X, = X, X, falls w ein Wort liber m|\{n — 1,n,n + 1} ist

Weiterhin ist das im zweiten Kapitel zur Radikalberechnung definierte idempotente
Monom X; (s. S.[22) fiir eine beliebige Teilmenge J = ji < ... < j, von (Qu)o = m|
gerade:

X;=Xj ... j
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Fiir alle k € J gilt insbesondere:
XXk = X5 = Xi Xy

Ist (P, <) eine partielle Ordnung auf einer endlichen Menge P, so ist die Inzidenzalgebra
Inz (P) von P iiber K definiert als der K -Vektorraum mit Basis {X,-, j | i < j}, auf dem
eine Multiplikation gegeben ist durch:

X, fallsj=k

Xi j X1 = {
0 sonst

Das Hasse-Diagramm Q(P) von P ist der im Folgenden beschriebene Kocher: Die
Punktmenge von Q(P) ist P und zwischen je zwei Punkten i, j € P existiert genau
dann (exakt) ein Pfeil i — j, wenn i < j gilt und es kein k € Pmiti < k < j
gibt. Die Inzidenzalgebra Inz (P) ist dann bekanntlich isomorph zu dem Quotienten
KQ(P)/1, wobei I das von den Kommutativititsrelationen erzeugte Ideal von KQ(P)
ist (s. [Rin84]]).

Hauptresultat

3.1 Definition. Es sei n € N. Auf der Potenzmenge P, := p(n|) von n| definieren wir die
Relation <, indem wir fiir alle Teilmengen J = {j, ..., js} und K = {ky,...,k.} und von
n| fordern:

J= j1 < j» <...<
J<, K i |J|=|K| und IA IA IA
K=k < k <...< k

Offensichtlich ist P, eine partielle Ordnung. Sie ist nicht total, denn fiir » = 4 sind z.B.
{1,2} und @ ebensowenig vergleichbar wie {1, 4} und {2, 3}.

Das Hasse-Diagramm von (P, <,,) ist dann isomorph zu dem Gabriel-Kécher von 5,
weil eine Teilmenge J = j; < ... < j, von n| genau dann ein direkter Nachfolger einer
Teilmenge [ = i; < ... <, ist, wenn r = s gilt und es ein k € r| gibt mit:

ANI={i) und INJ ={i} = {jx— 1)

Dieses Kapitel widmet sich dem Beweis des Hauptresultats iiber die Monoidalgebra zum
linear orientierten Dynkinkocher vom Typ A,:
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Kapitel 3 Die Monoidalgebren zu linear orientierten Dynkin Kochern vom Typ A,

Hauptsatz. Es sei K ein Korper. Fiir alle n € N ist die Monoidalgebra K, zur
Indzidenzalgebra Inz (P,,) isomorph. Dieser Isomorphismus ist explizit. Ferner ist die

Dimension von K, die (n + 1)-te Catalanzahl ’11?(25?:11))'

Fiir n € 4| haben wir den Gabriel-Kocher von 8, und damit das Hasse-Diagramm von
%,, nach dem Hauptsatz im Prinzip also die Algebra R, schon im zweiten Kapitel auf
Seite [35] abgebildet. Hier stellen wir noch jene fiir n = 5 und fiir n = 6 dar und lassen
(wie im zweiten Kapitel) die Mengenklammern der Menge M, die einen Punkt [E/]
eindeutig bestimmt, weg. Wir beginnen mit n = 5:

1,5

2,5

2,4 3,5 —— 4,5

/N7

AVANE:
\/

/ "
L2 —— 1,3
2,3

3,4

2,5 1,4,5

1,3,5 2,4,5 —— 3,4,5

™~
e

2,3,5

1,
P
1,2,3 — 1,2,4
.
1

.34

/N Y
NVAR

2,3,4

1,2,3,4 — 1,2,3,5 — 1,2,4,5 — 1,3,4,5 — 2,3,4,5 1,2,3,4,5
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3.1 Formulierung des Hauptresultats

und fahren mit n = 6 fort. Dabei haben wir die Punkte in den Zusammenhangskompo-
nenten der vier- und fiinfelementigen Teilmengen von 6| zweizeilig aufgelistet:

] | 72— 3 —74 —>5 76

2,5

3,56 7/ 4,5,6

.6\
e

3,4,6

2,3,4 3,4,5
1,2, 1,2, 1.4,
/3‘6\ /5‘6\ /5’6\
1,2, 5 1,2, 1,2, 1,3, 2,4, RN 34,
34 3,5 \ / 4,6 \ / 5.6 \ / 5.6 5.6
1,2, 1,3, 2,3,
B \4 / N \4 / .
1,3, 2,3,
4.5 \ / 4,6
2.3,
45
1,2,3 1,2,3 1,2,3 1,2,4, 1,34 23,4 1,2,3,
4,5 4,6 5.6 5.6 5.6 5.6 456
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Kapitel 3 Die Monoidalgebren zu linear orientierten Dynkin Kochern vom Typ A,

3.2 Eine Normalform von 8,

Wir nennen eine K-Basis von B,, die aus Monomen iiber Xi,..., X, besteht, eine
Normalform von $,,. Bevor wir eine Normalform von $8,, bestimmen, fithren wir ein paar
Bezeichnungen um die partielle Ordnung auf #, ein. Der Beweis des nichsten Satzes
zeigt ferner, dass die Algebren K7, und 8, vermoge des kanonischen Epimorphismus
isomorph sind. Daraus ergeben sich dann die am Ende dieses Abschnitts aufgefiihrten
Eigenschaften der Monoidalgebra A, der Projektionsfunktoren.

Ist J = j; < ... < j, eine Teilmenge von n|, so bezeichnen wir mit J auch das Wort
Jroeeo.s Jj1 tber n|. Es sei weiter I = i; < ... < i, eine Teilmenge von n| mit I <, J. Wir
identifizieren das Paar I <, J mit der entsprechenden Folge

Ji Z={i1,i1 + 1,...j1},...,]r2={ir,ir+ 1,...jr}

von Intervallen in n| und schreiben auch J; <J, <...<J, oder (Jy,...,J,) € P, statt
I <, J. Dabei sei < die Relation auf der Menge der Intervalle in N mit:

Fiir zwei Intervalle K und L in N gilt K <L genau dann,
wenn min K < minL und max K < max L gelten.

Diese Ordnung ist nicht total, da ineinander liegende Intervalle unvergleichbar bleiben.
Sie wird jedoch zu einer partiellen Ordnung, wenn wir die Gleichheit hinzu nehmen. Wie
eine triviale Fallunterscheidung nach den Intervallanfingen von K und L zeigt, sind K
und L genau dann unvergleichbar beziiglich < (was wir mit K }f L notieren), wenn K echt
in L liegt oder L echt enthdlt.

3.2 Satz. Es sein € N und K ein Korper. Eine Normalform von 8B,, wird gezdhlt durch
die partielle Ordnung

P, = {J1 <...<J,|reN,J;Intervall in m}
vermdge der Abbildung:

F: P, — B,

Ji<...<J, — XJI...X]r::le_._._]r

Damit ist die Dimension von B, gerade die n + 1-te Catalanzahl C,.1 = nlﬁ(Z(nn:ll))'
Auferdem sind die K-Algebren B, und A, isomorph.
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3.2 Eine Normalform von B,

Beweis: Es sei B, :=Bild F = {X,,_, | Ji Cnj.Ji<...<J,}. Weiter sei P;,__,, das Bild
von X, unter dem kanonischen Epimorphismus 8, — A, mit X; — P; fiir alle
J € n). Wir zeigen die Surjektivitidt und Injektivitit durch:

(I) B, ist multiplikativ abgeschlossen und enthilt die Erzeuger X1, ..., X,, und 1 = Xj.
(Dann ist (B, )4 schon die K-Algebra B,,.)

{I) Fir alle (Jy,...J,) # (Ly,...,L;) € P, existiert eine injektiv unzerlegbare Q,-
Darstellung U mit UPy, ;. # UPr, 1.
(Daraus folgt X;, 5 # Xi,.... also die Injektivitit von F' des kanonischen
Epimorphismus 8, — A,).

.....

Zu (I):  Es enthilt B, die Erzeuger X; = {j}F von 8, mit j € nj und 1 = OF. Da jedes
Element in B, ein Produkt in den X; ist, ist B, genau dann multiplikativ abgeschlossen,
wenn es abgeschlossen unter der Mutliplikation mit Xi,...,X, ist. Dies zeigen wir
direkt: Es seien also k € n| und (Jy,...J,) € P,. Die zugehdrigen Intervallgrenzen
seien iy < j, fiir alle x € r|.

I.Fall: k—1elJ)'_,J, Esseidanny € r| minimal mit K — 1 € J,. Nun vertauscht
X mit Xy, ... X Ty weil die Intervalle Jy, ..., Jy_; weder k,k — 1 noch k + 1 enthalten.
Allgemein gilt ndmlich:

Bemerkung: Sind J; <...<J, Intervalle in nj und [ € |J_, J, sowie y € r| minimal
mit [ € Jy, so gilt: S} Jy € 1= 1.

Beweis: Selbstverstindlich ist Ui ;i Jy eine Teilmenge von n|. Angenommen, es gibt

ein [ < z < n, welches in Ui ;11 J enthalten ist. Dann liegt z also in einem J, <J), und
damit die Menge {i,,iy + 1,...,z} in J,, womit J, wegen i, < iy, </ < z auch [ enthilt.
Ein Widerspruch zur Minimalitit von y. |

Wir wenden uns nun dem Produkt von Xj, X, und X; , zu und die verallgemeinerten
Relationen an:

Xik-1....iyXy,,, fallsk—1=jy

XeX) X, =
e {XJ},X,).H falls k - 1 < j,
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Kapitel 3 Die Monoidalgebren zu linear orientierten Dynkin Kochern vom Typ A,

Sofern y von r und somit X; , von 1 verschieden ist, fassen wir weiter zusammen:

X{k}u]y fallsk—1 = jy und k = jy+1
XkXJyXJyH = X{k}U]yXJyH fallsk—1 = jy und k < jy+1
X1, Xy, falls k — 1 < j

Die letzten Ausdriicke der Umformungen des Produktes dieser drei Faktoren zeigen
jeweils, dass es in B, liegt. Leicht ist nun einzusehen, dass (in allen drei Fillen) das
Produkt von X und X;, ; in B, liegt:

X X0, = X0y Xe X5y, X0,
X110y Xtkyos, Xy, falls k —1 = jyund k = jy4
X1y.dyr Xtkyor, Xuyy Xiyp.q, fallsk—=1=jyund k < jyy
Xodyy X5, Xpp Xiyin..od, sonst, d.h. k=1 < j
2. Fall:k—1¢ U, Jy

2.1.Fall: k e | J\._; J, Jetztseiy € r| minimal mit k € J,. Wie im ersten Fall enthalten
Ji,...,Jy-1 nicht k+1. Da sie wegen der Minimalitét von y auch k und nach der Annahme
ebensowenig k — 1 enthalten, kommutieren X; und X;, _;,_,. Danach wird X; von X,
getilgt:

XiXiy..0, = Xoyay  XaX a0, = Xy gy gyd, = Xy, € By

22. Fall: k¢ U _, Jyx

22.1.Fall: k+1eJ._,J. Es sei hier y € r| minimal mit k + 1 € J,. Weil k
insbesondere nicht in J), liegt, muss k + 1 die untere Intervallgrenze von J, sein. Da k und
k — 1 nicht in Jy, ..., Jy_ liegen und k + 1 wegen der Minimalitét von y ebensowenig,
kommutiert X mit X, . Ty wird danach aber nicht von X Iy getilgt:

XXy, = Xoy 0,1 XaX g,

Dies liegt in B, wegen i, | < j,_1 <k—-1<k<k+1=1i, < j,.

222Fall: k+1¢J _,J. In diesem Fall kommutiert X; mit allen X; . Wir setzen
Jo:=0und j,y1:=n+ 1. Wihlen wir dann y € r|p maximal mit j, < k, soist k < jy41,
also jy41 > k. Daiyy1 < k im Widerspruch zur Annahme stiinde, gilt also:

XiXpy..0, = X101 Xi Xy, € By

Zu (II):  Wir bezeichnen die injektiv unzerlegbare Q,-Darstellung an der Stelle k € n|
mit [ und mit /j die triviale Darstellung 0. Es ist dann [ = Uy :
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3.2 Eine Normalform von B,

1 1 1 0 0
K K K —0—... 0
k-te Stelle

Der Sockel von [ ist genau Sy und damit gilt I;P, = I;/Si = Ix—1 sowie [P, = I fiir
alle m € n| \ {k}. Fiir ein Intervall J = {m,m — 1,..., j} und alle k € J verallgemeinert
sich dies zu

LPr = LBy kit k k-1 = IiPck-1.j = m1Pcrj = kdPieaj = ... =P =11,
wihrend fiir alle x ¢ J wie schon erwihnt I,P; = I, gilt.
Dies wiederum ist der Induktionsanfang einer Induktion nach r fiir die Berechnung
von [Py, _;, fiir beliebige Intervalle J; <...<J, in n| mit zugehorigen Intervallgrenzen
ix < Jy fiir jedes Intervall J,:
I -1 fallskeJ)'_, Jyund y € r| minimal mit k € J,
LPr.g, =1 -

I sonst
Insbesondere gilt I; Py, ;= 1; 1 wegen Jy <...<J,_1 <J, fiir jedes x € r|.

Es seien nun (Jy,...J,) # (Ly,...,Ls) € P, mit den Intervallgrenzen i, < j, fiir die J,
und k, </, fiir die L,. Es sei weiter 0.B.d.A. y € r] minimal, so dass J, von Ly, ..., Ly
verschieden ist. Zunidchst betrachten wir / iy und halten fest, dass 7 Jy Pr.J = li -1 gilt.
Ferner wissen wir:

I I3 sonst

I falls j, € |J]_; Ly und z € 5| minimal mit j, € L,
LiPr, =1 " -

Ist j, ¢ UJ_, Ly, so folgt, die Ungleichung iy — 1 < iy < j, beriicksichtigend, dass
Pr..g, # P .1, gilt.

Es gelte jetzt j, € |J]_, L. Da sich im Fall k; # i, auch sofort Py, _; # P, r, ergibt,
nehmen wir zusitzlich an, dass k, = i, gilt. Dann muss [, > j, gelten, da nach der Wahl
von y insbesondere L, # Jy, also I, # j, gilt und die Annahme /; < j, die der Wahl von z
widersprechende Folge j, ¢ L hitte. Nun unterscheiden sich P;,_; und Py, 7 nicht auf
I, aber auf /;_:
L.PL L, = T—1 = 1i1
. i,y fallsl; € |J'_, Jxund a € r] minimal mit /; € J,
I, sonst

=1.Py .,
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Kapitel 3 Die Monoidalgebren zu linear orientierten Dynkin Kochern vom Typ A,

Im ersten Fall gilt die Ungleichheit, weil J, < J, und damit insbesondere iy, < i, gilt, was
aus der Vergleichbarkeit von Jy, und J, und j, < [, < j, folgt. Im zweiten gilt sie wegen
iy—=1=k,—-1<I,.

Zur Dimension:  Eine Basis von 8, wird nach (I) und (II) durch die Menge derjenigen
Weérter w iiber n| gezihlt, in denen je drei aufeinanderfolgende Buchstaben paarweise
verschieden sind. Da weiter die Relation X;X; = X;X; fiiri, j € n) mit |i — j| > 2in 8B,
gilt, hat B, nach Ubungsaufgabe 6.19.aa. in [Sta99] genau C,,;| ((n + 1)-te Catalan-Zahl)
viele Elemente. Es gilt deshalb:

dimgc A, = Cyy1 =

1 (Z(n + 1))

n+2\ n+1

Es gibt noch eine weitere, prominente Algebra iiber K der Dimension C,., die auch
ein Quotient der 0-Hecke-Algebra vom Typ A, ist, ndmlich die Temperley-Lieb-Algebra
TLg,,. Diese ist durch Erzeuger T4, ..., T, und Relationen:

. Tl.2 =T, fiir alle i € n|
o BT;T;T; =T;firallei, jen mit|i— jl =1
o I'T; =T;T;firalle i, j € ny mit|i — j| > 1

fiir einen Parameter O # 8 € K definiert (s. [GAIHJ89I)). Es gilt jedoch:

3.3 Korollar. Es sei K ein Korper und 8 € K. Fiir alle n > 2 sind die K-Algebren A,
und TLg , nicht isomorph.

Beweis: Wiren die Temperley-Lieb-Algebra TLg, und die Monoidalgebra A, = B,

isomorph, so besédBen sie insbesondere die gleichen einfachen Rechtsmoduln. Wie man
leicht nachrechnet, hat TLg, aber nur 2 eindimensionale Rechtsmoduln, wihrend 8,
genau 2" eindimensionale Rechtsmoduln besitzt (vgl. Satz[2.10). ]

Wie im zweiten Kapitel gesehen, ist fiir jeden vollen Unterkocher K von Q,, die Algebra
Bk eine Unteralgebra von B. Der Beweis iiber die Normalform von 8, zeigt, dass auch
die Monoidalgebra K7tg der Projektionsfunktoren P, mit k € Ky als eine Unteralgebra
von Kp, aufgefasst werden kann:
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3.2 Eine Normalform von B,

3.4 Proposition. Es sei K ein Korper und Q ein endlicher Kocher mit m Zusam-
menhangskomponenten Q(1), ..., Q(m). Jede Zusammenhangskomponente Q(j) sei ein
linear orientierter Dynkin-Kocher vom Typ Ay, also Q(j) = Om;. Dann sind Bg und
‘Kmg isomorph. Eine Normalform wird durch P :=Pp, X P, X ... X Py, gezdhlt und es
gilt:

BQ = Bml R Bmz Qg ... O er

Beweis: Nach dem Satz[3.2lhaben wir Normalformen von den Zusammenhangskompo-
nenten. Wir bezeichnen eine Kette J; <...<J; € P, nur mit Jk e P, Offensichlich
ist die Menge {X 1 Xp. Xy |JFe Pmk} multiplikativ abgeschlossen und enthilt alle
Erzeuger von B¢ sowie Xp. Sind ferner (J L...,J)und (LY. .., L% verschiedene Tupel
in Py X... X Py, so gibtes k € r| mit Jk # ¥, also eine 0O(j)-Darstellung U, auf der
sich die Projektionsfunktoren Py und Ppx unterscheiden. Dann dann gibt es auch eine

U siche Kapitel 4, Seiten ‘ . l O

Insbesondere ist fiir jede Teilmenge M von n| die Algebra Kmp,, = Bp,, eine Unter-
algebra von A,, wobei wie im zweiten Kapitel Qs der volle Unterkdcher von Q, mit
der Punktmenge M sei. Wir bezeichnen mit Ay, die Algebra Kp,,. Die Algebra Ay ist
als Ay eine Unteralgebra von A, fiir alle k < n. Speziell erhalten wir eine Kette von
Algebren:

AlcAHA CcACc...CA, CA1 CAHLr ...

Beweisen wir Eigenschaften spezieller Elemente in (A, per Induktion nach n, so fiihren
wir die Rechnungen in der Algebra A, mit dem groBten auftretenden Index x. (Im
Induktionsschritt n — n + 1 ist x meistens n + 1.) Diese Konvention beriicksichtigend
schreiben wir Identitdten in den P, ohne Angabe in welcher Algebra Ay sie gelten.

Wir haben im zweiten Kapitel allgemein das Radikal von B,, = A, berechnet:
3.5 Proposition. Es sei K ein Korper. Fiir alle n € N ist das Radikal von ‘A, gerade

Rad(A,) = { Z cn.gPr.g, €Ay | VM Chy: Z cr.,=0€ 7(}.

Jy<..<J, Ly<..<Ls,
M=L,U..UL;

Damit ist etwa
(Pu=Pis|Mcn. rz2 JL<..<J,JyUu.. .UJ =M

eine K-Basis des Radikals, welches damit die Dimension dimgc A, — 2" hat.

53



Kapitel 3 Die Monoidalgebren zu linear orientierten Dynkin Kochern vom Typ A,

3.3 Eine Produktformel bestimmter Basiselemente

Ein Monom P, in Normalform (was wir ab jetzt mit P, € B, notieren) ist nach dem letzten
Unterabschnitt ein Produkt in den P fiir Intervalle J von n|. Wir sehen uns zunichst die
Normalform des Produktes P;P, fiir beliebige nichtleere Intervalle J und L von n| an.
Danach berechnen wir das Produkt von P;P, und beleuchten anschlieend einen Teil der
Idealstruktur von A,. Dieser Unterabschnitt ist fiir unseren Beweis des Hauptresultats
nicht notwendig.

Bemerkung 1: Es seien n € N sowie J und L nichtleere Intervalle in |. Dann gilt:

P]_L falls J< L
P/PL=<P..;, fallsL<JsowieJN(L+1)=0
Poury falls L<JsowieJN(L+1)#QoderJ}fLoderJ =L

Beweis: Es sei L<J. Ist der Abstand zwischen den Intervallen J und L mindestens
2, gilt also zudem J N (L + 1) = 0, so kommutieren P; und P.. (Beispielsweise gilt:

Pssa3P1t = PiPssas.)

Ist hingegen der Abstand kleiner als 2 oder iiberschneiden sich die Intervalle, gilt also /N
(L+1) # 0, so kommutieren P; und P, nicht. Eine leichte Fallunterscheidung danach, ob
der Durchschnitt von J und L leer ist oder nicht, zeigt dann: P;P, = Pyr. (Beispielsweise

gelten: Pssa3Pis21 = Pssazor = PesazPor.)

Die Idempotenz der Monome P; beriicksichtigend erhalten wir die folgende detaillierte
Fallunterscheidung fiir das Produkt P;P;:

Pr.L falls J < L

Py falls L<Jsowie JN(L+1)=0

Pour) falls L<Jsowie JN(L+1)# 0
PP =

P, fallsLc J

P falls J C L

P,=P, fallsJ=L

Weil nun J und L genau dann unvergleichbar sind, wenn L echt in J liegt oder J echt
enthilt, lassen sich die letzten vier Fille der detaillierten Fallunterscheidung zum letzten
Fall in der Bemerkung zusammenfassen. |
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3.3 Eine Produktformel bestimmter Basiselemente

Sind nun P, € B, und J ein nichtleeres Intervall, so gibt es fiir die Darstellung der
Normalform des Produktes P;P, eindeutig bestimmte Intervalle J; <...<J, in n| mit:

PP, =P j €8,

Aus der nichsten Proposition folgt, dass dann J eine Teilmenge eines J; fiir ein i € r|
ist.

3.6 Proposition. Es sei n € N. Fiir alle Intervalle J und Ly <...<Lg in n| setzen wir
Lo:=0=: Ly und definieren Indizes y = y(J,L1,...,Ls) und z = z(J,Ly,...,Ly) in s]
durch:

{max{xeﬂ | J>Leund J O (Ly +1) =0} falls Ly <J und J 0 (Ly +1) = 0
y:

0 sonst
und
y+1 falls J < Ly
z=<min{x € {y+2,....5)| Ly UJ <Ly} falls J £ Lyyy und J U Lysy < L
s+1 sonst

Dann gilt fiir das Produkt:

L ...L).(Juu;";;+l L)L....Lg

P
{PLl...LyJLyH_,.LX falls J < Ly

PL,..LuLyL...L,  SOnst

PP .1, =

Das y gibt also an, mit wievielen der ersten P, das Monom P; vertauscht. Dann trifft das
Monom P; auf das Monom PLyH, mit dem es sich entweder zu einem gréferen Block
,.verbiindet“ und eventuell darauffolgende ,frisst‘ (wenn z > y + 2), oder von dem es
.gefressen wird (wenn z = y+2). Nach diesem Prozess (das gibt z vor) sto3t P; auf seine
durch die VergroBerung eventuell verinderte Grenze Py, an der es nicht ,,vorbei kommt*.
Die folgenden Beispiele illustrieren, was dem Monom Py3; 54.8765 € Ag ,,passieren’
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kann:

P1Ps32.54.8765 = P1.432.54.8765
Ps4Pa3a.54.8765 = Ps432.8765
Pr6Pa3a.54.8765 = Pas2.7654.8765

Pog765P432.54.8765 = Pog65432

Vorbemerkung: (a) Die Bedingung L; <J und J N (L; + 1) = 0 ist dquivalent zur
Existenz des Maximums in der Definition von y.

(b) Falls J <Ly gilt, soisti.A. J U Ly, kein Intervall.

Gilt jedoch J £ Ly41, so folgt aus der Wahl von y im Fall Ly, | < J gerade JN(Ly41+
1) # 0, womit die Vereinigung J U Ly, wieder ein Intervall ist. Im Fall Ly, §f J
ist JU Ly, € {J, Ly} auch ein Intervall.

Gilt also J £ Ly, so ist J U Ly, < L; wohldefiniert und dquivalent zur Existenz
des Minimums in der Definition von z.

(c) Esgilt J <Ly genau dann, wennz =y + 1 und y < s gelten.

Beweis: Wir fithren eine Induktion nach s und zeigen zusétzlich (per Induktion nach s):

z—1
J falls J< L,
) soJu= lls /<Ly
JULyy falls J £ Ly

Den Beweis fiir s = 1 haben wir im Prinzip in Bemerkung [I] gefiihrt. Es bleibt noch
das y bzw. z in den einzelnen Fillen korrekt zu bestimmen und dann den Ausdruck
PLIWL)’(Jqu—l L)L...L, Sowie J U Uf;}l,ﬂ L; zu berechnen.

;:y+1
Es seien nun s > 1, J ein nichtleeres Intervall in n] und L <...< Ly <Ly Intervalle

in n| mit den Intervallgrenzen i < j bzw. k, < [,.. Mit v:=y(J,Ly,...,Ls) und

w:=2z(J,Ly,...,Ls) konnen wir nach der Induktionsvoraussetzung das folgende Produkt
berechnen:

X:=P/PL. L, = PLl...L\,uu,W:;‘ L)L,..Lg

+1

Ferner seieny:=y(J,Ly,...,Lgy1)und z:=z(J, Ly, ..., Lg+1). AuBBerdem setzen wir noch:

V=P Loousl, WL
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3.3 Eine Produktformel bestimmter Basiselemente

Fiir die weitere Berechnung unterscheiden wir, ob L, ... L, das leere Wort 0 ist, also
w = s + 1 gilt, oder nicht.

1.Fall: L,,...L; # 0  Das Produkt X endet also mit Pr . Aus L; < Ly, folgt dann:

PLS PLx+1 = PL.VL.HI

Es bleibt also y = v und z = w zu zeigen. Daraus folgt (*) dann nach Induktionsvoraus-
setzung.

Zuy=v. Istv = 0, so existiert das Maximum (bez. J, Li,... L) also nicht. Das ist,
wie in der Vorbemerkung aufgefiihrt, 4quivalent zu einer Bedingung tiber J und L; und
somit unabhingig von s, weshalb auch y = 0 gilt.

Esseinunv > 0. Ausw < sund w € {v+ 1,...,s + 1} folgt insbesondere v + 1 < s,
also v < s. Damit ist v auch maximal in s+ 2| mit J> L, und J N (L, + 1) = 0, d.h.
V= Y(J,Ll, e $LS+1)‘

Zuz=w: GiltJ<L,=Ly,sohabenwir:z=y+1=v+1=w.

Es gelten jetzt J £ Ly 1(= Lys1) und JU L, < Ly(< Lgy1). Somit gilt fiir die Berechnung
von z der zweite Fall. Dieser gilt aber auch fiir die Berechnung von w, was insbesondere
bedeutet, dass das Minimum in s| liegt. Es folgt: z = w.

Gilte schlieBlich J £ L,11(= Lyy1) und J U Ly £ Ly(< Lgy1), also der dritte Fall zur
Berechnung von w, so stiinde w = s + 1 im Widerspruch zu L,,..... Ly # 0, was ja
dquivalent zu w < s ist. Also tritt dieser Fall nie ein.

2.Fall: L,,...L; =0 Wir setzen M, := L, fiir jedes x € s|. Dann ist selbstverstindlich
v =y M,...,M;)und w = z(J, My, ..., My). Unter der Beriicksichtigung der Kon-
vention M, = 0 = My erhalten wir nach der Induktionsvoraussetzung:

w—1
J falls J < M,
Jul ) M= vt
JUM,, sonst

Nach Teil (c) der Vorbemerkung stiinden die Bedingungen J < M1, w =v+1lundv < s
im Widerspruch zu der Voraussetzung dieses Falls, dass L,, . .. Ly das leere Wort ist, also
w = s + 1 gilt. Demnach gilt jetzt stets J £ M,41.

2.1.Fall: v < s Insbesondere ist M, nichtleer. Es gilt:

XPLS“ = PM1~--Mv(-,UU’ Mt)PLs+l

s
t=v+1
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Wir fithren nun eine Fallunterscheidung nach (fast) den gleichen Fillen durch, wie sie fiir
das Pyum,,,)Pr,,, nach der Bemerkung|I| (s. S.[54)) sinnvoll sind und vergleichen XP; |
mit Y. Wir werden zeigen, dass gilt:

PPy b = Pry o oL Py
Pi...LouuLLe,  falls JU Lyyy <Ly
Prio.bLyuLy,y  falls JUL, g ALgy, JUL N Ly +1=0

PL1 e Ly(JULy4 ULyy)  SONSE

Dabei tritt der zweite Fall nicht auf.

2.1.1Fall: JUM,.; <Lg Dann gilt: P(JUMerl)PLsH
Folgenden zeigen, dass y = v und z = s + 1 gelten. Daraus folgt dann ndmlich die

= PuuM,.)). L., - Wir werden im

Behauptung:

Y =P oo, Lol Loy = XPry,

s
1=y+1

AuBerdem folgt dann auch (x) wegen

Ist v = 0, so existiert das Maximum ebensowenig bez. J, Li,..., Lg;1, weshalb auch
y = 0 gilt. Es sei nun v # 0. Damit existiert also das Maximum bez. J, M, ..., M. Nun
gilt Ly, # J, weil fiir die oberen Intervallgrenzen gilt:

J<max(J U M, <l
Es folgt:
y=max{xes+1j|J>Lyund JN (L + 1) =0}
:max{xGSJ | J>M,und J N (M, + 1):0)}
=y
Fiir die Berechnung von z erinnern wir daran, dass wegen w = s + 1 fiir die Berechnung

von w der dritte Fall genommen werden musste. Somit existiert das Minimum bez.
J,My = Ly,...,My = Lg nicht. Weiter ist y + 1 = v+ 1 < s nach Annahme {iber v,

woraus J £ M, = Ly, folgt. Da ferner J U Ly,1 = J U M, < Ly 1 nach dem hiesigen
Fall gilt, ergibt sich:

z=min{xe{y+2,....s+ 1| JULyy <Ly
=min{x € {s+1}| Ly UJ <Ly

=s+1
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2.1.2Fall: JUM,,1>Ls.; Es gilt also insbesondere fiir die unteren Intervallgrenzen:

(kv+l 2) min(i, kv+l) > ks+l

Dies ist ein Widerspruch zu L, < Lg41. Dieser Fall tritt also nicht auf.

213 Fall: JUM, 1 }f Lgyq oder JU M, = Lgyq Dann gilt:  Fyum,,)Pr,., =
Poum,, uL,.,)- Wir werden im Folgenden zeigen, dass y = v und z = s + 2 gelten. Daraus
folgt dann némlich die Behauptung:

Y =P, Louus, . La = XPLe

t=v+1
AuBerdem folgt dann (x) aus

z—1
JU Li=JUL,,1U...UL;ULygy

t=y+1
s=w—1
=JU U M, U Ly,
t=v+1
=JUM,; 1 ULg,.
Zuy=v: Istv = 0, so existiert das Maximum ebensowenig bez. J, Ly,..., Ls1,
weshalb auch y = 0 gilt.
Es sei nun v # 0. Damit existiert also das Maximum bez. J, M1, ..., M, und somit auch
bez. J,Li,...,Ls1. Nach Definition von y gilt v = y genau dann, wenn J # Lg.| oder

JNLg +1# 0 gelten.

Im Fall JU M, C Ly gilt insbesondere J C L., was wiederum J # Lgy1, alsov =y,
nach sich zieht.

Andernfalls gilt Lg.; € JU M,;1. Wegen v < s gilt ferner J # Lyoder J N Ly + 1 # 0.

Es gelte zunéchst J # L. Dann fiihrt die Annahme J > L, direkt zu dem Widerspruch
J > Lgy1 > Lg. Deshalb gilt J # Ly, 1, alsov = y.

Es gelte jetzt J > Ly, also J N Ly + 1 # 0. Angenommen, es gilt sowohl J > Ly, als auch
JNLg+1=0,was dquivalent zu [ + 1 < iist. Dann folgt [, + 1 < [ + 1 < i. Dies
ist wiederum dquivalent zu J > Ly und JN L;+ 1 = O und widerspricht der Voraussetzung
v < s. Somit gilt also v = y.
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Zuz=s5s+2: Wegenw = s+ 1 kommt der erste Fall fiir die Berechnung von z nicht
in Frage. Ebensowenig wird z nach dem zweiten Fall berechnet, da J U Lyy; = J U
M1 K Ly gilt. Also wird z nach dem dritten Fall berechnet, d.h. es giltz = (s + 1) + 1.

2.2 Fall: v=ys Insbesondere ist M,y = My, die leere Menge und es gilt:

XPr., = PPy P, = PPy mPry.,

= Py, m,oos myPro

s
t=s+1

= Py,..m P,

Wir fiihren nun eine Fallunterscheidung nach (fast) den gleichen Féllen durch, wie sie in
dem Produkt von P;P; , sinnvoll sind und vergleichen wieder XP; ., und Y.

s+1

221 Fall: J<Ls; Danngilt: PP ., = Py .. Wir werden im Folgenden zeigen, dass
y=v=sundz=y+1=s+ 1 gelten. Daraus folgt dann nidmlich:

s
t=s+1

Y =P L0ous,,, bk Lo = XPLy,

AuBerdem ergibt sich in diesem Fall (x) damit direkt:
z—1 K
JulJL=su L=y
t=y+1 t=s+1

Wegen v = s > 0 existiert das Maximum auch bez. J, Ly, ..., Ly und es gilt:
y=max{xe{s,s+ 1} | J>L, AJN(Ly+1)=0}=s

Nach Definition von z ergibt sich daraus z = s + 1.

222Fall: J>Lgyund JN (Lgyg +1) =0 Dann gilt: P/P, ., = P, ;. Die Bedingung
dieses Falls besagt gerade, dass das Maximum zur Berechnung von y in s + 1 angenom-
men wird. Weiter folgt aus ihr, dass der erste und zweite Fall fiir die Berechnung von z
nicht in Frage kommen, weswegen z = s + 2 gilt. Es folgt:

Y =P, raouus, it L = XPLo

1=5+2
und
z—1 s+1

JulJu=su ) L=r=70Ly

t=y+1 t=5+2
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223 Fall: J> Ly, sowie J N (Lgy1 + 1) # 0 oder JJf Ly, oder J = L,y Dann gilt:
PiP.,., = Prur,,,- Wegen v = s > 0 gilt weiter:

s+1
y=max{xe{s,s+1}|J>L, AJN(L,+ 1) =0}

Dabei kann in allen Féllen das Maximum nicht in s + 1 angenommen werden. Es gilt
also y = 5. Zudem gilt dann in allen Fillen J < Ly, = Ly offensichtlich nicht. Zudem
kommt der zweite Fall fiir die Berechnung von z auch nicht in Frage, weil JULg.| < Lgy
nicht gilt. Damit haben wir z = (s + 1) + 1. Es folgt:

Y =P, Louust, Lt L = XPLoa

t=s+1

und
z—1 s+1
JulJL=su ) L=7uLy
t=y+1 t=s+1

O

Folgerung: Es seien n € N, J; <...<J, und J Intervalle in n| sowie v und w Worter
tiber n| mit:
PP/Ry =P,y

Dann gibt es einen Index & € r| mit J C J;.

Beweis: Stellen wir auch die Monome P, und P, in Normalform dar, so folgt die
Behauptung aus einer sukzessiven Anwendung der letzten Proposition. |

Es sei J ), das von Py, erzeugte Ideal von (A,,. Offensichtlich gilt dann
I = <PVPMPW | w, v Worter iiber n_|>7<

AuBerdem definieren wir fiir alle Intervalle J; <...<J, in n| den folgenden Unter-
raum:

.....

,,,,,

Fiir die Konstruktion von Idempotenten und den Beweis des Hauptresultats sind die im
Folgenden definierten Ideale hilfreich. (Wir begegnen ihnen in den folgenden Unterab-
schnitten wieder.)
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3.7 Definition. Es seien K ein Korpe, n € Ny und k € njo. Das von

{PJ ) J Cnmit|J| = k} erzeugte Ideal in A,, bezeichnen wir mit SI(C").

Das Verhiltnis dieser drei Typen von Idealen beschreibt das ndchste Korollar.

3.8 Korollar. Es seien K ein Korper, n € Ng und k € n|. Es sei weiter S die Summe
der Ideale T yy mit |M| = k. Ferner sei T die Summe der Ideale J j, ..
Ji<...<Jrvonn) mit|J!_, Jil = k und max J; + 1 < min Jjy fiir alle i € r = 1. Dann
gilt:

J, fiir Teilmengen

sc3cr

Gilt zusditzlichn > 3 und 2 < k < n — 1, so sind die Inklusionen echt.

Beweis: Da fiir jedes M C n| das Ideal J ), von Py erzeugt wird, ist S eine Teilmenge
von TS,({"). Es sei nun J C n| mit |J| = &, also P ein Erzeuger von S](("). Dann gibt es ein
eindeutig bestimmtes r € N und Intervalle J; <...< .9, von J mit J = U,Ll J;, so dass
fiir alle i € r — 1| gerade max J; + 1 < min J;;; gilt. Insbesondere kommutieren die Py,
und es folgt:

PJ = P]erFl e PJI = lemjr € jjl J. < T

Es bleibt also noch zu zeigen, dass die Inklusionen echt sind, wenn » > 3 und
2 < k £ n-—1 gilt. Es ist etwa fiir die Menge J:={1,2,...,k — 1,n} das Monom
P; ein Erzeuger von Si"). Angenommen, P; liegt in S. Dann gibt es ein Intervall M
mit [M| = k und ein Monom P,PyP, in J,, so dass P; = PR,PyP, gilt. Nun ist
einerseits Py = Pnpk;u = Pk;u {n) € By. Andererseits gibt es Intervalle M; <...< M;
mit B,PyP, = Py, ....m,. Nach der Folgerung ist das k-elementige Intervall M dann eine
Teilmenge eines M. Wihrenddessen gibt es in der Normalformdarstellung von P; kein

k-elementiges Intervall, Widerspruch.

Ahnlich zeigt man, dass Pﬂl (kA1) n € jk;u,{n} C T nichtin Sl(cn) liegt. O

3.4 Idempotente der Monoidalgebra

In diesem Abschnitt konstruieren wir induktiv (A, € A, ausnutzend) ein vollstindiges
System von n + 1 paarweise orthogonalen, zentralen Idempotenten und dann ein
vollstindiges System von 2" paarweise orthogonalen Idempotenten. Als Vorstufe dazu
konstruieren wir jeweils ,,spezielle” Idempotente, die zu einer natiirlichen Idealkette von
Ay korrespondieren.
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Spezielle zentrale Idempotente

Wir fithren zunéchst eine Kette von Idealen von (A, ein, definieren dann die speziellen
zentralen Idempotenten und schlieen mit der Feststellung, dass diese Idempotenten die
Ideale erzeugen. Sie sind jedoch weder paarweise orthogonal noch addieren sie sich
zu 1.

Fiir jedes n € N und jedes k € n|o bezeichnen wir weiterhin mit J ‘”(")

{PJ | JCn A= }erzeugte Ideal in A,,.

, das von der Menge

Fiir jedes k € n|o gilt offensichtlich:
= (RP/R, | J Sy mit|J| = kund P,,P, € B,)
Zur Illustration geben wir diese Ideale fiir n € 3| an:

W= P) = Px ¢ 3 = A
Y = (Par) = (Padye © 3 = (P Py) = (P Py, P, Py © 3 = A
3 = (Ponx © 35 = (Por, P, Pi3) = (Por, P, Pis. Pois, Pt Piaa, Paso )

c 3V = (P, PPy = (P | P, €B,, P # Dy C 3 = A

An diesen Beispielen wird schon deutlich, dass wir eine echte Kette von Idealen in A,

erhalten:
cw(n) c~(n)

3" R

(Papsc = 3 c.. cIc 3 = A,

Die Inklusionen gelten, weil jeder Erzeuger von J “(") offensichtlich Teilfaktoren besitzt,

diein 3 (”(") liegen. Ferner sind die Inklusionen echt, well beispielsweise die Erzeuger von

3 nlcht in J(")

p enthalten sind.

3.9 Definition. Fiir alle n,k € N definieren wir induktiv nach n und k die Elemente
(") € A, durch:

yhi=1

1
y(1 )= =P
D Yy (1 = Pyat) + Poy y,(("j1 fallsk <n+1
g 0 sonst
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Zur Veranschaulichung listen wir die yi”) fiir n € 4| auf:
W=
YW=y Pa-P)+Py) =PI -P)+P1=P +P-Pp,
yé” = =P) + Py = 0(1 = Py) + PP = Py
(3) =P +P+P;—P2-P3-Pi3+Pixs
y(23) P+ P2+ Pi3 = Pz = Pigp
)’3 = Py
W =P+ P+ P+ Py — Py — Py — Py — Pi3 — Py — Py
+ Pi23 + Pr3a + Pioa + Piaa = Priasa
W = Poy + Py + Pi3 + Pis + Pig + Py — Py3 - Pr
— Pa1a = Pog — Pz — Poaz = Pisa — Pioa + Paisa + Pisoa + Progs
W = Pia1 + Pasa + Patg + Pz — Piais — Pazo — Paias

4
YW =P

Eine leichte Induktion nach n zeigt, dass y(”) Py gilt. Bezeichnen wir mit J/ das Wort

Jlejoeenn- Jjr fiir jede Teilmenge J = j; < j» <... < j, von n|, so gilt fiir alle n € N:
(n) Z ( 1)|J|+1P
7
0#Jcn|

Die folgende Rechnung liefert dafiir den Induktionsschritt.

W =301 = Pst) + Pa
SRy — S DRy P 4 P
0+JcCn| 0+JCn|
= Z (_1)|J|+1PJ/‘ + Z <_1)(_1)|H|_1+]PHf — Z (_1)|J|+1P]f
0+JCn| n+leHcn+1| 0#JCn+1]|

Um zu zeigen, dass y( " das Ideal ‘”(") erzeugt, halten wir die grundlegenden Eigen-
schaften dieser Elemente wie Zentrahtat und Idempotenz, aber auch deren Verhalten
gegeniiber den Erzeugern der Ideale 3 ‘”( ), fest:
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3.10 Lemma. Es sein € N.
(a) Fiiralle k € n) ist y(n) zentral in A,,.
(b) Fiiralle0 < j <k €N gilt: y(") ) — y(k"). Insbesondere ist yz") idempotent.
(c) Fiir jede nichtleere Teilmenge J von n| gilt:
y|(;l|)PJ = PJ
y|(;l|)Pn+1PJ = PPy

Insbesondere ist yi") von O verschieden.

3 11 Korollar. Es seien k < n € N. Das Ideal 3 ‘”( ) wird von dem zentralen Idempotent
( als Ideal) erzeugt. Deshalb gilt:

()

‘”(")—yk A, { a—a}

Wir beweisen zuerst das Korollar mit Hilfe der im Lemma formulierten Eigenschaften
der y]({") und danach das Lemma.

Beweis: Weil das Element y(”) zentral ist, ist das von ihm erzeugte Ideal natiirlich

")ﬂ AuBlerdem ist y ﬂ wegen der Idempotenz des Erzeugers die Menge
{a e A, | y(")a = a}. Nach der Aussage (c) im Lemma enthilt y(")ﬂn deshalb jeden
Idealerzeuger P; mit J C n| und |J| = k, also auch das Ideal 3 ”(") . Wir zeigen induktiv
nach n, dass fiir jedes £ € n| das Element yjc in J( ") hegt Dabei lesen wir den
Induktionanfang an den Berechnungen der Idempotenten yk ) und der Ideale fiir n < 3

ab. Es seien nun n > 3 und k € n + 1|. Nach Definition und Induktionsvoraussetzung

gilt:
1 o~ o~ o~
ygﬁ— = - yk )(1 - n+1) + F>n+1 ygl_)l € ‘S](cn) + \S](cn) P n+l t+ Pn+1 J(n)
Offensichtlich ist jeder Idealerzeuger von S]((") auch einer von ‘”;{"H), weswegen

c\f(l’l 1)
k

ferner fiir jeden K-Vektorraumerzeuger P,P;P,, von J(") C A, (also {v}, {w},J C n| und
|J| =k—1):

C”(")(1 + P,+1) eine Teilmenge von J ist. Nach den verallgemeinerten Relationen gilt

Pt PPIPy = Post PPt PPy = Pt PR jun Py € 30"

Somit gilt auch B,y 3 «5 1 € Pt ("+1) . Das Element y("+1) liegt also in ‘”1({””) !
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Beweis des Lemmas: Wir beweisen alle Aussagen per Induktion nach n. In den Rech-
nungen verweisen wir nicht mehr ausdriicklich auf die jeweilig verwendete (verallge-
meinerte) Relation.

Zu (a): DaPy,...,P, die Algebra A, erzeugen, reicht es zu zeigen, dass die yﬁ(n) mit
allen P; kommutieren. Den Induktionsanfang fiir » = 1 und n = 2 rechnet man nach. Es
seiennunn >2, ken+1ljund jen+1,.

I.Fall: jen—1| Indiesem Fall kommutieren B,;; und P; und es gilt nach Indukti-
onsvoraussetzung:

y,i”“)P,- = (1 = P )Py + Pt 2, P

k-1 k
jyn )(1 - n+1) + P F>n+1 yfl = Pj yij]

2.Fall: j=n Firk=1Iist y(") = 1 und es gilt nach der Induktionsvoraussetzung:
R =P = 30 = PPy + Past 30 P = Py = Pact) = PuPst v
=) )(Pn — But1.n = B+ Bunet) + (Bostn — Puns1)

=" (1 = P)(~Pus1n + Punst)
=0

+ Pn(_Pn+l.n + Pn.n+l) + (Pn+l.n - Pn.n+l)

=0

Fiir £ > 1 ergibt sich mit den verallgemeinerten Relationen und der Induktionsvoraus-
setzung:

YWHOB, = B =31 = B )Py + Pt 0 Py = Py (1 = Pgt) = PiPast 3\,
= yk )(P - Pn+1 n— Pn + Pn.n+1) + (Pn+1.n - Pn-n+1)yl(cn—)l

_y,({n 1)(1 - B)(- Pn+1n+Pnn+1)+Pny(” 1( Pisin + Puns1)
=0

+ (Posin — nn+1)yk 11)(1 =B+ (Por1n = Buns )P y](cn 21)
=0

-1 -1
== nyl(:l_l )Pn+1.n + Pny§<n_1 )Pn+1

-1 -1 1) 1
+ Pn+1.ny1(:l_1 ) Pn+1.ny§€n_1 ) (Pin+1 y,({nl + Puns y;cnl )Pn)

=0
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Dabei gilt die letzte Gleichheit, weil die gleich unterstrichenen Terme wegen der Kom-
mutativitidtsrelation jeweils dasselbe Element in (A, repréisentieren.

3.Fall: j=n+1 Die Zentralitit von y]((") folgt aus:

1
YI(:H )Pn+1 = yin) (I = Por )Pyt Pt yl(cn—)l Pret = Pt yl(cn_)l
~—

=0

1
und Pn+] y](:H— ) = Pn+] y](cn) — Fn+1 y]((n)PrHl +Pn+lPn+ly](€n_)1 = M+l y]((n_)l

=0
Zu (b): Die Behauptung fiir n = 1 ist einfach nachzurechnen. Es seien nun #» > 1 und
1 < j <k <n+1.Dann gilt mit der Induktionvoraussetzung:

yg.'”'l) y](:H—l) = (yE.n)(l —Pu1) + P yg.'i)l)(y,((")(l = Pur1) + P yl((rl,)l)
= Y001 = P y(1 = Pt 3% (1 = P DPast 3,
N e

=0

J

=0 =Fn+1 y(j'i)l YE:I,)I

+ Pt y?i)l y/((n)(l —PFu1)  +PRu y('n_)lpn+1y]((n_)]

- y5_"> y](;“( 1 —Pu) - yi.”) Pt y,(c")( 1 = Pus1) +F1 yi-"_)l y,(("_)l

=0

= 3 (1= Past) + Pt )

— y](cn+1)

Zu (c): Wir zeigen beide Aussagen gleichzeitig in einer Induktion nach n. Wir fithren
hier (im Gegensatz zu den bisherigen Beweisen) den Induktionsanfang fiir » = 1 und
n = 2 vor. Im Fall n = 1 entspricht die erste Aussage der Idempotenz von P; und die
zweite der Relation P|P,P; = P,P; in A,. Fiir n = 2 gilt:

YR =P +P - PP =P + Py =Py =P
WP =P+ P —Pp)P =P+ Py —Piyp) =P
y(zz)le =Py Py =Py

YWPP =Piay + Pyy — Pioay = Pi3 + Pojs = Pois = Pis = B3Py
YWPP =Py + Py — Prosy = Pisy + Py — Py = Py = B3Py

y(22)P3P21 =P P51 = Py = P3Py
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Es seien nun n > 2, J eine nichtleere Teilmenge von n+ 1| und k:=|J|. Ist k = n + 1,
so stimmen die Idempotenten P; = B4 und yi’fll) iiberein und die erste Aussage gilt
trivialerweise, wihrend die zweite aus den Eigenschaften (vergleiche Lemma [2.8) des
Idempotents P,12F:+1) = Pyio folgt. Es sei jetzt J eine echte Teilmenge vonn + 1.

1.Fal: n+1€J Wirsetzen H := J\{n+1}. Dann ist H eine k—1 elementige Teilmenge
von n| mit B, Py = P;, weswegen die Induktionsvoraussetzung anwendbar ist; sowohl
fiir die erste Aussage:

WP = 5 (1= P)Pust P + Pret 3, Prt P
=0 e
=Pus1 Y
= P10\ Pu
| Pu1 1Py falls k = 1
- {Pn+l yl((n_)l Py = B 1Py fallsk > 2

=P
als auch fiir die zweite:

1
y,({'“ "PraPy = y;{n) (1 = Por1)Pu2Pae1 Pu + Py y;:l_)l Pir2 Bis1Pu
—_———
=Fn+2 y/(:l_)|

=0

= Pur1Pus2 y](:l_)l Pu1Pa

_ F)n+1 Pn+2 1 F>n+1 PH fallsk = 1
Pit1Pit2 y,(f_)l P 1Py fallsk>?2

Pis2Pus 1Py fallsk =1
Pn+1 Pn+2 Pn+l I:)H falls k > 2

= PPy

2.Fall: n+1¢J Damit ist J schon eine Teilmenge von n|. Es sei j das Minimum
von J (beziiglich der iiblichen Ordnung auf N) und wir setzen H :=J\{j}, womit
P; = PyP; gilt. Zunichst zeigen wir die erste Aussage von (c) mit Hilfe der beiden
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Induktionsvoraussetzungen:

3Py = (1 = PPy + Pt 32 P
= y,in)PJ - y]((n)Pn+1PJ + Pn+l(y](<n_)] I:>H)I:)j
= Py = Puc1Py + Pt PyP;

=Py.
Die Kommutativitit von P; und P,;, ausnutzend ergibt sich daraus die zweite Aussage:

WHIPLP = W VPP
= PP
= PPy

O

Folgerung: Fiir jede endliche Teilmenge M von N, jedes n € N und jedes k € n| mit
M N ny| =k gilt:
WPy = Py

Beweis: Nach einer Zerlegung von M in M N n| und N := M\ n; sind die verallgemei-
nerten Kommutativitétsrelationen anzuwenden sowie die zweite Aussage von (c) im Fall
n+1 e M, bzw. die erste im Fall n + 1 ¢ M,, um die Gleichung zu erhalten. m]

Zentrale Idempotente in Ay

Anlehnung an y(l”) definiert sind und spiter fiir spezielle Mengen gebraucht werden
(s. folgende Proposition [3.20). Mit max M bezeichnen wir das Maximum von M
beziiglich der iiblichen Ordnung auf den natiirlichen Zahlen.

Wir stellen hier zentrale idempotente Elemente aus Ay mit M C n| vor, die in

3.12 Definition. Es sei n € N. Wir setzen y(0):=0 und fiir jede nichtleere Teil-
menge M von n| definieren wir induktiv nach der Mdchtigkeit von M das Element
y(M) € Ay C A, durch:

y(M) = y(M\{max M})(1 — Pnax m) + Pnax m
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Ist M = m < my < ... < m,g, so ergibt sich y(M) — wie y(ln) = y(n|) — durch die
Berechnung der ,,Vorgénger*:

y({ml}) = Pml
y{mi,ma}) = y{mi)(1 = By,) + Py,

Ymisma,.m)) = y(mi, ...mj)(1 = Poy) + P,

y(M) = y({my,...m}) = y({my, .. .mp_1 (1 = By,) + By,

Analog zum Lemma [3.10] lassen sich die folgenden Eigenschaften von y(M) beweisen.
Dabei ist es sinnvoll, die Idempotenz aus (b) zu schlieen.

3.13 Lemma. Es seien n € N und M eine Teilmenge von n|.
(a) Y(M) ist ein zentrales Idempotent in Ayy.
(b) Fiir alle m € M und jedes x > max M gilt:

Y(M)Pm = Pm
y(M)Pme = Pme

Insbesondere ist y(M) von 0 verschieden.

Die zwei folgenden Beispiele veranschaulichen, dass stets
=y (e,
0+JcM

(n)

als Verallgemeinerung von y;

gilt:

v({5,6}) = Ps + Bs — Psg
und

v{3,4,7}) =P + P4 + P, = P34 — P37 — Py7 + Py
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3.4 Idempotente der Monoidalgebra

Ein vollstiindiges System zentraler, paarweise orthogonaler Idempotenter

C 3(”)1
e
komponenten der partlellen Ordnung %, korrespondiert? Dem K-linearen Erzeugenden-

system von J ‘”( ) ist nicht unmittelbar anzusehen, ob ‘”(k")l ein direkter Summand von 3J ‘”(")

ist. Gehen wir jedoch zu den Differenzen y(") - yﬁ{'i)l iiber, so erhalten wir paarwelse
orthogonale Idempotente deren Summe 1 ist. Diesen entsprechen die Zusammenhangs-

komponenten z; " A, der Algebra A, welche die Idealkette aufbauen.

@(n)

Ist denn nun die Kette 3 c...C S(ln) C A, jene, die zu den Zusammenhangs-

3.14 Definition. FEs sei z(n) =1- (n) und zl(c") = y](:’) — y](:r)l fiirallen e Nund k € n.

Aus der Rekursionsvorschrift fiir die y(") lasst sich wie folgt eine induktive Charakteri-
sierung der zk " herleiten: Es sei z( ) =1- (1) =1-P.Dann giltfiiralle k <n e N:

1 1 1
Z](:H ) = (n+ )(1 Pir1) — Pt y,(f)l y/(;:: )(1 = PFur1) + B yén)
= zk’<1 = Puet) + Pra1zy”,

(n)

Bemerkung 1: Esistz,~ von O verschieden firalle0 <k <n€N.

n) _ (n)

=0, also y(")

Beweis: Angenommen, es gibt 0 < k < n € N mit z; = Yy, S0 folgt aus
der Definition dieser Idempotenten:
1 1 1 -1
WA =P+ Py =y A =R + Ry
Stellen wir beide Seiten als Linearkombinationen iiber P, € B,, dar, so folgt y(” = y,(:jrll)
aus einem Koeflizientenvergleich derjenigen P, mit n ¢ {v}. Es ergibt sich dann induktiv
](ckH) = yg:l) und schlieBlich der Widerspruch 0 # y(k) = ygjr)l =0. |

3.15 Satz. Fiirallen € Nist die Menge ) ’ ke _|0} ein vollstandiges System zentraler,
paarweise orthogonaler Idempotenter in ﬂ

Beweis: Die Vollstindigkeit ergibt sich aus der Definition der z(") :

Zz(") Z(y(”) )+ 1= Wy -0=1
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Weil das Zentrum einer K-Algebra insbesondere ein K-Vektorraum ist, sind die z,((")

offensichtlich zentral in A,. Es seien j < k. Die Idempotenz und Orthogonalitiit folgen
aus dem Lemma [3.10(b):
(m () _ () _ () e (1) _ ()
Zj Zk = (y] _yj+1)(yk _yk+1)

_ () (n) . (n) (n) | (n) (n) | (n)
=Y Ve 7Y Ve Y Y Y Yint

= =l sonst

_ {Zzn) falls j = k

() () (n) () - _
{yk = Vit "Vt TV falls j=k

0  sonst
O
Wegen der eben im Beweis benutzten Eigenschaft (b) des Lemmas gilt auch:
NONCI 0 fallsl<k
PR EY fallsl >k
und damit erhalten wir eine Zerlegung des Ideals S](("):
3.16 Korollar. Es seien n € N und k € n|. Dann annuliert z,((”) die Ideale 37, ..., 51(:21
und es gilt:
n
W=D
I=k

Spezielle Idempotente

Wir beginnen mit der Definition von durch die Teilmengen von n| indizierten Idempo-
tenten von A,. Ahnlich wie die yi”) im Vergleich zu den z]({") ist dieses System nicht
vollstidndig. Ferner sind die Idempotenten zu gleichmichtigen Teilmengen paarweise
orthogonal.
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3.4 Idempotente der Monoidalgebra

3.17 Definition. Wir definieren induktiv nach n die Elemente g(Jn) € A, fiir jede
Teilmenge J von n| durch:

(1) P
1 falls J =0
g(J”H) : (J”)(l —Pu1) fallsJ #0undn+1¢J
Po+1 g(Jn\){n o) sonst
Hier fiihren wir alle g(") fiir n € {1, 2, 3} auf:
(1) -1 (3) =1
gﬁ? P 8?3) (2)(1 -P) =P P —P;3+ P
8 = 8p)(1 = Py) = Py = Py;
(2) -1 (3) - P g(2) P,
8 = 8)(1 =P =P~ P2 Qﬂ}gﬂu—m=%ram
(2) =P, g(l) P gﬁ)3} = P3g =Pi3 - P32
giz) = Pzg(l) P 88)3} = P3g(2) P32

3) _ —
g{1’2’3} = P3g{1’2} = P321

An den g(J4), die wir im Folgenden auflisten, ist bereits eine alternative Beschreibung (s.
folgende Proposition (3.20) der g(") deutlicher zu erkennen:

(4) -1

gf) (3)(1 —P) =P —Pio = Pi3 = Pig + Pio3 + Pios + Pizs — Pross

gf4) (3)(1 —-P) =P =P3-Pu+Puu

gy = 831 =Py = P = Py

¢ =Pl =Py
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81y = 815 (1 = P) = Por = Poiz = Paig + Paizg = Por(1 = ({3, 4))
gﬁ); (3) 3y (1 =P1) = P13 = Pi3y = Pi34 + Pi3os = Pi3(1 - y({2,4}))
gfié (3) 3(1 = F4) = P2 = Pyog = Pio(1 = y({4}))

8ty = P4g<” Pi4 = Pr2a = Pia3 + Pz = Pia(l - (2. 3}))

gisy = Pagl = Pay = Pz = Poy(1 = y({3))

8iay = Pagl3) = Piz = Pis(1 = y(0))

gﬁ)zs (?)23 (1 = Py) = P21 = P21a = Pios (1 — y({4})
Sitaa) = Pigiily = Pois = Paiaa = Paa(1 =3(13))

gﬁ?3,4} = P“gﬁ,)ﬁ = Pias = Prazz = Puas(1 =((21))

4 3
- ()

4 3
8itaaa = Pi8(1aa) = P2t = Puni (1 - (@)

Zwei wichtige Figenschaften der g(") halten wir in dem néchsten Lemma fest.

3.18 Lemma. Es seien n € N, J und K nichtleere Teilmengen von n| mit |J| = |K| sowie
k € njo. Dann gelten:

(n)
g; fallsJ=K
(a) gy = { /
0 sonst
(b) W= gy

Jcn|, 1=k

Beweis: Zu (a): Der Induktionsanfang fiir » = 1 und n = 2 ist einfach nachzurechnen.
Sind X, Y Teilmengen von N, so sei mit dem Kronecker-Delta-Symbol dx y wie iiblich
0 € K bezeichnet, falls X # Y gilt, und 1 € K, falls X = Y gilt. Es seien nun n > 2
sowie J und K nichtleere gleichmichtige Teilmengen von n + 1|. Um (a) zu zeigen,
unterscheiden wir, ob n+1 in J oder in K liegt, und wenden die Induktionsvoraussetzung
sowie die verallgemeinerten Relationen an.
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3.4 Idempotente der Monoidalgebra

1.Fall: n+1¢Jundn+1¢ K Dann gilt:

1 1
g Ve = g1 = Pgl (1 = Puyy)

= g8 (1 = Pur) = 80" Pui gl (1 = Pas)
=0

= 6,k8"(1 = Post)

1
= 6‘]’Kg‘(ln+ )

2.Fal: n+1¢Jundn+ 1€ K Insbesondere gilt J # K und es folgt:

1 1 1
g(JVH' )g([;ﬁ— ) = g(Jﬂ) (1 - Pn+l)Pn+1 gg?i{n_H} =0= 6J,Kg(Jn+ )
——————
=0

3.Fal n+1eJundn+1¢ K Wieim vorherigen Fall gilt / # K und damit:

1 1 1
857 gk = Put 30 8 (1= Pret) = 0= 8™
N— —

€A,

4. Faln+1lecJundn+1e€K Wegendjx = 6\(n+1),k\(n+1) ilt hier:

1) (n+1 I
gt gl = Pn+1g(1n\){,,+”Pn+1 g;?i{nﬂ} = Pr16skg) = sk}
N—— —————

— ()
= n+lg]\(,,+1)

Zu (b):  Auch hier ist der Induktionsanfang n € {1, 2} einfaches Nachrechnen.

Esseien n > 2 und k € n+ 19. Ist &k = 0, so gilt nach den jeweiligen Definitionen:

yg”l) =1= gg'“). Es sei nun k > 1. Mit der Induktionsvoraussetzung folgt dann:

W = =P + Py = )60 =Pu) + Pt ) gy

Jcn KQQI
|JI=k |K|=k—1
_ (n+1) n+l) (n+1)
= ng + Z 8kupn+1y = Z 8L
Jcn| Kcn| Lcn+l1
Vi=k IKl=k-1 ILi=k
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Eine alternative Beschreibung der g(")

3.19 Definition. Fiir jedes n € N und fiir jede Teilmenge K von n| definieren wir die
Menge Ng) durch:

' {xem\K|x>minK} sonst
Beispielsweise gelten:

NS NS S _ G _ ()
12} ={3,4,5} = {2}, N{1,3} =1{2,4,5}, N]’3’4’5 ={2} und N{4’5} =0

Mit diesen N( ") kénnen wir jetzt die g(") so beschreiben, dass sofort ersichtlich ist,

wie die g( " zu der Idealkette ‘”(") stehen. Jetzt bendtigen wir die Definition [3.12| der
Idempotenten y(M) fiir eine Menge M von nj.

3.20 Proposition. Fiir alle n € N und fiir alle 0 # J C n| gilt:
¢ =R(1 -y
Damit liegt jedes Idempotent g( " in dem Ideal 3 "(n) mit k = |J|.
Beweis: Fiir den Induktionsanfang sehen wir uns die ersten g(J") flirn=1undn =2 an:
gy’ =1=1(1-0) =Pyl - y©)

gl =P =Pl - y(0)

gl = 1 =PRy(1 - y(0))
gy = P =P = Pi(1 = Py) = Pi(1 - y({2))
g% Py = Pa(1 - y(0))
8{1,2} = Py Py (1 = y(0))

(Interessanter wird es fiir groBere n; einige g(4) haben wir auf Seite schon so
dargestellt, dass sich diese Gleichheit leicht ablesen lasst.)
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Fiir den Induktionsschritt seiennunz >2und J Cn + 1.
1. Fall: / =0 Fiir die leere Menge gilt nach den jeweiligen Definitionen:
Po(1 = y(NS™*) = 1(1 - y(@) = 1 = g§™*V

2.Fall: n+1¢€J Indiesem Fall kann n + 1 nicht in N§"+1) liegen und es gilt:

(n+1) _ As(n)
N.I - NJ\{n+1}

Daraus folgt mit der Induktionsvoraussetzung:
1
&) = Puaglen) = Pt P p (1= (VG100 = Pr(l = y(NT D))

3.Fal:n+1¢J#0 Nunliegtn+1in N§"+1) und es gilt:

N = NP Un+ 1)

Die Definition von y(N;"H)) fiihrt dann neben der Induktionsvoraussetzung zu:
g™ =8 (1= Pu)
= Pr(1 = (N1 = Poat)

= Py(1 = G(NY)(1 = Post) + Pas1))
= Py(1 —y(N* D)

Ein vollstindiges System paarweise orthogonaler Idempotente

3.21 Definition. Es seien n € N und J eine Teilmenge von n|. Dann setzen wir:

n) ._ () _(n)
J S8y
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Auch hier listen wir die f, ") fiir n € {1, 2} zur Veranschaulichung auf:

1 1 1 1
£ = g =y _py

1 IN¢!
£ =g PR =P

=00 =0 =1-P =P+ P
£ =20 =g -8 =P =Py = Py (P = Pip) =P - P
f{(z) Z(lz)g(z) gf? y(22) (2 P—PyP =P —-Py
f{(i )2} z(zz)g(?)z g(z) ygz)gﬁ)z} =PyPy -0="Py
Ubrigens gehorchen die f(”) denselben induktiven Vorschriften wie die g(") So gilt
zunichst fiir alle n € N trivialerweise:

f(n) — Z(()n)
Ferner zeigt dann eine leichte Induktion nach n, dass fiir jede Teilmenge J # () vonn + 1
gilt:
(n+1) . _ f(n)(l — Py fallsn+1¢J

J Pn (1)

AU P\ (1) sonst

Diese f;") sind nun die ,,richtigen Idempotenten:

3.22 Satz. Fiir alle n € N ist die Menge { J(") ’ JC m} ein vollstindiges System
paarweise orthogonaler Idempotenter von ‘A,. Insbesondere gilt:

Ap = @f;mﬂn

Jcn|

Beweis: Es seien J und K Teilmengen von n]. Die Orthogonalitit und Zentralitét der z(")

beriicksichtigend sowie Teil (a) des Lemmas [3.18] anwendend, erhalten wir Idempotenz
und Orthogonalitit:

(1) (n) ) _(n)_(n)_(n)
I T =818k 459K

_[&Pe talls 11 = 1K1

0 sonst

Gk == f
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Um die Vollstdndigkeit einzusehen, erinnern wir daran, dass die g(J") mit |J| = k sich
zu y]((") aufsummieren (s. Lemma Teil (b)). Zudem geht hier die Eigenschaft (b)
des Lemmas m ein, welche wie schon eingesehen insbesondere bedeutet, dass zl({")

invariant unter der Multiplikation mit y]((") ist:

(n) (n) _(n) (n) n) _ (n)
=R Ty Zg Zf

JCn ]C<|
1=k =k
n
Weil ferner Y’ z(") = 1 gilt (s. Satz|3.15), folgt daraus schlieBlich }; f(") . |
k=0 JCn|

Der wesentliche Vorteil der alternativen Beschreibung der g(J") ist, dass man aus ihr
folgende Gleichheit gewinnt:

3.23 Proposition. Fiir alle n € N und alle Teilmengen J von n| gilt:

11" = Puc
Beweis: Fiir J = n| gilt die Gleichheit wegen g J =PFy = Zn . Andernfalls gilt nach der

Definition der fJ(") und der alternativen Beschreibung der g ) zunichst:

£17Pr = 260"y = 2Pyl = YNJP)Py = 2Py = 23 Py y(NY™) Py

Das folgende Lemma [3.24] zeigt, dass der letzte Summand verschwindet. m|

3.24 Lemma. Es sei n € N, J eine echte Teilmenge von n| und k:=|J|. Dann liegt

Pjy(N.(]n))Pj in 3" wird also von zl({")

Serr annuliert.

Beweis: Nach dem Korollar[3.11|reicht es per Induktion nach n die folgende Gleichheit
Zu zeigen:

P YNTIPy = Pry(NS”)Py

Nach Definition ist Ny’ = 0 fiir alle m € N und y(N|") folglich 0. Fiir J/ = @ oder
N; m — g gilt die Gleichheit deshalb stets trivialerweise.

Fir n = 1 ist die leere Menge die einzige echte Teilmenge. Fiir n = 2 und n = 3
berechnen wir Py, y(Nﬁ”) ) P; und stellen fest, dass dies stets eine Summe von Monomen
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der Art Py mit |H| = |J| + 1 ist. Daraus folgt dann die Gleichheit mit der ersten Aussage
von (¢) im Lemma|3.10

P )’(N{(lz}))Pl =PRP =P, € 5(22)

Py y(NIPs = PoOPy = 0 € 35

P )’(N{(f}))Pl = P1y(2,3)P, = P(P + P — Py3)P; = Py + Pj3 — Py3 € 35
P y(NG)Ps = Py y(3)Py = Pyy € 3
Ps y(NS’}))Pg =P0P;=0¢€ 3(23)

P y(N{(i)z})le =P y(3)Py =Py € 5(33)

Py (N5 )Ps1 = Py PoPsy = Py € 35

P y(N{(;g})Psz =Pp0Pp =0¢€ 3(33)

Esseiennunn >3 und @ #J Cn+1ljmitr:=|J| <n Giltr =nund 1 ¢ J, so folgt
N =0.Giltr =nund 1 € J, so ist

NU*D =+ 1)\ J =:{k)
(n+1)

einelementig und deshalb y(Ny’“)) = P Ferner gilt y " = Bu1. Die zu zei-
gende Gleichheit folgt nun aus der Idempotenz von P, und daraus, dass auch

Py y(N') Py = Py, ist, weil im Fall J = n; gilt:
Py y(N") Py = By P 1Py = Pas
und weil im Fall J # n| nach den verallgemeinerten Relationen gilt:

Py Y(NS”) Py = Pt ookt ket ot PPtk ket
= Pt ka1 PePeer
= Pust o k1 PPt 1 = Baayy
Es sei jetzt r < n.

1.Fal: n+1€J Istr=1,soist N;”H) nach Definition leer. Es sei nun 1 < r < nund
H:=J\{n + 1}, womit N;"H) = Ngl) und natiirlich |H| = r — 1 < 1 gilt. Es folgt aus den
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verallgemeinerten Relationen und der Induktionsvoraussetzung:

3y Py WG Py = 310 (= Past)Put P V) Py
— e

r+1 r+1
=0

~ Pt WP Py y(Nyl)) Po+1Pu
Pt YWOPy y(NU) Py
= Pus 1P y(NO) Py

= Pus1 P y(N§”+”) P+ 1P
—_————
€A,

=P y(Nﬁ”“)) P

2.Fall: n+1¢J DannistJ schon eine Teilmenge von n| und N;””) = N;") U{n+1}.
Wir nutzen zusitzlich die erste Aussage von (c) des Lemmas [3.10, um die gewiinschte
Gleichheit herzuleiten:

W P YD) Py =5 (L= PPy (y(V)) (1= Pac) + Poct )P

r+1
+ Pt YWOP Y(NY) (1 = Pus) Py + Post Y2P; Pt Py
N——"

=0 =P
= Y P (YN = Poir) + Past )P

— 3" Pt Py Y(N) (1= Post) Py
=0

_)’i:l_)lanPJPnHPJ + Fu1Py

YO P (YNNG (1= Pot) + Pt )Pr = 3 PuatPr + Poi Py

r+l
= 5’31P YNY Py = 3 P y(NY) PPy + 3" PPt Py
=P;P,+1Ps =P+1Ps

Y PuiPr + Pt Py
Py y(NY)IP; — Py y(NY)PusiPy + PPy

=P )’(NSMI))PJ
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3.5 Die zu den ,,Wegen‘‘ der Inzidenzalgebra
korrespondierenden Elemente in ‘A,

In der Inzidenzalgebra Inz (#,) von £, gibt es neben den idempotenten Basiselementen
Xy noch die Basiselemente X;x mit J <, K, welche im Radikal liegen. Bisher haben
wir die zu den X ; korrespondierenden Idempotenten fj(") konstruiert. Nun wenden wir
uns den den Xk entsprechenden Elementen in (A, zu. Dazu werden wir (im Gegensatz
zum Beweis der Normalform von (A,) mit der urspriinglichen Definition der partiellen
Ordnung P, arbeiten (s. S. A3).

Spezielle Monome

In diesem Abschnitt werden wir die im Folgenden definierten Monome untersuchen und
zwei dquivalente (davon eine induktive) Beschreibungen angeben.

3.25 Definition. Fiir alle 1 < i < j € N definieren wir das Wort:
i—ji=i.(i+1)..... (G=D.j

Fiir alle n € N sowie fiir alle Teilmengen J = j,. > ...> jiund K =k, > ... > kj von n|
mit J <, K definieren wir damit das Monom:

Puk) =P~k i =k

Insbesondere ist fiir jede nichtleere Teilmengen J von n| das Monom R ;) das uns schon
bekannte Idempotente Py, wihrend Py ) = 1 gilt.

3.26 Definition. Es seien n € N sowie J und K Teilmengen von n|. Ist J ein maximaler
echter Vorgdnger von K beziiglich <, so sagen wir, dass J und K benachbart sind und
schreiben:

J<, K

Im Hasse-Diagramm von #, sind Nachbarn also durch einen Pfeil verbunden.

Wie schon an den Beispielen fiir n € {4, 5, 6} (s. S. u. S. zu sehen ist, gibt es im
Allgemeinen zwischen J <, K mit J # K keine eindeutig bestimmte <,-Kette von J
nach K. Aber das Monom P k) ist nach dem folgenden Lemma eine Invariante solcher
<,-Ketten.
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3.27 Lemma. Es seien n € N und J <, K. Fiir jede <,-Kette J = H| <, ... <, H, = K
von J nach K gilt dann:

Pux) =Pu,...H,

Beweis: Wir fiihren eine Induktion nach n, dabei ist der Induktionsanfang fiir n € {1, 2}
leicht nachzurechnen. Ist ferner eine der Mengen J oder K die leere Menge oder n|, so
ist nach Definition von <, die andere Menge auch leer bzw. n|. In beiden Fillen gilt die
Behauptung trivialerweise.

Es seien nun n > 2 und J <41 K nichtleere Teilmengen vonn + ljundr = |J| #n + 1
sowie J = Hy <41 Hy <,41 ... <41 H; = K eine <,,1-Kette von J nach K. Ist r = 1, so
gibt es genau eine Kette von J = {j;} nach K = {k}, und zwar die folgende:

{.]1} <+l {]1 + 1} <p ... {kl - 1}<n {kl}

und es gilt:

Pux) =Pji =k

Es sei nun r > 1. Fiir einen besseren Uberblick iiber die <-Beziehungen der Elemente
von Hy = hyy > h,_15 > ... > hj 4 notieren wir sie im Rechteck:

K = Hl‘ = hr,t > ]’lr_l’[ > ... > hz,t > hl,l‘
\% \% \% \% \%
Hiy = hyt > heoigmr >000> hopr > hig
A2 [\ \% \% \%
Vv \% \% \% \%
H, = hr’z > hr—l,2 >0 > ]’lz’g > h1,2
A2 \% \% \% \%
J= H, = hr,l > hr—l,l > ... > hz’l > hl,l

Dabei gilt in jeder Spalte j an genau einer Stelle s eine echte Ungleichung und dort gilt:
hjs+1=hj. Ferner setzen wir:

J=J\{maxJ} und K = K\{max K}

und fiir alle i € ¢| zudem:

H,’ = Hi\{max H,'}
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Ist n + 1 nicht in K enthalten, so erst recht nicht in J. Deshalb gilt J <, K und die
<,+1-Kette ist eine <,-Kette, womit die Behauptung nach Induktionsvoraussetzung gilt.
Es gelte jetzt n + 1 € K.

1.Fall: n+1€J Insbesondere ist dann j,— k., =n+1—n+1 =n+ 1. AuBerdem
gilt in diesem Fall:

ﬁ,‘ = Hi\{n + 1}

Das groBte Element h,; = n + 1 von H; spielt also keine Rolle fiir die <,4;-Kette. Wir
erhalten demnach die <,-Kette:

J=J\n+1})=H <, Hy<,...<, H = K\{n+ 1} = K,
auf welche die Induktionsvoraussetzung angewandt werden kann:

Pa,...n, =P

n+1.IF-Iv|.n+1.I-FIv2.....n+1.ﬁ,
=P B & T,

= PPz

=PuiPi .~k i =k

=Py, ~kji =kt i = = P

2.Fal:n+1¢J Danngibteseins € {2,...,7} minimal mitn + 1 € H; und es gilt:

n= hr,s—l <n+l= hr,s = hr,s+l = hr,t—l = hr,t
Wie im ersten Fall bilden die ﬁ; =H\{n+1}miti e {s,s+1,...t} eine <,-Kette:

HS<,,...<,,FI;:K

Wihrenddessen ist
Hi<,...<,Hs_|

schon eine <,-Kette, da n+ 1 in keinem H; mit i € s — 1| enthalten ist. Wie im ersten Fall
wenden wir auch hier die verallgemeinerten Relationen neben der Induktionsvorausset-
zung an:

Pu, .., = Py Bl Py i
= Run PP &)

= Phr,l = g1 s hig = higg Pu+1 Phr—l,x = hp_tyg e by g = iy
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Wegenn + 1 > h.s 1 > hy_1 ;1 kommutiert B,,; mit P; fiir alle j < h,_; ;1 und wir
erhalten weiter:

= Phr,l = N1 o0+l Phr—l,l = hp_q 51 e 1 = By Phr—l,,r =Nyt s = By

=P

=R@.a,_ (.

Nach der Induktionsvoraussetzung gilt nun fiir jede <,-Kette ﬁl = Li<,.. <L, = ﬁs—li
F?ELHS_I) = PL] -Lx

und fiir jede <,-Kette ﬁs =M <,...<, My = ﬁ,:

Weil auBerdem H. 1 = H s gilt, konnen wir schlieBlich die Induktionsvoraussetzung noch
einmal auf die zusammengesetzte <,-Kette

H =L < ...<, Ly =M <,...<, M, = H,
von H 1 nach Et anwenden:

o = hoser 1P g P m) = Pio—=nonet Py Py oy

= P]r —ky P(ﬁl,ﬁ;)

Pjr -k, Phr—l,l = hy e chiy —hiy

= Rux)

Aus der Idempotenz der P; folgt nun:
3.28 Korollar. Es seien n € N und J <, K. Dann gilt:

P/Pux) = Pux) = PuxPx

Insbesondere liegt P k) in dem Ideal TS,((") von Ay,.
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Eine induktive Beschreibung der Pk,

Fiir jedes n € N und jedes Paar J <, K werden wir zunéchst (induktiv nach n) das
Monom m,(J, K) definieren und danach zeigen, dass dieses mit P k) iibereinstimmt.

3.29 Definition. Es seien My, ..., M, Intervalle in einer endlichen Teilmenge M von N.
Wir nennen {My, ..., M,} die Intervallzerlegung von M, wenn gilt:

e M=MU... M,
o Mi<...<M,
o M; U M;, ist kein Intervall fiir allei € r — 1

Ferner bezeichnen wir mit M,y das beziiglich < grofste Intervall der Intervallzerlegung
von M; es gilt also:

Miax == M,

Auflerdem fiihren wir fiir die um 1 nach links verschobene Menge von M die folgende
Notation ein:

M-1:={m—-1|meN}

Dabei gehen wir von der Konvention 0 — 1 = 0 aus.

Insbesondere kommutieren in einer Intervallzerlegung Py, und Py; fiir alle i, j € ry.

Ist J <, K und liegt n in J, so ist n auch in K enthalten. Die Fallunterscheidung in der
nichsten Bemerkung ist demnach vollstandig.

Bemerkung 1: Fiir alle n € N und Teilmengen J # K vonn + 1| mit J <41 K gilt:

J<, K fallsn+1¢ K
an K\KmaxU(Kmax_ 1) fallsn + 1 EK\J
I\ Imax <n K\ Kmax U (Kmax \ Jmax — 1) fallsn+1€J

Damit konnen wir nun die m,(J, K) definieren. Den Beweis der Bemerkung fiihren wir
anschliefend.
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3.30 Definition. Fiir jedes m € N und jede Teilmenge J von m| setzen wir:
my(J,J) =P,
Insbesondere gilt dann:
mi({1}L{1) =P und my(0,0) = 1

Fiir jedes n > 1 definieren wir induktiv fiir alle Teilmengen J # K von n+ 1| mit J <,
K das Monom m,,.1(J, K) durch:

my(J, K) fallsn+1¢ K
My 1(J K) i=3my,(J, K\ Kmax U (Kmax — 1)) Px... fallsn+1 e K\J
M (J\ Jmaxs K\ Kmax U (Kimax\ Jmax — 1)) F)Kmax fallsn+1€J

Bevor wir die Bemerkung beweisen — also die Wohldefiniertheit der m, (J, K) zeigen —
illustrieren wir noch an Beispielen, dass das Verhiltnis zwischen Jyax und Kyax kein
sehr klares ist:

Es seien J <, K und s, € N mit:

J=jr> 1 > > s> 0> o> i

=Jmax

und

K=k >k_1>...>5k>...>k >k

=Kmax
Im Allgemeinen lisst sich nicht sagen ob s < ¢ oder s > ¢ gilt.

Fir J = {7,6,4,3,2} <, {7,6,5,4,2} = K giltetwar = 5,5s =4 > 2 = tund
Jmax C Kmax, womit Jpax und Ky« beziiglich < unvergleichbar sind.

Fir J = {7,6,4,3,2} <, {8,7,5,3,2} = K gilt hingegen r = 5, s =4 =4 = t und
Jmax<Kmax-

Fir J = {7,6,4,3,2} <, {9,7,5,3,2}) = K haben wirr = 5,5 =4 <5 = tund
Jmax<Kmax-

Allgemein gilt stets Kpax % Jmax, denn andernfalls stiinde max K < max J im Wider-
spruch zu J <, K.
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Beweis: Es seien J, K und r, s, f sowie j,,..., jj und k,, ..., k; wie oben.

1.Fall: n+1¢ K Dieser Fall ist nach Definition von <,, klar.

2Fal:n+1e€K\J Dannistj<nundk, =n+ 1. Weil in einer Intervallzerlegung
einer Menge der Abstand zwischen je zwei aufeinanderfolgenden Intervallen mindestens
2 ist, gilt insbesondere k; — 1 ¢ K und k; — 1 > k;—;. Fiir H := K\ Kppax U (Kiax — 1) gilt
deshalb:

H=h=n>...>h=k—-1>h_1=k_1>...>h =k
=Kmax—1

Angenommen J £, H. Da J und H gleichmichtig sind, gibt es dann einen Index i € r|
mit j; > h;. Wegen J <41 K gilt insbesondere j, < k; = h, fiir alle x € t — 1|, womit
iin{t,t+ 1,...,r} liegen muss. Demnach ist k; > j; > h; = k; — 1, also j; = k;. Weil
{kr, ky—1, ..., kir1, k;i} ein Intervall ist, folgt der Widerspruch:

n+1:kr:k,-+,_i:ki+(r—i)=j,-+(r—i)sjrSn

3Fall:n+1¢J Dann gilt j, = n+ 1 = k,. Zuerst bemerken wir, dass in diesem Fall
stets

C) Jmax C Kmax
gilt, denn fiir alle r — i aus dem Intervall Jp,x gilt:
j"—i=jr_i:n+l_izkr_iZkr—ier—i

Damit ist Jyux eine Teilmenge von K, die zudem ein Intervall ist und n + 1 enthilt, und
deshalb schon in K,,,x enthalten ist.

Wire jetzt J= J\ Jmax = 0, so folgte aus J = Jpax € Kmax € K wegen |J| = |K| gerade
der Widerspruch J = K. Damit ist Jp,.x eine echte Teilmenge von J und die Aussage

J <y K= K\ Jiax
sinnvoll und offensichtlich wabhr.

Gilt nun Kpax = Jmax, SO 18t Kiax\ Jmax leer, also auch (Kpax\ Jmax) — 1, womit die
Behauptung der schon gezeigten Aussage J <, K entspricht.

Gilt hingegen Jpax C Kmax, SO befinden wir uns in der gleichen Situation wie im 2. Fall
mitfsks_l K und k-1 =ks—1=js—1> js_1 ander Stelle von J <,,.; Kund k, = n+1.
Demnach folgt:

J <(kyn) K\ Knax U (Kmax — 1) =L
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Dies entspricht der Behauptung, weil fiir den rechten Ausdruck L gilt:

L= (K\ Jmax)\(KmaX\ Jmax) U (Kmax\ Jimax — 1) = K\ Kinax U (Kmax\ Jmax — 1)

Die ersten m,(J, K) fiir n € {1, 2, 3} sind die folgenden Monome:

m({0},{0}) = 1
mi({1},{1}) = P

my({1},{1}) = P,
mi ({1}, {2) = m ({1}, {1D Py = P2
my({2},{2}) = P,
my({1,2},{1,2}) = Py
Der Ubersichtlichkeit wegen unterschlagen wir ab jetzt die Paare J <3 K mit J = K:
my((1),2) = ma({1),(2)) = Py
my((1),(3) = ma({1), (2D Py = Py
m3({2}, {3}) = m({2}, 2D P5 = Ps3
m3({1,2},{1,3}) = ma({1,2},{1,2}) Ps = Pyy3
m3({1,2},{2,3}) = my({1,2},{1,2}) P32 = P13
m3({1,3},{2,3}) = my({1}, {1}) P2 = P13,

3.31 Lemma. Es seien n € N, J und K nichtleere Teilmengen von n| mit J <, K. Dann
gilt:
my(J, K) = Pk

Beweis: Fiir n € 3] gilt die Gleichheit nach obigen Rechnungen.

Es seiennun n > 3und J <, K sowie s, ¢ € N mit:

J=jr>jr1>..> js>...> jo> ]y

=Jmax
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und

K=k >k_1>...>k>...>k >k

=Kmax

1.Fall: n+1¢ K In diesem Fall entspricht die Behauptung der Induktionsvorausset-
zung.

2.Fall: n+1€ K\J Esistdann Px

max

=Py .k-1....k und es gilt:

K\Kpax U Kpax — D=k, —1>...>5k=-1>k_1>...>k

Nach der Induktionsvoraussetzung und den verallgemeinerten Relationen — hier
ky > k,—1 > k.—1 — 1 usw. beachtend — ergibt sich deshalb:

M1 (J, K) = my(J, K\ Kmax U (Kinax — 1)) P
= R K\ Ko U= 1)) P
=P =1) e jy = Ck=1) e j1 =kt P shy=1) e ok
= P =) kv ot =1 =1) Koot e o = (ki=1) oKy« oot —= Kot e e j1 =K1
= Ruk)
3.Fal: n+1eJ Jetzt gilt also j, = n+ 1 = k. Gilt Jpax = Kmax, S0 folgt s = ¢ sowie

ks > ks—1 + 1 und das Wort j; — k; ist nur k; fiir alle i € {s, ..., r}, weshalb wir nach der
Induktionsvoraussetzung und den verallgemeinerten Relationen erhalten:

My+1(J, K) = mu(J\ Imaxs K\ Kmax) Pk,
= P Jinaxs K\ Konan) Pl s
=P ki =k Pl ks
=P ki kit i =k

= Rux)

Ist hingegen Jmax # Kmax. SO gilt Jmax € Kmax (vgl. (+) S.[88). AuBerdem haben wir:

K\Knax U ( Kmax\Jmax — 1) =k 1= 1>...>k—-1>k_1>... >k
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Die Behauptung folgt daraus mit der Induktionsvoraussetzung und den verallgemeiner-
ten Relationen:

Mp+1(J, K) = mp(J\ Jmax, K\ Kmax YU (Kmax\ Jmax — 1)) PKmX

= P Jmaxs K\ Kiax UK\ Jinax = 10) Pk k1

= P =1 e i == 1) it =y et = et Py ke
= Pkr-~~ks Js1 kg1 =D cksoy wees i == 1) okt e i1 = ke e 1 — K
= PRux)

Eigenschaften der m,(r)

Nun wenden wir uns denjenigen m,(J, K) zu, fiir welche die Ketten von J nach K von
maximaler Linge sind, d.h. J ist minimal und K ist maximal beziiglich <,; also J = r|

und K ={n—-r+1,...,n}fiirein r € njp (vgl. Bemerkung tiber Senken und Quellen im
Gabriel-Kocher auf S. [38).

3.32 Definition. Fiir jedes n € N und jedes r € n|o setzen wir:

Diese Monome sind die folgenden:

m,(0) = Ry =1
mn(l) = Plén
m,(2) =P, 11 =PuPs.. . B1 2Pt

m,(3) =P o0—n-t1.1=n2=PuPs32...Pruo1.n2

Eine leichte Induktion bzw. wiederholtes Anwenden der verallgemeinerten Relationen
zeigt, dass fiir jedes r € n|g gilt:

my(r) =P p it =n—re1 =P 2P 3.2 Bt e
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Damit sind die m,,(r) fiir r > n — 2:

my(n—2) =P, 2. n-1.n...234.123 = Pz 2.1Pm1....3.2Pn-1....3
mym—1)=PB_1.,...23.12=PF1...2.1P. 3.2

my(n) =B, 2.1

Wie schon gesehen liegt das Monom m,,(r) in dem Ideal 35"). Es liegt jedoch nicht in
dem kleinerem Ideal J(") was aus dem nédchsten Lemma folgt.

3.33 Lemma. Fiir alle n € N und fiir alle r € n)q gilt:

mu(r) (1 =y™) £ 0

r+1

Beweis: Wir fiihren wieder eine Induktion nach n. Fiir n = 1 ist nichts zu zeigen. Fiir
n=2(alsor=1)gilt:

ma(1) (1= y$) = ma({1}, (21 (1 = y$) = Pia(1 = Pay) = P — Py € Rad(A2)\{0)
Esseiennunn > 2und r € n+ 1)¢. Ist r = 0, so folgt
1) (1= 70) = 1=y = 200 2 0

Dabei erinnern wir daran, dass wir schon eingesehen haben, dass die zZ")

den sind (s. Bemerkung S.[71)). Ist r = n + 1, so gilt:

von 0 verschie-

et D (1= 505") = Pavtna(1-0) % 0

Ist r = 1, so gilt:

Mt (D (1= 350 ) = Py (1-58°0)

= I:)lAn+l - PlAn n+1 y2 (1 - n+1) PlAnPn+an+ly1

=0

=P (1 y(ln))

=P An+1Z( "
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Fiir 2 < r < n gilt zunéchst nach den Berechnungen von m,,(r) vor diesem Lemma:
mn+l(r) = Pr—\n+1 o-l—=n...1=n+l-r+l1 = Pr4n+lmn(r - 1)
Aus der Induktionsvoraussetzung folgt dann:

Mt ) (1=3050) =P = (1575

+1

=B~ wPorimu(r = 1) = By Bpyymy (r = 1) ygn) (1 - Pn+l)

=0

- P im,(r=1) Pn+1y£n)

=Fr—n+l1 mn(r_ 1)(1 —ygn))

=:X#0

(n)
0

Es sind nun z;,~ und X jeweils von O verschiedene Linearkombinationen von Monomen

inden P, mit i € n|. Dass dann auch Pr_\,,+1zf)") bzw. P, _ ,,+1 X von 0 verschieden ist, folgt
aus der allgemeinen Aussage, die wir in der néchsten Bemerkung formuliert haben. 0O

Bemerkung: Fiir alle Worter u, v iiber n) mit B, # P, und alle r € n gilt:
PrAn+1Pu # IDrAn+1|:)v

Beweis: Nach dem Beweis des Satzes [3.2](s. S. i8) iiber eine Normalform von A, gibt
es eine injektiv unzerlegbare Q,-Darstellung /,, mit

LP, # I,P,

fireiny € nj. Im Fall y < rist I,P. ., .41 = I, (hier als Q,-Darstellung aufgefasst)
und es folgt:
IyPrAn.n+1Pu = IyPu * Iva = IyPr—\n.n+1Pv

Ist hingegen y > r, so betrachten wir die Q,,-Darstellung /. Fiir diese gilt nimlich
L,41P-— . n41 = I, und damit:

Iy+1Pr—\n.n+1Pu = IyPu * Iva = y+lPr—\n.n+va
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3.34 Korollar. Fiir jedes 0 < r <n € Nist Byg)+ 351)1 ein von 0 verschiedenes Element
des Quotienten 3™ | 35'31

Beweis: Lige Pk = m,(r) in dem Ideal S(r’:—)l fiir ein r € njp, so folgte aus dem

Korollar (s. S. gerade my,(r) y(”) = my,(r), was ein Widerspruch zu dem

r+1
vorangegangenem Lemma wire. m|

Ein Element in f;" A,f"

Fiir den Rest dieses Unterabschnittes betrachten wir das Element

fj(n)P(J,K) ,(<n) € f,(n)ﬂn ,((n)

eingehender. Wir behaupten, dass es im Fall J <, K von O verschieden ist und somit
als Kandidat fiir das Bild von (J, K) unter einem mdglichen Isomorphismus von Inz (#,,)
nach A, in Frage kommt. Mit den bisherigen Beobachtungen und Ergebnissen konnen
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wir (hier sehr ausfiihrlich) umformen und dann reduzieren: (Es sei r:=1J|.)
f(") P f(")
J
fj(n) PiPuk) fx )
[Korollar [3.28] auf Seite [83]]
= Pi"Punf 1(<n)

[Proposition auf Seite [/9]

= P Pukgy s

[Definition von f ) auf Seite [77]]
= 7"PRukgy

[Zentralitit und Idempotenz von z ) nach Satz B.13] auf Seite [71]]
= )PJP(JK)gK - y,+1 PJP(JK)g

[Definition von 2" auf Seite

@(n)

= PRy, K)g Sl
[Eigenschaften von y(") nach Lemma und Korollar auf Seite[63]]

= Pur(l -y +3%

r+1

[Alternative Beschreibung von g(j") nach Proposition |3.20| auf Seite

Pux) — Puk y(N(n)) + ”5’31
Im nichsten Lemma zeigen wir, dass in der Linearkombination Pk, y(N;?)) kein
Summand ¢,,B, # 0 linear abhiingig von dem Monom R k) ist. Weiter ist insbesondere
dieses Monom P k) nicht in 3 “(")l enthalten. Denn lige es in 3" )1,
spruch zu dem letzten Korollar|3.34{auch m,,(r) in 3 ”(r")l, weil nach der ersten alternativen
Beschreibung der P k) (s. Lemma[3.27]S. [83):

so ldge im Wider-

my(r) = Pr,_1.Pux) Pk, ..k,

fiir eine <,-Kette J; <, ... <, J; von r| nach J und eine <,-Kette K| <, ... <, K; von K
nach {n —r +1,...,n} gilt. Somit gilt also:

fj(n)P(]K)fK = Pux) — Pux )’(N( )+ J(n) #0€A,/3"

r+1

95



Kapitel 3 Die Monoidalgebren zu linear orientierten Dynkin Kochern vom Typ A,

Insgesamt haben wir (mit dem darauffolgenden Lemma (3.36)) also bewiesen:

3.35 Satz. Fiir allen e Nund J <, K gilt:

£ A # (0}
Prdziser gilt:

fj(n)P(J,K)f 1((") #0

Wir schreiben jetzt auch dann P, € B, (vgl. Satz S. @8), wenn P, ein Monom in
Normalform ist. Es sind also zwei Monome P, und P, aus B,, verschieden, wenn v # w
gilt. Ferner fassen wir B,, als Teilmenge von B,,,; auf.

Der Beweis des Lemmas ist eine Induktion nach n, weswegen wir jetzt die induktive
Beschreibung m,,(J, K) von Py k) verwenden. (s. Def. [3.30]S.

3.36 Lemma. Fiir allen € Nund J <, K gilt:

ma(J, K) y(NY) € <Pv € Ay | P # my(J, K)>7< = Uy

Beweis: Hinweis zu den Randféllen: Im Fall N;?) = 0 gilt y(Ng’)) = 0 nach Definition
und die Behauptung deshalb trivialerweise. Es sei jetzt / = K und N%’) # (. Schreiben
wir y(N%’)) als K-Linearkombination },,cg, ¢y Py, so folgt:

ma(K, K) YNG) = Pey(NE) = D7 PPy

weB,,

Weil nun jedes P, mit ¢,, # 0 wegen Ng) C n|\ K ein Monom in n|\ K ist, welches von
1 verschieden ist, unterscheiden sich die Funktoren PxP,, und Py auf einer einfachen Q,-
Darstellung S; mit i € n)\ K. Damit liegt m,(K, K) y(N;?)) in U;;”K Es reicht demnach,
sich auf den Fall J <, K mit J # K zu beschrinken.
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Wir beginnen jetzt die Induktion nach n mit den Berechnungen fiir n € {2, 3}:

m((1).2) YNE) =0 e UD

ms((1),2) YNG) = PPy € US) )

my({1.13) YWVE) = Pis0 = 0 e U
ms((2),3) yNEh =0e U

m3({1,2},{1,3) YNy = PasP = Pus € Uy, )

m3({1,2),{2,3) YNy =0 € Uy 15,

m3({1, 3}7 {2a 3}) y(N{(;,)j,}) =0¢€ U{(i)Z},{l,:’&}
Es seien nunn > 3 und J <,+; K mit J # K Teilmengen von n + 1.

1.Fall: n4+1¢ K WegenJ <, K liegt n+ 1 auch nicht in J und es gilt insbesondere
J <, K sowie

M1 (J, K) = my(J, K)

Deswegen ist U(J"I)< ein Unterraum von U (J"; D Weiterhin ist N}?H) die Menge N;;’)U{n+ 1}
und hat das Maximum # + 1. Es folgt mit der Induktionsvoraussetzung:

s (J, K) yONUHD) = (. K) (y(Nﬁg”)(l P+ Pn+1)

= m(J, K) Y(NO) = (4, K) (1 = y(NS)Pasy

(n) (n+1) =la
€U, xSV k

Nun endet jedes in der Linearkombination von a auftretende Monom mit B, | und stimmt
deshalb nicht mit m,,,1(J, K) = m,(J, K) € A, liberein. Infolgedessen gilt:

(n+1)
ace UJ’K

2.Fall: n+ 1€ K Wie im Hinweis zu den Randfillen bemerkt, konnen wir 0.B.d.A.

Ng”) # () annehmen, woraus
K ;t Kmax

folgt. Es seien J und K die nach der Definition von my+1(J, K) — abhdngigvonn + 1 € J
oder n + 1 # J — gegebenen Teilmengen von n| mit

mu1(J,K) = mn(z g) PKmax
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Kapitel 3 Die Monoidalgebren zu linear orientierten Dynkin Kochern vom Typ A,

s : D) _ asn)
Ferner haben wir in diesem Fall N :=N x = N K\ 0t 1)

und wegen N # () zudem:
m:=maxN =minK,x — 1 #0

Wir setzen noch:
N := N\{max N}

Insbesondere liegt y(]p\7 ) in Amin(k,,,,)—2 und vertauscht deshalb mit Py,
wir soweit vereinfachen:

. Bis jetzt kénnen

max

M1 (LK) YN D) = my (T, K) Py (YON)(1 = Priaxv) + Prax )

..I_(,)
= mn(ﬂt E) y(ﬁ)PKmax +mn(‘7: E) (1 _y(ﬁ)) PKmX Prax ¥

‘a =:b
Die Behauptung ergibt sich also aus:
(n+1)
(A) aelU ;K
(n+1)
(B) beU JflK

(n+1)

Es ist schnell einzusehen, dass b in U 1K

dungen notwendig sind:

liegt, wihrend fiir (A) einige Fallunterschei-

Zu (B):  Es sei ¢,,P,Px,, Pnaxy # 0 ein Summand von b. Nun unterscheiden sich

Py Px,.. Pmax v und m,,, 1 (J, K) auf der injektiv unzerlegbaren Q,.-Darstellung /,,,1:

L1 I:)w F)Kmax Pmax N = L1 PKmax Pmax N

= Imin Kypax—1 Pmax N
= Imin Kpax—2

* Imin Kinax—1

= Ip+1 PKmax

= n+1mn(~7: g) F)K,mlx

= Liyimp1(J, K)

Zu (A): IstN leer, so liegta = 0 in U;";l). Es gelte jetzt N #0.

1.Fall: n+1¢J Nach Definition von m,,,1(J, K) gelten dann:

7: J und E = K\ Kmax U (Kmax - 1)
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3.5 Die zu den ,,Wegen* der Inzidenzalgebra korrespondierenden Elemente

AulBlerdem haben wir

N = N\{min Kpax — 1)
= {xem\K|x> min K, x # min(Kpax) — 1}
={xen\K|x>mink]|

— N(")
K
Infolgedessen gilt nach Induktionsvoraussetzung:

a= mn ('7: E) y(ﬁ)PKmax = mn(‘]’ E) y(NE]?)) PKmaX = CPKmax
N—— —
=c eU(jf’_)IE

# 0 ein Summand von a = ¢cPx

Es sei ¢,P, = ¢,P.Px,,. .- Nach der Induktionsvor-

aussetzung ist P, von m,,(J, E) verschieden, weswegen eine injektiv unzerlegbare Q,-
Darstellung /; fiir ein j € n| und ein Index x € j|o existieren mit:

Lo=1; R, # I my(J.K)
Ferner liefert die Definition von mn(J, K ) die Existenz eines Monoms P, in A,_; mit:

Es sei weiter y € j| mit:

Iy = Iqu

Damit konnen wir nun die Wirkung der Funktoren P,, und m,,,1(J, K) auf /; berechnen:

I falls x ¢ K,
iRy = 1P Py = LePrp =1 max
Inmin k-1 falls x € Kipax
Es gilt: min Kmax = min Kpax — 1, also Lisst Pk die Qy-Darstellung 1. %1 OX.

Ferner fixiert Py, auch /,, wenn y nicht in fmax D Kmax\{n + 1} liegt. Damit erhalten

max
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Wir:
Ijmn+1 (J’ K) = I]PM Pl?max PKmax

= Iy Pl?max PKmax

_ IyPKmax falls y ¢ fmax
Imin Kmax—1 PKmax falls y € Kinax

_ b falls y ¢ Kmax
min Kpax—1 falls Y€ Kinax

= 1; my(J. K)
Im Fall x ¢ Kpnax gilt:

IR, = Iy = ;R # Iimy(J.K) = Limy1(J, K)

Ist nun x € Kiypx und y ¢ Emax, so gilt I, # Inink, weil min(Ky.x) — 1 in fmax liegt.

max_l’

Falls x € K2 abery € Kmax gelten, so vergewissere man sich nur, dass I in(x,,,.)-1 Dicht
die Darstellung 0 ist. Die Verschiedenheit von / ; = _, gilt dann nach der Wahl von K.
In jedem Fall gilt: I;m,,41(J,K) # I;P,.

2.Fall:n+ 1€ J Wirerinnern daran, dass in diesem Fall stets

Jmax g Kmax

gilt (vgl. (+) S.[88). Wie im vorherigen Fall sei Kz := K\ Knax und zusitzlich bezeichnen
K1 <Ky <...<K; 1 <K; = Knax die Intervalle der Intervallzerlegung von K. Dann gilt:

-7: J\ Jmax und f = Kg U (Kmax\ Jmax — 1)

Fiir fmax gibt es in Abhingigkeit von Jp.x und den Intervallgrenzen k; < [; von K;
folgende Moglichkeiten:

K1 falls Jmax = Kmax
Kmax = 4 (Kmax\ Jmax = 1) U K51 falls Jimax # Jmax und ks — ;1 = 2
Kinax\ Jmax — 1 falls Jax # Jmax und kg — [;_1 > 2

2.1 Fall: Jjax = Kmax ~ Es ist weiterhin K« # K, also K = Kg # 0 und es gilt:

N = N\{m} = N&D
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3.5 Die zu den ,,Wegen* der Inzidenzalgebra korrespondierenden Elemente

Ferner liegt m,,(f, f) natiirlich in A__ =. Wegen

max K*
m—1=min(Kpax) — 2 >max K;_ | = max K

gilt also:
mn(z g) € Am1

Damit haben wir fiir @ und nach der Induktionsvoraussetzung:

a = my(1,K) y(N)Pgy = m-1(4,K) yNED) P,

= dPy

max

= d ey™?
' 7K

# 0 ein Summand von a = dPx

Es sei nun ¢,B, = ¢,PPx,,. .- Nach der Indukti-
onsvoraussetzung ist P, (aus A,_1) von mn(J, K) verschieden, weswegen eine injektiv
unzerlegbare Q,,_i-Darstellung I; fiir ein j € m — 1| und Indizes x # y € j|o existieren
mit:

L= 1P, # Limp1(J.K) = I,
Weil nun weder x noch y in Ky« liegen, folgt zum einen:

= IxPK

I;R, = I;RPx P

und zum anderen:
Iimy1(J,K) = Ijmm—l(f, E) Pk = 1yPx,

max max

:]y

Damit haben wir auch in diesem Fall gezeigt, dass a in U D)

sk liegt.

2.2 Fall: Jypax # Kmax  Dann ist also Kpax\ J/max nichtleer und es gilt:

pi= max K = max(Kmnax \ Jmax) — 1 = min Jyax — 2
Ferner brauchen wir noch:

min K,_; fallsky — [,_1 =2

min Emax = ]
min Kpax — 1 fallsky — L1 > 2

IA

min Kpyax — 1

m

Dies zeigt, dass min Emax = min Ky,px — 1 — i fiir ein geeignetes i € Ny ist. Weiter gilt in
diesem Fall:
N =N?
K
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Nach der Induktionsvoraussetzung gilt somit fiir a:

a = my(T, K) YN)Pi, = my(7, K) yNL) P, = ePy

max
—_——
= ecU?
TK

max

Es sei nun ¢, P, = ¢,RPx,, # 0 ein Summand von a = ePg, . Nach der Induk-
tionsvoraussetzung ist P, (aus A,) von mn(J, K) verschieden, weswegen eine injektiv
unzerlegbare Q,-Darstellung /; fiir ein j € p| und ein Index x € jjo existieren mit:

I = IR # Imy(7. K)
Weiter seien mp(f, f) = P,Pg__fiir ein Wort u iiber p — 1 und y € j| mit
IiP, =1,

Nun ldsst sich zeigen, dass sich B, und m,,;1(J, K) auf I; unterscheiden:

I]PW = IjPVPKmax = IXPKmax
L falls x ¢ Kmax
IminKmax—l falls x € Kmax

Wie im ersten Fall ldsst Py auch hier /

max min Kpax—1

= I, wenn y nicht in I?max liegt. Es folgt:

= Imink,,,—2-i fix. Auerdem gilt wie

im ersten Fall 7,P,

max

Iimy (. K) = Iim,, (7. K) Py

max

= I] Pu PEmax PKmax

= 1}7 P]"(imax PKmaX

- IyPKmax falls y e ﬁmax
Imin Emax—l PKmax falls yE€ Kmax

_n falls y ¢ Kmax
Imin Kmax_z_i fallS y € Kmax

= Ij mp(j: E)

Im Fall x ¢ Kpax gilt:

Py = I = I;P, # Limy(7, K) = Imy,1 (J, K)
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3.6 Beweis des Hauptsatzes

Ist nun x € Kjpax und y ¢ Kmax, so gilt I}, # Iin Kypp—1, WeIl min(Kyyax) — 1 in Emax liegt.

Falls x € Kpox und y € Emax gelten, so vergewissere man sich nur, dass Iy(k,,,.)-1 nicht
die Darstellung 0 ist. Die Verschiedenheit zu 1 1 gilt offensichtlich. In jedem Fall

min Ky,

gilt: Iimys1(J, K) # LR, o

3.6 Beweis des Hauptsatzes

Nun konnen wir das Hauptresultat beweisen, genauer zeigen wir:

Hauptsatz. Es sei K ein Korper und n € N. Dann ist die K-lineare Abbildung

O Inz (Py) — A, mit

J <0 K= (LK) — fPPufd =tak

ein K-Algebrenisomorphismus mit lyy,p,)® = 14,.

Beweis: Zur Bijektivitit:  Es ist { fj(”) JC m} ein vollstindiges System paarweise
orthogonaler Idempotenter von A,, wie wir im Satz [3.22] (s. S. gesehen haben.

Deswegen gilt:
A= D £
J<K

Ferner liegt a;k in fl(")ﬂn 12") und ist nach Satz von 0 verschieden fiir jedes J <, K
(s. S. . Somit ist {a;g | J <, K} linear unabhingig. Nach dem Satz iiber eine
Normalform von A, (s. S. ist diese Menge aus Dimensionsgriinden eine K-Basis

von A,.

Zur Multiplikativitit: Esseien J <, Kund L <, M.

1.Fall: K # L  Dann folgt aus der Orthogonalitét der J("):

(LKL, M)D =0
_ ) pn)

K JL
= SR 1 m L) £

= (J, K)O(L, M)D
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2.Fall: K = L Dann gilt:
(J, KYO(K, M)D
= 1) "Pux i 1 Py

= fj(n) F’(J,K)g(I?P(K,M)f Ifz)

[Definition von £

, Zentralitit und Idempotenz von Zl(lnf)l (S.[MNu. S.[71) 1

= £1"Puo( = YN DP&an )
[alternative Beschreibung von gz’) (S.[76)]
= 11"PusPrm fyy =2 1 PPy PPk £y
[ alternative Beschreibung von P 47, Korollar (S.[B3)1

= fJ(n) PuxPxm f, ;;l) -0
[Lemma [3.24] auf Seite

= f/(n) PunfL)
[Lemma auf Seite [83] ]

= (L, M)D

= ((J. K)(K, M))D

3.7 Ein weiterer Funktor

Es seien K ein Korper, A = K Q die Wegealgebra eines endlichen, zykellosen Kochers
Qund S = S, die einfache Q-Darstellung zum Punkt d € Qy. Weiterhin verstehen wir
unter einer Q-Darstellung iiber K stets eine endlichdimensionale.

Definition von Og

Im Folgenden skizzieren wir, wie wir einer Q-Darstellung M eine bis auf Isomorphie
eindeutig bestimmte Q-Darstellung M =: MHg mit Ext}lq(S ,MHg) = 0 zuordnen. Es
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3.7 Ein weiterer Funktor

seien n:=dimg Ext}\(S,M) und b:=(by,...,b,) eine K-Basis von Extj‘(S,M). Ferner
betrachten wir die folgenden Isomorphismen:

n
Fy - Extl‘(S,M) Rk Ext}\(S,M) - Ext}\(S,M)”,x = Zaj@)bj — (ai,...,a,)
=1
und den kanonischen Isomorphismus
F : Ext} (S, M)" — Ext}(S", M)

sowie

S ®KExtj‘(S,M) - S"mits®b, — (0,...,0, s ,0,...,0)
k-te Stelle

Es sei nun H), die folgende Hintereinanderausfiihrung:

Hy,:= Fy FExt}(tp, M) : Exty(S, M) @y Ext} (S, M) —> Ext}(S ®x Ext} (S, M), M)

Unter diesem Isomorphismus entspricht dem Element }. | b; ® b; eine eindeutig be-
stimmte Aquivalenzklasse einer kurzen exakten Sequenz:

m:0— M- M— S @ Ext,(S,M) — 0
in Ext} (S @ Ext} (S, M), M).

Der Mittelterm M ist dann (bis auf Isomorphie) unabhingig von der Wahl ei-
ner Basis von ExtA(S M). Es liegt nun M in KernExtA(S _) und MPS in
KernExtA(S ,-) N Kern Homy(S, ) :

Bemerkung 1:

(a) Es gilt: Ext}(S, M) = 0.

(b) Gilt fiir M zusitzlich Homy (S, M) = 0, so folgt: Homy (S, M) = 0.
Beweis: Wir wenden auf 17, den Funktor Homx (S, _) an und erhalten wegen

Ext}(S, S ®x Ext}(S, M)) = Ext(S.S) ®x Ext}(S. M) =
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die (lange) exakte Sequenz:

0 — Homy(S, M) — Homy (S, M) — Homy(S, S ®x Exty(S, M))

2 Exty (S, M) — Exty (5, M) — 0
Wir betrachten noch den Isomorphismus:
x  Enda(S) ®« Exti‘(S, M) — HomA(S, S ®x Exti\(S, M)) mit s((@ ®n)y) = sa®n

Nun ist ¢ ein Epimorphismus, weil fiir jedes n € Ext}‘(S , M) nach Definition der obigen
langen Sequenz gilt:

(ids @y =1
Weiter folgt aus Enda(S) ®« EXti(S M) = Ext[ll(S , M), dass ¥ ein Isomorphismus

ist. Aus der Exaktheit der langen Sequenz folgt daraus dann (a). Gilt nun zusitzlich
Homyu (S, M) = 0, so folgt HomA(S ,M) = 0 ebenfalls aus der Exaktheit der langen
Sequenz. O

Es sei jetzt ¢: M — N ein Homomorphismus. AuBlerdem gelte zusétzlich:
Homuy(S,M)=0 und Homu(S,N)=0

Wenden wir den Funktor HomA(,, IV) auf die kurze exakte Sequenz 1, an, so erhalten
wir:

0— HomA(S ¢ Exti‘(S,M) ,ﬁ) — HomA(M, ]V) i> HomA(M, N)

— Ext} (S @x Ext)(S, M), N) — ...

Ext)(S.N)@xExt}(S.M)=0

Der Epimorphismus ¢ = Homyg (a/, N ) ist ein Isomorphismus, weil nach der Bemerkung
gilt:
Homa(S ®x Ext)(S, M), N) = Homy(S, N) & Ext} (S, M) = 0

Ist nun ferner
,u:O—>N£>]A\7—>S®(KEth‘(N,M)—>O
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3.7 Ein weiterer Funktor

eine N definierende kurze exakte Sequenz, so sei ¢ der bis auf Isomorphismen eindeutig
bestimmte Homomorphismus M — N mit:

B = ¢t =ap

Mit der Bemerkung erhalten wir somit den folgenden (K-linearen) Orthogona-
litdtsfunktor (vgl. [GLI1I):

Os : Q-g4dar — Q- dar
Mi—>//V[\P; =MP3HS
o — oP

Anwendung auf Q,-,dar

Es sei jetzt Q = Q, fiireinn € N.

Fiir d € n) setzen wir H;:=Hg, und O, :=0Og,. Die Unzerlegbaren bezeichnen wir
weiterhin mit U, ; fiir 1 < i < j < n und fiir alle i > j setzen wir noch U;; = 0.
Der Vorteil in Qp-gdar ist, dass Extlx(S d> Ui, j) hochstens eindimensional ist, priziser
gilt:
. 1 1 fallsi=d+1
dim ExtA(Sd, Ui,j) =
0 fallsi#d+1

Insbesondere ist damit auch
EXtA(Sd, Ud_,.]’j) ¢ Ethlx(Sd, Ud+1’j) = EXt};(Sd (2078 EXti‘(Sd, Ud+1,j) R Ud+]’j)
=] EXtA(Sd, Ud+1’j)

eindimensional. Da weiter die Mittelterme von kurzen exakten Sequenzen 7 und 7" mit
[7] = c[n’] fiir ein 0 # ¢ € K isomorph zu einander sind, reicht es fiir die Berechnung
von Uyy1,jHy eine kurze exakte Sequenz

0—>Us,j—Y —>Usy—0

zu finden, die nicht trivial ist. Fiir ¥ = Uy ; gibt es eine solche Sequenz, weswegen
Ugs1,jHa = Uy gilt.

Fiir jedes i # d + 1 ist Ext}(Sq,U;;) = 0 und folglich gilt UjjHy = U;; wegen
EXt}‘(Sd ¢ Eth‘(Sd, Ud+1,j) , Ud+1’j) = EXt}‘(O, Ud+1,j).

Wir haben somit gezeigt:
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Bemerkung 2: Fiir jede unzerlegbaren Q,-Darstellung U; ; und jedes d € n gilt:

Ui_1;,=U,;; fallsi=d+1
Ui,de={ R l

Ui,j fallsi #d + 1

Insbesondere gilt: U; jH, = U; ;. O

Damit konnen wir den Funktor Oy mit d € n| auf den Unzerlegbaren U, ; berechnen,
wobei zu beriicksichtigen ist, dass der Fall j = d und i = d + 1 nicht auftritt:

U;i-1Hg = U;q-1H falls j=d
Ui jOq = U; jPsHqa { S A1 R

U,"de falls j # d
Uij-1 = Uia-1 falls j=dundi#d+1
=\Ui-1,j=Uqg falls j£dundi=d + 1
Uij falls j#dundi #d+ 1
U,‘,de falls J =d
=4Ui jHq fallsi=d + 1
Uij=U;;jP; = U jHq falls j#dundi#d+1

Insbesondere gilt fiir die injektiv unzerlegbaren Q,-Darstellungen U ;:
*) U1,jOq = Uy ;P

Bemerkenswerterweise gelten nun zwischen den O, auf den Unzerlegbaren die gleichen
Relationen wie fiir die Projektionsfunktoren:

3.37 Proposition. Fiir jede unzerlegbaren Q,-Darstellung U, ; und alle d,d’ € n) mit
|d—d'| >2undd > 1 gilt:

U;jOsOu = U; jOg
U;,j040,4-1 = U; j040,-104
= U, j04-10404-1
Ui j0404 = U; jOrOy4

Die Frage ist nun, ob dies natiirliche Aquivalenzen sind. Dann kénnten wir das Monoid,
das von den Oy mit d € nj bis auf natiirliche Aquivalenz erzeugt wird, bilden. Die
zugehorige Monoidalgebra wire dann wegen () isomorph zu 8,, = A, = Inz (P,).
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Kapitel 4
Verallgemeinerungen

Wir haben bisher gesehen, dass die Monoidalgebren 8¢ und K7ty iiber einem Korper K
isomorph sind, wenn Q der linear orientierte Dynkin-K&cher vom Typ A, ist. In die-
sem Kapitel werden wir die Isomorphie auch noch fiir eine Reihe anderer endlicher,
zykelloser Kocher Q einsehen, indem wir zeigen, dass eine Menge B € K7y von
paarweise verschiedenen Monomen in den P, multiplikativ abgeschlossen ist. Dann
ist B eine K-Basis von Kmp. AuBlerdem stellt sich heraus, dass die Existenz einer
solchen Normalform ausreicht, um K7t in die Monoidalgebra K'7tx zu einem endlichen,
zykellosen Kocher K mit Q € K einzubetten. Ferner werden wir fiir einige Kocher einer
einfachen Gestalt {iber einen Dimensionsvergleich zeigen, dass die Monoidalgebra zu
der Wegealgebra ihres Gabriel-Kochers isomorph ist.

In diesem Kapitel sei K stets ein Korper.

Vorbemerkungen

Eine Normalform der K-Algebra B fiir einen endlichen, zykellosen Kocher Q ist eine
K -Basis aus Monomen. Um zu zeigen, dass ein Tupel B = (X,),ew mit W C QS von
Monomen eine Normalform ist, bleibt einem nichts anderes iibrig, als die Charakteri-
sierung einer K-Basis zu tiberpriifen. Hierbei entspricht der Eigenschaft, ein % -lineares
Erzeugendensystem zu sein, die multiplikative Abgeschlossenheit von B, wenn 1 = Xj
und alle X, mit ¢ € @ in B liegen. Denn dann ist das K-lineare Erzeugnis von B
eine Unteralgebra, die die Algebrenerzeuger von By, und damit schon die Algebra By
selbst enthilt. Weiter ist B genau dann ein minimales Erzeugendensystem, wenn B exakt
| W| Elemente hat. Dabei sind zwei Monome X,, und X, selbstverstiandlich verschieden,
wenn ihre Bilder P, und P, unter dem kanonischen Epimorphismus 8y — Ko mit
X, — P, fiir alle g € Q verschieden sind. In der Monoidalgebra K7ty ist es leichter, zwei
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Monome zu unterscheiden, weil wir die Wirkung der Monome auf den Q-Darstellungen
betrachten konnen. Diese Methode zeigt dann insbesondere, dass B¢ und Ky vermoge
des kanonischen Epimorphismus zueinander isomorph sind.

In den von uns behandelten Spezialfillen stellt sich iibrigens heraus, dass zwei verschie-
dene Endofunktoren P, und P, mit v,w € @ sich schon auf den injektiv unzerlegbaren
Q-Darstellungen unterscheiden. Die Vermutung liegt nahe, dass dies fiir jeden endlichen,
zykellosen Kdocher gilt.

Im Folgenden haben wir einige Beobachtungen zusammengestellt, die wir ohne geson-
derte Erwidhnung verwenden werden.

Die injektiv Unzerlegbaren bieten sich fiir die Berechnung von P, an, weil sie einen
einfachen Sockel besitzen:

Bemerkung 1: Es sei y € Qp. Da der Sockel der injektiv unzerlegbaren Q-Darstellung
I, zum Punkt y gerade der Einfache S, ist, bleibt /; fix unter allen P, mit x # y und
folglich gilt fiir alle Worter v tiber Qp\{y}:

LP, =1,

LB =1/Sy = @Ix

X—)y

Wihrenddessen ist

wieder injektiv oder 0. O

Um (induktiv) aus Normalformen zu Unterkdchern von Q eine Normalform von 8y zu
konstruieren, sind die nichsten Bemerkungen hilfreich:

Bemerkung 2: Es seien U eine Q-Darstellung und M = {xe Qo | U(x) = 0} das
Komplement der Trigermenge von U. Dann bleibt U fix unter allen P, mit x € M und es
folgt fiir alle Worter v iiber M:

UP,=U

Insbesondere gilt fiir jede einfache Q-Darstellung S, und jedes Wort v liber Qp:

0 fallsye
SR, = y € {v}
Sy sonst

110



Im Folgenden beleuchten wir unter welchen Umstédnden sich die Monoidalgebra Kk
in Ko einbetten ldsst, wenn K ein (nicht notwendig voller) Unterkocher von Q ist.
Bekanntlich ldsst sich K-,.dar als volle Unterkategorie von Q- dar auffassen, und zwar
vermoge der kanonischen Einbettung

F: K-gdar — Q-gdar mit U = (U(K)keky: (U(@)aek,) > UF =T,

wobei die Q-Darstellung U gegeben sei durch:

o - {U(k) falls k € Ko Ue) fallsac K,

d U=
un (@) {0

0 sonst sonst

Ein Morphismus ¢ = (¢(k))kek,: U — V wird unter F auf @ mit

- p(k) falls k € Ky
w(k) = {
0 sonst

abgebildet. Dieser Funktor ist exakt.

Weiter sei FfCK) : K-gdar — K-, dar mit x € Ko der Projektionsfunktor zu der einfachen
K-Darstellung Sy und dementsprechend sei FfCQ) der Projektionsfunktor auf Q- dar zu
der einfachen Q-Darstellung S,. Ebenso seien tch) :=t§1§) bzw. thQ) ::t(sg) als die im
ersten Kapitel definierten Teilfunktoren der Identitétsfunktoren auf K-, .dar resp. Q- dar

aufzufassen.

Wenden wir F auf die von IixK) induzierte kanonische Sequenz einer K-Darstellung U
an, so erhalten wir in Q-4 dar die kurze exakte Sequenz:

0— UAYF — UF — UPPF—o0

Diese ist schon die von chQ) induzierte kanonische Sequenz zu UF, was aus
U ter)F =UF tSCQ) und der Eindeutigkeit des Kokerns folgt. Dabei ergibt sich die Gleich-
heit aus:

WEOF)x) = U@ = () Kem(U(e)

a: x—y ek

= ﬂ Kern (UF)(@)) N (UF)(x)
a: x—y ek

= () Kem(UF)@)n () Kem(UF)®)
a: x—y ek B:x—yeQ\K

= (UF£?)(x)

SchlieBlich gilt deshalb:
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Kapitel 4 Verallgemeinerungen

Bemerkung 3: Es sind PECK)F und F FfCQ) natiirlich &quivalente Funktoren von K-,.dar
nach Q- dar fiir jedes x € Ko.

Damit haben wir nun ein Kriterium fiir die Verschiedenheit zweier Monome in den FfQ)
mit i € K.

Folgerung: Es seien v und w Worter tiber K.

Gibt es eine K-Darstellung U mit U Ff,K) #U P(w’.(), so folgt: FIVQ) # P(WQ).

Beweis: Solch eine K-Darstellung U liefert eine Q-Darstellung, auf der sich P, und P,
unterscheiden:
(UF)B? = uPPYF 2 UBYF = (UF)P?

4.1 Korollar. Es seien K und Q endliche, zykellose Kocher.

(a) Es sei K ein voller Unterkocher von Q. Es ist Kt eine Unteralgebra von Kp,
wenn By eine Normalform (X,)yew mit W C K besitzt, so dass fiir alle Worter

v # win W eine K-Darstellung U existiert mit U F‘VK) U F{WK).

(b) Es seien K und Q isomorph oder K der um Mehrfachpfeile reduzierte Kocher
von Q. Besitzt Bg solch eine Normalform wie in (1), so sind die zugehdrigen
Monoidalgebren isomorph.

Beweis: Aus der Voraussetzung iiber W folgt nach den Uberlegungen in den Vorbemer-
kungen, dass B und K7tg isomorph sind.

Zu (a): Es gibt einen Homomorphismus von B nach K7 mit X, Pf]Q) fiir alle
q € Kop. Dessen Bild ist die von P(VQ) mit v € W erzeugte Unteralgebra von K7tp. Diese
hat nach Voraussetzung und der vorherigen Folgerung die Dimension | W |, ist also zu
Bk isomorph.

Zu (b):  Dieselbe Argumentation wie in (1) zeigt, dass Bk eine Unteralgebra von K7tp
ist. Weil dimg K7tp < dimg By = dimgc B gilt, sind K7tg und K7t isomorph. O

Damit konnen wir uns auf Kocher ohne Mehrfachpfeile beschrinken. Des Weiteren
verzichten wir in diesem Kapitel auf die Nennung einer Normalform von Bgo», wenn
wir eine von By angegeben haben, da diese sich dual aus Bg = Boop ergibt. Lisst
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4.1 Verkleben an einer Senke

sich ferner der Beweis dual fiihren, um auch Bgo» = K7ger zu erhalten, so verweisen

wir nur darauf, dass die duale Aussage gilt. AuBerdem werden wir die im Lemma
aufgefiihrten verallgemeinerten Relationen stillschweigend benutzen oder als ,,verallge-
meinerte Relationen zitieren.

4.1 Verkleben an einer Senke

Es seien Q(1),...,Q(n) endliche, zykellose, paarweise disjunkte Kocher mit ausge-
zeichneten Punkten p(ll) ey pg) e Q(),..., p(ln), - pgf) € Q(n). Wir betrachten den
Ko6cher Q, der durch ,,Verkleben dieser Kocher an einem neuen Punkt s tiber neue Pfeile

a/l(.j) : pgj) — s entsteht. Es sei also Q der Kécher mit den Punkten und Pfeilen:

Q=(stul Jowy und Qi ={aP: p > s|keniengul ] ok
ien| ken|

Demnach hat Q die Gestalt:

e / \ i

n p ) ':
o . o)

o

Des Weiteren sei a(k) fiir jedes k € n| der um s und die ag.k) erweiterten Kdcher von
Q(k), es gilt also:

Q(k) = (k) U {5}, 0(K)1 U fa®, ..., o}

4.2 Lemma. Fiir jedes k € nj seien W(k) C Q(k),, und \TV(K) c a(k)(*) die Normalformen
von Bo) resp. Bﬁ(k) indizierenden Mengen von Wértern, so dass gelten:

(i) {0} U {q|q € Q(k)} S W(k)
(ii) {s} UW(k) € W(k)
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(iii) In jedem Wort aus \TV(k) kommt s hochstens einmal vor.
(iv) Fiir alle v,w € W(K) mit v # w existiert eine 6(k)-Darstellung U mit UP, ¢ UB,,.
Es sei dann W := W’ U W mit
W :=W(1) xW(2) X... XW(n)
W, i=WIO\W() xWR\WER) x... xW(m)\ W(n)

Eine Normalform von By wird durch W gezdhlt und indiziert iiber die Abbildung:

f:W— By
W,3X=(X1,X2,...,Xn)l—>Xxl_xZ ..... xXp =+ Ax
Wi z2=018521, Y2522, 598 Z0) P Xy s ynesztezaonzn = Xz

Auflerdem sind B und K isomorphe K-Algebren. Ferner gilt die duale Aussage des
Lemmas.

Ubrigens besagt die vierte Voraussetzung an W(k) schon, dass Bé(k) und die Monoidal-

gebra Kz

ow) isomorph sind.

Beweis: Fiir x = (x1, x2,...,x,) € W notieren wir mit {x} :={x;.x2..... X} die Menge
der in x auftretenden Buchstaben. Fiir z € Wj sei {z} analog definiert; selbstverstiandlich
gehort s stets zu {z}. Fiir ein w € W bezeichne P,, das Bild von X,, unter dem kanonischen
Epimorphismus 8y — Kmp mit X, — P,. Weiter sei fiir einen Unterkdcher K von
0O mit U stets das Bild von einer K-Darstellung U unter der kanonischen Einbettung
K-g4dar — Q-,dar gemeint.

Die Menge {X,, | w € W} enthilt offensichtlich die Erzeuger von 8.

Zur multiplikativen Abgeschlossenheit: Es seien w € Wund x € Qy. Es gelte zunéchst
s ¢ {w},alsow = (wy,...,w,) € W. Falls s # x gilt, so ist x ein Punkt von Q(k) fiir ein
k € n| und die Kommutativitit fiihrt zu der Normalform

XXy = le...wk_lka.wakH...wn = le...wk_] U Wi Wp o

wobei u; das nach Voraussetzung existierende Wort in W(k) sei mit X,, X, = X,,. Ist
x = s, so sei fiir jedes k € n| die nach Voraussetzung existierende Normalform zu X, X,
gegeben durch X, ., . Das Produkt X,, X gehort dann zu der Normalform:

X X5 = le .. -Xwn,Ith.s.un = thle cee Xw,l,lxqu,L =...= th...t,l.s.ul...u,l
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4.1 Verkleben an einer Senke

Nun sei s € {w}, womit w = (v1.5.Wi,...,Vp.8.w,) und X, = X, s.w..w, gt
Nach den verallgemeinerten Relationen ist X,, dann invariant unter der Rechtsmultipli-
kation mit X;. Fiir x € Q(k)o gilt mit der Normalform X;, . 5., zu Xy, . 5. Xx:

XWX)C = XVl...l’k7]Vk+1..‘Vn Xvkskax XW[..‘Wk71Wk+1...Wn
= le...vk_l lk Vil oo Vi o Se WL Wh—] « U « W] ... Wy

Zur Verschiedenheit der Monome: Esseienv = (vi,...,vy) #w = (w;...,w,) € W.
Gilt {v} # {w}, so unterscheiden sich P, und P,, auf jedem Einfachen S, mity € {v}\{w} U
{wh\{v}. Andernfalls gibt es ein k € n| mit vy # wy. Nach Voraussetzung iiber W(k) gibt
es dann eine é(k)—Darstellung U, so dass UR, =: Uy und UPR,, =: U, nichtisomorphe
a(k)—Darstellungen sind. Im Fall s ¢ {v}, also auch s ¢ v;, gilt dann:

UP,=UP, ...P, PP, ...P,
=UP,P,, ...P,
=UP,,...R,
=0,
#U,=...= UP,

n

Ist s € {v}, soistv = (¢j.5.u;)) jen| und die Ungleichheit ergibt sich wie folgt:

U\Pv = f]\Ptl...tk,ltkH...tn Ptk PsPukPul.‘.uk,lukH...un
= i]\PtszPukPul...uk,lukH...un
= D\lpul...uk,lukﬂ...un
=0
#U,=...= UP,

In jedem Fall gilt P, # P,, woraus X, # X,, folgt. Damit sind (X,)yew und (P,)yew
Basen von B resp. Kmp. ]

In den restlichen Unterabschnitten behandeln wir Spezialfille, fiir die das Lemma
anwendbar ist. Wir beginnen mit Unterraumkdchern, fahren mit Sternkdchern fort (hier
erinnern wir an die Normalform fiir linear orientierte Dynkin-K&cher vom Typ A,), um
schlieBlich fiir jeden Baumkdcher By eine (dem Lemma entsprechende) Orientierung
anzugeben, fiir die wir induktiv eine Normalform von 8 (und damit von K7tp) finden.
Dies werden wir anhand von speziellen Dynkin-K6chern veranschaulichen.
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Unterraumkocher

Es sei Q = Q(n) der Unterraumkocher mit n + 1 > 2 Punkten. Die einzige Senke

bezeichnen wir mit s und die n Quellen mit py,... p,.
s \
P1 P2 cee Pn

Wir haben schon gesehen (vgl. S. [35] ff), dass By zu der Wegealgebra seines Gabriel-
Kochers isomorph ist. Nun werden wir zeigen, dass die Monoidalgebra K7ty isomorph
zu By ist. Fiir jede Teilmenge J = j; < jo» < ... < j, von n| bezeichnen wir mit w(J)
das Wort pj, . pj, «.... pj, in Q.

4.3 Proposition. Eine Normalform von B¢ wird indiziert durch die Menge

W .= {w(]) € 0,

7€ Qo\sH U{w().s.w(K) € Q)| K € Qo\(sh.J N K =0}

AufSerdem sind die Algebren Bg und Krg isomorph. Ferner gilt die duale Aussage.

Infolge der Kenntnis dieser Normalform lésst sich die Dimension von K7y wie folgt
berechnen:

n

PRSI EF Y il =2"+Z(’;)2"—J'1f =43

Jcn|  Jcn| K<n|\J Jcn| j=0

Dies stimmt wie erwartet mit der Dimension der Wegealgebra KT'(8p) = B iiberein.

Beweis: Da der Unterraumkocher eine Senke mit einem Eingangsgrad von mindestens
2 ist, folgt die Proposition aus dem vorherigen Lemma, wobei Q(k) = o, und W(k) =
{0, pi} sowie Q(k) = o, — e und W(k) = {0, px, s, spk, pxs}) sind. Die Mengen W(k)

und W(k) erfiillen also die notigen Voraussetzungen und es gilt:

W’ :=(0, p1} x{0, p2} X... x{0, p,}
W, :=(s, sp1, pis} X{s,sp2, past X... X{s,Spn, pus}
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4.1 Verkleben an einer Senke

(Daran ist die Dimension von B iibrigens am schnellsten abzulesen.) Weiter gilt fiir
jedes x = (x1,x2,...,x,) € W

X, = Xx1 XD e Xy — Aw(]) mit J = {x; | x; # 0} € Qo\{s}
und fiir jedes z = (15 21, Y25 22, « -, YnS Zn) € Wy
X, = Xyl VD eV a 821 22 eenZn — AW . s w(K) mit J = ily # 0} und K = {z; | z; # 0}

Weil aus y; # 0 stets y; . s.2; = p;s, also z; = 0 folgt, und auch umgekehrt mit z; # 0 stets
y; = 0 gilt, sind J und K disjunkt. Ebenso leicht ist einzusehen, dass jedes w € W® zu

einem eindeutig bestimmten Element aus W’ U W gehort. |
Sternkocher
Es seien Q(1), ..., Q(n) linear orientierte Dynkin-Ko6cher vom Typ A,,, ..., A,, resp. mit

den Senken pﬁ}), cees pg) resp. Wir betrachten den Kécher Q, der durch Verkleben der
Q(i) an einem Punkt s liber die Pfeile p(,f.) — s entsteht:

(1) o
Dr-1 %)

n
Py’ P

1
b

Der um s und einen Pfeil erweiterte Kocher a(k) von Q(k) ist der linear orientierte
Dynkin-K6cher vom Typ A,,+1 mit der (einzigen) Senke s=: py:ll. Eine Normalform

von B(j(k) wird durch die partielle Ordnung #,, .| gezéhlt vermoge der Abbildung:
Prk+1 B B@(k)
J1<...<J Xw...X;0=X
! <Jr P ARy = Al e
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wobei zu dem Intervall J; = [i1,i1 + 1,..., j1] € rx + 1| das Wort Jik) definiert sei als
py:) ..... pl(.fll . pg‘) (vgl.Satz auf S. . Dementsprechend seien auch J;k), s ]t(k)
als Worter tiber a(k)o zu sehen. Damit gilt:

W(k) = {Jgk) ..... Jl(k) | J1<...<J;Intervalle in ry + 1|}
und
W(k) = {]§k> ..... Jl(k) | J1<...<J;Intervalle in r_k|}

Nun erfiillen diese Normalformen indizierende Mengen von Wortern die im Lemma
geforderten Voraussetzungen. Dabei gehort das leere Wort zu der leeren Folge von
Intervallen und pgk) zu der Intervallfolge J ik) = {i}. Falls ferner r + 1 in der Intervallfolge
J1<...<Jy € rp+ 1| auftaucht, so muss es in J; liegen; in dem zughorigen Wort
kommt s desha@au einmal vor. Zudem haben wir in dem Beweis des Satzes
[3.2] gezeigt, dass sich fiir je zwei verschiedene Worter die zugehorigen Monome der
Projektionsfunktoren schon auf einer é(k)—Darstellung unterscheiden. Nach dem Lemma
wird eine Normalform von 8¢ — und damit auch eine der Monoidalgebra Kty — gezéhlt

durch die Vereinigung der folgenden Mengen:

W ::Prl X Prz X... Xpr,l
Ws :=7)r|+]\7)r| Xpr2+]\7)i"2 X... ><¢)rn+]\7)r"

Damit hat 8y = Ky die Dimension:

Cr1+1Cr2+l oo Cr,,+l + (Cr1+2 - Cr1+1)(cr2+2 - Cr2+l) oo (Crn+2 - Crn+l)

= 1‘[ Crovr + D D] [ Cra( [ | o)
k=1

Jcn| jeJ ken|\J

Dabei ist C; = ﬁ(zjf) die j-te Catalan-Zahl und die K-Dimension der Algebra B fiir

den linear orientierten Dynkin-Kdcher K vom Typ A;_;.

Um die auf diese Weise erhaltene Normalform von K7ty anzugeben, fithren wir ein paar
abkiirzende Schreibweisen ein: Es sei k € nj. Ist JR e P, so existieren Intervalle J; in
T mit J® = Jy <Jp <...<J,. Ist L ein Intervall in M mit J; < L, so schreiben wir
auch J® < L. Die zu den Intervallen J; korrespondierenden Worter iiber Q(k) bezeichnen
wir weiterhin mit Jfk) und zudem setzen wir:

XJ(k) ::X

Jik)...X

J®
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Eine Normalform von K7y ist dann die Vereinigung der Mengen:
{PJ(UPJ(z) e PJ(n) Vk € nj: J(k) € P,k}
und

{PJ(I)PJ(Z) oo Pjoy PsPLovProy .o . P [ VR € SDrk 5J® < L(k)U{rk +1}Cr+ 1|}

Dynkin-Kocher vom Typ D, mit genau einer Senke

Der eben diskutierte Spezialfall ist zum Beispiel auf die Dynkin-Kdcher mit entspre-
chender Orientierung anwendbar. Wir betrachten hier nur den Dynkin-Kocher vom Typ
D,, mit der folgenden Orientierung:

\ Se—n—-3 —— 2 1
b /
Dann hat das Monoid 7ty genau
(5= 2)(5 = 2)(Cot = Cp-2) + 2)Cpz = 9C,1 = 5C,
Elemente. Diese sind entweder von der Form:
P;, PP, PPy oder P.P,P;
fiir ein Tupel J = J; <J2 <...<J, von Intervallen in n — 3| oder sie sind von der Art:

P/PP., P.,PPPL, P,P;PP., PF.P,P/PP, P.P;PsP,P.
P]PS PL Pa, P]Ps PL Pb, PJ PS PLPa Pb OdCI' Pb PszPa PL

fiir ein Tupel J = J; < J» <...<J, von Intervallen in n — 3| und ein Intervall Linn — 3
mit J, <L U {n—2}.
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Biume mit einer speziellen Orientierung

Es sei Q ein endlicher, zusammenhéngender Kocher, der weder orientierte noch nicht-
orientierte Zykel enthilt. Der Q zugrunde liegende Graph ist also ein Baum und Q ein
sogenannter Baumkdocher.

4.4 Definition. Wir nennen einen Punkt eines Baumkdochers eine Kreuzung, wenn sein
Eingangs- oder Ausgangsgrad mindestens 2 ist. Einen Baumkocher, in dem jede Kreu-
zung eine Senke oder eine Quelle ist, nennen wir zuldssig.

In einem zulédssigen Baumkocher Q sind also die beiden linear orientierten Dynkin-
Kocher vom Typ D4 keine Unterkocher.

Jeder endliche Baumkocher kann so umorientiert werden, dass er zuldssig ist. Per
Induktion nach der Anzahl der Ecken eines Baumes braucht man dazu nur zu zeigen,
dass es eine Orientierung der Kanten gibt, so dass jede Kreuzung eine Quelle oder Senke
ist und alle benachbarten Kreuzungen einer Kreuzung x Quellen (bzw. Senken) sind,
wenn x eine Senke (resp. eine Quelle) ist.

Insbesondere ist jeder Baum mit einer bipartiten Orientierung ein zulédssiger
Baumkdcher. Dessen Wegealgebra ist dann eine Algebra mit Radikalquadrat O.

Wir werden in diesem Abschnitt zeigen, dass die Algebren By und K7y zu einem
zuldssigen Baumkocher Q isomorph sind, indem wir induktiv eine Normalform von B
konstruieren. Die Konstruktion werden wir auf das Lemma i4.2) stiitzen. Dazu sehen wir
uns bestimmte Erweiterungen 6(1{) von Q(k) um einen Punkt an (Bezeichnungen wie vor
dem Lemma [4.2)):

4.5 Definition. Es sei Q ein zuldssiger Baumkocher. Eine Erweiterung Q von Q um einen
Punkt heifie zuldssig, wenn Q ein zusammenhdngender, zuldssiger Baumkdcher ist.

Bemerkung 1: Ist 6 eine zuldssige Erweiterung von Q um einen Punkt e, so gibt es
exakt einen Punkt y in O, der mit e {iber (genau) einen Pfeil verbunden ist. Dies notieren
wir wieder mit y —— e. Die Orientierung dieses Pfeils y —— e hingt von y ab:

Ist y etwa eine Senke, so gibt es die folgenden Méglichkeiten:
1. Falls y eine Kreuzung ist, so gilt: y——e =y < e.

2. Falls y keine Kreuzung ist, so gibt es fiir y —— e zwei Mdglichkeiten:
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4.1 Verkleben an einer Senke

2.1 y——e =y <« e. In diesem Fall ist y eine Kreuzung in 6
2.2 y——e =y — e.Indiesem Fall ist y in 6 weder eine Quelle noch eine Senke.
Ist y eine Quelle, so gilt die duale Aussage.

Ist y weder eine Quelle noch eine Senke (D.h. y liegt ,,in der Mitte” eines linear
orientierten Dynkin-Kochers vom Typ A,), so gibt es keine zuldssige Erweiterung von Q
um einen Punkt e durch einen Pfeil y ——e. |

Nach dem konstruktiven Beweis des folgenden Satzes konnen wir Normalformen von
By fiir zuldssige Baumkocher Q ,berechnen”. Insbesondere gilt der Satz fiir bipartite
Baumkdcher.

4.6 Satz. Es seien Q ein zuldssiger Baumkdcher und 6 eine zuldissige Erweiterung von
QO um einen Punkt e. Dann gibt es Normalformen von Bg bzw. Ba indizierende Mengen

von Wortern W C Qp und W C 63, fiir welche gelten:
() {0}U{glqe Qo cW
(i) {efyUW CW
(iii) In jedem Wort aus W kommt e hichstens einmal vor:
(iv) Fiir alle v,w € W mit v # w existiert eine G-Darstellung U mit UP, ¢ UP,,.

Insbesondere sind Ba und 7{7‘[6 isomorphe K-Algebren.

Beweis: Wir fiihren eine Induktion nach der Anzahl m der Punkte von Q.

Essei Q = o, und 6 eine zuléssige Erweiterung von Q. Dann ist entweder Q oder Q°P der
Kocher y — e. Fiir W:={0, y} und W:={0, y,e,e.y,y.e} gelten dann die Eigenschaften
@1)—(iv).

IstQ=p— qgund Q eine zuldssige Erweiterung von Q um einen Punkt e, so ist Q einer
der folgenden Kocher:

p—o>qg—eée, p—o>qgqe—e, € —>p—(g oder e<—p—oqg

Ist Q der linear orientierte Dynkin-Kécher vom Typ As, so sind die nach Satz
(s. S. @) gegebenen Normalformen von 8y bzw. BG so, dass fiir die sie indizierenden

Mengen W resp. W von Wortern die Eigenschaften (i)—(iv) gelten.
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Jetzt sei 6 (oder 6017) der Unterraumkdcher mit zwei Punkten. Die nach Proposition
bestimmte Menge W von Wortern, die eine Normalform von 8(3 indiziert, enthélt dann
eine Teilmenge W, welche eine Normalform von B indiziert, so dass (i)-(iv) gelten.

Es seiennunm > 2, Q ein zuldssiger Baumkocher mit m+1 Punkten und 6 eine zuléssige
Erweiterung um einen Punkt e durch einen Pfeil e ——y. Ferner sei y eine Senke. Wir
fiihren hier nur den Beweis fiir diesen Fall; der Beweis fiir den Fall, dass y eine Quelle
ist, ist dual.

’pl’l € Q mlt
n > 2 die zu y benachbarten Punkte und fiir jedes k € n| sei Q(k) die Zusammenhangs-
komponente von py in Qg,\(y}- Somit ist Q von der Form:

I

pi: © Pn

1.Fall: y ist eine Kreuzung Dann gilt y——e = y < e. Es seien py,...

L 02 :

Lom

Da Q ein zuldssiger Baumkocher ist, ist jedes Q(k) ein zuldssiger Baumkocher. Au-
Berdem ist jede Erweiterung é(k) von Q(k) um den Punkt y (und den Pfeil y « py)
zulissig. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es also Normalformen von By bzw. 85,
indizierende Mengen W(k) C Q(k); resp. W(k) - (3(/()6 mit den Eigenschaften (i)—(iv).
Wir setzen dann Q(n + 1):=e, und a(n + 1):=y « e sowie Wn + 1) = {0,e} und
\TV(n +1)={0,e,y,e.y,y.e}. Die nach dem Lernma gewonnenen Normalformen von
B bzw. B@ mit den indizierenden Mengen

W(1) X... xW(n))

W(1) X... x W(n) xW(n + 1))
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4.1 Verkleben an einer Senke

erfiillen dann die Bedingungen (i)-(iv). Dabei gelten (i)—(iii) nach den Definitionen von
W(n + 1), W und W, wihrend (iv) aus dem Beweis des Lemmas folgt.

2.Fall: y ist keine Kreuzung  Falls es keine Kreuzung in Q gibt, so ist Q ein linear
orientierter Dynkin-Koécher vom Typ A,,+; mit Senke y. Weiter ist dann 6 entweder
ein linear orientierter Dynkin-Kocher vom Typ A,,4+2 oder ein Sternkdcher mit genau
zwei Quellen. In jedem Fall haben wir bereits Normalformen von B¢ bzw. 85 mit

indizierenden Mengen W resp. W bestimmt. Dass W und W die Eigenschaften (i)—(iv)
erfiillen, geht aus den jeweiligen Beweisen hervor (s. Satz S. {48 u. Unterabschnitt

»Sternkocher S. [T17).

Andernfalls gibt es insbesondere eine (eindeutig bestimmte) zu y benachbarte Kreuzung
g. Dann ist g eine Quelle. Es seien py,..., p, mit r > 2 die zu g benachbarten Punkte,
so dass die Zusammenhangskomponente Q(r) von p, in Qg4 den Punkt y enthilt.
Weiter sei die Zusammenhangskomponente von py in GQO\{q} mit Q(k) bezeichnet fiir
jedes k € r — 1. Es ist Q dann von der Form:

q
P e P

0 - y

Fiir jedes k € r| sei a(k) die Erweiterung von Q(k) um ¢. Da jedes Q(k) wieder ein
zuldssiger Baumkocher mit zuldssiger Erweiterung Q(k) ist, gibt es nach Induktionsvor-
aussetzung Normalformen von Bgx) bzw. B@(k) indizierende Mengen W(k) C Q(k);

resp. V~V(k) c 6(1{)3 mit den Eigenschaften (i)—(iv).

Nach der Wahl von y und ¢ ist Q(r) nun der linear orientierte Dynkin-Kdcher vom
Typ A, mit Senke y und Quelle p, und 6(1’) der (um g erweiterte) linear orientierte
Dynkin-K6cher vom Typ A,.; mit Senke y und Quelle g. Nach Satz [3.2] gibt es eine
Normalform von B¢y, die in einer Normalform von 55, enthalten ist. Wir erhalten die

entsprechenden Mengen U C U von Wértern, fiir die (i)—(@v) gelten. Wir betrachten noch
den um e erweiterten Kécher K von Q(r) (also die Zusammenhangskomponente von p,
in QGU\ {q}) sowie dessen Erweiterung K um gq.
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Kapitel 4 Verallgemeinerungen

2.1Fall: y——e=y — e Dann ist K ein linear orientierter Dynkin-Kdcher vom Typ
Ay+1 mit Senke e und Quelle p, und K ein linear orientierter Dynkin-Kd6cher vom Typ
Ap+2 mit Senke e und Quelle g. Wieder wihlen wir nach dem Satz[3.2] eine Normalform
von ? K die in einer Normalform von Bg enthalten ist und die entsprechenden Mengen
V C V von Wortern, so dass (i)—(iv) gelten und V die Menge U enthélt. Nach dem Lemma
erhalten wir eine eine Normalform von 8 indizierende Menge W durch:

W=(W)x...x Wir—1)xU)U(WO\W) x...x Wir— 1\ W@ —1)x U\U
( Jul )

Zudem erhalten wir nach dem Lemma auch eine eine Normalform von Bﬁ indizierende
Menge W durch:

W:(W(l)x...xW(r—1)><U)u(\TV(l)\W(l)x...xW(r—1)\W(r—1)><V\v)

Unter Beriicksichtung der genauen Kenntnis der Normalformen von Bg, ist leicht
einzusehen, dass (i)-(iv) fiir W und W gelten.

2.2 Fall: y——e =y < e Indiesem Fall ist K ein Sternkdcher mit der Senke y und den
Quellen e und p,. AuBlerdem ist auch K ein Sternkocher mit der Senke yund den Quellen
e und g. Nach dem Unterabschnitt ,,Sternkocher* (S. gibt es eine Normalform von
Bk, die in einer Normalform von 8% enthalten ist, und die entsprechenden Mengen
V C V von Wortern, so dass (i)—(iv) gelten. Auch hier enthilt V die Menge U. Wie im
2.1 Fall erhalten wir nach dem Lemma §.2] Normalformen indizierende Mengen W und
W, fiir die (i)-(iv) gelten. O

Insbesondere erhalten wir nach dem Satz zu jeder Orientierung des Dynkin-Kocher O
vom Typ A, eine Normalform von By. Entscheidend ist, dass dieses Verfahren auch
zeigt, dass die im ersten Kapitel gefundenen Relationen zwischen den Projektionsfunk-
toren auf Q-4 dar schon definierende sind:

4.7 Korollar. Fiir jeden Dynkin-Kocher Q vom Typ A, sind die K-Algebren By und
Kmg isomorph.

Bipartite Dynkin-Kdocher vom Typ A,

Es sei Q, ein bipartiter Dynkin-Kocher vom Typ A,,. Dann hat Q,, (bis auf Antiisomor-
phie) abhingig davon, ob n gerade oder ungerade ist, die folgende Gestalt:
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4.1 Verkleben an einer Senke

VAVAVEERYA

oder

2 4 6 2k
1 3 5 2k-1  2k+1
Wir erhalten induktiv nach n eine Normalform B, von Kmp, = B¢, wie folgt:
n € {1,2}:  Wir kennen bereits die Normalformen 8, von Kmtp, = B, :

B = {Ry, P} womit | By | = 2 gilt.
By = {P, Pi, P2, P2, oy} womit | By | =5 gilt.

n=3: Dann ist Q3 der Unterraumkodcher mit 2 Quellen. Eine Normalform B3 von

Kmp, = By, besteht aus den 13 Elementen:

Po, Pi, Ps, Pis, P, PLo, Pt B, o3, Pross P21 Prisia, Pt

n>4: Dann ist der Punkt n — 1 eine Kreuzung, welche die Unterkdcher Q0,1 und
n — 1 ——n trennt. Zu den beiden Koéchern Q,, » € 0, links von n — 1 kennen wir
induktiv Normalformen. Eine Normalform zur rechten Seite entspricht B;. Die Elemente
einer nach dem Satz[4.6 gewonnenen Normalform B, von By, sind also von der Form:

P, oder PB,BR,

fiir ein P, € B,,_, beziehungsweise:
P, P.,P,, oder BR,P,

fiirein B, € B,,_1\ B,_».
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Kapitel 4 Verallgemeinerungen

Somit kann man die Dimension | B,, | von K, iiber die Folge
IBul=2|By—2]+3(Bu-11—1Bn2]) =3|By-1|—Bp-2]|

mit den Startwerten | B | = 2 und | B, | = 5 berechnen. Damit ist (| Bg |)xeny die Teilfolge
(Far+1)ken der Fibonacci-Folge (F,), € N mit den Anfangswerten: F| = F, = 1, weil
fiir alle k£ > 3 induktiv gilt:

Fors1 = Fop+Fo1 = Fop0+2F 1 = Fop1—For3+2F_1 = 3| Bi1 |- Br—a | = | By |

Beispiel 4.1: Die Monoidalgebra zum bipartiten Dynkin-Kocher vom Typ A4

Insbesondere hat das Monoid 7tp, zu dem Kocher
Oi=1-23->4

genau
|Bsg|=3|B3|-|B2| =3(13)-5=34

Elemente. Daraus konnen wir folgern, dass die Monoidalgebra Ko, = By, schon zu
der Wegealgebra ihres Gabriel-Kochers isomorph ist, weil diese schon — wie wir gleich
einsehen werden — die gleichen Dimensionen besitzen. Dazu berechnen wir zunéichst
den Gabriel-Kocher nach der Charakterisierung aus dem zweiten Kapitel iiber die Stark-
Verbunden-Relation der Differenzmengen (vgl. Korollar [2.14):

1,2

1 1 2,3,4
/ b3
2 / \ 1,3,4

1.4 2,3 1,2,3,4

3 \ / 1,2,4
\ 2,4

4 1 1,2,3

3,4
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4.2 Vollstandig bipartite Kocher

Die Dimension der Wegealgebra ist nun die Summe iiber die Anzahl der Punkte und der
Pfeile, sowie der Wege (hier der Léinge 2):

24+ 16+4 =34

Dariiber hinaus zeigt dieses Beispiel, dass der Gabriel-Kocher I'(Bp) im allgemeinen
nicht bipartit ist, wenn Q bipartit ist.

4.2 Vollstandig bipartite Kocher

Es sei G = G(m, n) der endliche, vollstidndig bipartite Kécher mit m Quellen Q C Gy und
n Senken S C Gy, d.h. jeder Punkt in G ist entweder eine Quelle oder eine Senke und
jede Quelle ist mit jeder Senke verbunden. Es gilt stets G(m, n) = G(n, m)°P. Aullerdem
ist G(m, 1) der Unterraumkocher mit m Quellen und G(1,m) sein dualer Kocher. Der
Kocher G(2,2) ist der bipartite Euklidische Kocher vom Typ Aj:

T/\/l

3

Die idempotenten Erzeuger X, mit g € Q von B kommutieren; ebenso kommutieren
alle X, mit s € §. Weiter gelten die Relationen: X, X, X, = X, X, = X, XX, fiiralleg € Q
und s € S. Es sei < eine totale Ordnung auf Q (bzw. S). Ist M = m; < ... < m, eine
Teilmenge von Q (oder von §), so sei w(M) wieder das Wort m; ... .. my.

4.8 Proposition. Eine Normalform von Bg ist indiziert mit der Menge W derjenigen
Worter
w = w(Ao)wW(B1)W(A1) ... w(B)W(A)W(By+1) ,

fiir die gilt:
o Ay, Ay, ..., A, sind paarweise disjunkte Teilmengen von Q und Ay, ...,A, sind
nichtleer.
e By,...,B,1 sind paarweise disjunkte Teilmengen von S und By,...,B, sind
nichtleer.
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Kapitel 4 Verallgemeinerungen

Auferdem sind die K-Algebren B und K isomorph.

Da jeder Buchstabe hochstens einmal in einem Wort aus W auftaucht, haben die ldngsten
Worter in W genau m + n = |G| Buchstaben. Weiter ist r hochstens das Minimum von
m und n. Im folgenden leiten wir eine Dimensionsformel fiir K7t her:

Es gibt genau 2" Worter in W iiber Q und 2" Worter iiber S .

Nun sehen wir auf diejenigen w € W, in denen sowohl Quellen als auch Senken
vorkommen. Es seien ) # A € Qund ® # B C S sowie a = |A| und b:=|B|. Es
ist w(A)w(B) das einzige Wort in W mit {w} = A U B und Ay = A, und es ist das
einzige Wort mit B,;; = B. Wir notieren (n o xr) fiir den Multinomialkoeffizienten

.....

(;‘l)(x;;‘) .. (x_xl ')’C‘r_x"l), der angibt, wieviele Moglichkeiten es gibt, eine Menge X mit x
Elementen auf Tupel (Xi,..., X,) von Teilmengen X; C X mit |X;| = x; zu verteilen. Die

Anzahl der restlichen Worter w € W mit {w} = A U B ist:

a,b):= (p(q) (pl,...,pr(qu---’%)

pea-1| r=1 Pi-4i#0;

_ p1+.+pr=(a-p)
acb=1]o a1+-c4ar = (b-q)

Damit ist die Dimension von Bg:

dimy B =2" +2"+ ((’Z )(Z) (1 + 1(a, b)))

aem|
ben|

Beweis: Essei B = {X,, | w € W} die Menge der durch W indizierten Monome von Bg.

Zur multiplikativen Abgeschlossenheit:  Es seien w = w(Ap) ... w(B,+1) € Wund x €
Go. Ist x ¢ {w}, so liegt X,, X, = X, wieder in B, wobei die Form des Wortes v € W davon
abhiéngt, ob w mit einer Quellen- oder Senkenmenge endet und x eine Quelle oder Senke
ist; mit w’ = w(Ag) ... w(A,—1) gilt:

ww(A,)w({x}) falls x€ S,B,41 =0
wwAwB)w({x})  fallsx € Q,Bry # 0
ww@A)w(B,;1 U{x}) fallsxeS,B #0
ww(A, U {x}) falls xe Q,B,1 =0
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4.2 Vollstandig bipartite Kocher

Jetzt sei x € {w}. Falls x eine Senke ist, so ist x natiirlich auch eine in jedem Unterkdcher
von G und es folgt: X,,X, = X,,. Ist x eine Quelle, so seien k € rjp mit x € Ay,
Cr :=Ai\{x} und u, v die Worter mit w = u.w(Ay) . v. Dann gilt:

XX = Xy w(Ag) . vXx = Xy, w(Cy) . vXx

In dem Monom X,,,(c,).» ist Xy kein Faktor. Nach den Uberlegungen zum ersten Fall
»X & {w]“ geniigt es deswegen zu zeigen, dass X,,.(c,).v zu einer Normalform gehort.
Falls A; von {x} verschieden ist, also C; # 0, so gilt dies offensichtlich. Andernfalls ist
A = {x}. Ist k = 0, so ist C; = 0 erlaubt und u.w(C;).v = w(0)v deshalb ein Element
in W. Im Fall k¥ > 0 miissen wir, um die Normalform zu erhalten, noch die zu w(Ay)
benachbarten Senkenwdrter zusammenfassen:

u.-w(Cr) v =wAo) ... wAr-DW(BW)W(Bi+1) . .. w(By41)
=w(Ao) ... WwA-)W(Br U Biy1) ... w(Brt1)

Zur Verschiedenheit der Monome: Es seien v = w(Agp)...w(B,41) und
w =w(Cop)...w(Dy1) verschiedene Elemente aus W. Sind die Mengen {v} und
{w} verschieden, so unterscheiden sich die Monome P, und P,, schon in ihrer Wirkung
auf den einfachen G-Darstellungen. Es gelte jetzt {v} = {w}. Insbesondere tauchen
dann in v — also auch in w — sowohl Quellen als auch Senken auf. Dann gibt es ein
0 < k < min{r, s} minimal mit A; # Cy oder By # Dy, wobei By :=0 =: Dy sei.

1.Fall: k=0 In diesem Fall gilt Ay # Cy. Wir kénnen 0.B.d.A. annehmen, dass es
ein a € Ag\ Cp gibt. Dann liegt a auch in einem Cy, fiir ein 0 < k < 5. Wir betrachten
nun die injektiv unzerlegbare G-Darstellung I, fiir eine Senke x € Dy # 0. In v steht a
vor allen in v auftretenden Senken, also auch vor x. In w hingegen steht @ nach x. Wir
haben alsov = vi.a.vy.x.vsund w = wy . x.wy .a.ws fiir Worter vy, vp, v3, wi, wa, w3
liber Gy, in denen weder a noch x auftreten. Ist ferner j € r + 1| mit x € Bj, also mit
{(vs}NQ=A;U...UA,, sofolgt:

IXPV:IXPV1.LI.V2.X.V3 =IxPx.V3 :@prv_g = @ Sb = @ Sb
beQ beQ\{v3) bEQ\(A}U...UA,)
Ebenso koénnen wir 1, B, berechnen:
e D 5= D s
beQ\{wraws} beQ\(CrU...UCy)

Weil a in Ag und damit nichtin A;U...UA, liegt, ist S, ein direkter Summand von 7,P,.
Von IR, ist S, jedoch kein direkter Summand, weil a in Cy liegt. Somit sind P, und P,
verschieden.
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2.1 Fall: k > 1 und By # D; O.b.d.A. nehmen wir an, dass es eine Senke x in B\ Dy
gibt. Es sei dann k < [ < s+ 1 mit x € D;. Wegen {v} = {w} und C;_; # 0 gilt
ArU...UA, =CyU...UCy # C;U...U Cq. Infolgedessen unterscheiden sich P, und
P, auf I:

Iva = @ Sb * @ Sb = Iwa
PEO\(ARU..UA,)  beQ\(C,U..UCy)

22 Fall: k > 1 und By = Dy Nach dem Fall k¥ = 0 unterscheiden sich
Pvay..wa,.) und Byc,. wop,,,) auf einem injektiv Unzerlegbaren I, fiir eine
geeignete Senke x € Byy U ... U B,1. Da diese Senke dann insbesondere nicht
inByU...UBy_1 =CoU...UCy_ liegt, ergibt sich die Verschiedenheit von P, und P,
aus:

1Py = LBuaywiBis ). wBwa w(B,a1) # IeBuowDis ). wcwn,en) = LBy

Beispiel 4.2: Die Monoidalgebra zum bipartiten Euklidischen-Kiocher vom
Typ As

Es sei G = G(2,2). Die Dimension der Monoidalgebra K7 berechnet sich nach der
Dimensionsformel (s. S. [I28)) wie folgt:

2\(2 2\(2 2\(2 2\(2
4+4+ (1)(1)(1 +¢1,1)) + (1)(2)(1 +1(1,2)) + (2)(1)(1 +12,1)) + (2)(2)(1 +1(2,2))

=4+44+4.-2+2-4+2-4+14=45

Der Gabriel-Kocher von K7t = B¢ ist nach dem Korollar [2.14| der unten abgebildete.

Weil die Dimension der Wegealgebra des Gabriel-Kochers nun 16 +25 +4 = 45 ist, also
mit der Dimension von K7t iibereinstimmt, ist die Algebra K7 schon die Wegealgebra
ihres Gabriel-Kochers:
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4.3 Umgebungskocher eines Punktes

0 1,2,3,4

4.3 Umgebungskocher eines Punktes

In einem endlichen, zykellosen Kocher Q ist der Umgebungskdcher G eines Punktes
z der volle Unterkdcher, der alle Nachbarn von z enthilt. Nach dem Korollar ist
die zugehorige Monoidalgebra K stets eine Unteralgebra von K7tp, wenn wir auf
dieselbe Weise wie bisher eine Normalform von G bestimmen konnen. Dies machen wir
in diesem Unterabschnitt. Es sei G der folgende Kocher mit n Senken und m Quellen:

S1 5 Sp

N

qi q2 dm

\z
/
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Somit ist Go = § U {z} U Q, wobei S wieder die Menge der Senken und Q die der
Quellen bezeichne. Ist ] eine Teilmenge von P:=S U Qund I N Q = gy, < ... < G,
sowie INS = s, < ... < s,, so bezeichnen wir das Wort g, ... .. Gy = Sny = v-n Sp,
auch mit / (und nicht wie bisher —im Fall M NS = @ — mit w(M)). Dabei sei < die durch
die Ordnung auf den Indizies induzierte Ordnung auf S bzw. auf Q.

4.9 Proposition. Es sei 3 die Menge derjenigen Tupel (Iy, 11, ..., 1.+1), fiir die gilt:

o Esist—1 <rundlyl,...,I sind paarweise disjunkte Teilmengen von S U Q.

o Fiiralle k € r| ist sowohl Iy N Q als auch I} N S nichtleer.
Eine Normalform von Bg wird gezihlt durch die Menge I vermdge der Abbildung:
I — BG

X, =X falls[ = (I())
I:(I(),]],...,Ir,lr+1) (g 0
Izl z.zl 2l = X1 Sonst

Auferdem sind die Algebren B und Kmg isomorph.

Beweis: Zur multiplikativen Abgeschlossenheit:  Es sei I = (lo, I1,...,1-4+1) € Jund
x € Gy. Wir setzen I’ := Ugélk.

1. Fall: x ist eine Senke Liegt x schon in /', so gilt X;X, = X;, weil x dann auch eine
Senke in jedem Unterkdcher von G ist. Gilt hingegen x ¢ I’, so folgt X; X, = X; mit
J = (10911 e aIr’Ir+l U {x}) € S

2. Fal: x=2z Ist] = Ip, soist X;X; = X}, = Xy mit J = (lp,0) € 3. Es sei jetzt
r+1 > 1.Istl,.; = 0, so endet X; mit zund X;X; = Xj. Ist [,;] eine nichtleere Teilmenge
von S (bzw. von Q), so ist z eine Quelle (resp. eine Senke) in dem Unterkécher G,
und es folgt:

r+1

X10211-~~IrX1r+1XZ falls Ir+1 C S

XiXz = X121, X21,,, Xz =
Xz, X210, fallslp1 € Q

Damit haben wir X;X, = Xy mit J = (lo, ..., [—1,1, U I,41) € S falls I, € S gilt bzw.
J =1falls I, € Q gilt.

Es gelte jetzt I,,1 N Q # 0 # 1.1 NS. Dann gehort das Produkt X; X, zu der Normalform
XymitJ =y, Ly,...,. I, 11,0) € 3.
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3. Fall: x ist eine Quelle  Gilt x ¢ I’, so folgt X; X, = X; mit:

J=(10511a'--’1r’1r+1 LJ{-X:})ES
Istx e I’,soseik € r+1)pmit x € It. Es folgt: X; X, = X; mit:
J = (107117~~‘7Ik—17]k\{x}=lk+19'"7Ir+1 U {x}) € S

Falls x nicht die einzige Quelle in [; oder I} = I ist, so ist J ein Element in 3. Ist x
jedoch die einzige Quelle in I # Iy, so gilt X j\(xjz = X1,\(x}z» weswegen in diesem Fall
das Produkt X; X, zu der Normalform X, gehort mit:

J =, I, ..., et UL\, kgt o L U{x) €T

Zur Verschiedenheit der Monome: Es seien I = (I, 1i,...,1,41) und J =
(Jo, J1, ..., Ji+1) verschiedene Elemente in 3. Wie zuvor unterscheiden sich Py und Py
auf den einfachen Darstellungen S, mit b € Gp, wenn I’ := U]’;(l)lk # Ult;l()‘]k =:J gilt.
Jetzt gelte deshalb: I’ = J’. Es sei weiter k € r + 1| minimal mit [y # Ji, wobei wir

Jii2 =0 setzen.

1. Fall: k =0 Insbesondere ist J dann keine Teilfolge von 7 und 7 keine von J.

1.1 Fall: Es gibt eine Quelle in Ip\ Jo U Jo\ Iy Es sei 0.B.d.A. a € I \ Jy eine Quelle.
Wegen I’ = J’ liegt a € J; fiir ein i € ¢ + 1|. Daraus folgt insbesondere J # (Jo). Auf
der injektiv unzerlegbaren G-Darstellung U, zum Punkt z unterscheiden sich P; und P;.
Denn im Fall I # (Ip) gilt:

UzPI = UzPIOPzPh z..zI,z1,

r+l

= @prl. 2.2l 20y = @ Sp,
beQ beQ\(11V...Ulr11)

= UszPh z...zI,z1,

r+l

womit in U,P; der Einfache S, ein direkter Summand ist. Wihrenddessen ist S, kein

direkter Summand von U,P; = @beQ\(Jlu...uJM) Sp.

Im Fall I = (Ip) ist U,P; = U,P;, = U,. In jedem Fall sind P; und P; verschieden.

1.2Fall: yn Q=JogNn Q Weil Iy # Jy gilt, gibt es 0.B.d.A. eine Senke s in Iy\ Jo und
dazuein 0 < i < t+ 1 mit s € J;. Damit gilt wieder J # (Jp) und im Fall 7 = ()
unterscheiden sich Py und Py auf U;. Ist i = ¢ + 1, so gilt fiir die injektiv unzerlegbare
G-Darstellung Uy zum Punkt s einerseits:

UsPr = UsPyyz2.5,25.,, = UsPy,, = Uy
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und andererseits:

UPr = UPyPor 1,21, = UsPory 121, = AY

beO\(I1V...Ul11)

Es sei jetzt also i < t. Dann gibt es in J; eine Quelle a. Weil darausa ¢ JoN Q = Ip N O,
alsoa € I; fiirein 0 < j < r+ 1 folgt, ist S, kein direkter Summand von UP; aber einer
von UP;, denn es gilt:

USPJ = USP],*Z...],Z]HI = UZPZ]HI 220 = @ Sb
beQ\(Ji41U...UJ141)

2.Fall: k>0

2.1 Fall: Es gibt eine Quelle in I;\ J; oder in Ji\ Ii: O.B.d.A. sei a € I;\J; eine
Quelleund k <i <t+ 1 mita € J,.

2.1.1 Fall: I} und J; haben eine Senke s gemeinsam  Dann unterscheiden sich P; und
P; auf U;. Denn falls k£ < r gilt, so ist S, ein direkter Summand von

upk= P S
beO\(Ig41U...Ulr11)

und im Fall k = r + 1 gilt: UsP; = U,. In beiden Fillen ist UP; nicht isomorph zu
Us PJ = @ Sb
beQ\(J41V...UJy1)
weil S, ein direkter Summand von UP; ist.

2.1.2 Fall: I} und Ji haben keine Senke gemeinsam  Es sei dann s eine Senke von Jg.
Dann liegt s zwar nicht in Iy, aber in einem /; fiir ein k < j < r + 1. Insbesondere folgt
daraus k£ < r + 1 und damit:

up= P s
beO\(Ij+1U...Ul41)

Weil a nur in [ liegt, ist S, demnach ein direkter Summand von UP;. Weiterhin gilt
k<i<t+1,weswegen S, kein direkter Summand von

USPJ = @ Sp
beO\(Jg+1V...UJ141)

ist.
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4.3 Umgebungskocher eines Punktes

22Fall: N QO =JiynQ Dann gibt es eine Senke s € I\ J; und einen Index k < i <
t+1mitseJ.

221 Fall: i #t+1 Dann existiert in J; auch ein Punkt a, der eine Quelle ist. Dieser
kann dann nicht in J; und damit auch nicht in I liegen, weshalb a in einem /; fiir ein
k < j <r+ 1 enthalten ist. Es folgt:

Us PI = @ Sp
beO\(Ug+1V...UIr11)

und
uk= s
beO\(Jg+1V...UJr41)

Dabei ist S, kein direkter Summand von U,P;, jedoch einer von U,P;.

222Fall:i=t+1 In diesem Fall ist U;P; = U, unzerlegbar und nicht einfach. Ist
nun k # r + 1, so ist

Us I31 = @ Sp
beO\(Ug41V...UIr11)

hingegen eine Summe von Einfachen und demnach nicht zu UP; isomorph.
Es gelte nun k = r + 1. Fiir alle Senken § € I; gilt dann U;P; = U;. Es enthilt jedoch
Jr mindestens eine Senke s” wegen k # ¢ + 1. Diese muss in [ liegen, weil k = r + 1

minimal mit [ # Ji ist und weil I’ = J’ gilt. Auf der injektiv unzerlegbaren Darstellung
Uy zu dieser Senke unterscheiden sich P; und P;:

k= P Sp#U,=UP
beO\(Ji41V...UJp41)

In allen Fillen gibt es eine injektiv unzerlegbare Darstellung, auf der P; und P; unter-
schiedlich wirken und demzufolge verschieden sind. O

Beispiel 4.3: Die Monoidalgebra zum linear orientierten Dynkin-Kocher vom
Typ Dy

Es sei G der linear orientierte Dynkin-Kdcher vom Typ D4 mit der folgenden Benennung
der Punkte:
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NS

Wir listen im Folgenden die nach der letzten Proposition gewonnene Normalform B von
K auf. Fiir r = —1, also I = (Ip), liegen in B die folgenden 8 Monome:

PQ)’ Pa, Pl’ PZ, Pala Paz’ P12’ Pa12

Im Fall r = 1, also I = (y, I) stellen sich keine Bedingungen an Iy und an /;.

Fiir I[p = 0 = I3, also I = (0, 0) liegt in B das folgende Monom:
P
Fiir Iy # 0 = I, also I = (Iy, 0), liegen in B die folgenden 7 Monome:
Paz, Piz, Pz, Paz, Pezo Pz P
Fiir o = 0 # I, also I = (0, 1), liegen in B die folgenden 7 Monome:
Pras Peis Peas Prats Pra2, Prizs Pran2
Fiir Ip # 0 # 11, also I = (0, I,), liegen in B die folgenden 12 Monome:

Prazts  Praz2s Paz2s Pizas Piza, Pizas

Pozas Pozts Pozats Piazas Piaza, Pzt

Im Fall r = 2, also I = (Iy, 11, I1), stellen sich keine Bedingungen an Iy und an /. Aber
in /1 muss sowohl eine Quelle als auch eine Senke enthalten sein.

Fiir Ip = 0 = I, also I = (0, I, 0), liegen in B die folgenden 3 Monome:

Pzalz, PzaZZ’ PzalZz,

Fiir Iy # 0 = I, also I = (ly, [10), liegen in B die folgenden 2 Monome:

PlZaZZa I322(112
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4.3 Umgebungskocher eines Punktes

Fir Io = 0 # 11, also I = (0, 11, I7), liegen in B die folgenden 2 Monome:

Pzalzz, F)241221

SchlieBlich ist Iy # @ # I} nicht moglich, da |1 > 2 gelten muss.

Insgesamt hat K7ty = B also die Dimension 42.

Der Gabriel-Kocher von Bg ist nach dem Korollar[2.14] dieser:

0 a,z,1,2

. a,z/ >
a,z a,z,1 a,z,2

Die Monoidalgebra ist also isomorph zu der Wegealgebra seines Gabriel-Kochers, denn
die Dimension der Wegealgebra ist 16 + 14 + 10 + 2, also auch:

z,1,2

42
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