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Kapitel 1

Vorbereitung

Abschnitt 1.1

Einleitung

In dieser Veranstaltung geht es um die Analyse und um Verfahren zur Lésung
der nicht-restringierten Minimierungsaufgabe

(1.1.1) finde alle * mit f(z*) = min{f(x) : x € R"}.

Dabei ist f : R" — R eine nichtlineare Funktion, von der wir in der Regel
wenigstens Differenzierbarkeit voraussetzen. Die Aufgabe (1.1.1) nennt man
entsprechend nicht-restringiertes nichtlineares Optimierungsproblem. Zu sei-
ner Behandlung gibt es spezifische Verfahren die Gegenstand dieser Veran-
staltung sind.

Zur Abgrenzung: Wird in (1.1.1) nur x € D C R" zugelassen, so spricht
man von einer restringierten Optimierungsaufgabe. Ist f eine affine Funkti-
on, f(z) = ¢’z +~ und wird D durch ein System von linearen Gleichungen
und Ungleichungen beschrieben, so spricht man von einem linearen Optimie-
rungsproblem; sind f und D konvex von einer konveren Optimierungsauf-
gabe. In diesen Fillen kann man die zusétzliche Struktur der Aufgabe bei
der Entwicklung geeigneter Verfahren ausnutzen. Sie sind nicht Gegenstand
dieser Veranstaltung.

1.1.1 Definition
(i) Jede Losung x* von (1.1.1) heiBt globale Minimalstelle von f; der Wert
f(z*) heiBt globales Minimum von f.



1.1. EINLEITUNG

(ii) Ein Punkt z* € R™ heifit lokale Minimalstelle von f und der Wert
f(x*) lokales Minimum, falls gilt

f(z*) < f(x) fiir alle z in einer Umgebung von x*.

(iii) Ein globales Minimum heifit streng und die zugehorige Minimalstelle
x* eine strenge globale Minimalstelle, wenn z* eindeutig ist.

(iv) Eine lokale Minimalstelle z* von f heiit strenge lokale Minimalstelle,
falls gilt

f(z*) < f(z) fir alle z # 2* in einer Umgebung von x*.

1.1.2 Beispiel
(i) Die Funktion f(z) = 2? besitzt die strenge globale Mimimalstelle z* =
0 und keine weiteren lokalen Minimalstellen.

(i) Die Funktion f(r) = max{0,z? — 1} besitzt als globale Mimimalstellen
das ganze Intervall [—1, 1]. Sie hat keine strengen Minimalstellen und
keine weiteren lokalen Minimalstellen.

(iii) Die Funktion f(z) = —e *" cos(z) besitzt eine strenge globale Mini-
malstelle bei x = 0 und unendlich viele weitere strenge lokale Minimal-
stellen.



Abschnitt 1.2

Grundlagen aus der Analysis

Konventionen zur Notation: Im ganzen Skript wird f stets eine Funk-
tion von D C R™ nach R bezeichnen. Gro geschriebene Symbole (z.B. F)
reservieren wir fiir Funktionen von D nach R™. Vektoren sind prinzipiell
Spaltenvektoren mit Ausnahme des Gradienten

Vi(z) = (agif), - agg)) ,

den wir stets als Zeilenvektor auffassen. Dies hat den Vorteil, dass wir In-
nenprodukte des Gradienten mit einem Vektor d immer einfach als V f(z)d
notieren konnen.

Unser Differenzierbarkeitsbegriff ist stets die Fréchet-Differenzierbarkeit (to-
tale Differenzierbarkeit).

1.2.1 Definition .
f:D CR"™ — R heilt in dem Punkt x im Inneren D von D differenzierbar,
wenn es einen Zeilenvektor df (z) gibt mit der Eigenschaft

|[f(z + h) = f(x) = df (x)h] = o([|A]]).
Aus der Analysis wissen wir:

1.2.2 Satz .
Ist f: D CR"— R in z €D differenzierbar, so existieren die partiellen
Ableitungen und es gilt

df (z) = V f(x).

Ist umgekehrt V f(x) stetig in z, so ist f differenzierbar in z. Wir schreiben
f €CHD), wenn V f(x) stetig ist in allen Punkten z € D.

1.2.3 Definition .
f D CR"™ — R sei differenzierbar in x € D. Dann heifit « stationdrer Punkt
von f, falls Vf(z) = 0.

1.2.4 Satz 5
f: D CR" — R sei differenzierbar in einer (lokalen) Minimalstelle z €D.
Dann ist x stationdrer Punkt von f.
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Definiert man fiir festes z,d € R" die Funktion ¢ : R — R, p(t) = f(z + td),
so ist ¢'(t) = V f(x + td)d, sofern f an der Stelle z + td differenzierbar ist.
Mit dem (eindimensionalen) Mittelwertsatz fiir ¢ erhélt man so die folgenden
Mittelwertséitze im Mehrdimensionalen, die sich in der Zukunft noch als sehr
niitzlich erweisen werden.

1.2.5 Lemma

Sei f: D C R* — R, und D enthalte die gesamte Verbindungsstrecke
x4+ 60(y —x), 6 € [0,1] zwischen zwei Punkten x und y € D im Inneren. f
sei an allen diesen Stellen x + §(y — =) differenzierbar. Dann gilt

(i) (Mittelwertsatz)
fy) = f(x) = V(E)(y — =) mit § =z +0(y —x), 6 € (0,1),

(ii) (Integralform des Mittelwertsatzes)
1
fly) = f(x) = /Vf(x+t(y — 1)) (y — z)dt.
0

Man beachte, dass sich nur die Integralform auf Funktionen F : D — R™
iibertragen lésst.
Ist f zweimal differenzierbar, so schreiben wir V2 f(z) fiir die Hesse-Matrix

% f(x) 9% f(x)

0x1011 CTY Ox10xn
Vif(x) = : :

9% f(x) 9% f(x)

9rn0z1 92,0y,

Die Hesse-Matrix ist symmetrisch, wenn die zweiten partiellen Ableitungen
alle stetig in x sind. Trift dies fiir alle z € D zu, so schreiben wir f € C%(D).

1.2.6 Satz .
Sei f: D CR"— R, feC*D)und z* €D ein stationiirer Punkt von f.
Dann gilt

(i) Ist V2f(z*) positiv definit, so ist z* strikte lokale Minimalstelle von f.

(ii) Ist z* lokale Minimalstelle von f, so ist V2f(x*) positiv semidefinit.

Man beachte, dass aus Teil (ii) auch folgt: Ist V2f(z*) indefinit an einem
stationdren Punkt x*, so ist * keine lokale Minimalstelle.

Wir beenden diesen Abschnitt mit einem sehr niitzlichen Resultat iiber die
Norm von Inversen.
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1.2.7 Lemma (Banach-Lemma)
Seien A, H € R". Es sei A regulir und ||[A™'H|| < 1. Dann ist auch A — H

regulér und es gilt

A7
g AT

Beweis: Es ist
A—H=A(I—-A"'H).

Wegen ||A~'H|| < 1 konvergiert die Neumann-Reihe
Sty
k=0

gegen (I — A'H)™! und es gilt

oo 1
. -1 -1 < -1 k =
(I —ATH)[ < ;ZO(HA H) 1— [[ATH]||



Abschnitt 1.3

Konvexe Funktionen

Konvexe Funktionen sind in der Optimierung besonders wichtig, denn hier ist
V f(z*) = 0 dquivalent zu ’z* ist globale Minimalstelle’, s. Satz 1.3.12 weiter
unten. Aulerdem ist die Struktur der Menge aller globalen Minimalstellen
besonders einfach.

1.3.1 Definition
D C R" heif3t konver, falls gilt

r,ye D, Ae0,1] = x+ (1 - Ny € D.

1.3.2 Definition
D C R" sei konvex, f: D — R.

(i) f heiBt (strikt) konvez, falls gilt

r,yeDxFyAe(0,1) = fAr+(1-A)y) < (<) Af(2)+(1=A)f(y).

(ii) f heifit gleichmdiflig konvex, falls p > 0 existiert mit

r,y€ D,z #y, e (0,1)
= fOx+ (1 =Ny)+p- A1 =Nz —yl> <Af(x) + (1 =N f(y).

Klar: f glm. konvex = f strikt konvex = f konvex.

1.3.3 Beispiel
(i) f(x) = 2% ist glm. konvex (mit p = 1).

(ii) f(x) = 2 ist strikt konvex, aber nicht gleichmiBig konvex. (Begriindung
s. Satz 1.3.7).

(iii) f(x) = max{z* — 1,0} ist konvex aber nicht strikt konvex.

Konvexitét ist bei differenzierbaren Funktionen dadurch charakterisiert, dass
die Funktion oberhalb jeder Tangentialhyperebene verlauft:

1.3.4 Satz
D C R" sei konvex und offen, f € C'(D). Dann gilt
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Abbildung 1.1: geometrische Interpretation der Konvexitét

(i) f ist konvex auf D genau dann wenn fiir alle x # y € D gilt:
f(x) = fy) = Vi) (z—y).
(i) f ist strikt konvex auf D genau dann wenn fiir alle x # y € D gilt:

flx) = fly) > Vi) (z—y).

(iii) f ist glm. konvex auf D mit Konstante 1 genau dann wenn fiir alle
z,y € D gilt:

fx) = fly) > Vi) (z—y) +plz—yl?

Beweis: Wir beweisen zuerst (iii).
s Setze z = Ax + (1 — \)y fiir ein A € (0,1). Wir haben

f(z) = f(2) V(z)(x—z2)+ plle — 2|,
fy) = f(2) Vi) y—2) +plly — =

Multiplikation der ersten Ungleichung mit A, der zweiten mit 1 — A und
anschliefende Addition ergibt

M@) + Q=N ) = f(z) = p[(1=2)2+ X1 =] |z -yl

>
>

.

=A(A-1)

Also ist f glm. konvex.

10



1.3. KONVEXE FUNKTIONEN

»,=": Da f gleichmafig konvex ist, gilt

fy+ Az —y) = fly) _

M)+ A=) = f) = AA=A) - p- [z —y|?

A - A
= fl@) = fly) -0 =X pllz—yl*

Fir A — 0 erhalten wir so

Vigz—y) < fl@)—fly) —p-llz—yl

Teil (i) wird wie (iii) bewiesen mit p = 0. Zum Beweis von (ii) geht ,,<*
ebenfalls wie fiir (iii).

»,=" muss fiir (ii) anders bewisen werden, da die strenge Ungleichung beim
Grenziibergang , verloren® geht. Sei also © # y und z = (1/2) - = + (1/2) - y.
Da f konvex ist, gilt nach (i)

£(2) = 15) 2 V() — ) = 5V ) — ).

Es ist aber f(2) < (1/2) - f(z) + (1/2) - f(y), also

1

S7@) = 50 > 5V )~ v).

O
Im eindimensionalen sind differenzierbare Funktionen genau dann konvex,
wenn f’ monoton wichst. Bei geeigneter Begriffsbildung iibertriagt sich dies
auf den R"™.

1.3.5 Definition
Eine Abbildung F': D C R® — R" heifit

(i) (strikt) monoton, falls fiir alle x # y € D gilt
(Fy) = F(z))" - (y —2) = (>)0,
(i) gleichmdfig monoton mit Modulus p > 0, falls
(Fy) = F(z)" - (y —2) = pllz -yl

Klar: F' glm. monoton = F' strikt monoton = F' monoton.

1.3.6 Satz
Sei D C R" offen und konvex, f : D — R, f € C*(D). Dann gilt:

11
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(i) f konvex <= V f ist monoton.
(ii) f strikt konvex <= Vf ist strikt monoton.

(iii) f glm. konvex mit Konstante y <= V f ist glm. monoton mit Modulus
2/

Beweis: zu (iii), ,=“: Nach Addition der beiden Ungleichungen

f@)—fly) = Via—y) +u-llz—y|’
> Vi@ (y—z)+p|z—yl?

erhalten wir
0> (Vf(y) = V@) (x—y) +2u- [z -yl

(ii) ,=* und (i) ,=“ gehen analog.
(i) ,<*“: Nach dem Mittelwertsatz (Lemma 1.2.5 ist

flx)=fly) =VIE)(r—y), {=0r+(1-0)y,0c(0,1).

da V f monoton ist, folgt

(V) = V) (E—y)=0(Vf(&)—-Vf(y) (x—y) >0,

also
f(@) = fly) =V ((x—y) = VI(y)lz—y).

(ii) ,,<=* geht genauso.
(iii) ,<=* ist etwas aufwendiger: Sei m € N fest und zj, = y + £(z — y), k =
0,1,...,m. Dann ist

m—1
fly) = flx) = flxr) = fzre)

k=0
m—1

YRS NV (2 — wp)s G =y + Oz —y), 0, € (m
k=0 =(1/m)(y—a)
1= 1

= Ekovf(&c)'a'(y—ék)

< IS L i) 2 ly—&lP)

< w2, Yy — &) — 20 |ly — &

i

12
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m—1 9
= Viw-a) -2 Yyl
k=0

-1 k
ZZL”:Q m2

< Vi) —p Tyl

Fiir m — oo ergibt sich schliellich

@)= fly) <VIiy—z)—p-lly—=|*
O

Im Falle f € C*(D) sind konvexe Funktionen vollstdndig durch die Hesse-
Matrix charakterisierbar.

1.3.7 Satz
Sei D C R" offen und konvex, f: D — R, f € C*(D). Dann gilt:

(i) f konvex <= V?f(z) ist positiv semidefinit fiir alle z € D.
(ii) f strikt konvex <= V?2f(z) ist positiv definit fiir alle z € D.

(iii) f glm. konvex mit Konstante p <= V?f(x) ist positiv definit mit
d'V2f(x)d > 2ud?d fiir alle d € R™ und x € D.

Beweis: Zu (iii), ,=“: Nach Satz 1.3.6 ist f glm. konvex mit Konstante y,
genau dann wenn V f glm. monoton mit Modulus 2x. Wir haben deshalb
1
A"V f(x)d = d° %in% T (Vf(z+td) — Vf(x)"
. 1 T T
= lim = ((t- )" (Vf(x +td) = V()
1

> lim — ik

> lim =5 2u|t - d

= 2u- |d|*.
Zu (iii) ,,<=“: Nach dem Mittelwertsatz 1.2.5 gilt

1

(@ =) (Vf(@)=VI) = /(33 —y) VA f(z +tly — 2))(y — 2)dt

0
1

> / 2pilly — xldt

0

13
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= 2uly — z|*.

Also ist f glm. konvex mit Konstante p nach Satz 1.3.6.
Zu (i): Hier folgen beide Richtungen aus (iii) mit p = 0.
Zu (ii): Auch hier geht der Beweis analog zu (iii). 0
Nach diesen Charakterisierungen konvexer Funktionen wenden wir uns jetzt

wieder der Minimierungsaufgabe zu, ausnahmsweise sogar z.T. mit Restrik-
tionen.

1.3.8 Satz
Sei f: R" — R, f € C}(R"), D C R" konvex. Wir betrachten die restringierte
Minimierungsaufgabe

min f(z).

zeD

Die Menge aller Minimalstellen heifle L. Dann gilt
(i) L ist konvex (evtl. L = 0).
(ii) f strinkt konvex auf D = |L| < 1.

(iii) f glm. konvex und D nicht leer und abgeschlossen = |L| = 1, d.h. es
existiert eine eindeutige Losung.

Beweis: Zu (i): 21,22 € L = f* = f(z1) = f(z2) < f(Az1 + (1 — Nag) <
Mf(xy) + (1= N\)f(z2) = f* fiir alle A € (0,1). Also ist Azy + (1 — N)ze € L.
Zu (ii): Angenommen, 1 # x93 € L und f* = f(z1) = f(x2). Dann gilt wegen
der strikten Konvexitét

1

Pt (gntgn) < )+ 5i) =1

ein Widerspruch.
Zu (iii): Die Eindeutigkeit folgt aus (ii). Zum Nachweis der Existenz sei 2° €
D beliebig. Fiir alle y € D gilt dann nach Satz 1.3.4 (iii)

fly) = f@")+ Vi) —a") + 2 [ly -2
cSsuU
F@) = IV @O My = 2l + 20 ly — 2°|1*.

Fiir ||y — 2% > r = ||[Vf(2%)|/(2u) ist also f(y) > f(z"). Wir kénnen die
Minimierungsaufgabe deshalb auf den kompakten Bereich DN{y € R", ||y —
2°|| < r} einschréinken, auf welchem die stetige Funktion f ihr Minimum
annimmt. 0

14
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1.3.9 Definition
Sei f: D CR" — R, 2 € D. Dann heifit die Menge

L(z°) ={x e D, f(z) < f(2°)}
die Levelmenge von f bzgl. x°.
Soeben haben wir im Beweis von Satz 1.3.8 gezeigt:

1.3.10 Satz
Sei f:R" — R, f € C{{R"), 2° € R™. Weiter sei £(z°) konvex und f glm.
konvex auf £(z%). Dann ist £(z°) kompakt.

Fiir spater halten wir noch fest:

1.3.11 Satz
Unter den Voraussetzungen von Satz 1.3.10 sei z* die nach Satz 1.3.8(iii)
eindeutige Minimalstelle von f auf £(x°). Dann gilt fiir alle z € £(2°)

fl@) = fla) +plv = 2|
(p aus glm. Konvexitét).

Beweis: Auf Grund von Satz 1.2.4 ist V f(z*) = 0, wegen Satz 1.3.4(iii) gilt
also

fl@) = fl@) 2 V@)@ —a) +p- o =2 = p- o — 27|

OJ
Schlielich haben wir noch das folgende, besonders eingéngliche Resultat.

1.3.12 Satz
Sei f:R" — R, f € CYR") sei konvex auf ganz R™. Dann gilt

Vf(z") =0 = z" ist globale Minimalstelle von f.

Beweis: Fiir alle x € R™ ist nach Satz 1.3.4(i)

f(2) = F(a) = V(") (@ — 2%) = 0.

15



Kapitel 2

Abstiegsverfahren

Abschnitt 2.1

Allgemeine Formulierung und Konvergenz

Naheliegende Idee: Wihle vom aktuellen Punkt x eine Richtung d aus, in
welcher f (zunéchst) abnimmt. Gehe einen geeignet langen Schritt in diese
Richtung.

2.1.1 Definition
Sei f:R" — R,z € R". Ein Vektor d € R" heifit Abstiegsrichtung (fir f in
x), falls t > 0 existiert mit

flx+td) < f(x) fiir alle ¢ € (0,1].

Aus der Analysis ist folgendes Resultat bekannt.

2.1.2 Satz
Sei f:R* —» R, f € C}(R"), z € R". Dann ist d € R" genau dann eine
Abstiegsrichtung (fiir f in x), wenn

Vf(x)-d<0.

2.1.3 Beispiel
Ist Vf(z) #0, B € R"™" spd, so ist d = —B - V f(z) eine Abstiegsrichtung.



2.1. ALLGEMEINE FORMULIERUNG UND KONVERGENZ

Es ergibt sich das folgende allgemeine Geriist fiir ein Abstiegsverfahren:

2.1.4 Algorithmus
withle 2° € R
for k=0,1,... do
bestimme Abstiegsrichtung d* fiir f in z*
bestimme Schrittweite t* > 0 (mit f(z* + t*d*) < f(a*))
setze oF Tl = ok 4 thdk
stoppe, wenn x**! geeignetem Abbruchkriterium geniigt
end for

Ziel jetzt: Finde allgemeine Bedingungen an d* und t*, so dass ,, Konvergenz*
nachgewiesen werden kann.

Was bedeutet ,, Konvergenz“? Ideal wire: limy_.., ¥ = z*, 2* globale Mini-
malstelle von f. Tatséchlich kann man i.d.R. nur viel weniger nachweisen.
Uns geniigt, wenn wir zeigen koénnen: Jeder Hiufungspunkt der Folge {z*}
ist stationdrer Punkt von f (f € C(R")).

Nicht jedes Abstiegsverfahren muss konvergieren:

2.1.5 Beispiel
D =R, f(z) = 22

(i) Wir nehmen 2° =2, d* = (=1)* 1 tF =2+ 2+ .

Es ist dann also

3 ) 9
O—2 pl=—Z 22=" 23=—-2 ..  2F=(-DF1+27%
xz 7 X 27 x 47 x 87 7'/L‘ ( ) ( + )
Es ist limg oo f(2F) = 1,limp oo 22 = +1, limy_ o0 2
Problem: Relativ zu ||t*d*|| ist f(z*) — f(2*1) zu klein, s. Abb. 2.1.

2 2k+1 _ 1

(i) Wir nehmen d* = —1, t#F = 2=*+D 20 — 2 Dann ist ¥ = 14+27%, also
limy,_, oo 2% = +1.
Problem: |[t*d*|| ist zu klein (im Vergleich zu f’(z*)), s. Abb. 2.2.

Wir formulieren eine ,,Regel“, die beide Probleme aus dem Beispiel aus-
schlief3t.

2.1.6 Definition
Eine Schrittweite ¢ fiir die Abstiegsrichtung d in = heifit effizient, falls mit
6 > 0 unabhéngig von z, d gilt

v f(:c)d>2'

(2.1.1) fle+td) < f(z)—0 (W

17
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Abbildung 2.1: Tllustration zu (i) aus Beispiel 2.1.5
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fx) +toOf(x)d

Abbildung 2.2: Tllustration zu (ii) aus Beispiel 2.1.5

19



2.1. ALLGEMEINE FORMULIERUNG UND KONVERGENZ

(Warth, Werner, 1972).

Wann ist dies erreichbar? Dies besprechen wir im néchsten Abschnitt. Zuerst
kiimmern wir uns um die daraus folgenden Konvergenzaussagen.

2.1.7 Satz
f:R" - R, f e C'(R"). Im Abstiegsverfahren 2.1.4 seien alle Schrittweiten
t¥ effizient und es gelte fiir alle k mit einer festen Zahl ¢ > 0 die Winkelbe-
dingung
(2.1.2) —(Vf(@*)-d") z e[V (") - 1d"]
Dann gilt

(i) Jeder Haufungspunkt der Folge {2*} ist ein stationdrer Punkt von f.

(i) Ist f nach unten beschrinkt, so ist gilt limy ., Vf(2*) = 0.
Beweis: Wegen t* effizient, gilt
E\ gk 2
Wegen der Winkelbedingung folgt weiter
(2.1.3) F@h) < f(2*) = 0|V f ("))

Fiir (i) sei nun z* Haufungspunkt von {z*}. Die Folge {f(2*)} fillt monoton
und konvergiert auf einer Teilfolge gegen f(x*). Also gilt

I f(a*) = f(z"),

insbesondere limy, o, f(2¥+1) — f(2*) = 0, so dass mit (2.1.3) folgt: V f(z*) =
0. Fiir (ii) sei f nach unten beschriankt, weshalb die monoton fallende Folge
f(2*) konvergiert. Aus (2.1.3) folgt dann sofort limy ., ||V f(z¥)| =0. O

2.1.8 Korollar

Ist f auBerdem konvex, so ist jeder Haufungspunkt von {z*} eine globale Mi-
nimalstelle. Ist f sogar strikt konvex, so konvergiert {2*} gegen die eindeutige
Minimalstelle z* von f.

Die Bedingung (2.1.2) sagt, dass der Winkel zwischen V f(z*) und d* gleichmiBig
von 7/2 weg beschrankt ist. Dies kann man abschwéchen zur sog. Zoutendijk-
Bedingung,

0 V f(z*)d* ° .
(214) Z(nwuk)n-ndku) =t

k=0

wenn man stirkere Voraussetzungen fiir f hat.
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2.1.9 Satz

Sei f:R" — R, f € C}Y(R"), f nach unten beschriinkt. Im Abstiegsverfah-
ren 2.1.4 seien die Schrittweiten t* effizient; die d* erfiillen die Zoutendijk-
Bedingung (2.1.4). Dann gilt fiir die Iterierten z*

lim inf || f(2)]| = 0.

Beweis: Wegen der Effizienz der Schrittweiten haben wir
Ey gk 2
(2.15) ﬂﬁﬁ—ﬂﬂ)g-ﬁ(zﬁ%i)
= —0|Vf(")]*s

B Y f(a®)d 2
%_QWﬂﬁWWMO'

Angenommen, es existiert € > 0 so dass ||V f(z*)|| > ¢ fiir alle k > k.. Durch
Summmation {iber alle £ und mit f* als eine untere Schranke fiir f erhalten
wir dann

mit

fo @) <063 6 = —oo,
k=0
ein Widerspruch. O

2.1.10 Bemerkung

Ein zu Teil (i) aus Satz 2.1.7 analoges Resultat fiir die Zoutendijk-Bedingung
kénnen wir nicht zeigen. Der folgende Satz iibertragt aber wenigstens die
zweite Aussage aus Korollar 2.1.8.

2.1.11 Satz

Sei f: R" — R, f € C*(R"). Die Levelmenge £(z") sei konvex und f sei
glm. konvex auf £(z°). Im Abstiegsverfahren 2.1.4 seien die Schrittweiten t*
effizient; die d* erfiillen die Zoutendijk-Bedingung (2.1.4). Dann konvergiert
die Folge {z*} gegen die eindeutige globale Minimalstelle x* von f.

Beweis: Es gilt 2* € £(z). Wie vorher haben wir

(2.1.6) fh)y < f(w’“)_9<vﬁ|<c;“ll)d>

= f(@*) =0V f ()]0

B Y f(a)d 2
%_QWﬂﬂWWMO'

mit
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2.1. ALLGEMEINE FORMULIERUNG UND KONVERGENZ

Da f glm. konvex auf £(z°) 2 {z° 2!, ...}, gilt nach Satz 1.3.11

plla® — 2| < f(a*) = fa*) < Vf(a")(a" —l")
IVF@OI - [l=* = 271,

also insbesondere pl|z* — 2*|| < |V f(2"*)|| und damit

<
<

—_

f@) = f@®) < [V f()]*.

I

Eingesetzt in (2.1.6) ergibt sich
F@ ) = f(a?) < =0k0p (f (=) = f(a7)) .
Daraus folgt

0< f@) = f(2) < (1= 6bp) (f(a") = f(z"))

IA A

IN

T1 = 60m) - (£(2°) = f(a)).

Nun gilt

k k
log (H (1 —5,0p) ) = Zlog(l — 000p1)
£=0 =0
k
< —Ou- > o
=0

Fiir k£ — oo folgt wegen (2.1.4) somit

k
’}Lrgo log (H(l - 659;0) = —00

=0
<~ lim | | (1 —0,0pn) =0.

k—o0

O
Die Sétze 2.1.7 und 2.1.11 sind unsere beiden wichtigsten ,,globalen* Kon-
vergenzsatze.
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Abschnitt 2.2

Armijo-Schrittweiten

Wir wollen drei Strategien zur Wahl der Schrittweite kennen lernen, die je-
weils effiziente Schrittweiten liefern.

2.2.1 Definition (Armijo-Regel)
Sei f:R" = R, f € C'(R"). Sei 0 € (0,1) und 3 € (0,1) fest. Dann wihlt
man als Schrittweite t fiir die Abstiegsrichtung d im Punkt x:

ta=max{f : £=0,1,..., f(z+8%) < f(z)+oB'Vf(x)d}

2.2.2 Algorithmus (Armijo-Schrittweite)
t=1
while f(z +td) > f(z) + otV f(z)d do
t=t-3
end while
ta=1

Existiert die Armijo-Schrittweite {iberhaupt immer?

2.2.3 Satz
[:R*" >R, feC(R"),0€(0,1),8 € (0,1) fest. Zu x € R", Abstiegsrich-
tung d € R" existiert ¢y € Ny mit

flz+ ) < f(z) + 0BV f(x)d fiir alle £ > ¢,
Beweis: Angenommen, fiir unendlich viele ¢ wire
fle+pd) > f(x) + 0BV f(2)d.
Dann folgt fiir £ — oo aus

flx+ p'd) — f(x)
56

> oV f(z)d

die Beziehung
Vf(z)-d=oVf(z)d,
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was wegen o € (0,1) und V f(z)d < 0 unméglich ist.

Die Armijo-Regel kuriert Problem (i) aus Beispiel 2.1.5, aber nicht Problem
(ii) (zu kleine Schritte). Die Armijo-Regel fiihrt nicht notwendig zu effizienten
Schrittweiten. O
Variante: Skalierte Armijo-Regel: Wihle s = s(x,d) > 0 geeignet.

(2.2.1) tegqa=max{sp’: £=0,1,..., f(zx+s8d) < f(z)+osB'Vf(x)d}
Fiir s grofl genug kann man zu kleine Schritte ausschliefen. Genauer gilt:

2.2.4 Satz
Sei f:R*" - R, feC'R"),0 € (0,1),8 € (0,1),c > 0 fest. Sei z € R", d
Abstiegsrichtung in z. Dann gilt

(i) tsa ist definiert, d.h. in (2.2.1) rechts steht nicht die leere Menge.

(ii) Verlangt man
Vi)
Id]|>
so ist t,4 sogar effizient fiir alle x € £(z°), vorausgesetzt V f ist Lipschitz-
stetig auf £(z2Y).

Beweis: (i) geht wie Satz 2.2.3.
(ii): Es gilt
flx+tsad) < f(z)+ otsaVf(x)d
= f(a)+osp'Vf(x)d

< fa)—o-cB (vﬁ;ﬁ)d)Q-

Es ist also nun noch zu zeigen, das fiir alle x,d der Exponent ¢ beschrinkt
ist.

V f Lipschitz-stetig <= ||V f(z) — Vf(y)|| < 7|z — y]| fiir alle z,y € L(z°).
Wir miissen zeigen, dass ¢ unabhéngig von z, d existiert mit

flz+sp'd) < f(x) + 058V f(x)d, =€ L(z).
Dazu

flo+spd) — f(x) = s6°-Vf(&d, &=a+0-54
B (Vf(x)d+ (Vf(€) = Vf(z))d)
< s Vf(2)d + spV (€)= V@)l - |dl

N
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< 50 (VF@)d+ sy - |ld]f?).
Also ist f(x + sf'd) — f(x) < osf’ - V f(x)d, sobald
(2:22) s89dl* < (o0 = 1)(Vf(2)d).
Nach Voraussetzung gilt
(0 =)V f(x)d = (o = 1)- = - [d]*,
also gilt (2.2.2), sobald

S
B < (1= 0)- 2 Ja)’?

unabhéngig von z, d.
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fx)+toOf(x)d

- I I I I I I I I
-2.5 -2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2 25

Abbildung 2.3: Die Armijo-Schrittweite
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Abbildung 2.4: Die Wolfe-Powell-Schrittweiten

Abschnitt 2.3

Wolfe-Powell-Schrittweiten

Eine andere wichtige Schrittweitenstrategie ist die Wolfe-Powell-Strategie.

2.3.1 Definition
f:R* = R, f € CHR"),0 € (0,2),p € [0,1) fest gegeben. Eine Wolfe-

’ 2
Powell-Schrittweite ty p fir x € R™ mit Abstiegsrichtung d ist ein ¢ > 0 mit

(2.3.1) flz+td) < f(x) + otV f(x)d
und
(2.3.2) Vf(x+td)d> pV f(x)d.

Abb. 2.4 illustriert, dass die zweite Bedingung nun zu kleine Schrittweiten
verhindert. Existiert ¢y p immer?

2.3.2 Satz
f:R" =R, feC(R"),0€(0,3),p€[0,1. Zuz € R" und d € R mit
Vf(xz)d <0 sei

Twp(z,d) = {t > 0:terfillt (2.3.1) und (2.3.2)}.



2.3. WOLFE-POWELL-SCHRITTWEITEN

(i)
(i)

Ist f nach unten beschrinkt, so ist Ty p # 0.

Ist Vf auf £(x°) Lipschitz-stetig, so sind fiir alle x € L(2°),d € R
alle t € Ty p effizient.

Beweis:

(i)

Setze

o(t) = flz+td),
Y(t) = flz+td) = f(z) — otV f(x)d = p(t) — p(0) — ate'(0).

Dann ist ¢/(t) = V f(x + td)d, ¥'(t) = ¢'(t) — o¢'(0).
Die Wolfe-Powell-Bedingungen (2.3.1) und (2.3.2) lauten so

(2.3.3) W) < 0

(2.3.4) P't) > pe'(0).

Die Funktion #(t) erfiillt ¢(0) = 0,lim; o ¥ (t) = oo (denn f ist be-
schrinkt), ¢/(0) < 0 und damit fiir ¢'(t) < 0 fir ¢ € [0,¢) mit ¢ > 0.
Also existiert t* > 0 mit ¥(t*) = 0, ¥(t) < 0 fir t € (0,t*). Es
gilt ¢’'(t*) > 0, denn andernfalls gébe es ein noch kleineres ¢** mit
Y (t**) = 0. Die Zahl t* erfiillt (2.3.3) auf Grund ihrer Definition. Unter
Verwendung von ¢/(t*) > 0 folgt auBerdem ¢'(t*) > o¢’(0), woraus
wegen p > o > 0 und ¢'(0) < 0 die Beziehung (2.3.4) folgt.

Fiir € L(2%),t € Twp(x,d) ist x + td € L(z°). Sei v die Lipschitz-
Konstante fiir V f(z). Wir haben nun wegen (2.3.1)

(2.3.5) flx+td) < f(x) + otV f(z)d.
Andererseits gilt wegen (2.3.2)
pV f(x)d < V f(x +td)d,

also
(p—DVf(x)d < (Vf(x+td)—Vf(x))d
< Vi@ +td) = V@)
< et |d)?
also

(0~ 1)V (z)d
BN VR
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Durch Einsetzen in (2.3.5) ergibt sich

o(p = DV f(x)d
v - ldl?

Man nehme also 6 = —@ in der Definition fiir efiziente Schrittweite.

flz+td) < f(z) +

-V f(z)d.

O
Eine Variante sind die strengen Wolfe-Powell-Schrittweiten.

2.3.3 Definition

f:R*" - R feC(R"),0 € (0,%),p € [o0,1) fest gegeben. Eine strenge
Wolfe- Powell-Schrittweite tgyp fiir x € R™ mit Abstiegsrichtung d ist ein
t > 0 mit

(2.3.6) flx+td) < f(x)+ otV f(z)d
und
(2.3.7) \Vf(x+td)d < —pVf(x)d

(2.3.6) ist identisch zu (2.3.1). Die zweite Bedingung (2.3.7) ist stirker als
(2.3.2), denn wegen V f(x)d < 0 ist (2.3.7) dquivalent zu

pVf(z)d < Vf(x+td)d < —pVf(x)d.

Auf Grund von Satz (2.3.6) (ii) wissen wir bereits, dass tswp effizient ist,
vorausgesetzt, t,p existiert.

Zur weiteren Diskussion setzen wir wie im Beweis zu Satz 2.3.2 (bei festen
x? d7 0-7 p)

o(t) = flz+td),
V() = @(t) —»(0) — ate'(0).

Die strenge Wolfe-Powell-Bedingung lautet also

(2.3.8) »(t) <0
(2.3.9) ' (t)] = ple'(0)].
2.3.4 Satz

f, o, pseien wie in Definition 2.3.3. Ist f nach unten beschréankt, so ist Tsywp #

0.
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f(x) +t o O f(x)d

Abbildung 2.5: Die strengegOWolfe—Powell—Schrittweiten
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Beweis: Die Argumentation ist ahnlich wie fiir Satz 2.3.2(i): es existiert ein
Intervall (0,t*), auf dem die differenzierbare Funktion 1 (t) die Bezichungen
Y(t) < 0 und (t*) = 0 erfiillt. Wegen 1(0) = 0 existiert ein ¢ € (0,#*) mit
Y'(t) = 0. Aus der letzten Beziehung folgt |¢'(t)| = o|¢'(0)| < pl¢/(0)]. O
Die konkrete Bestimmung einer (strengen) Wolfe-Powell-Schrittweite ist kom-
plizierter als bei der Armijo-Schrittweite. Wir formulieren dazu jetzt Algo-
rithmen, die jeweils auf einer einfachen geometrischen Idee beruhen.

Zur weiteren Diskussion setzen wir wie im Beweis zu Satz 2.3.2 (bei festen
x,d,o,p)

o(t) = flz+td),
V() = @(t) —»(0) — ate'(0).

Die Wolfe-Powell-Bedingungen lauten also

(2.3.10) Y(t) <0

(2.3.11) ¢'(t) > pye'(0)

Wir nehmen an, dass f nach unten beschrankt ist. Dann ist lim; .., ¢(t) =
+o00, mit ¥(0) = 0,¢'(0) = (1 — 0)¢’(0) < 0. Es gibt also ein Intervall
[a,b] C [0,00), auf welchem gilt: ¥(a) < 0,¢(b) > 0,¢'(t*) = 0 fiir ein
t* € [a,b]. Es ist

P'(t") =0
= P(t") —0¢'(0)=0
= ¢(t") =0y (0)

Wegen p > o und ¢'(0) < 0 gilt also ¢'(t*) > p¢'(0), d.h. t* € Ty p.

Damit Idee: Finde zuerst a und b, suche danach ein geeignetes ¢ in [a, b] durch
Halbierungsstrategie. Beachte dabei: Nach dem MWS existiert ¢ € [a, b] mit
W'(t) = () —(a)/(b—a) = 0, d.h. ¢¥'(t) = 0¢'(0) = ¢'(t) = py'(0). Das
t findet man im folgenden Algorithmus durch ,,Zufall“ oder weil b — @ immer
kleiner wird.
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2.3.5 Algorithmus (Wolfe-Powell-Schrittweite)
wéhle t > 0,v > 1,
while (y(1) < 0) A (¢'(t) < p¢'(0)) do
t=y-1
end while
{£(t) > 0 oder ¢'(t) > pg'(0)}
if ¥ (t) <0 then
{dann ist ¢'(t) > py'(0), Gliick gehabt!}
twp =1
else
{¢(t) > 0 und ¢'(t) > pg'(0)}
setze a = 0,0 =1
setze t = 3(a +b)
{#'(a) < pp'(0)}
while (¢ () > 0) V (¢(t) < p¢'(0)) do
if 9(t) > 0 then
{t ist zu groB}

setze b =t
else
{(t) <0,¢'(t) < pe'(0)}
setze a =1t
end if
setze t = 3(a +b)
end while
twp =t
end if

Der Algorithmus bedarf einer Analyse. Es geniigt zu zeigen, dass er termi-
niert, denn das berechnete ty p erfiillt (2.3.10) und (2.3.11) auf Grund der
Abbruchbedingung der zweiten while-Schleife.

2.3.6 Satz

Sei f:R" — R, f € C}(R"), f nach unten beschrinkt. Seien z,d € R" fest
Vf(x)d < 0. In Algorithmus 2.3.5 sei 0 < 0 < p < 1. Dann terminiert der
Algorithmus.

Beweis: Die erste while-Schleife bricht ab, da wegen v > 1 die Zahl ¢ beliebig
grof wird und lim;_, 9(t) = oo, d.h. es wird ¢ (¢) > 0 erreicht.

Die zweite while-Schleife bestimmt eine Folge von Intervallen [a;, b;] C [a;_1, b;_1],
a; < b;, mit den Eigenschaften

Plai) <0, (b)) >0, ¢'(a:) < py'(0),
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1
bi — a;| = 5|bi—1 — ai-1].
| ai| 2| 1 — i1

Angenommen, die Schleife bricht nicht ab. Dann gilt lim; ., a; =t = lim; . b;
mit ¥(t) = 0,¢'(t) = lim;oo(¢(b;) — ¥(a;))/(b; —a;) > 0. Es gilt also
W(t) =0,¢'(t) > a¢'(0) > pe'(0). Aus Stetigkeitsgriinden gilt deshalb fiir ¢
grofl genug ¢'(a;) > p¢’(0) (und sowieso ¥ (a;) < 0). Ein solches a; ist aber
ein t in der zweiten while-Schleife des Algorithmus, d.h. der Algorithmus
bricht ab. 0J

2.3.7 Bemerkung

Algorithmus 2.3.5 bleibt auch dann noch korrekt, wenn man statt ¢ = %(a—i—b)
irgendein ¢t € [a + 71(b — a),b — 72(b — a)] mit 7,72 > 0,7 + 75 < 1 nimmt.
Denn auch dann hétte man, falls die zweite while-Schleife nicht abbricht,

Folge: Man kann 7, 75 relativ klein wihlen, z.B. 71, 75 = 1072, und stellt ein
einfaches Modell fiir ¢ auf [a, b] auf, z. B.

p(t) =~ p(t),

p Interpolationspolynom vom Grad 3 mit p(a) = ¢(a),p'(a) = ¢'(a),p(b) =
p(b),p'(b) = ¢'(b).

Bestimme dann die Minimalstelle t* von p auf [a,b] (geht explizit!). Falls
t* €la+7(b—a),b—1(b—a)], setze t = t*, sonst t = a+ 71(b—a) (z. B.).
Alternativ kann man fiir p auch das Interpolationspolynom 2. Grades nehmen
mit p(a) = ¢(a),p'(a) = ¢'(a), p(b) = ¢(b). Dies erspart die Berechnung einer
Ableitung.

Fiir die strenge Wolfe-Powell-Schrittweiten entwerfen wir einen dhnlichen Al-
gorithmus. Die strenge Wolfe-Powell-Bedingung ist dquivalent zu

P(t) <0, |@'(B)] < ple'(0)] = —p¢(0).

Die zweite Bedingung ist dabei erfiillt, wenn |¢)'(¢)| klein genug ist, denn es
gilt
W' < (p—0)-|¢'(0)]
= —(p=0)- [P O) <¢'(t) =0 - ¥'(0) < (p—0)-[£(0)]
= =l (0)] < ¢'(t) < (p = 20) [£'(0)]
<p

= O] < ple'(0)].

Idee des Algorithmus: Finde Folge von immer kleineren Intervallen, so dass in
jedem Intervall ein ¢* liegt mit ¢ (t*) < 0 und ¢'(¢*) = 0. In einer Umgebung
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dieses t* gilt dann ¢ (t) < 0 und |¢'(t)| < (p — o) - |¢'(0)|. Hierzu bemerken
Wir:
Fiir a < b existiert ein solches t* € (a, b), falls gilt

$(a) < (b),(a) < 0 und ¥/(a) < 0

oder
¥(b) < 1p(a),1(b) < 0 und ¢'(b) > 0.

Eine Moglichkeit, beide Bedingungen in einer zu formulieren, erhilt man,
wenn man auch b < a zulésst:

(2.3.12) (a) < P(b),¥(a) <0 und ¢'(a)(b—a) <0

Im folgenden Algorithmus wird dies jetzt auch verwendet. (a, b sind jetzt die
Grenzen eines Intervalls [a, b] oder [b, a]).
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2.3.8 Algorithmus (strenge Wolfe-Powell-Schrittweite)
wéahle t > 0,7 > 1,

while (¥(t) <0) A (¥'(t) <0) do
t=t
end while
{1(t) > 0 oder ¥'(t) > 0}
if (1) < 0) A (10/(8)] < (9 — 0)|¢/(0)]) then
tswp =1 {Gliick gehabt!}
else
{1(t) = 0 oder (¢(t) < 0 und |[¢'(t)] > (p = o)l¢"(0)])}
if (¥(t) <0) A (¢'(t) > 0) then
{es ist sogar ¢'(t) > (p — o)|¢'(0)[}

setze a =t,b=0 {a,b erfiillen (2.3.12)}
else
{v(t) = 0}
setze a = 0,b=1 {a,b erfiillen (2.3.12)}
end if
{hier ist auBerdem |¢'(a)| > (p — o)|¢'(0)] }
{a, b erfiillen (2.3.12), |¢'(a)| > (p — o)|¢'(0)|}

setze t = 1(a +b)
while (¢(t) > ¥(a)) V ([¢'(t)] > (p — 0)|¢'(0)]) do
if ¢(t) > w< ) then
setze b =
else

{ a,b erfiillen (2.3.12)}

{l'@] > (p =)' (0)], (1) < ¢(a)}
if ¢/(t)(t —a) <0 then

setze a =t {a,b erfiillen (2.3.12)}
else
setze b=a,a=t
end if
{a, b erfiillen (2.3.12), |¢/'(a)| > (p — o)|¢'(0)|}
end if
t=1(a+0)
end while

lswp =1
end if

Zum Nachweis der Korrektheit miissen wir wieder nur die Terminierung zei-
gen.
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2.3.9 Satz
Sei f:R" — R, f € C}(R"), f nach unten beschrinkt. Seien z,d € R" fest
Vf(x)d <0.In 2.3.8sei 0 < o < p < 1. Dann terminiert der Algorithmus.

Beweis: Die Terminierung der ersten while-Schleife (wegen 1 (¢) > 0) folgt
wie in Satz 2.3.6. Zur Terminierung der zweiten while-Schleife notieren wir
(a,b) fur das Intervall

(a,b) = [min{a, b}, max{a, b}|.

Angenommen, die while-Schleife terminiert nicht. Dann bestimmt sie Fol-
gen {a,},{bl} mit <ai,bi> Q <(li_1,bi_1> und ‘bz — CLZ’| = %|bi_1 — CLi_1|. Al-
so gilt lim; . a; = t* = lim; . b;. Da alle Paare {a;,b;} die Bedingung
(2.3.12) erfiillen, existiert stets ein ¢; € (a;, b;) mit ¥’'(¢;) = 0. Also gilt auch
' (t*) = 0. Andererseits ist die Beziehung [¢/(a)| > (p — 0)|¢’(0) aber eine
Schleifeninvariante der while-Schleife, so dass [¢/(t*)| > (p — 0)|¢'(0)] > 0
folgt, ein Widerspruch. O

2.3.10 Bemerkung

Wie bei der gewohnlichen Wolfe-Powell-Schrittweite kann man ¢ aus einem
Intervall (a+7(b—a),b—72(b—a)) wahlen und dann z.B. wieder die Minmal-
stelle eines kubischen oder quadratischen Interpolationpolynoms verwenden.
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Abbildung 2.6: zur Bestimmu%% der Wolfe-Powell-Schrittweite
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Abbildung 2.7: zur Bestimmung der strengen Wolfe-Powell-Schrittweiten
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Kapitel 3

Lokale Konvergenz

Ein konvergentes Minimierungsverfahren durchlauft typischerweise zwei Pha-
sen. In der ersten Phase wird sichergestellt, dass es in die Ndhe einer Mini-
malstelle gerdt. Diese erste Phase konvergiert in der Regel langsam. In der
zweiten Phase wird die Minimalstelle dann schnell gefunden.

Die zweite Phase beruht in der Regel auf einem nur lokal (d.h. bei geniigend
genauer Anfangsapproximation) konvergenten Verfahren.

In diesem Kapitel fithren wir Grolen ein, mit denen die Konvergenzgeschwin-
digkeit der zweiten Phase gut beschrieben und verglichen werden kann. Dann
werden wir das Newton-Verfahren untersuchen und erldutern, weshalb es fiir
die zweite Phase so grundlegend ist.

Abschnitt 3.1

Konvergenzordnungen

Sei {2} C R" eine Folge mit lim;,_ .., 2" = 2* € R™ und || - || eine Norm.

Man stelle sich {2*} als Iteriertenfolge eines lokal gegen z* konvergenten
[terationsverfahrens vor.

3.1.1 Definition
{z*} konvergiert gegen z*

(i) g-linear, falls

"+t = 2" < e fla* — 27| fiix k2 ko mit ¢ € [0,1)



3.1. KONVERGENZORDNUNGEN

(ii) g-tberlinear, falls

|2F — 2*|| < epl|a® — 2*|| fiir k> 0 mit limy_.oe ¢z = 0

(iii) mit ¢-Ordnung p(> 1), falls
2" — 2% < ¢ ||2* — 2*||P, fir k> 0,¢>0
— p = 2: q-quadratisch
— p = 3: q-kubisch

3.1.2 Definition
{z*} konvergiert gegen x*

(i) r-linear, falls

2% — 2*|| < c¢-t* fiir k> 0 mit ¢ > 0,t € [0,1).

(i) r-dberlinear, falls

2% — 2% < cxt® fiir k > 0 mit limy_.o ¢ = O fiir jedes ¢ € (0, 1).

(iii) mit r-Ordnung p(> 1), falls

2" — 2*|| < ¢ #" fiir k>0 mit ¢ > 0,t € [0,1).

¢-Ordungen sind aussagekréftiger ("besser’) als m-Ordungen, aber hiufig kann
man nur 7-Ordnungen nachweisen.

Der folgende Satz diskutiert den Zusammenhang zwischen den eingefiithrten
Begriffen.

3.1.3 Satz
(i) Alle Begriffe aus Definition 3.1.1 und 3.1.2 (bis auf g-lineare Konver-
genz) sind unabhéngig von || - ||.

(ii) ¢-Ordnung p > 1 = ¢-Ordnung p’ mit 1 < p’ < p
= g-liberlinear
= ¢-linear

analog mit r-Ordnung

(iii) ¢-Ordnung p > 1 = r-Ordnung p' fiir jedes p’ € (1, p)
Ansonsten Vorsicht, s. Beispiel 3.1.4 und Ubung.
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3.1. KONVERGENZORDNUNGEN

Beweis: Ubungsaufgabe. O

|

{z*} konvergiert r-linear gegen 0, denn

1 k

{z*} konvergiert nicht g-linear gegen 0, denn fiir k ungerade gilt

3.1.4 Beispiel

(1)
%)i k gerade
(%) k ungerade

k
(1)p k gerade

k
(—)p k ungerade
{z*} konvergiert mit r-Ordnung p gegen 0, denn

k

1 p

{z*} konvergiert nicht mit ¢-Ordnung p gegen 0, denn fiir k& ungerade

gilt
Lkt 17" 3\ *"
3

Zur Bestimmung von r-Konvergenzordnungen aus einfacheren Abschatzun-
gen formulieren wir den nachfolgenden Satz 3.1.6, den wir mit einem Hilfs-
resultat vorbereiten.

3.1.5 Lemma
Fiir m € N besitzt das Polynom p,, () = ™! —¢™—1 eine eindeutige positive
Nullstelle 7 mit 7 € (1, 2).

Beweis: p,,(0) = —1, p,(2) = 2™ — 2™ — 1 > 0. Also besitzt p, eine
Nullstelle in (0,2). Weiter ist p,(t) = t™ *((m + 1)t — m). Also fillt p,,
monoton in [0, 25| und wiéchst in [;75, +00). Also besitzt p in (0,2) (und
sogar in (0, 00)) eine eindeutige Nulstelle 7, welche wegen und wegen p,,,(1) <

0 groBer als 1 ist. O
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3.1. KONVERGENZORDNUNGEN

3.1.6 Satz
Sei Y0, .- -, Ym > 0, {2*} € R”® mit limy,_, o 2% = 2* und

m
" =2 < fla* — ]| (anx’f-ﬂ' —x*n) J=mom L
j=0

Dann konvergiert {z*} mit r-Ordnung 7, wobei 7 die nach Lemma 3.1.5
eindeutige Nullstelle von p,,(t) = ™! — ¢™ — 1 im Intervall (1,2) ist.

Beweis: Wir konnen v = Z?:o%‘ > () voraussetzen, denn der Fall v = 0 ist
trivial. Setze

er = 2" —2*||, m = ver, 6 =/
Es gilt
D=1, M e Y0y
j=0 Jj=0
Wegen limy_ . e = 0 gilt np < 8 < 1 fiir k£ > k. Damit haben wir dann

Mosmer < B 08 = 8
j=0

Mhormiz < B°008°+32) 68 <

Jj=1

und allgemein (einfache Induktion)

nk0+’i§ﬁui7 izovla"'a

wobei

Ho=p1 = .= fm =1, fiy1 = fi + fliem, =M.
Es bleibt noch zu zeigen:
(3.1.1) w>o-t, i=0,1,....

Setze dazu o = 77™. Dann ist wenigstens schon mal
fo=fh=...=pm=1>ar" =77 firi =0,...,m.
Angenommen, (3.1.1) gilt bis zu einem ¢ > m. Dann ist

Mit1 = i + fhimm = a(Ti + Ti_m)
= arti(rl g ),
Es ist aber 71 4+ 7™ 1 =1, da 7™t —7m —1 = 74l (1 — =1 —pmm=1) = (),
O
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Abschnitt 3.2

Lokale Konvergenz von Newton-Verfahren

Wir betrachten zuerst Folgen {x’“} C R", die das Ergebnis eines Iterations-
prozesses sind:

(3.2.1) " = H(2%)

und charakterisieren die Konvergenzrate durch Eigenschaften von H. Danach
besprechen wir das Newton-Verfahren im Detail.

3.2.1 Definition
Fir z € R", 6 > 0, - || in R, fest, bezeichnet

Bs(z) = {y € R" : |ly — xf| < 0}
die abgeschlossene Kugel um = mit Radius d bzgl. || - ||.

3.2.2 Satz .

Sei H : D C R™ — R™. Weiter sei H in 2* € D mit H(z*) = 2* differenzierbar
mit p(H'(z*)) =: ¢ < 1. Dann gilt fiir die Iterierten 2™ = H(z*),k =
0,1,...

(i) Fiir 2° nahe genug an z* sind alle 2* definiert.
(ii) 2% — 2* g-linear bzgl. einer geeigneten Norm || - ||. (Ostrowski 1960)
(iii) Ist p(H'(x*)) = 0, so konvergiert =¥ — x* r-iiberlinear.

Beweis: Wir halten zuerst fest: H ist stetig im Fixpunkt x*.
Aus Numerik I ist bekannt: Zu jedem € > 0 existiert eine Norm || - ||, so dass
fiir die zugehorige Operatornorm || - || gilt

|H (z*)||: <o +e.
H differenzierbar bedeutet, dass ein d, > 0 existiert mit

1H () = H(z") = H'(z")(x — 2")||c < €+ [lo — 2" fiir [0 — 2" < 6.
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Wihle ¢ fest, so klein, dass 0+ 2¢ < 1. Verkleinere 6. evtl., so dass Bs, (z*) C
D. Fiir 2% € Bs_(z*) haben wir dann

I — 2™l = (| H(@") — 2.

< |[H(z") — H(z") = H'(2")(«" = 2*) ||« + [|H'(2%) (2" — 27|
< et =+ (04 - 2t — 2t

(3.2.2) = (2e+0)- 2" —2¥.
< la* — 2.

Mit 2% liegt also auch z**! in Bs., d.h. die Folge {z*} ist definiert, sobald
2% € Bs.(z*). Dies beweist (i). AuBlerdem beweist (3.2.2) direkt auch (ii),
denn die Konvergenz ist g-linear beziiglich || - ||-.

Zu (iii): Im Beweis zu (i) hat man jetzt o = 0. Nehme r € (0, 1) beliebig und
e < r. Dann gilt fiir k£ > k(e) wegen (3.2.2) die Beziehung

5 = < ellet -2l <,

k(e)—1
a=e* T 2" - a*.,
/=0

. K1 g . . 1
woraus limy_ o ”xrk—ﬂx“e = 0 folgt. Die Konvergenz ist also r-iiberlinear. [

Man beachte, dass wir g-iiberlineare Konvergenz im Fall (iii) nicht nachweisen
konnten.

Bei Minimierungsproblemen suchen wir stationdre Punkte fiir f : R — R,
d.h. Nullstellen von F(x) = V f(x). Die Mutter aller Verfahren hierzu ist das
Newton-Verfahren.

3.2.3 Definition
Es sei F': D C R* — R" differenzierbar. Das Newton-Verfahren bestimmt
Iterierte z* mit

(3.2.3) " = oF — B (%) R (2F)
Interpretation: Die Taylor-Entwicklung
F(x) = F(2") + F'(2")(z — 2") + ...

wird nach dem linearen Glied abgebrochen. Dann wird die Nullstelle des
linaeren Modells

M(z) = F(a*) + F'(a*)(z — 2")
als ¥+ bestimmt.
Das Newton-Verfahren ist eine Iteration der Gestalt (3.2.1) mit H(x) =
r— F'(z)" F(z).
Durch Anwendung von Satz 3.2.2 erhalten wir

44



3.2. LOKALE KONVERGENZ VON NEWTON-VERFAHREN

3.2.4 Satz .

Sei F; D C R™ — R" in einer Umgebung von z* € D differenzierbar, F(z*) =
0, F" stetig in z* und und F’(z*) reguldr. Dann existieren die Newton-
Iterierten (3.2.3), sobald z° nahe genug an z* gewihlt wird und die Iterierten
konvergieren r-iiberlinear gegen z*.

Beweis: Wir zeigen, dass fiir die Iterationsfunktion H(z) = z— F'(z) ' F(x)
gilt

H'(z*) = 0.
Dann ist auch p(H'(z*)) = 0 und die Behauptung folgt aus Satz 3.2.2 (iii).
Nun gilt

H(z)— H(z*) = z— F'(2)'F(z) — 2"
= 22— F'(2) " (F(2*) + F'(2¥) (2 — 2%)
+ F(z) = F(z") = F'(z")(x — ")) — 27,

also

1H (z) = H@)|| < (= F'(2)" F'@)]| - [l — 27|
+|[F(z) = F(z") = F'(@") (@ — 2)|| - [|[F"(2) ).

Auf Grund der Stetigkeit von F” an der Stelle x* ist lim, .« | (I—F'(z) ' F'(z*)|| =
0 und || F'(z)7Y| < 8 in einer Umgebung von x*. Auf Grund der Differenzier-
barkeit ist ||F'(z) — F(x*) — F'(«*)(z — 2%)|| = o(||]z — 2*||). Insgesamt ergibt

sich so

[H(z) = H(z")|| = o(||z — =),

d.h. H'(z*) = 0. OJ
Die folgenden Definitionen und Hilfsresultate sind niitzlich bei einer weiter-
gehenden Konvergenzanalyse des Newton-Verfahrens.

3.2.5 Definition
Fiir F': D C R™ — R™ notieren wir I’ € Lip, (D), falls /" auf D Lipschitz-
stetig ist mit Lipschitz-Konstante v geméafl

[1F(z) = Fy)ll < v+ llz -yl fir alle z,y € D.
Beachte: v hiangt von den gewéhlten Normen in R”™ und R" ab.

3.2.6 Lemma
Sei D C R" offen, konvex, F : D — R" F € C}(D),F' Lip, (D), z,y,z €
D. Dann gilt

W) [1F(y) = F(2) = F'(@)(y =)l < 5 - [ly = 2l - (ly =zl + ||z = =)
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(i) [F(y) = Fa) = F'z)(y — =) < 3 - [ly — =]

Beweis: (ii) folgt aus (i) mit z = z.
Zu (ii): Es ist

F(y)— F(z) - F (/Fw+t 2) — F(2)) (y — 2)dt.

1F(y) = F(z) = F'(2)(y — 2)|

< [1PG+ty-2) - F@I - ly - sl
0
< el =l [ Nty - 2) — ol
< ool [ty =l + 0 =)o~ alde

pO =2

= 5 lly ==l Uy =2l +lz = =)

O
Mit dieser Vorbereitung konnen wir jetzt die g-quadratische Konvergenz des
Newton-Verfahrens nachweisen.

3.2.7 Satz

Sei D C R" offen, F: D — R", F € C'(D),F’ € Lip,(D), F(z*) = 0 mit
z* € D, F'(2*) regulér. Dann existiert n > 0, so dass im Falle ||z° — z*|| <
die Newton-Iterierten

P = ok PRI (2h)
definiert sind und
(3.2.4) 2" =2 <d-||2F — 2P <c |2 2|, c<1,¢d>0
erfiillen.

Beweis: Wihle 7 so, dass Bj;(z*) C D. Indem man 7 evtl. verkleinert, kann
auBderdem
| F' ()| < o < oo fiir alle z € Bs(z*))
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vorausgesetzt werden. Wihle nun 7 so klein, dass n < n und %7077 < 1. Dann
gilt:

lat =]l = Jla® —a" = P () - F))]
< IFE) 7 IF OG0 - ) - FE) + P
< oo g- =

Y > 0 *
< L . — .
< <0 5 1) llz” =7

Dies beweist (3.2.4) fiir k = 0 mit d = 03, c = dn.

Wegen o2n < 1 folgt insbesondere ||z — 2*|| < n. Deshalb folgt auf genau
dieselbe Weise (3.2.4) induktiv fiir alle k. O
Hiufig steht F”(z"*) nicht direkt zur Verfiigung oder/und d* = —F'(z*) =1 F(a*)
wird nur approximativ als Losung des LGS

F'(a")d" = —F(a")
bestimmt. Es ist also praktisch wichtig, inexakte Newton-Verfahren
e =g db mit ¥ —F (") F(2)
zu betrachten.

3.2.8 Satz
Unter der Voraussetzung von Satz (3.2.7) gelte fiir ein inexaktes Newton-
Verfahren

2= gk gk

die Genauigkeitsforderung
(3.2.5) | F' (z")d* + F(2F)|| < e - |F(2¥)|], ca<ec< 1.
Mit || - ||« wird die Norm

lylle = 1 F"(«")yll, y € R

bezeichnet. Dann existiert 7 > 0, so dass fiir 2° € B} (2*) (Kugel bzgl. | - |.)
die Tterierten alle existieren, wobei @ > 0 und § > 0 mit (1+a)c+0n < < 1
existieren mit

(3.2.6) [l"! — 2. < (1 + a)ex + Blz® — 2*||) - [|2* — 2*||. fiir alle k.
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Beweis: Der wesentliche Kniff bei diesem Beweis liegt in der Verwendung der
Norm |[|-||.. Wir withlen 77 = 7(g) > 0o klein, dass Bj(z*) C D, ||[F'(z*) "' F'(z)|| <
L4 & |F'(x) ' F'(z*)|| < 14 ¢ gilt fir alle + € Bi(z*). Sei auBerdem

o = max{||F'(z*)|, | F'(z*)""||}. Dann erhalten wir fir 2 € Bj(«*) mit

der Bezeichnung r* = F'(2*)d* + F(a*)

xk+l —r* = J,’k + dk —r*
= 2" — 2" + F'(a") (" — F(a¥))
F'(2®)™ [rh = F(a%) + F(2*) 4+ F'(2%) (2" — 2%)]
und somit

F,(I*)(ZL’IH_I o ZL’*)
(32.7) = F(z")F'(z") " [r* = F(a*) + F(z*) + F'(z") (2" — 2%)] .

Wir schéatzen die Terme rechts ab. Nach Voraussetzung ist

I} < e - 1P ()],

F'(z* 4 t(z® — 2%)) - (2% — 2*)dt

F'(x* +t(a* —2%) - F'(2*)' - F(2%) (2" — 2%)dt,

|
/

also
IF(M)] < (1 +e)-||lz* —2*]..

Fiir den anderen Term haben wir
| — F(z*) + F(2z*) + F'(a") (2" — 2¥)|

< |- F@h) + Fa") = F'(a") (=" — ")
g

< L k_ * |12
< -l —at)
< oo ot — a2

Insgesamt ergibt sich so aus (3.2.7)

[ —2*. < (A+e) |(T+e)ey - [la* — 27|l + UQ%W - :I:*Hf]
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(3.2.8) - [(1 4o+ (1+ 6)02%ka — 2] -l = 2

Durch Verkleinerung von ¢ und 77 = 7(¢) kann man erreichen, dass (1+¢)%c;+
(1+¢e)o?dn < 1 gilt.

Per Induktion folgt so aus (3.2.8), dass alle Iterierten in Bj(x*) liegen. Mit
1+ a=(1+¢)?und = (1+¢)o*7 folgt auBerdem (3.2.6) O

3.2.9 Korollar
Unter den Voraussetzungen von Satz 3.2.8 konvergiert die Folge z*

(i) g-linear bzgl. || - ||«

(ii) g-tiberlinear falls limy_.., ¢, = 0

)
)
(iii) mit r-Ordnung H\f ,falls ¢, < 0 ||a% — 21|
(iv) g-quadratisch, falls ¢;, < 6 - || F(z")]],

vorausgesetzt, 2° liegt nahe genug bei z*.

Beweis: (i) ist gerade die Aussage von Satz 3.2.8. Auch (ii) folgt sofort aus
(3.2.6). Im Fall (iii) ergibt sich aus (3.2.6)

24 = a7l < (L + @l ="l + @+ B)2* = a7]l) - o = 7.,

S

1+
2

so dass nach Lemma 3.2.6 die r-Ordnung 7 mit 72 —7—1 =0, d.h. 7 =

folgt.

Im Fall (
t(ak —

iv) beachten wir, dass aus F(2%) = F(2*) — F(2*) = fol F'(z* +
))(zF — 2*)dt folgt

1F @)l < 6 [l = 27,

wobei 0, so definiert ist, dass || ()]« < 0 fiir alle z in B}(z*). Aus (3.2.6)
folgt also
12" = @[l < [(1+ @)06; + ] |2* — 272,

OJ
Inexakte Newton-Verfahren treten praktisch in zwei Situationen, die wir als
Beispiele auffiihren.

3.2.10 Beispiel
Zur Losung der Newton-Gleichung (diese ist ein LGS fiir d% mit 2F+1 =
z* + d¥,)

(3.2.9) F'(2®)dy, = —F'(2%)
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wird ein Iterationsverfahren herangezogen. Es bestimmt Iterierte d®,i =
0,1,... mit Residuen

r® = —F'(z%) — F'(2%)d'.

Die Genauigkeitsforderung (3.2.5) ist also erfiillt, falls in einem Iterations-
schritt

r < e F ()]

gilt, was explizit iiberpriift werden kann, wenn ) berechnet wird. Hierzu
zwei konkrete Félle

(i) Ist F’'(2*) spd und nimmt man das CG-Verfahren zur Losung des LGS
(3.2.9), so wird r® explizit berechnet, denn das CG-Verfahren berech-

net fiir i = 0,1, ... (richtige Initialisierungen werden weggelassen):
1)
Q; = ST .
PO F (k)0

A = @ 4 q,p®
T(i—&-l) _ T(i) . OziF/(xk)p(i)
||T(7L+1)||2

b= o
P = pO) L g+

(i) Ist D € R™" der Diagonalteil von F’(z*) und F'(z*) = D — B, so kann
man die Jacobi-Iteration fiir (3.2.9)

d" =D (BdY — F(z%)), i=0,1,...
dquivalent umformulieren in
r® = —F(z%) — F'(z¥)d®, d"Y =d® 4 D~1p®),

3.2.11 Beispiel
Steht F’(x) nicht explizit zur Verfiigung, so kann man die Eintrdge durch
Differenzenquotienten mit der Schrittweite h approximieren. Wir notieren

DF,(z) € R™"

mit
E(xl, ey Lj_1, L5 + h,$j+1, ce ,.Tn) - F(I)

(DFw(z))ij = .
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Statt (3.2.9) 16st man nun (exakt!)
DFEy(2®)dF = —F(2").

Dann haben wir

1F" (")d" + F (") I (F"(a%) = DFyx) d* + DEye(2%)d" + F(a") |

~~
=0

< |[F'(a*) = DFyel| - [|a*]
< |[F'(@*) = DEwll - [DFRH - | F ()]
< e B FEH),

wobei die letzte Ungleichung (mit einer i.d.R. unbekannten Konstanten c)
aus Stetigkeitsgriinden fiir gegniigend kleines h und z* nahe genug an x*
gilt.

Aus Korollar 3.2.9 erhalten wir damit unter den iiblichen Voraussetzungen,
dass die Folge =¥ gegen z*

e ¢-linear konvergiert, vorausgesetzt |h¥| < h fiir h geniigend klein
e ¢-iiberlinear konvergiert, falls limj_ h* = 0
o mit 7-Ordnung /5 konvergiert, falls h* < @|ja* — 21|

e g-quadratisch konvergiert, falls h* < @ - || F(x*)]|.
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Abschnitt 3.3

Der Satz von Dennis und Moré

Das Newton-Verfahren ist auch deshalb so wichtig, weil im Wesentlichen jedes
g-iiberlinear konvergente Verfahren das Newton-Verfahren imitieren muss.
Dazu formulieren wir den wichtigen Satz von Dennis und Moré, den wir mit
einigen Hilfsresultaten vorbereiten.

3.3.1 Lemma
Die Folge {z*} C R"™ konvergiere g-iiberlinear gegen z*, ¥ # z* fiir alle k.
Dann gilt

lim M -1
koo ||k — x|
Beweis: Es ist
Al . " — a*|| — [Ja* — 7|
[ [Era|
ka;—i—l _ 55*“
S o — 0 (k — o).

0
Folge: Bei iiberlinearer Konvergenz ist ||2%t! — 2*|| < € ein gutes Abbruch-
kriterium, denn fiir ¢ klein genug ist ||z* — 2*|| =~ ||z — 2*|| < e.

3.3.2 Lemma

Essei F': D CR" — R" D offen, z* € D, F(z*) = 0 und F sei differenzier-
bar in z* mit F'(z*) reguldr. Dann existieren §, 5 > 0 mit der Eigenschaft,
dass fiir alle x € D mit ||z — 2*|| < § gilt

Bl —a*|| < [|F(z)].
Beweis: Da F' differenzierbar in z*, gilt
[F(x) = F(z7) = F'(a")(z — 2") | = o([|lz — 27|)).
Wir haben damit

(331) [[F(2")(x =2 < [|F(x) = Fa") =F"(2")(z — 2") || + [| ()]

=0
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und
1

| >
| F7 ()|

Wiéhle nun z.B. 6 so klein, dass fiir alle x mit ||z — z*|| < o

IF' (%) (x — %)

I — a*]].

1
1F(z) = F(a®) = F'(a") (@ = 2")|| < S -l =27
2 [ ()=t
gilt.
Dann folgt fiir diese = insgesamt aus (3.3.1)
1

ST 1T =2l < F @)

2 [Fr ()=t
Man nehme also 3 = 1/(2 - [|[F'(z*)7Y)). O

Folge: Auch das Abbruchkriterium ||F(z*)|| < e ist ein verniinftiges Ab-
bruckriterium, denn es impliziert ||z* — z*|| < (1/8)e, mit allerdings in der
Regel unbekanntem (.

3.3.3 Satz (Dennis & Moré)
Sei F: R" — R™ F' € C*(R") mit Nullstelle z* mit F'(z*) regulir. Die Folge
{z*} konvergiere gegen z*. Dann sind dAquivalent

(i) 2% — a* g-iiberlinear
(ii) [|F(2*) + F'(2") (@ = a?)[| = o([|a**! — 2*]))
(i) [P (=) + F'(2*) (@ = a?)[| = o([|2*** — 2*]))

Beweis: (ii) ist dquivalent zu (iii), denn ||F'(z*) — F'(z*)]| - ||2*T! — 2%|| =
o(||z¥*t — z*||) auf Grund der Stetigkeit von F”.
L (iil) = (1)

F(xk+1) — F(Ik+1) _ F(J:k) _ F/(I*)(l‘k+1 _ J)k)
+ F(z%) + F'(z*) (2! — 2¥)
— / (F'(z" + t(a™" = 2%)) — F'(2%)) (2™ — 2M)dt
+ F(aF) + F'(2%) (2" — oF).

Nun ist aber
1

/F’(xk bt - ah) - Patdt|| < / P/ (2F + 1@ — 2b)) — P/ ()|t

23



3.3. DER SATZ VON DENNIS UND MORE

=¢p —0(k— o0)
und damit

IFEDI < e 2 =¥ + 1P (@) + F/ (@) (@ = 2|

of ||l — 2.

Wegen Lemma 3.3.2 folgt so

k+1 k+1 mkH)

[57" = 2% = ofl|l=

und wegen ||z — 2F|| < ||z — 2*|| + ||a* — 2% schlieflich auch
l2*! — 2| = o(fl2* — 27|)).

»(1) = (ii)“: Es ist
1
|F (") = F(a)|| = [|F ("] S/!IF’(x*+i(Ik“—x*))lldt~||$k+1—l‘*||-
0
Wegen limy,_,oo ¥ = 2* und F’ stetig existiert L > 0 mit
1
/ |F/(2" + ¢z — 2*))||dt < L fiir alle .
0

Wir haben also unter Verwendung von Lemma 3.3.1

e | B A |
. X _“l,lc—i—l —JZ’CH

F k+1 <L k+1 =L

VvV vV
—0 —1

Hieraus folgt
I ()| = of[|l"! — 2*)

und damit

1P (") + F'(a") (" = 2|

1
< HF(w""“)H+/|!F’(ﬂf"”+t(x’““—:E’“))—F’(ﬂf*)Hdt- I+ — 2|
0

= of[|l="*" —2"|)),

denn limy,_, fol | F' (2% + t(2x**! — 2F) — F'(2*)||dt = 0, da F” stetig. O

Ist F'(x*) regulir, so ist ||F'(x)7'|| < B in einer Umgebung von z*. Es gilt
deshalb das folgende
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3.3.4 Korollar
Unter den Voraussetzungen von Satz 3.3.3 sind auch dquivalent

(i) a¥ — 2* g-iiberlinear
(i) [|F" (%)~ F(a?) + (@ = 2®)|| = o[l — 2¥)
(i) [[F'(2*)7" - F(a*) + (@ = a¥)|| = o||l2"1 — 2*]))

Teil (ii) des Korollars besagt, dass g-iiberlinear konvergente Verfahren das
Newton-Verfahren immer besser imitieren miissen, denn in z**! = 2% + d*
approximiert d* die Newton-Korrektur —F’(z*)~! - F(2*) in dem Sinne

1
lim || CF (M) F(aR) + d*| — 0 (k— o00).
koo " [|d*| el
Daraus folgt einerseits limy ., ||”d—1kH-F’(xk)*1-F(:z:’“) | = 1, d.h. die Lénge von

d* konvergiert gegen die Linge der Newton-Korrektur. Zusétzlich konvergiert
auch die Richtung (i.S. der normierten Vektoren) von d* gegen die Richtung
der Newton-Korrektur.

In der angegebenen Formulierung stellt der Satz von Dennis und Moré keinen
direkten Zusammenhang mit unserer Analyse der lokalen Konvergenz von
inexakten Newton-Verfahren aus Satz 3.2.8 her. Das folgende Korollar leistet
dies.

3.3.5 Korollar
Unter den Voraussetzungen von Satz 3.3.3 sind auch dquivalent

(i) 2% — z* g-iiberlinear
(i) [F"(2")71 - F(ah) + (@ = 2b)[ = o[ F ("))
(i) [[F(z")71 - F(2%) + (@ = 2b)| = o[|F (=*)]])

Beweis: Wir zeigen, dass (ii) und (iii) jeweils dquivalent sind zu der entspre-
chenden Aussage (ii) und (iii) aus Korollar 3.3.4. Wir starten mit (ii) und
nehmen an, es gilt

1F" ()71 - F(a®) + (5 = a®) | = o F(2")])).

In einer Umgebung von z* ist || F'(x)| < 8, |[F'(z)7!|| < 8. Dann gilt fiir z*
in dieser Umgebung
1

BIISL“'“+1 — 2| = [ F@")|l = o F(=")])-
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Fiir k gro genug ist o ||F(z%)]|) > —(1/(28)) - |F(z*)]|, so dass fiir diese k
gilt

IF (=) < 28[|2" — 2.
Daraus ergibt sich o||F(z*)||) = o(||z**! — 2*||) und damit (ii) aus Korol-
lar 3.3.4.
Fiir die umgekehrte Richtung leiten wir in analoger Weise aus

1F" (2")7" - F(a®) + (2" = a®)|| = o(||"" — 2*]])

fiir alle gegniigend grofien k mit of||2**! — 2*||) < (1/2) - (2%t — 2¥|)) die
Beziehung
Iz — 2| < 28] F (2%)]

her. Es ist also wieder o||F(2*)||) = o(]|z*** — 2*||), und es ergibt sich (ii)
des vorliegenden Korollars.

Fiir den Beweis von (iii) geht alles analog. 0J
Das Korollar gilt auch wieder, wenn wir auf den linken Seiten 'mit F”(z*)
bzw. F'(z*) multiplizieren’, was wir jetzt aber nicht mehr extra festhalten.

26



Abschnitt 3.4

Newton-Verfahren zur Optimierung

Ist f:R" — R" € C}(R") und z* ein Minimum von f, so kann man wegen
Vf(z*) = 0 die Stelle * dadurch approximieren, dass man das Newton-
Verfahren auf F(x) = V f(z)? anwendet.

Die entscheidende Frage ist, wie sich ein solches Newton-Verfahren in ein
(global konvergentes) Verfahren zur Optimierung einbauen l&sst.

In diesem Abschnitt zeigen wir, dass unter gewissen Bedingungen die Newton-
Richtung d = —V2f(x)~! - Vf(z)T eine Abstiegsrichtung ist und dass nahe
am Minimum z* bereits die Schrittweite ¢ = 1 die Armijo-Bedingung erfiillt.
Dasselbe gilt sogar fiir alle g-iiberlinear konvergenten Verfahren.

3.4.1 Lemma

Fiir V2f(z) spd ist die Newton-Richtung d = —V?f(x)™! - Vf(z)T eine
Abstiegsrichtung fiir f in d.

Beweis: Beispiel 2.1.3 O
Ist f € C*(R"), so ist d = —V2f(z) 'V f(x)T also auch eine Abstiegsrich-

tung, sobald x nahe genug an einem z* liegt mit V2f(z*) spd .

3.4.2 Lemma
Sei f:R" — R, f € C}(R") und V2f(z*) spd. Dann existiert § > 0,a > 0,
so dass

d"V2f(z)d > a-||d|? fiir alle v € Bs(x*) und alle d € R"
Beweis: Die Funktion

g(z) = min {d"V*f(z)d}

deR™ ||d||=1
ist stetig in « mit g(z*) > 0. O

3.4.3 Satz

Sei f:R" =R, feC*R"),z* € R" mit Vf(z*) =0 und V2f(z*) spd (d.h.
2* ist lokales Minimum). Weiter sei o € (0, 3) fest. Dann existiert 6 > 0, so
dass fiir € Bs(x*) die Hesse-Matrix V2 f(z) spd ist und

flx +dy) < fl2) +oVf(x)dy, dy=-Vf(z)™' Vf(x)"
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Beweis: V f(x) spd fiir § klein genug, folgt direkt aus Lemma 3.4.2. Fiir = €
Bs(x*) mit einem solchen ¢ erhalten wir dann mit einer Taylor-Entwicklung
2. Ordnung fiir p(t) = f(x + tdy)

BA1)  fatdy) = J@)+ @y + bV €y,
E=x+1-dy,9€(0,1).

Fiir den quadratischen Term gilt

dyV2f(§)dn = —Vf(@)dy +dn(V*f(§) = Vf(2)))dy
Da V2f stetig ist und dy = —V2f(x)™' - Vf(x)T — 0 fiir z — z*, kénnen
wir zu jedem € > 0 die Zahl 6 > 0 so klein wahlen, dass fir € Bs(z*)
(3.4.2) |y (V2f(&) = V2 f(2)) dn| < e [ldn]?

gilt. Indem wir ¢ eventuell verkleinern, erhalten wir nach Lemma 3.4.2 ein
a > 0 mit

(3.4.3) alldy||* < dyVAf(z)dy = —Vf(x)dy fiir alle 2 € Bs(x").

Durch Einsetzen von (3.4.2) erhalten wir fiir diese x also

fletdy) < @)+ 5@y + 5oy

< @)+ 5 (1= 2) Vi@,

2 a
Fiir gegebenes o € (0, 3) muss man also £ < a(1 — 20) wihlen. O

Allgemeiner gilt, dass nicht nur das Newton-Verfahren, sondern jedes g-iiber-
linear konvergente Verfahren auf Abstiegsrichtungen beruht, sobald sich die
[terierten nahe genug an der Losung befinden. Genauer formuliert dies das
folgende Resultat.

3.4.4 Lemma
Sei f:R" — R, f € C}R"),z* € R" mit Vf(z*) = 0, V2f(2*) spd. Fiir
x € R" sei d = d(z) eine Richtung mit

IV2f(2)d + V(@) < e V(@)

Dann ist d eine Abstiegsrichtung fiir f in z, vorausgesetzt, ||z — z*|| und ¢
sind geniigend klein.

o8



3.4. NEWTON-VERFAHREN ZUR OPTIMIERUNG

Beweis: Es ist
Vi(@)d = Vi) Vf(z)" (Vif(2)d+ Vf(@)") = V@)V f(z) "V [f(2)"
< V@I IV T e IV @) = V@)V () TV f(2)"
Nach Lemma 3.4.2 existieren o, ¢ > 0 mit
Vi(@)Vif(z)'Vf(x)" > a-||Vf(z)|? fir 2 € Bs(a®).
Indem wir § evtl. weiter verkleinern, gilt auflerdem ||V?f(x)~!|| < 3 fiir alle

x € Bs(x*). Fiir e < /3 ist also Vf(z)d < 0 fir z € Bs(z*). O

3.4.5 Korollar
Sei f:R" — R, f € C}R"),z* € R" mit Vf(z*) = 0, V2f(z*) spd. Fiir
x € R" sei d = d(x) eine Richtung mit

IV2f(2)d + V()" || = o(|ld]]) fiir © — a.

Dann ist d eine Abstiegsrichtung fiir f in x, vorausgesetzt, ||z — x*|| ist
geniigend Kklein.

Beweis: Es existiert ein § > 0 so dass fiir + € Bjs(z*) die Hesse-Matrix
V2 f(z) positiv definit ist und

V2 f(z)7 | < B fiir 2 € Bs(z*).

Aus der Voraussetzung erhalten wir mit der Dreiecksungleichung
1
B!Idll —IVf @)l < [IV*f(z)d + V f(@)[l = o(||d]]),

woraus sich ]

3B
fiir geniigend kleines ||d||, also geniigend kleines ||z — z*|| ergibt. Fiir jedes
€ > 0 existiert damit n > 0, so dass wegen der Voraussetzung

IV2f(2)d + V()| < e| V()| fir = € B,(2")

gilt, d.h. wir kénnen Lemma 3.4.4 anwenden. U

ldll < IV f(2)]

Interpretation: Konvergiert eine Folge {z*} ¢-iiberlinear gegen z*, so sind
die Richtungen d* = 2%+ —2* fiir grofle k alle Abstiegsrichtungen fiir f in 2",
denn auf Grund des Satzes von Dennis und Moré (Korollar 3.3.4) ist dann
V2 f(@*)d" + ¥ f(a*) "] = o(]|d")]-

Als néchstes weisen wir in Analogie zu Satz 3.4.3 nach, dass auch allgemein
bei g-iiberlinear konvergenten Verfahren bei der Wahl ¢ < 1/2 die Armijo-
Schrittweite t = 1 erreicht wird, vorausgesetzt, x liegt bereits nahe genug an

*

T .
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3.4.6 Satz

Sei f:R" - R, f e C*R"),z* € R® mit Vf(z*) = 0 und V2f(z*) spd.
Weiter sei 0 € (0,1) fest und zu = werde eine Suchrichtung don = don(2)
verwendet mit

(3.4.4) IV2f(@)dan + V f(@)" || = o(l|dan ) fiir © — 2.

(approximative Newton-Richtung). Dann existiert § > 0, so dass fiir z €
Bs(z*) die Hesse-Matrix V2f(x) spd ist, d,n eine Abstiegsrichtung ist und

(3.4.5) f@+day) < f(z) + oV f(2)dan.

Beweis: Wir withlen § > 0 zunichst einmal wenigstens so klein, dass V2 f(x)
spd ist fiir z € Bs(2*) und dass d,n eine Abstiegsrichtung ist fiir x € Bs(z*)
(Korollar 3.4.5).

Zum Beweis der zentralen Aussage (3.4.5) verwenden wir wieder

1
(3.4.6) flx+dun) = f(x) + Vf(x)den + EdaTNVQf(g)daN,
wobeil wir diesmal den letzten Term ausdriicken als

din V2 [(©)dany = =V f(x)day + (diny V() + Vf(2)) day
(3.4.7) V@) da + dly (V1) = VF(2) day
+ (don V2 f (@) + V f(2)) dan.
Nach Lemma 3.4.2 existiert, evtl. nach Verkleinerung von ¢, eine Zahl a > 0
mit
(3.4.8) d"V?f(x)d > a-||d||? fiir x € Bs(z*), d € R™.

Auf Grund der Stetigkeit von V2f(z) existiert zu jedem & > 0 ein eventuell
noch kleineres 6 > 0, so dass

|dZN (VQf(f) - V2f($)) dan| < e HdaN||2 fiir € Bs(x").

Indem wir 0 eventuell nochmals verkleinern, folgt wegen der Voraussetzung
(3.4.4) auch
IV f(2)dan + V f(2)"]] < & ([|dan]])-

Somit ergibt sich aus (3.4.7)

IV F(O)dany < —Vf(@)don + € - ||dan|)® + € - ||dan|?

(3.4.9) = —Vf(x)dan + 2¢ - ||dan |-
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Wir miissen noch zeigen, dass ||d.n|| = O(]V f(x)dan]|). Dazu beachten wir

Vf(@)day = (Vf(z)+ (V2f(2)dan)") dan — diyV? f(2)dan,

~—

also fiir x € Bs(2*

IVf(@)dan] > |dan V2 f(@)dan| = IV f(2) + (V2 f(@)dar)" || - l|da]l
> ofldan|® — elldavll*.
Hierin ist |V f(x)d.n| = —Vf(2)dey. Indem wir € eventuell verkleinern,

konnen wir a — € > 0 annehmen und erhalten

||daN||2 S ' <_vf(x)daN)'

o — €

Eingesetzt in die Taylorentwicklung (3.4.6) unter Beriicksichtigung von (3.4.9)
erhalten wir so

Flo + doy) < fla) + (1 41 <—1 o= )) Vf(2)day.

2 o —¢€

= < 1-20).

Man wihle fiir o € (0, 3) also £ (und damit 6) so klein, dass -

g
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Abschnitt 3.D

Globalisierung des Newton-Verfahrens

Ziel ist es jetzt, das Newton-Verfahren in ein global konvergentes Abstiegs-
verfahren einzubauen. Dies ist nicht trivial, denn die Newton-Richtung ist
nicht immer eine Abstiegsrichtung.

Bemerkung: Der Begrift Globalisierung eines Verfahrens bedeutet, dass man
es so modifiziert, dass globale Konvergenz vorliegt, nicht notwendig aber Kon-
vergenz gegen ein globales Minimum!

Zur Vorbereitung betrachten wir ein Abstiegsverfahren, welches nur den Gra-
dienten benutzt: das Verfahren des steilsten Abstiegs oder auch Gradienten-
verfahren.

3.5.1 Algorithmus (Gradientenverfahren)
withle 2° € R, 0 € (0,1),8 € (0,1),e > 0
for k=0,1,... do
d¥ = =V f(z")T
if ||d*|| < e then
STOP
else
bestimme t* = max{3‘, ¢ = 0,1,... : f(zF + B‘d*) < f(a*) +
o'V f(z*)d}
{Armijo-Schrittweite}
P S R R
end if
end for

3.5.2 Bemerkung
Man sagt: Der Algorithmus akzeptiert die Schrittweite t*, wenn er denn diese
Schrittweite verwendet.

Da wir die nicht-notwendig effiziente Armijo-Schrittweiten verwenden, ist die
Konvergenz dieses Verfahrens nicht durch Satz 2.1.7 gesichert. Zur Vorberei-
tung einer Analyse formulieren wir zunéchst folgendes Hilfsresultat.
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3.5.3 Lemma
Essei f:R" = R, f € CH(R"),z,d € R, {zF}, {d*} C R™ mit limy_, 2% =
7, limy,_, oo d* = d und {t*} C R mit limy_.o t* = 0. Dann gilt

R B

k—o0 tk

= Vf(z)d.

Beweis: Nach dem Mittelwertsatz ist

fla® +thd") — f(z*)

7 = Vf(z" + 9ttd*)d*, 9, € (0,1).

Fiir £ — oo konvergiert 2* 4 9,t*d* gegen . O

3.5.4 Satz

Sei f: R" — R, f € C}(R"™). Dann ist jeder Hiufungspunkt der vom Gradien-
tenverfahren (Algorithmus 3.5.1) erzeugten Folge {2*} ein stationirer Punkt
von f.

Beweis: Sei z* ein Hiufungspunkt von {z*}. Sei lim; ., 2% = z*. Dann gilt

lim; o f(2%) = f(2*), und wegen {f(z%)} \\ sogar lim,_.., f(z%) = f(z*).
Insbesondere folgt limy . f(zFt1) — f(2¥) = 0 und wegen

f@*) = f@@™) = at® - [V (h)* = 0

folgt limy .o t¥ - ||V f(2¥)]| = 0. Angenommen, es wire x* kein stationiirer
Punkt, also ||V f(x*)|| # 0. Dann folgt lim; ., t* = 0, d.h.

lim ¢, = oo, {j, Exponent in Armijo-Schritt: thi = g%

Also gilt fiir alle 7
Flak 4 BdN) > f(at) + 0BTV f () d
und damit fiir # — oo nach Lemma 3.5.3
Vi) -d>oVf(x*)-d

mit d = lim; .o, d¥ = =V f(2*)T, ein Widerspruch, da V f(z*) # 0. O

Im Beweis zu Satz 3.5.4 haben wir folgendes allgemeinere, fiir spater wichtige
Resultat bewiesen.

3.5.5 Korollar
Sei f:R" — R, f € C}(R"). Die Iterierten {z*} werden gemif3

oFt =gk kgt kE=0,1,2,...
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berechnet mit t* > 0. Es gelte

fa*) < f@b), k=0,1,2,...

k; *

lim z = x

1—00

A" =~V

und fiir alle 7 werde t¥ als Armijo-Schrittweite bestimmt.
Dann ist V f(z*) = 0.

3.5.6 Beispiel
In den Ubungen haben wir das Verfahren des steilsten Abstiegs fiir

1
flz) = §xTQx +cfr 4y, QeR™™ spd

analysiert bei Verwendung der optimalen Schrittweite, welche die 1-dimensionale
Minimierungsaufgabe
minimiere f(x + td)

16st. Wir hatten auch gesehen: Bei geeigneter Wahl des Startvektors 0 gilt
fiir die Konvergenz

\ O\ 2k
2k % — max min 0 .
o - ol = (=) g -l

Amin, Amax Kleinster bzw. grofiter Eigenwert von (). Dies ist eine langsame
Konvergenz.
Esist Vf(z) = 27Q + "', V2 f(x) = Q, so dass sich als Newton-Richtung

d=—-Q(Qz +¢)
ergibt. Die Newton-Iterierte (nach der ersten Iteration)
v =20 4 V20 (V)T = 2 Q@ 4o
= —Qilc

ist dagegen bereits die Minimalstelle von f, d.h. die Konvergenz des Newton-
Verfahrens ist besonders schnell.

Das Beispiel zeigt, dass es niitzlich ist, Newton-Schritte — sofern moglich —
in ein Abstiegsverfahren einzubauen.
Dazu formulieren wir den folgenden Algorithmus:
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3.5.7 Algorithmus (globalisiertes Newton-Verfahren)
wihle 2° € R",p > 0,p > 2,3 € (0,1),0 € (0,3),e > 0
for k=0,1,... do

if |V f(2%)|| < e then

STOP
else

l6se V2f(zF)d* = =V f(2*)T {Newton-Gleichung}
if V2f(2%) singulér oder V f(a*)d* > —pl||d*||? then

d* = -V f(a®)T {steilster Abstieg}
end if
bestimme t* = max{p*, ¢ = 0,1,... : f(a* + B4d*) < f(a*) +
o3V f(a*)d"}

{Armijo-Schrittweite}
setze ¢t = ok 4 thdF
end if
end for

3.5.8 Bemerkung
Man sagt: Der Algorithmus akzeptiert die Newton-Richtung, wenn er sie denn
verwendet.

In dem Algorithmus werden nicht-zufriedenstellende Newton-Richtungen d*
(wenn sie nimlich V f(x*)d* > —pl|d*||? erfiillen) durch steilste Abstiegsrich-
tungen ersetzt. Dass die gewéhlte Strategie verniinftig ist, kldrt der Beweis
des folgenden Satzes.

3.5.9 Satz

Sei f: R" — R, f € C*R"). Dann ist jeder Hdaufungspunkt x* der vom
globalisierten Newton-Verfahren (Algorithmus 3.5.7) erzeugten Folge {z*}
ein stationédrer Punkt von f.

Beweis: Sei 7 = lim;_, 2% ein Hiufungspunkt mit zugehoriger konvergen-

ter Teilfolge {z"}. Falls d* = —V f(z*)7 fiir unendlich viele 4, so ist z*
stationdrer Punkt wegen Korollar 3.5.5. Wir nehmen also ab jetzt an, dass

(3.5.1) V2f(a*)d" = —V f(2™)T fiir alle i > .

Wie im Beweis zum vorangegangenen Satz folgt aus limy,_,o f(2*T1)—f(2¥) =
0 die Beziehung
lim %V f(2*)d* = 0.

1—00
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Wir nehmen an, dass z* kein stationdrer Punkt ist, also Vf(z*) # 0 und
werden einen Widerspruch herleiten. Wenn wir zeigen kénnen, dass

(3.5.2) thi > > 0 fiir eine Teilfolge der t*:

gilt, so folgt (wir bezeichnen die Teilfolge wieder mit t%) lim; ., V f (z*))d* =
0, was wegen der Bedingung

p

Vf(ah)d' < —plld™

aber lim; o, d* = 0 zur Folge hitte. Dies kann aber nicht sein, da (3.5.1) fiir
1 — oo die Beziehung

Vif(@") 0= =Vf@)" #0

liefern wiirde.

Zur Erledigung des Widerspruchsbeweises miissen wir also noch (3.5.2) zei-
gen. Dazu stellen wir zunéchst fest, dass 0 kein Haufungspunkt der Folge
{d*} ist (Beweis wie gerade eben). Da fiir alle i > iy auerdem

—[Vf(a*)

e )
144 < (;nww’%n) .

Also existieren zwei Konstanten c;, ¢y mit

ld® ) < VM) d < —p - |ldv P

gilt, folgt

e < ||d¥| < ey fiir allei = 0,1,. ...

Indem wir zu einer Teilfolge der {k;} iibergehen, die wir wieder mit {k;}
bezeichnen, konnen wir deshalb

lim d* = d* # 0

1—00

annehmen.

Angenommen, 0 ist Haufungspunkt der Folge t*. Dann existiert eine konver-
gente Teilfolge, die wir der Einfachheit halber wieder mit t* bezeichnen mit
lim; . t* = 0, d.h. in der Armijo-Schrittweitenbestimmung ist

thi = g% mit lim £, = +o0.
1— 00

Aus
Fla 4 B4 > F(a) + oIV ()
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folgt fiir ¢ — oo dann

Vf(z")d > oV f(z*)d"
und damit V f(2*)d* > 0. Andererseits folgt aus dem Algorithmus aber auch

Vf(@")d" < —plld||” <0,
ein Widerspruch! O

3.5.10 Bemerkung
Fiir den soeben gezeigten Konvergenzsatz wurde nur p > 1 und o € (0,1)
benétigt.

Aus dem Beweis zu Satz 3.4.3 wissen wir bereits, dass o < % nétig ist um
zu erreichen, dass in der Nahe eines stationdren Punktes x* die Armijo-
Schrittweite ¢ = 1 fiir die Newton-Richtung akzeptiert wird. Die nun fol-
gende Diskussion wird kldren, weshalb p > 2 eine gute Wahl fiir zusétzliche
Aussagen zur globalen Konvergenz ist.

3.5.11 Lemma
{z*} C R™ sei eine Folge und z* ein isolierter Haufungspunkt dieser Folge.
Weiter gelte fiir jede gegen z* konvergente Teilfolge {z*1} die Beziehung

ki+1 ki

=0.

lim ||z

1— 00

X

k

Dann gilt sogar limy,_.,, 2% = z*, d.h. die Folge {2*} konvergiert gegen x*.

Beweis: Da z* ein isolierter Haufungspunkt ist, existiert ¢ > 0 so, dass
B.(2*) keine weiteren Hiufungspunkte von {z*} enthilt. Angenommen, {z*}
konvergiert nicht gegen z*. Dann sind fiir alle ¢ > iy die Zahlen

U(k;) = max{l: ||[2™ — 2*|| < e fur alle m = k;, k; + 1,...,(}
wohldefiniert, und wir haben
|xfF) —a*|| <&, |l —2*|| >,k =0,1,...

Die Teilfolge {z*)} C B.(z*) konvergiert gegen x*, denn in B, (z*) existiert
kein weiterer Haufungspunkt. Damit folgt aber

2641 — 7| < 200 — 7] 4 a4 - 2] 0,

im Widerspruch zu ||z/*)+1 — 2%|| > e. O
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3.5.12 Satz

Es gelten die Voraussetzungen von Satz 3.5.9 und z* sei ein isolierter Haufungs-
punkt der Iterierten {z*} des globalisierten Newton-Verfahrens (Algorlth—
mus 3.5.7). Dann konvergiert bereits die ganze Folge {z*} gegen x*

Beweis: Sei {2} eine gegen z* konvergente Teilfolge. Wir zeigen

kitl _ ki

% =0

lim ||z
und wenden dann Lemma 3.5.11 an. Es ist

(3.5.3) [

und damit
plld* (™) d" < ||V f(a*)

sofern im Algorithmus die Newton-Richtung als Suchrichtung akzeptiert wird.
In diesen Féllen gilt also

’ Hdkl )

pl|d"

LIV

Wurde statt dessen auf die Richtung des steilsten Abstiegs zuriickgegriffen,
so gilt trivialerweise

™[ =11V f ("))

Wegen lim; . ||V f(z*) (x*)|| = 0 (s. Satz 3.5.9) folgt also

lim ||zht! — g

1—00

=0.

O
Der vorangehende Satz motiviert p > 1. Dass p > 2 die richtige Wahl ist,
ergibt sich aus

3.5.13 Satz

Sei f:R" — R, f € C}R"),{z*} die vom globalisierten Newton-Verfahren
Algorithmus 3.5.7 erzeugte Folge, wobei p > 2. Weiter sei x* ein Haufungs-
punkt dieser Folge und V2 f(x*) sei positiv definit. Dann gilt

(i) limg_ oo z¥ = 2* und 2* ist Stelle eines striktes Minimum von f

(ii

)

) fiir k geniigend grof ist d* stets die Newton-Richtung
(iii) fiir & groB genug ist stets t* = 1

)

(iv) @% — a* ¢-iiberlinear; im Falle V2 f € Lip, (B.(z*)) sogar ¢-quadratisch.
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Beweis: Zu (i): Wegen f(z%) \, f(z*) gilt fiir jeden Hiaufungspunkt y* der
Folge {2*} die Beziehung f(y*) = f(z*). Nach Satz 3.5.9 ist Vf(z*) = 0,
also ist x* strikte lokale Minmalstelle fiir f. Also liegt y* nicht beliebig nahe
an z*, d.h. z* ist isolierter Haufungspunkt. Damit folgt (i) aus Satz 3.5.12.
Zu (ii): Wir zeigen, dass p > 0 existiert mit

(3.5.4) Vf(aF)d" < —pl|d¥|]? fiir alle k > ko,

wobei d¥ = —V2f(2*)7'V f(2*)T die Newton-Richtung ist.
Wir wissen nach Lemma 3.4.2; dass fiir k£ grofl genug

=V f(z)d" = (d")'V? f(a")d" > a - [|d"||?

gilt mit einer Konstanten o > 0. Dies beweist (3.5.4).
Im Algorithmus wird die Newton-Richtung d* = —V2f(2*)" 'V f(2*)T ak-
zeptiert, falls

Vi@h)d" < —p-|ld|P, p>2.

Wegen limy,_., d* = 0 existiert ein kg, so dass fiir alle k > ko gilt
Pl 7" = p,
d.h. aus (3.5.4) folgt
Vf(@*)d" < —plld*|]* = =plld*|*7" - [|ld°]|” < —p - ||d°|” fiix k > k.

Teil (iii) wurde bereits in Satz 3.4.3 bewiesen, der Teil (iv) folgt sofort aus
den Sétzen 3.2.4 und 3.2.7. U

Wir iibertragen die Resultate fiir das Newton-Verfahren jetzt noch auf ein
globalisiertes inexaktes Newton-Verfahren.
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3.5.14 Algorithmus (globalisiertes inexaktes Newton-Verfahren)
wihle 2° € R",p > 0,p > 2,3 € (0,1),0 € (0,3),e > 0,7 € (0,1)
for k=0,1,... do
if |V f(2%)|| < e then
STOP
else
wiihle n, € [0, 7]
bestimme d* mit ||[V2f(x?)d* + V f(2*)T| < ne||V £ ()]
{inexakte Losung der Newton-Gleichung}
if V2f(2*) singulér oder V f(a*)d* > —pl||d*||” then

d¥ = -V f(")T {steilster Abstieg}
end if
bestimme t* = max{g8% ¢ = 0,1,... : f(zF + p'd*) < f(z%) +
o'V f(a*)d*}

{Armijo-Schrittweite}
setze F Tt = zF 4 thdF
end if
end for

In Analogie zu Satz 3.5.9 gilt

3.5.15 Satz

Sei f:R" — R, f € C}(R™). Dann ist jeder Hiufungspunkt z* der vom glo-
balisierten inexakten Newton-Verfahren (Algorithmus 3.5.14 erzeugten Folge
{z*} ein stationirer Punkt von f.

Beweis: Sei * = lim; ., ¥ ein Haufungspunkt mit zugehoriger konvergen-
ter Teilfolge {z*}. Falls d* = —V f(z*)T fiir unendlich viele i, so ist z*
stationdrer Punkt wegen Korollar 3.5.5. Wir nehmen also ab jetzt an, dass

(3.5.5) V2 f(2F)d5 4+ Y f (") || < ||V (™) fiir alle i > .

Wegen limy o, f(2%) N\, f(z*) gilt limg_o f(2"™) — f(2F) = 0 und damit
die Beziehung

(3.5.6) lim 5V f(x*)d" = 0.

1—00

Wir nehmen an, dass z* kein stationdrer Punkt ist, also V f(z*) # 0. Dann
ergibt sich aus 3.5.5 zunéchst

IV £ = V2 f(@*)d™]| < 7 [V ()],
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und daher e
o IV ) < [1d™|

mit a = sup{||V2f(z")],i =0,1,...} < oo.

Damit konvergieren die d* nicht gegen 0, und weil die Folge {d*'} beschrinkt
ist (dies folgt aus der Beziehung V f(z*)d* > —pl|d¥||P), besitzt sie eine gegen
ein d* # 0 konvergente Teilfolge, die wir wieder mit k; indizieren. Die Folge
der t¥ hat 0 nicht als Haufungspunkt, denn andernfalls wiirde, wieder nach
Ubergang auf eine Teilfolge, aus der Armijo-Schrittweitenwahl folgen

flah 4 BN > fat) + o BTV (o) d",
woraus fiir ¢ — oo wegen Lemma 3.5.3
Vi(a)d* > oV f(at)d* <0
folgt. Dies bedeutet aber V f(z*)d* = 0, woraus mit der Bedingung
Vf(at)d" < —pl|d"|”

aus dem Verfahren jedoch d* = 0 folgen wiirde, ein Widerspruch. Also besitzt
die Folge der {t¥i} nicht den Hiufungspunkt 0, weshalb aus (3.5.6) wieder
V f(z*)d* = 0 folgt. Hieraus ergibt sich wie gerade eben wieder der Wider-
spruch d* = 0. Die anfingliche Annahme V f(2*) # 0 war also falsch. O

Auch die anderen Aussagen zum globalisierten Newton-Verfahren lassen sich
iibertragen, vorausgesetzt, das inexakte Verfahren ist g-iiberlinear konver-
gent.

3.5.16 Satz

Es gelten die Voraussetzungen von Satz 3.5.15. Weiter sei limg_,,on = 0
in Algorithmus 3.5.14 und z* sei ein isolierter Haufungspunkt der Iterierten
{x*} des globalisierten inexakten Newton-Verfahrens (Algorithmus 3.5.14).
Dann konvergiert bereits die ganze Folge {2*} gegen z*.

Beweis: Der Beweis geht eigentlich wortlich so wie fiir das exakte Newton-
Verfahren: Sei {z*} eine gegen x* konvergente Teilfolge. Wir zeigen

lim ||z — 2k =0
und wenden dann Lemma 3.5.11 an. Es ist
(3.5.7) |z¥ T — 2k = R k|| < ||d*
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und damit

Y

plds | < =V f(ah)d < |V (k)

sofern im Algorithmus die inexakte Newton-Richtung als Suchrichtung ak-
zeptiert wird. In diesen Féillen gilt also

"

plla™ [P~ < IV (™)

Wurde statt dessen auf die Richtung des steilsten Abstiegs zuriickgegriffen,
so gilt trivialerweise

|| = 11V f ("))

Wegen lim, . | V.f(2%)| = ||V f(z*)]| = 0 (s. Satz 3.5.15) folgt also

ki+1 _ k;

x| = 0.

lim |2
11— 00

0J

3.5.17 Satz

Sei f:R" — R, f € C}R"),{z"} die vom globalisierten inexakten Newton-
Verfahren (Algorithmus 3.5.14) erzeugte Folge. In dem Verfahren gelte wieder
limg oo g = 0. Weiter sei z* ein Hiaufungspunkt dieser Folge und V2 f(z*)
sei positiv definit. Dann gilt

k

(i) limg_oo 2" = 2* und z* ist striktes lokale Minimalstelle von f

(ii) fiir k& geniigend grof ist d* stets die inexakte Newton-Richtung
(iii) fiir k groB genug ist stets t* = 1
)

(iv) @% — a* ¢g-iiberlinear; im Falle V2 f € Lip,(B.(z*)) und ny = O(||F(z")]])
sogar g-quadratisch.

Beweis: Zu (i): Der erste Teil folgt wie beim exakten Newton-Verfahren:
Wegen f(z%) N\, f(z*) gilt fiir jeden Hiufungspunkt y* der Folge {z*} die
Beziehung f(y*) = f(2*). Nach Satz 3.5.15 ist V f(2*) = 0, also ist z* strikte
lokale Minmalstelle fiir f. Also liegt y* nicht beliebig nahe an z*, d.h. x* ist
isolierter Héufungspunkt. Damit folgt (i) aus Satz 3.5.16.

Zu (ii): Wir zeigen, dass p > 0 und k existieren mit

(3.5.8) Vf(2")d* < —p||d¥||? fiir alle k > ko,
wobei d* die inexakte Newton-Richtung ist mit

IV2f@@h)d® + V)] < el VF ()]
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Wir miissen jetzt etwas anders argumentieren als beim exakten Verfahren.
Fiir k > kg ist nach Lemma 3.4.2 Vf(2®)V2f(2*)V f(2F) > ||V f(2F)T?
mit einem festen o > 0. Fiir diese k£ haben wir dann

V f(2")d" Vf(@*)V2f(a*) ™ (VP f(a)d" + V f(2¥)T)
— V)V (") IV f (M)
Vi)V (") (V2 f(b)dE + V(")) —al |V f ()]

(mey — )V f ()],

mit v = sup{||V2f(z*)7Y|, k > ko} < co. Wie im Beweis zu Korollar 3.3.5
existiert eine weitere Konstante 8 > 0 mit ||V f(z¥)| > B||d*| fir alle k.
Nimmt man also kg so grof3, dass auch noch 7y < «/2 fiir alle k > kg, so
kann man p = 3? - a/2 nehmen.

Im Algorithmus wird die inexakte Newton-Richtung d* akzeptiert, falls

<
<

Vi@hdh < —p-|ldf|P, p>2.
Wegen limy,_, d* = 0 existiert ein k;, so dass fiir alle k > k; gilt
polld*|*7" = p,
d.h. aus (3.5.8) folgt
V@@h)d" < —plld*|* = =pl|d* P77 - |d¥|]P < —p - ||d*|I” fiir k > Ky,

Teil (iii) wurde bereits in Satz 3.4.6 bewiesen, der Teil (iv) folgt sofort aus
Korollaren 3.3.5 und 3.2.9. 0J
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Abschnitt 3.6

Praktisch relevante Modifikationen

Die Praxis zeigt, dass das nicht-gobalisierte Newton-Verfahren haufig auch
dann eine ‘gute’ Iterierte bestimmt, wenn die Newton-Richtung keine Ab-
stiegsrichtung ist oder wenn die Schrittweite ¢ = 1 nicht die Armijo-Bedingung
erfiillt. Unsere bisherigen Globalisierungen sind in diesem Sinne ‘zu streng’,
d.h. sie verwerfen die Newton-Korrektur zu héiufig zu Gunsten der Rich-
tung des steilsten Abstiegs oder sie machen nur einen ’kleinen’ Schritt in
die Newton-Richtung. Zwar ist ein moglicher Riickzug auf die Richtung des
steilsten Abstiegs fast immer eine notwendige Zutat bei der Globalisierung,
aber man kann darauf abzielen, die steilste Abstiegsrichtung nur in moglichst
wenig Fiéllen zu verwenden oder moglichst héufig die volle Schrittweite bei
Newton-Schritten zu erreichen.

In diesem Abschnitt besprechen wir zwei Strategien mit dieser Zielsetzung.

3.6.1 Nicht-monotone Armijo-Regel

Die Idee ist, hdufiger als bisher einen vollen Schritt (Schrittweite ¢ = 1) in
die Newton-Richtungen zu akzeptieren.

3.6.1 Definition

Sei f:R" — R, f € C'(R"). Es sei {z"} C R" eine Folge und o € (0, 1),
B € (0,1) gegeben. Wir sagen, die Iterierte z* mit Suchrichtung d* geniigt
der nicht monotonen Armijo-Bedingung (mit Tiefe m; € Ny), falls gilt

R gk ﬁ@(k)dk

mit

(3.6.1) B = max{8’: f(a* + Bd") < 'IQ%X F(@') + 0BV f(2*)d¥}.
i=k—my

Fiir m; = 0 erhélt man die normale Armijo-Bedingung. Die Bedingung

(3.6.1) erlaubt also ein zwischenzeitliches Anwachsen des Funktionswertes,
im Mittel’ féllt er aber trotzdem ab.

Zum Einbau in ein globalisiertes Newton-Verfahren braucht man noch eine
Vorschrift, ob und wie man die m;, aufdatiert. Folgendes Vorgehen hat sich
in der Praxis bewéhrt.
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3.6.2 Algorithmus (global. Newton, nicht-monot. Armijo-Regel)
wihle 2° € R",p > 0,p > 2,3 € (0,1),0 € (0,3),e > 0
wahle m € Ny, setze mg =0
for k=0,1,... do
if |[Vf(z")|| < ¢ then
STOP
else
16se V2f(zF)d* = =V f(a)T {Newton-Gleichung}
setze my, = min{my_; + 1, m}
if V2f(2*) singulér oder V f(a*)d* > —pl||d*||” then
d¥ = -V f(")T {steilster Abstieg}
mp = 0
end if
bestimme t* iiber die nicht-montone Armijo-Regel 3.6.1
{Armijo-Schrittweite}
setze 2Ft! = ok 4 thd¥
end if
end for

Der Riickgriff auf mj; = 0 (und damit die normale Armijo-Regel) im Falle
der Richtung des steilsten Abstiegs ist dafiir verantwortlich, dass man auch
fiir dieses Verfahren globale Konvergenz zeigen kann.! Die Vorschrift mj =
min{mg_; + 1,m} im Falle der Newton-Richtung bedeutet: Wir berticksich-
tigen nun auch den neuesten Funktionswert in der nichtmonotonen Armijo-
Regel. Wird dabei die Maximalzahl m erreicht, entfernen wir dafiir den &ltes-
ten Funktionswert.

In der Praxis hat sich m =~ 10 bewéahrt und m;, = 0 fiir £ = 0,1,...,5. Die
Praxis zeigt auch: die nicht-monotone Armijo-Regel ist weniger giinstig bei
inexakten Newton-Verfahren.

3.6.2 Modifikation der Cholesky-Zerlegung

Die Newton-Richtung ist nicht notwendig eine Abstiegsrichtung, wenn V2 f ()
nicht spd ist. Das LGS

(3.6.2) Vif(z)d = -V f(z)"

kann man mittels der Cholesky-Faktorisierung V2f(z) = LLT 16sen. Die
Cholesky-Faktorisierung existiert genau dann, wenn V2 f(z) spd ist. Die Idee

ls. Grippo, L., Lampariello, F. und Lucidi, S.: A nonmonotone line search technique
for Newton’s method, STAM J. Numer. Anal. 23, 707 - 716 (1986)
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ist nun, wihrend der Berechnung der Cholesky-Faktoriserung im Falle dass
V2 f(z) nicht spd ist, die Matrix so abzuéindern, dass die Matrix spd wird
und ihre Cholesky-Zerlegung bestimmt wird. Statt (3.6.2) 16st man dann das
System mit der modfizierten Matrix. Da diese spd ist, ist das berechnete
d eine Abstiegsrichtung, wahrscheinlich eine bessere als die Richtung des
steilsten Abstiegs.

Zur Préazisierung des Vorgehens wiederholen wir den Algorithmus zur Be-
rechnung der Cholesky-Zerlegung A = LLT einer spd Matrix A. Hierin ist L
eine untere Dreiecksmatrix, so dass wir durch Gleichsetzen erhalten

J
Q5 = E gzkgjk izl,...,n,jzl,...,i.
k=1

Lost man diese Beziehung sukzessive nach den Zeilen von L auf, so erhélt
man

3.6.3 Algorithmus (Cholesky-Zerlegung, zeilenorientiert)
fori=1,...,ndo
for j=1,...,i—1do
by = (%‘ — > - fjk) /i
end for

i—1 )2
Cii =\ @i — 3 ey Ui

end for

Ist A nicht positiv definit, so scheitert dieser Algorithmus, weil fiir ein 7 die
Beziehung a;; — Z;_:ll 0% < 0 erreicht wird. Ist A spd, so gilt stets a; —
i—1 p2
k=1 Lix > 0. -
Die modifizierte Cholesky-Zerlegung éndert nun einfach a; — Y _,_, £% in eine
(ausreichend) positive Grofie ab, wenn dies notwendig sein sollte.
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3.6.4 Algorithmus (modifiz. Cholesky-Zerlegung, zeilenorient.)
wahle p > 0 {z.B. p=10""}
for:=1,...,ndo
forj=1,...;i—1do
lij = (%‘ — > i - @‘k) /5
end for
aur = a; — Zz;ll I
if auxr < p then
aur = {auz wird ausreichend positiv gemacht}
end if

end for

3.6.5 Lemma
Fiir die mit der modifizierten Cholesky-Zerlegung berechnete Matrix L gilt

LL" = A+ D, D = diag(dy, ..., d,)

g {0 | falls a;; — S0 L 02 > 1
C L i (e = 00 ) sonst

Insbesondere ist A + D spd.

Beweis: Man verifiziert sofort, dass die gewohnliche Cholesky-Zerlegung
nach Algorithmus 3.6.3 fiir A+ D &quivalent ist zur modifizierten Cholesky-
Zerlegung nach Algorithmus 3.6.4 fiir A. 0

Das globalisierte Newton-Verfahren (Algorithmus 3.5.7 wird nun wie folgt
abgedndert: In jedem Schritt wird zunéchst die Gleichung

V2 f(ah)d" = =V f*)"

durch Bestimmung der modifizierten Cholesky-Zerlegung von V2f(z*) mit
anschlieBendem Losen der Dreieckssysteme ‘gelost’. Der Rest des Verfahrens
bleibt unverindert. Die resultierende Abstiegsrichtung d* wird nun hiufig
akzeptiert werden, so dass nur selten auf die Richtung des tiefsten Abstiegs
zuriick gegriffen werden muss. Die Konvergenztheorie zu dieser Modifikation
besprechen wir hier nicht.
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Kapitel 4

Quasi-Newton-Verfahren

Weil sowohl die Berechnung von V2 f(z) (n? Eintréige), wie auch die Losung
von V2f(x)d = =V f(z)T (O(n?) Operationen bei Faktorisierung von V2 f(x)
als dicht besetzte Matrix) aufwendig sind, sucht man nach billigeren Alter-
nativen zum Newton-Verfahren, welche trotzdem noch iiberlinear konver-
gent sind. Die wichtigste Klasse solcher Verfahren sind die Quasi-Newton-
Verfahren, welche wir hier behandeln.

Abschnitt 4.1

Motivation und Definition

Wir untersuchen Verfahren von der Bauart
(4.1.1) " = — HO'WV ()T

Statt Hj, als V2 f(2*) immer wieder neu zu berechnen, suchen wir nun nach
einer Aufdatierungsvorschrift, mit der man Hj; einfach aus Hj berechnen
kann.

Wir nehmen an, dass f € C*(R"). Der Satz von Dennis und Moré (Satz 3.3.3)
zeigt, dass wir iiberlineare Konvergenz genau dann erreichen kénnen, wenn

[(Hy — V2 f (")) (@ = 2®)|| = o[|" — 2*])
gilt. Auf Grund der Differenzierbarkeit von V f gilt
IV f(a" )T = Vf(") = V2 fa") (@™ =) = o[ — ).



4.1. MOTIVATION UND DEFINITION

Wir streben deshalb
[ Hy(z"*! — 2%y — (VDT = V(")) || = o[z — 2|

an. Dies ist zunéchst noch keine brauchbare Beziehung, denn sie verbindet
das zu bestimmende Hj mit dem iiber Hj zu bestimmenden x**!.
Fordern wir allerdings mit Hy, statt Hy die Sekantenbedingung

(4.1.2) Hyq (2" — %) = V(2" THT — V(")

so haben wir eine , praktikable“ Vorschrift fiir Hy, ;. Vorsorglich halten wir
dazu schon einmal fest:

4.1.1 Satz

Sei f: R" —» R, f € C}Y(R"). Erfiillt ein Verfahren der Bauart 4.1.1 die
Sekantenbedingung 4.1.2 und konvergiert {z*} gegen einen stationiren Punkt
x* von f, so konvergiert die Folge sogar g-iiberlinear, falls

I (Hy = V2f(2")) (™" = 2M)[| = o[+ — 2*]))
gilt.

Beweis: Wegen Hy, (28t — %) = V f(2%)T ist obige Bedingung die klassische
Bedingung von Dennis-Mor¢ fiir g-iiberlineare Konvergenz geméaf Satz 3.3.3.
O

4.1.2 Definition

Sei f: R" - R, f € CY(R"). Ein Quasi-Newton-Verfahren zur Berechnung
einer Minimalstelle von f ist ein Verfahren der Gestalt

" =" — HOWV (), k=0,1,...,
wobei die Hj der Sekantenbedingung
Hyp1 (2571 — %) = V(2T = Vf(2b)T
gentigen.

Man beachte, dass die Sekantenbedingung die Matrix Hj; nicht vollsténdig
festlegt, denn sie definiert nur das Bild von Hy,; auf einem eindimensionalen
Teilraum. Je nachdem, wie Hy,; sonst noch definiert wird, ergeben sich ver-
schiedene Quasi-Newton-Verfahren. Der prinzipielle Ansatz ist aber immer,
Hy. ,einfach“ aus Hj aufzudatieren.

Im Folgenden wird es primér um die Diskussion solcher Aufdatierungsvor-
schriften gehen. Zur Vereinfachung der Notation sparen wir uns dazu den
Index k, und notieren ein ,,+“ fiir den Index k£ + 1. Die Sekantenbedingung
lautet so

(4.1.3) H (" —2)=Vf@ah’ - Vfx)".
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Abschnitt 4.2

PSB-, DFP- und BFGS-Verfahren

In diesem Abschnitt leiten wir einige konkrete Quasi-Newton-Verfahren her.
Wir benétigen dazu einige Hilfsresultate, die so einfach zu zeigen sind, dass

wir auf den Beweis verzichten. Im ganzen Kapitel bezeichnet jetzt || - || die
f5-Norm.
4.2.1 Lemma
Sei w € R™. Dann gilt
lwll = ﬁﬁxl{ljw}-
4.2.2 Lemma
Fir alle v,w € R™ gilt
low™ || = Jlol] - [lw]]

Hier ist vw’ € R™™, links steht also die f5-Operatornorm.

4.2.3 Definition
Fir A € R™™ ist die Frobenius-Norm gegeben durch

0 m 1/2
|AllF = <Zza?j> :
i=1 j=1

4.2.4 Lemma
Fiir jede orthogonale Matrix @) € R™" und A € R"*" gilt

IAQIlF = | Allr = |Q" Al .

Wir starten nun mit der PSB (Powell symmetric Broyden) Formel.

4.2.5 Satz
Sei H € R™" symmetrisch und y,s € R", s # 0. Die eindeutig bestimmte
Losung der Aufgabe

minimiere |[H; — H||7. unter der Nebenbedingung H, = H, Hys =y



4.2. PSB-, DFP- UND BFGS-VERFAHREN

ist gegeben durch die PSB-Formel

1
HYPP = H + = ((y — Hs)s" +s(y — Hs)") —

sTs

(y— Hs)Ts

Beweis: Klar ist zunichst: HY9F ist symmetrisch und H'98s = y. Die
gestellte Aufgabe ist die Minimierung einer streng konvexen Funktion auf
einer konvexen Teilmenge von R™ ™ und besitzt demnach eine eindeutige

Losung.

Sei Hy € R™™" eine symmetrische Matrix mit H,s = y. Sei v;

und vs, . .., v, moégen v; zu einer Orthonomalbasis von R" ergédnzen. Sei ) =
[v1] ... |v,] die orthonormale Matrix mit den Spalten v;. Dann gilt
L.4.24

|FP = HIJE (52 = H)Q|%

= D IHPE — Hyw?
i=1

= (HP — Hyo|? + Y IHPP = H)ul?

1=2

(4.2.1) = |l(Hy = H)o*+ > I(HEP — Hywl|.
=2

T

%

Fiir die Terme in der Summe haben wir aber wegen v

I(HE52 = Hwi

1

o ((— H)ST sl — H) oy
1

= ||@'S(9—HS)T)W||
1

= HE'SST(H+—H)TWH
1

< E'HSSTH'H(H+—H)%H

1..4.2.2
= |[(Hy — H)v|.

Aus (4.2.1) folgt damit

s=0,1=2,...,n

y— Hs)Ts

|HEP — H|p < 3 Iy~ Byl = | Hy — HI

=1

d.h. HPSB 15st die Minimierungsaufgabe.
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4.2. PSB-, DFP- UND BFGS-VERFAHREN

4.2.6 Bemerkung
Der Beweis hat gezeigt, dass H fSB sich auf dem orthogonalen Komplement
von s so wenig wie moglich von H unterscheidet.

Den PSB-Ansatz kann man auf gewichtete Frobenius-Normen iibertragen.

4.2.7 Satz
Sei W € R™ ™ reguldar. Weiter sei H € R™ " symmetrisch und y,s € R",
s # 0. Die eindeutig bestimmte Losung der Aufgabe

minimiere |W(H; — H)W?||% unter der Nebenbed. Hy = H}, His =y
ist gegeben durch

1 y— Hs)'s

ISP H o4 (g~ Ho)sly + swly - Ho") - U000

SyS
mit
sw = (WIW) s

Beweis: Die gewichtete Minimierungsaufgabe wird von A, genau dann geldst,
wenn die Matrix H, = WH, W7 die ungewichtete Aufgabe aus Satz 4.2.5
16st mit neuen Vektoren 5 = W~Ts und § = Wy sowie H = WHW?. Da-
mit ergibt sich die Behauptung nach Riicktransformation der Lésung aus
Satz 4.2.5. Details als Ubungsaufgabe. O

Man beachte, dass die Losung nur von WTW, nicht aber von W selbst
abhéngt.

Die PSB-Formel liefert, auch wenn H spd ist, nicht notwendig eine spd Matrix
H . Fiir beliebiges s und y braucht ein solches H, gar nicht zu existieren.

4.2.8 Lemma
Seien y,s € R™ mit s # 0. Genau dann existiert eine spd Matrix ) mit
Qs =y, wenn yl's > 0.

Beweis: ,=“: Wegen Q spd gilt 0 < s7Qs = yTs.
,<=": Setze
y''s
V=S
und )
W=I+—"(@y—op", Q=WW".
vTy

Dann ist () symmetrisch, positiv semidefinit und Qs = y. Auflerdem ist W
reguldr, denn aus Wz = 0 folgt

1 T vl
fﬂ:—m'(y—v)v fﬂ:—m'(y—v),
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4.2. PSB-, DFP- UND BFGS-VERFAHREN

woraus sich
r=a(y—v)

ergibt, und damit sogar dann

Dies bedeutet aber o« = 0, denn andernfalls wére

v (y —v)

1=—
vTv

«— vly =0,

was wegen vy = yTs/vsTs und yT's > 0 aber unméglich ist. Also ist W
reguldr und ) damit positiv definit. O
Nimmt man nun im Falle, dass H symmetrisch ist und s7y > 0 fiir ) die nach
Lemma 4.2.8 existierende spd Matrix mit )s = y und nimmt in Satz 4.2.7

fiir W einen Cholesky-Faktor von @), so ist dort sy = y und es ergibt sich
die DFP-Formel (Davidon, Fletcher, Powell).

4.2.9 Definition
Sei H € R™" symmetrisch und 3,s € R”, s # 0 mit y’s > 0. Die DFP-
Formel bestimmt die Matrix

(y — HS)TS T

HEFP — H+ L ((y — Hs)yT +yly — HS)T) - (yTs)?2

y''s
mit
HEFPS =y.

4.2.10 Bemerkung
Mit H ist auch HfFP spd, denn

1

T yDFP_,
CHE T gy

(@) + [ s)e = W a)s] " H (5" s)e — (v )s]).

Wir formulieren beispielhaft das DFP-Verfahren ( = Quasi-Newton-Verfahren
mit DFP-Formel). Dabei vereinfachen wir in der DFP-Formel die Terme
y — Hs, denn in einem Quasi-Newton-Verfahren mit der Gestalt 4.1.1 gilt
wegen der Sekantenbedingung 4.1.3

y—Hs=Vf(z").
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4.2.11 Algorithmus (DFP-Verfahren, Davidon, Fletcher, Powell)
wihle 2°
wihle Hy, z.B. Hy = V2 f(2)
setze =t = V f(2°)T
for k=0,1,... do
lose Hpsk = —uf~!
setze Pl = ok + ¥
setze uf = V f(2"HT yb = ub — yF!
setze Hyp1 = Hi + m ) ((uk)(yk)T + yk<uk)T) - (((yukk))TTss:)zyk(yk)T'
{DFP-Update}

end for

Im DFP-Verfahren miissen wir in jedem Schritt ein LGS mit der Matrix Hy
16sen. Das kann man vermeiden, wenn man immer gleich mit den Inversen
arbeitet, denn das néchste Lemma zeigt, dass sich mit den Matrizen auch die
Inversen einfach aufdatieren lassen.

4.2.12 Lemma (Sherman-Morrison-Woodbury-Formel)
Sei A € R™" reguldr und U,V € R™™ mit m < n. Dann ist die Matrix
A+ UVT genau dann regulir, wenn I + VT AU dies ist, und es gilt

(A+UVT)y L= A =AU (T+VTAT D) vTA

—_——— N ~
nxn mXm
Beweis: s. Ubung. O

Die Sherman-Morrison-Woodbury-Formel ist besonders niitzlich, wenn m
sehr klein ist. Z. B. ergibt sich sowohl beim PSB- wie auch beim DFP-Update

H, =H+UVT mit U,V € R™2
Bei bekanntem B = H~! ergibt sich dann fiir By = H'
B, =B-BU-(I+V'BU)'.V'B,

VvV
2x2

also eine billige Aufdatierungsformel fiir B. Man kann also Algorithmus 4.2.11
entsprechend umformulieren.
Man kann aber auch noch einen Schritt weiter gehen, und von vornherein un-
verse Quasi-Newton-Formeln untersuchen. Es wird dann B, aus B aufdatiert
mit der Bedingung

B,y =s.

Das folgende Resultat ist lediglich Satz 4.2.7 mit anderen Bezeichnungen.
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4.2.13 Lemma
Sei W € R™" reguldar. Weiter sei B € R™"™ symmetrisch und y,s € R",
y # 0. Die eindeutig bestimmte Losung der Aufgabe
(4.2.2)
minimiere |[W(B; — B)WT||% unter der Nebenbed. B, = BT, s = B,y

ist gegeben durch

1 (s=By)'y
By =B+ —— (s = Byl +ywls — By)) — 2Ly,
mit

yw = (WTW) .
Nimmt man in diesem Lemma in Analogie zur DFP-Formel fiir WTW die spd
Matrix @ mit Qs = y, so ergibt sich die wichtige BFGS-Formel (Broyden,
Fletcher, Goldfarb, Shanno):

4.2.14 Definition
Sei B € R™" symmetrisch und 3, s € R"® mit y's > 0. Die BFGS-Formel
bestimmt die Matrix

1 s — By)T
BfFGS :B+— . ((S—By)ST—i—S(S—By)T) _ wssT’

yT's (yTs)?
wobel

BfFGSy = s.

4.2.15 Bemerkung
Die Matrix BBFES 1gst also die Minimierungsaufgabe (4.2.2), wobei W so
gewihlt ist, dass WTWs = y.

Es ergibt sich das wichtigste Quasi-Newton-Verfahren iiberhaupt. Dabei ver-
einfachen wir in der BFGS-Formel die Terme s — By, denn wegen der Sekan-
tenbedingung 4.1.3 gilt diesmal

s — By = —BV f(z™).
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4.2.16 Algorithmus (BFGS-Verfahren)
{Broyden, Fletcher, Goldfarb, Shanno}
withle 2°
wahle Bo, z.B. BO = VQf(.TO)_l
for k=0,1,... do
berechne s* = — B,V f(zF)T
setze 2Pt = oF 4 s
setze y* = V f (2" )T — V f(2*)T
berechne v* = — B,V f(zF+1)T
setze By, = By, + W (R (sM)T + sF ()T — ((2}:));3,325"3(3’“)T.
{BFGS-Update}

end for

4.2.17 Bemerkung
Vorsicht: Es ist BEFGS # (HPPPY™' denn (HPFP)™ erfiillt nicht die
Minimierungsbedingung aus Lemma 4.2.13. Mit den Bezeichnungen

BEFP _ (HEFP)*l : HEFGS _ (BEFGS)*l

gelten vielmehr die folgenden Zusammenhinge (s. Ubung):

1 y— Hs T
HDFP — H"’%((y_HS)yT+y(y_HS)T>_((:yT—S)2)ny

1 1

+ yTSSS yTBy( y)(By)

1 1
BFGS _ 4 %ny _ STHS(HS)(HS)T

1 — By)"
BBFGS _ B4 s ((s = By)s" + s(s — By)") — %SST

Man beachte die Symmetrien: Ersetzt man (H,y, s) durch (B, s,y), kommt
man von den DFP-Formeln zu den BFGS-Formeln.
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Abschnitt 4.3

Resultate zur Frobenius-Norm

Bei der Konvergenzanalyse von Quasi-Newton-Verfahren wird es entschei-
dend darauf ankommen, Frobenius-Normen von (Rang -1-) modifizierten Ma-
trizen gut genug abschétzen zu kénnen. Wir behandeln deshalb hier einige
niitzliche Eigenschaften der Frobenius-Norm.

4.3.1 Lemma
Sei A € R™™, Dann gilt
Al < [|A]l -

(J|Al|: £2-Operatornorm)

Beweis: Es bezeichne a! die i-te Zeile von A. Dann ist fiir jedes x mit

]| =1
” 50U (&
[A]* =3 (af)” < (Z ||ai||2> Nl = 11413,
i=1 i=1
also
A = mas Azl < 4]
O
4.3.2 Lemma
Sei u,v € R™. Dann ist
luv” |7 = Jullllv]]
und
spur(uv?) = vl u.
Beweis: Ubung. U

Von besondererm Interesse sind bei Quasi-Newton-Verfahren symmetrische
und unsymmetrische Rang-1 Modifikationen der Identitdt. Wir starten mit
einer Aussage fiir den symmetrischen Fall.

4.3.3 Lemma
Sei s € R", u # 0. Dann gilt fiir P =1 — ﬁuuT

1Pl = 1.
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Beweis: Sei v; = (1/||u]|)u, vq,...v, so, dass vq,...,v, eine Orthonormal-
basis von R™. Dann ist Pv; = 0, Pv; = v; fiir ¢ = 2,...,n. Damit ist
spek(P) = {0, 1}. Weil P symmetrisch ist, gilt also

| P|| = maxspek(P) = 1.

4.3.4 Lemma
Sei A, B € R™". Dann gelten die Abschitzungen

[AB|[r < [[A]l - [|Bllr und [[AB|r < [|A]l7 - [|B].

Beweis: Es bezeichne b; die j-te Spalte von B. Dann ist Ab; die j-te Spalte
von AB und

IABIF = 11Ab; 113 < 1P Y 116115 = IAIP1BII%-
i=1 i=1

Dies beweist die erste Ungleichung. Die zweite ergibt sich, indem man {iber-
all die transponierten Matrizen verwendet (|| - || und || - || sind invariant
gegeniiber Transposition). Il

Aus dem letzten Lemma folgt insbesondere fiir B=P =1 — ﬁuuT
IAP||r < [|A]lF.

Diese Abschitzung werden wir (auch fiir unsymmetrische Rang-1-Modifika-
tionen der Identitét) noch in einer verbesserten Form benotigen.

4.3.5 Lemma
Sei A € RV u,v € R", vTu # 0. Dann gilt

(i)
(- o)

(ii) Im Falle v =u # 0 ist

2 1

2
= AU = o (A0 (A0 + sl Aul? - ol

F

1 2
HA([ — ——uu”)

1
_ 2 2
)| = A — [ Aul?,

F
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Beweis: Wir schreiben o = 1/(u’v). Dann ist

4.7 = w2
= spur ((I — avu”)ATA(I — auwv™))
= spur(A"A) — a - spur (vu" (AT A))
— a-spur (AT A)uww™) + o” - spur (v(u" A" Au)v™)
= A% —a- (u" AT A — a - v" (AT Au) 4+ o? - (u" AT Au) - v
= ||AI% — 2a - (Av)T(Au) + o? - (Au)T (Au) - v .
Dies beweist (i). Teil (ii) ist ein Spezialfall. O

Es wird spéter darauf ankommen, die rechten Seiten oben explizit ins Verhalt-
nis zu ||A||F zu setzen. Im Falle (ii) ergibt sich sofort

1 T
HA@‘EWW>

Au
Q- { ey falls A # 0 .

0 sonst.

2
< (1-07) - IAl%

F

Im unsymmetrischen Fall u # v kann man ein entsprechendes Resultat nur
erwarten, wenn der Unterschied zwischen u und v in die Abschitzung mit
aufgenommen wird. Wir formulieren dies prézise in dem folgenden wichtigen
Lemma.

4.3.6 Lemma
Sei A € R™" u,v € R", u # 0. Weiter sei

Ju— vl < 8- ull mit 5 € [0,1/3).

Dann gelten mit

| Aul|
o_ J Tl falls A # 0 .
0 sonst.

die Abschitzungen

(1)
(- o)

18,1 fu
< G‘2a+m@*d—ﬁ'rw|)”M“

1., 3 Hu—vH)
1--02+=. I Allr
( 4 2 lull

F

IN
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4.3. RESULTATE ZUR FROBENIUS-NORM

1
< (1 _ —@2) Al
F 2

Beweis: Offensichtlich ist (ii) der Spezialfall fiir (i) mit v = w,
Die zweite Zeile von (i) folgt sofort aus der ersten, da fiir 8 € [ 1/3
Abschétzungen

(i)
HA(I - %uuT)

u-u

3 i
-5 1 1 _3
20+8) —4 1-3-2

gelten. Zum Beweis der ersten Zeile von (i) stellen wir zunéchst einmal fest,
dass wegen |lu — v|| < - ||u|| aus der CSU die Abschétzung

o u —u"u| = [(v—w)"ul < 8- lul®
folgt und damit
(43.1) (1= 8) -l < vu < (1+5) - Jull®

Insbesondere ist v7u stets nichtnegativ.
Auf Grund von Lemma 4.3.5 haben wir

1 T
(=)

2

= A AT +
4l + ( J;)l) - o) -l
(A~ )" (4u),

vy

[Aw]® - flo]f*

Fiir den dritten Summanden auf der rechten Seite ergibt sich durch wenig
raffiniertes Abschétzen

(A=) () < AR o ] ]
(4;1) (135) . IIv|| || ull A2
2 o—u
S =g Mk
Fiir den zweiten Summanden haben wir
|lv]|? 2 viv —20Tu (v —uw) (v —u) —ulu

(vTu)2  vTu  (vTuw)?2 (vTu)?
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und damit
[ v]? 2 _ @@= fuf* @iy -1 1 1-p 1
(vTu)? vTu = (vTu)? = 1+8)? ulz 148 lul?

Im Falle A # 0 erhalten wir so insgesamt
1 2 1-0 2 v —ul
A(I——UUT) §(1——@2—|— . A%,
1 (1= )|, = (- 1550 25 )

was auch fiir A = 0 richtig ist. Unter Verwendung von (1 +¢)"/2 < 14 ¢/2
erhalten wir nach Ziehen der Wurzel schlieflich die erste Zeile von (i). UJ
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Abschnitt 4.4

Konvergenz des PSB-Verfahrens

In diesem Abschnitt fithren wir, vor allem als Vorbereitung fiir die entspre-
chenden Resultate beim BFGS-Verfahren, eine lokale Konvergenzanalyse fiir
das PSB-Verfahren durch.

Das PSB-Verfahren ist das Quasi-Newton-Verfahren, bei welchem die Matrix
H geméifl der PSB-Formel aus Satz 4.2.5 aufdatiert wird.

4.4.1 Algorithmus (PSB-Verfahren)

withle x°

wiihle Ho, 2.B. Hy = V2/(2?)

for k=0,1,... do
16se Hys® = =V f(z*)T
setze rF Tl = xk 4 g¥
setze y* = Vf (2T — Vf(2*)T
setze Hyy = Hj + (sk);Tsk ((yF — Hys®)(s8)T + sF(y* — HpsM)T) —
s ()

{PSB-Update}
end for

Unser Ziel ist eine lokale Konvergenzaussage der Art: Ist x* lokale Minimal-
stelle und ist 2° nahe genug an z* sowie HY nahe genug an V?f(z°), so
konvergieren die Iterierten g-linear. Daraus wird sich dann sogar die g-iiber-
lineare Konvergenz ergeben.

Im Folgenden wird es wichtig sein, aus H — V2f(z) auf HYSP — V2 f(x)
schliefen zu kénnen. Dazu formulieren wir

4.4.2 Lemma
Sei H € R™™ symmetrisch, A € R""symmetrisch sowie s,y € R"” mit
s # 0. Dann gilt fiir die PSB-aufdatierte Matrix HY% mit HI9Ps =y

1 1
PSB _ pT T T
H>P—-A =P (H—A)P—I—E-(y—As)s +@-s(y—As) P
mit
P—[—LSST
N sTs
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Beweis: Das Resultat ergibt sich durch Ausmultiplizieren und Zusammen-
fassen. O
Auf der Grundlage dieser Darstellung werden wir nun entscheidende Abschéatzun-
gen vornehmen.

4.4.3 Lemma
Seien A, H € R™" symmetrisch, y,s € R", s # 0. Dann gilt fiir die PSB-
Matrix HP58 mit HP9Bs = y die Abschitzung

ly — As||

sl

|HESP — Allp < | H - Allg +2

Beweis: Auf Grund von Lemma 4.4.2 haben wir
1 1
|HES5 Al < |PT(H= AP+ (g As)s" e+ = lls(y— As) P

mit P = I — --ss”. Nach Lemma 4.3.3 ist [|P|| = 1. Fiir den ersten Term
auf der rechten Seite erhalten wir so durch zweimalige Anwendung von Lem-
ma 4.3.4

IPT(H — A)P||lp < |(H — A)Pllr < | H = Allp.

Nach Lemma 4.3.2 erhalten wir auflerdem fiir den zweiten Term
1y — As)s™ ||lp = [|s(y — As)" ||l = |Is]l - lly — As],

woraus sich die behauptete Abschiatzung ergibt. U

Das letzte Resultat werden wir gleich fiir A = V2f(z*) mit lokal Lipschitz-
stetigem V?2f anwenden.

4.4.4 Definition
Eine Funktion F' : R® — R™ heifit lokal Lipschitz stetig in x € R™ mit
Lipschitzkonstante v (F € Lip, (7)), falls es eine Umgebung U von x gibt, so
dass gilt

1F(y) — F(2)|| < 7lly — 2| fir alle y,z € U.

4.4.5 Lemma
Sei f:R" — R, f € C*(R"), 2* € R" und V*f € Lip,(z*). Weiter sei
H e R™" symmetrisch.

Dann existiert eine Umgebung U von z*, so dass fir z,2t € U und die
PSB-Matrix H98 mit H%8s =y, s = ot — 2, y = Vf(z")T =V f(z)7T gilt

IHP = V2 f (@) le < 1H = V2F @) lr + - (27 = 2% + [lz = 27]).
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Beweis: Nach Lemma 4.4.3 ist mit A = V2 f(x*)

IHE%® — Al < 1 - Alle+ 22l
Jetzt wenden wir das alte Lemma 3.2.6 an, wonach
ly = As| = [IVf(=")" = Vf(@)" = V2 f(a") (=" — )|
< 2ellgt =zl (la* — ol + flz = 7l
gilt, woraus die Behauptung folgt. U

Jetzt haben wir alle Elemente fiir den Beweis eines lokalen Konvergenzsatzes
beisammen.

4.4.6 Satz

Sei f: R" — R, f € C}(R"). z* € R" sei ein stationdrer Punkt von f
und V?f(z*) sei reguldr. Weiter sei f € Lip, (z*). Dann existieren Zahlen
e > 0und ¢ > 0, so dass das PSB-Verfahren (Algorithmus 4.4.1) fiir jeden
Startvektor 2 € B.(z*) und jede Wahl einer symmetrischen Matrix Hy mit
| Ho — V2 f(x*)|| < & durchgefiihrt werden kann und eine Iteriertenfolge {x*}
generiert, welche ¢-linear gegen z* konvergiert.

Beweis: Wir starten mit einer Voriiberlegung. Es ist

|25 =2 = fla® =2 = BV
< HS - [ Hi(@® = 27) = V()T =V )|
< H7 - (V2 @) (" = 2) = V@ = V)|
(4.4.1) + (| (He = V2f @) - [l = 29)]))

Eine Aussage iiber lineare Konvergenz erhalten wir also, wenn wir zeigen
kénnen, dass |[H, '|| < n, [[H, — V2f(z*)|| < o und ||V2f(z*)(z* — 2*) —
Vf(@T =V f(a)T| < B |la* — 2*| fiir alle k mit n(a+ 3) < p < 1. Hierin
wird (8 beliebig klein, wenn ¢ gegen 0 geht. Auch « wird hoffentlich beliebig
klein, wenn wir ¢ klein genug machen.

Wir setzen p = ||V2f(2*)7Y|. Fiir festes p € (0,1) wihlen wir nun €,§ > 0
so klein, dass in B.(z*) die lokale Lipschitzbedingung gilt und dass

2ve

24

(4.4.2) 1—(’)/6 +6)<p, 20-u<p, <4
—p

—p

und zeigen, dass fiir alle k gilt
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4.4. KONVERGENZ DES PSB-VERFAHRENS

(1) ||Hy — V2f(2")|r < 20,
(ii) Hy ist regulir mit ||H, | < T—M_pv
() o+ — 4] < p- ot — o).

Wir beweisen alle drei Punkte per Induktion. Fiir £ = 0 ist (i) erfiillt, denn
wir haben ja sogar ||Hy — V2f(z*)||r < J. Aus

Hy = V2f(z*) + (Hy — V2 f(2¥))

mit ||V2f(z*)™t (Ho — V2f(2*) || < p-||Ho — V2f(x*)||r < pd folgt nach
dem Banach-Lemma 1.2.7 sofort, dass Hy regulér ist mit

m (4é2) m

l—pwo — 1—p

1H | <

Schlielich erhalten wir aus (4.4.1) fiir & = 0 und unter Verwendung von
Lemma 3.2.6 die Beziehung

o =t < g5 (G e = P 20 e = 7).

woraus durch grofiziigiges Abschétzen nach oben

="

- ||<1—p-(7€+5)-||x°—:v I<p-ll2® =27

folgt.

Zum Beweis des Induktionsschrittes seien (i) bis (iii) als richtig angenom-
men bis hin zu einem Index k. Wenn wir die Giiltigkeit von (i) fir k£ + 1
gezeigt haben, sind wir fertig, denn (ii) und (iii) folgen genauso wie beim
Induktionsanfang.

Zum Beweis von (i) erhalten wir aus Lemma 4.4.5 fiir alle j = 0,...,k die
Beziehung

[Hjs1 = V2 (@) = I1H; = V2 f (@) |p < v (J277 = 2™ + a7 —27]))
und damit nach mehrfacher Verwendung von (iii)
[Hjsr = V2 (@)l = 1H; = V2 f(@)llp < 2907 [|2” — 27
Durch Summation ergibt sich hieraus
[ Hir = V2 f (@) e — [[Ho — V2 f(27)|| e
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4.4. KONVERGENZ DES PSB-VERFAHRENS

k
< 2y 2 = >
7=0
1—phtl 2
= 2|l — o) P < e
1—p 1—p
Also ist
5t 2y (4.4.2)
|Hypsr — V f(x)||F§5+m-g < 20

OJ
Der vorangegangene Satz zeigt die lineare Konvergenz des PSB-Verfahrens.
Tatséchlich ist die Konvergenz dann sogar ¢-iiberlinear, was wir in dem nun
folgenden Satz nachweisen werden. Bemerkenswerterweise — und im Gegen-
satz zu Satz 4.4.6 — bendtigt dieser Satz nur eine Aussage iiber die Konver-
genz der Iterierten ¥, aber keinerlei Voraussetzung iiber die Qualitit von
By. Wir bereiten den Satz mit einer gegeniiber Lemma 4.4.3 verbesserten
Abschétzung vor.

4.4.7 Lemma
Seien A, H € R™ " symmetrisch, y,s € R", s # 0. Dann gilt fiir die PSB-
Matrix HfSB mit HJI:SBS = y die Abschétzung

Sk —A
1257 — Al < - Al (1= 5 ) 2l

wobel

1H—-Allrllsll

o { MAE=Del o [ £ A
0 sonst.

Beweis: Auf Grund von Lemma 4.4.2 haben wir
1 1
|HSP — Al < HPT(H—A)PIIFJrII@-(y—AS)STIIFJr@-HS(y—AS)TPHF-

mit P = I — #-ss”. Nach Lemma 4.3.3 ist ||P|| = 1. Fiir den ersten Term
auf der rechten Seite erhalten wir so aus Lemma 4.3.4

|PT(H — A)P||r < |(H — APl
und daraus mit Lemma 4.3.6 (ii) sogar

@2
P — )Pl < 1 - Al (1- 5 ).
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Nach Lemma 4.3.2 erhalten wir auflerdem
I(y — As)s" ||l = [|s(y — As)"[| = [Is]| - lly — As]l,
woraus sich die behauptete Abschiatzung ergibt. O

4.4.8 Satz

Sei f:R" — R, f € C}(R"). * € R" sei ein stationdrer Punkt von f und
V2 f(x*) sei regulir. Weiter sei f € Lip,(«*). Die Iterierten z* des PSB-
Verfahrens (Algorithmus 4.4.1) mégen gegen z* konvergieren mit

[e¢]
D et =2t <€ < oo,
k=0

Dann konvergiert die Folge {2} bereits g-iiberlinear gegen x*.

Beweis: Wir kénnen z* # 2* fiir alle £ annehmen und auch s* = z#+1 — 2% £
0 fiir alle k& (sonst wire Hjq nicht definiert).
Geméf Satz 4.1.1 miissen wir zeigen

(4.4.3) I (Hy = V2f (")) (2" = 2%) || = o(||"*" — 2*[]).

Es sei zuniichst Hy, # V2f(z*). Aus Lemma 4.4.7 erhalten wir mit

o 2 T* Sk

die Abschéitzung

_ &%
2

[ = V2 f ()| < HHk—V?f(fc*)HF'(l )+ : (y* = V2 (2")s") -

[Is*]
Durch Anwendung des Lemmas 3.2.6 auf den zweiten Term erhalten wir

2
Hios = Ve < - Pl (1- F)

(4.4.4) +y - (o =27 + [l = 2])).
Daraus folgt durch wiederholte Anwendung (und mit 1 — ©%/2 < 1)

[ Hyer = V2 f (@)
k

< | Ho = V@)l +v Y (27 — a7 + [|l2? — 7))

J=0
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4.4. KONVERGENZ DES PSB-VERFAHRENS

< [ Ho = V2 f(a)llr +29€.

Also sind die o4 := ||Hy — V2f(2*)||r beschrinkt. Aus (4.4.4) folgt nun
auBerdem

2
Ton < o= oper + - (124 = o + o = 27,

Diese Ungleichung ist auch im Fall o, = 0 (dann mit ©; = 0) richtig. Sum-
mieren wir fiir alle £ mit oy # 0, so erkennen wir

Z 70k§00+27§<00,
k=0,01,7#0

woraus insbesondere limy_.., O%c), = 0 folgt. Weil die o4, beschrinkt sind,
folgt daraus limy_., O30 = 0 und damit auch

I(H), — V2f ()"

%]

was wegen s* = x*T1 — z* gleichbedeutend mit (4.4.3) ist. O
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Abschnitt 4.5

Konvergenz des BFGS-Verfahrens

Wir gehen im Prinzip dhnlich vor wie beim PSB-Verfahren. Eine zusétzliche
Schwierigkeit entsteht durch die unsymmetrische Aufdatierungsformel.

Das BFGS-Verfahren wurde als Algorithmus 4.2.16 beschrieben. Die wesent-
lichen Schritte sind

g = 2k — BV (M)
Bk+1 = Bk + W ((Sk - Bkyk)<8k)T + Sk<8k - Bkyk)T)

_ By Tk ke kT
((yk)Tsk)Q S (S )
sk — l‘k+1 _ ZL‘k, ykz _ Vf($k+1)T . Vf(l‘k)T
Beim BFGS-Verfahren arbeitet man also mit unsymmetrischen Rang-1 Mo-
difikationen der Identitdt von der Bauart

1
I— —sy7
yTsY

mit s =27 —z,y = Vf(z")T =V f(2)T. In Lemma 4.3.6 hatten wir gesehen,
dass wir eine zu Lemma 4.4.7 beim PSB-Verfahren analoge Abschétzung nur
erreichen konnen, wenn sich s und y relativ wenig unterscheiden. Dies ist von
vornherein nicht gegeben, aber wir konnen es durch eine Skalierung erreichen.
Es ist ndmlich

y=V:f()s+o([s])

und damit in der Néahe einer Nullstelle 2* von V f auch
y~ V2 f(2")s.
Faktorisieren wir V2 f(z*) = WTW | so haben wir
W Ty~ Ws.
Ab sofort notieren wir deshalb zur Abkiirzung

Yw = W_Ty7 Sw = Ws.



4.5. KONVERGENZ DES BFGS-VERFAHRENS

Man beachte, dass y”'s = yi sy und damit
I — %syT =W ([ — T;swya,) -W.
Yy s Ywsw
Wir priziseren unsere Uberlegungen im folgenden Hilfssatz.

4.5.1 Lemma

Sei f:R" — R, f e C*R"),z* € R® mit Vf(z*) = 0 und V2f(2*) spd,
V?f € Lip, (z*). Weiter sei Vf(z*) = WTW und § € (0,1/3]. Dann existiert
e > 0, so dass fiir z, 27 € B.(z*) gilt

lsw —ywll < 8- llywll, sw =Wt —), yw =W (Vf(a")" = Vf(2)").

Beweis: V2 [ sei Lipschitz-stetig in B.(z*) mit Konstante 7. Damit haben
wir fiir x, 2" € B.(z*) nach Lemma 3.2.6

lsw —ywll = [IWs—Wy]|
= W (W Ws —y)|
< W IVEf(")s — yll
< w- % At =l (2™ =27+ [l — 27]).

Indem wir e notfalls verkleinern, erreichen wir, dass V2 f glm. positiv definit
ist in B.(z*). Also ist V f glm. monoton in B.(z*) und es existiert g > 0 mit

(Vf(a") = V(@) (@™ —2) > plla™ —z|? fir 2,2 € Be(a¥).
Uber die CSU ergibt sich daher
(4.5.1) Iyl = IVf(a™) = V(@) > plla™ - z]|.
Durch Einsetzen erhalten wir so

v * * -
(4.5.2) [lsw —ywl < u-(llﬁ—ﬂf I+l =21 - W=yl

o
Y _

< —eee Wyl
!

Y _
S W= (0 ywll-

Man hat also € eventuell noch so weit zu verkleinern, dass e W)W <
0 gilt. OJ

Im Folgenden kann man sich unter W also schon immer eine regulidre Matrix
mit V2f(z*) = WTW vorstellen, auch wenn die Resultate erst einmal fiir
beliebiges regulédres W gelten.

Wir fahren fort mit einem Pendant zu Lemma 4.4.2.
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4.5. KONVERGENZ DES BFGS-VERFAHRENS

4.5.2 Lemma
Sei A, B € R™" symmetrisch, W € R™" regulir, y,s € R" mit ys > 0.
Dann gilt fiir die bzgl. s und y aufdatierte Matrix BPF%S

W(BZFES — AyWwT = PT(W(B-AWT)P + ﬁ(W(s — Ay)(Ws)h)

+ L(T/Vs(s — Ay)Twhp

y's
mit
1 1
P = I — —yysh = I — Y St
yTs™ oW yipsw
Beweis: Ausmultiplizieren und zusammenfassen. U

Mit dieser Darstellung erhalten wir wie beim PSB-Verfahren eine Abschétzung
in der Frobenius-Norm.

4.5.3 Lemma
Seien B, A € R™" symmetrisch, B, die BFGS-aufdatierte Matrix bzgl. s,y €
R”™ mit yT's > 0. Weiter sei W € R™" reguldr und

(4.5.3) lsw —ywll < B |lyw| mit 3 € [0, 3].
Dann gilt
5 [lsw —ywl|
W(B, — A\WT < (1—9@2+ wW(B - A\WT
s—A
+2(1+2vn) - |W]e- lls = Ayl
lyw |
mit
1-6
= — T et
« 1_'_ﬂ E [27 ]7
W (B—A)y|| T
o — { WE-— AW ey als W(B—A)WT#0
sonst

Beweis: Wir halten zunéchst fest, dass wie im Beweis von Lemma 4.3.6 aus
der Voraussetzung (4.5.3) die Bezichung
(4.5.4)

2 4
3 lowll” < (0 =8) - lowll” < y"s = yiwsw < (1 +8) - llywl® < 5 - lywll”
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folgt. Insbesondere ist also y%'s > 0. Aus Lemma 4.5.2 erhalten wir

1
IW(Bs = AW p < |PTW(B - A)W'P||p+ Ty W (s = Ay)(Ws)" ||

1
(4.5.5) + o [Ws(s — Ay)' WP,
wobei .
P=1- Y S
Sty Yw e

Zur Vereinfachung notieren wir £ = W(B — A)W?. Aus Lemma 4.3.6 (i)
erhalten wir unter Verwendung von 1 — %@2 <1

1 _
(4.5.6) HPTEPHF§;(1+ sw yW”)HPTEHR
1-p5 lyw||

und nach nochmaliger Anwendung (auf PTE = FTP = EP mit |PTE||r =
IEP| r)

71 o 1 HSW yw”

Aus (4.5.6) und (4.5.7) erhalten wir so unter Ausnutzung von (4.5.3)

5 lsw — yw|
PTEP|r < (1—9@2+ - B g
” I 2 2(1-7) lyw | 1£1-

Es bleiben die beiden tibrigen Terme aus (4.5.5) abzuschétzen. Dazu werden
wir immer wieder auf (4.5.4) zuriickgreifen. Nach Lemma 4.3.4 und 4.3.2
haben wir unter Verwendung von [[sw || < (1 + 8) - |lyw||

1 . 1
EIIW(S — Ay)syll < EIIWHF s = Ayll - [[swll

140 s — Ay|
< W .
E o]
——
<2

Fiir den letzten Term von (4.5.5) verwenden wir zusétzlich

1
1Pl <[Pl < IIIIIF+%||yw85V||F

1
= v+ ——lywll - [swll
57y
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1+
\/ﬁ‘i‘m
Vn+2

2/,

VANVAN

und erhalten so wie vorhin

1 1
g llow(s = A WPl < (s — Ay W -2V

s— A
o =2,
Towl

IA

g

Wie beim PSB-Verfahren wird es fiir den Nachweis der linearen Konvergenz
(Satz 4.5.5 unten) geniigen, im obigen Resultat statt (1 — $6?) einfach 1
zu verwenden. Die verbesserte Abschéatzung wird erst fiir den Nachweis der
iiberlinearen Konvergenz wichtig.

Mit A = V2 f(z*) erhalten wir aus Lemma 4.5.3 jetzt die zentrale Abschétzung
fiir die BFGS-Aufdatierungen.

4.5.4 Lemma

Sei B € R spd, f : R* — R, f € C*(R"),z* € R" mit Vf(z*) = 0,
V2 f(x*) spd, V2f € Lip, (2*). Sei V2 f(x*) = WTW, § € [0, 3]. Dann existiert
e > 0, so dass fiir z, 27 € B.(z*) gilt

IW(B, = V2 f @) W e < (1-567) - IW(B - V2 (@) )W s
+ (a1 - IW(B = V2 (") YW [p + ag)
(™ =2 + [z —27]))
mit o, © wie gehabt und aq, s > 0.

Beweis: Wie immer sei s = 27 — 2,y = Vf(z")T — Vf(2)? und sy = W,
yw =W Ty.

Wir bauen auf Lemma 4.5.3 (mit A = V?f(z*)™!) auf, wonach fiir € klein
genug gilt

IW(By = V2 @) )W s
Lo, 5-||SW—yW||
(4.5.8)< Ol 2O TG T
Ils = V2 f (@) "yl
lyw | '

) AW(B = V2F(a) YW

+2(1 4 2vn)|[W||p -
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Hierin haben wir nach (4.5.2) aus dem Beweis von Lemma 4.5.1, evtl. nach
Verkleinerung von ¢,

Tl S WA (e =2+ [le = 2*]),
lywl
i definiert wie dort. Ebenfalls aus dem Beweis von Lemma 4.5.1 wissen wir

(s. (4.5.1))

L
Iyl = p-lla” =zl = lywl = [ |2 — x|

S

AuBierdem ist nach Lemma 3.2.6

Is = V2 f(z") "yl

< IVHED) T IVEf@T)s —
< V@) 1 et =2l (2™ = 2] + [l = 27])

2 ()1 ._.M. et — 2] 4 [ — o
< V@)l ol (il =2 =+ fle = 27l).

Damit erhalten wir durch Einsetzen aus (4.5.8) die behauptete Ungleichung
mit

-7 _7 _ T 1O2 £ ) —1
_MHW - [W]], = M(1+2\/ﬁ) IWHe- W IIVEf ()

g

Jetzt konnen wir endlich die lineare Konvergenz des BFGS-Verfahrens nach-
weisen.

4.5.5 Satz
Sei f:R" — R,f e C*(R") mit Vf(z*) = 0, V*f € Lip,(a*), V>f(z*)

spd. Dann existieren £, > 0, so dass die Iterierten des BEGS-Verfahrens z*

(Algorithmus 4.2.16) fiir jede Wahl von 2% mit [|2° — 2*|| < ¢ und jede Wahl
von By spd mit ||By — V2f(2*)7||r < ¢ definiert sind und ¢-linear gegen z*
konvergieren.

Beweis: Sei V?f(z*) = WTW. Wiahle 3 € (0,3]. Auf Grund der Norm-
Aquivalenz in R™" existiert n > 0 mit

IAllF < nl|WAWT||p fiir alle A € R™".

Setze weiter

p=IIV2f@) e, o =1V f@)llr
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und wahle p € (0,1) fest. Wahle nun ¢ so klein, dass die Aussage von Lem-
ma 4.5.4 gilt. Durch Verkleinerung von € und 9§ erreicht man auflerdem
f‘)/
(200 +p) - 5 -e+20m0 < p,
20&1(5 + Qo

226 < 0.
1—p ° =

Es sei nun
2% — 2| < e, [W(By — V2f (&) )W |[r < 6.
Wir zeigen, dass dann gilt
(i) ||W (Be — V2f(z*) ) WT||,. < 26,
(i) [|Bellr < 2né + p,
(iil) By ist regulir mit || B || < i
(iv) [l =2 < p-[la® — 2] .

Der Satz ist dann bewiesen (mit § = §/1). Wir verwenden Induktion.
k=0:

(i) gilt sogar mit J statt 26.

Zu (ii): Wir haben

1Bollr < 1By = V2 f(2")Hlp + IV f(2) " |r
< W(Bo = V2 f (") )W | + 4
(4)
< 210 + p.

Zu (iii): Aus
1Bo = V2f (@) < 1Bo = V2 f(a") r
< W (B~ V1) W e < 20
mit 2ndo < 1 folgt nach dem Banach-Lemma 1.2.7, dass die Matrix
Vi) = (Bo = Vf(a") ) = =By

regulér ist mit
o

N<—2—< 72
1—20m6 — 1—p

1By
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Zu (iv): Wir haben

o' -zt = 2% ByVf(a") —a2*
= 2" — 2" = By (Vf(a")" = Vf(2*)" = V*f(2*)(z" — 2*))
— BoV2f(2*) (2" — 2¥).

Damit erhalten wir

Leatll < Boll - IV )T = V)" = VP () (2" = 2]
17 = BV f ()] - [la” — 27|

[z

und damit nach Lemma 3.2.6

1

2’ = 2| + [T = BoV f (") - [la” — 2"|.

5 gl
lz" =2l < [ Bollr - 5

Hierin ist [|2° — 2*|| < & und

11 = BoV2f(a")l < [IV2f(@") ™ = Boll - [IV*f (27|
< V(@) = Bollp- o
< WV ()T = Bo)W!|r -0
(@)
< 2ndo.

Insgesamt ergibt sich so mit (ii)

lot = a*ll < (5 - @6+ )z + 2080 ) - 2 - 2|
< pellz®— 2.

Damit ist der Induktionsanfang geschafft. Im Induktionsschritt gentigt es, (i)
nachzuweisen, denn (ii)-(iv) folgen genauso wie fiir k£ = 0.

E ~ k+1, (i): Auf Grund von Lemma 4.5.4 und unter Verwendung von
1—20%<1gilt fiir j=0,1,....k

IW (Byor — V27 (@) YW || — [W(B; — V2f (") W7 |
< 2040 + ) - (] — 2| + |7 — 2*])
< 2010 + ) - (1 = ) - 1o — a7
< 2010 + ) - 27 - a® — 2.

Summation fiir j =0, ...,k ergibt
[W (Bisr — V2 f () YW g = [W(Bo = V2f(2) )W |r
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2
< (2a10 + ag) - — - ||$0 — |

L—p
< (2010 + ag) 2
= (20n Q2 1—p &
und damit
W (Bysr — V2F (@) YW || < 5+ (2016 + a2)1 — ,08 <26

O
Der Nachweis der iiberlinearen Konvergenz geht wieder iiber den Satz von
Dennis-Moré (Satz 3.3.3), d. h. wir weisen

IV2f(@*) (@™ = %) = V(@) = o([la™! — o))

nach.

4.5.6 Satz ~

Es gelten die Voraussetzungen von Satz 4.5.5. Weiter seien ¢, d, 2% und By
wie dort. Dann gilt fiir die BEGS-Iterierten z* sogar

() | (Bx = V2f(@*) ") (V@) T =V f(@*)T)]| = o[V f (&) =V f(z*)T]))
(ii) [[V2f(2*)(@"t — a*) = Vf(@")]| = o([|2*TF — 2]]).

Beweis: Wie im Beweis zu Satz 4.5.5 sei § € [0, 5] fest, V2f(z*) = WTW
und p € (0,1), so dass ||z** — 2*|] < p - ||2F — 2*| fiir |20 — 2*|| < ¢,
|Bo — V2f(z*)7Y|r < 6. Nach Satz 4.5.5 sind die Griflen

o = [|[W(By — V2 f(z*) " YW||p
beschrénkt. Aulerdem ist wegen Lemma 4.5.4 im Falle o #£ 0
Q
011 < (1= 56}) ok + (a0 + a2) - (a1 = o) + [Ja* = 2[)

mit a, aq, s > 0 und

W (B = V2 (@) Dyt

O,
oy - [|[W=Tyk|

, Yt = VEET = V)T
Hieraus folgt

(6] *
5910k < 01— onpn + (@ox +ar) - (! 4 ) - 2 — a7
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Im Falle o, = 0 ist dies wegen ©, = 0 ebenfalls richtig. Durch Summation
ergibt sich mit 0 = sup, o < 00

O — 1
5;:0@i0k§0+2<0510+062)1_

2% — 2.
p
Also gilt limy_o, ©704 = 0 und damit auch limy,_., O30 = 0, also
klim @ko'k =0
Dies ist aber gerade (i).

Zum Nachweis von (ii) verwenden wir die aus Lemma 3.2.6 resultierende
Darstellung

(4.5.9) VT — VR = V2 (o) (" — 2) + 2P

mit [|2°] < 3 [l2" = 2P (2 = 2]+ et = 2t]) = o(flaH — 2t

Damit erhalten wir
(Bx = V2 (") WV = V(M)

= (B = V2 f(@")7) (V2 f(2") (@™ = a¥) + 2F)
= BVAf(2*) (2" — 2F) — (T — 2F) 4 (B, — VAf(2*)7Y) - 2P

woraus wegen ¥t — 2% = — B,V f(2*)T
(B = V2f(a") )(VF (T = Vf(h)T)
= Bu(V*f(«") (" —2%) + Vf(=M)T)
(4.5.10) +(By — V2 f(a*) )2
folgt.

Nach (i) und (4.5.9) erhalten wir so

IIBk(VQf( )@ —ah) + V(b)) + (By — VA7) T
o([IV2f (") - (2" = 2") + 24])),

worin

1By, = V2 f(2")) 7 2" = of|2**" — 2*]))

und

IV2f (@) (@™ = a®) + 28| = [IV2f (@) (@™ = )] + o[l — %))
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4.5. KONVERGENZ DES BFGS-VERFAHRENS

gilt. Dies bedeutet
1BL(V2f (") (2" = &) + V f(25))]| = o[ V2 f (") (2" = 2",
und wegen
2" = 2| < V2 F @) 7 V2 f(27) (@ = 2
sowie
[BR(V2f (") (@ =a®) + V(@) < || Bill- V2 f () (@ = 2%) + V(25|
mit || Bg|| < const nach Satz 4.5.5 (iii) auch

IV2f (@) (@™ = %) + V()] = o(||™ = 2*])).

4.5.7 Bemerkung

Dieser Satz zur iiberlinearen Konvergenz unterscheidet sich von dem entspre-
chenden Resultat fiir PSB, Satz 4.4.8. Es reicht diesmal nicht, die geniigend
schnelle Konvergenz im Sinne von

(4.5.11) Dl =2t < o0
k=0

zu fordern; jedenfalls kommt man damit im Beweis zu Teil (i) nicht durch.
Der entscheidende Punkt ist, dass wir die Beschréanktheit der o, benotigen
und diese diesmal nicht aus (4.5.11) gefolgert werden kann.

4.5.8 Bemerkung

Wie fiir viele andere Quasi-Newton-Verfahren kann man auch fiir BFGS zei-
gen, dass es im Falle einer quadratischen Funktion f(z) = %xTQx +clz 4y
und der Wahl einer exakten Schrittweite ein endliches Verfahren ist, welches
nach spitestens n Schritten mit der exakten Losung 2* = Q!¢ abbricht und
zudem B, = Q! bestimmt. Details s. Ubung.

4.5.9 Bemerkung
In der Praxis beobachtet man auch bei allgemeinerem f teilweise limy_,o, By =
V2f(z*)~!, aber keinesfalls immer.
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Abschnitt 4.0

Globalisierung des BFGS-Verfahrens

In diesem Abschnitt beschreiben wir eine geeignete Globalisierung des BFGS-
Verfahrens. Wir werden dann zeigen, dass fiir streng konvexe Funktionen
immer Konvergenz vorliegt. Interessanterweise sind analoge Resultate fiir
PSB oder DFP nicht bekannt.

Die Globalisierung bezieht sich diesmal nur auf die Berechnung einer Schritt-
weite, fiir die wir die Wolfe-Powell-Regel verwenden.

4.6.1 Algorithmus (globalisiertes BFGS-Verfahren)
wihle o € (0,1/2), p € (0,1)
wiihle x°
withle By spd, z.B. By = V2f(2%)~!
for k=0,1,... do
berechne d* = — B,V f (%)

bestimme t* > 0 so, dass {Wolfe-Powell-Schrittweite }
@k +t*d%) < f(2) + ot*V f (2%)d" und
Vf(z* +tkd®)dk > pV f(a*)d* {s. Alg. 2.3.5}

setze s® = thdF, ot = ¥ + sF yF = V()T — Vf(2F)T
setze Bpy, = By + W (8% = Bry®)(sP)T + s¥(sF — BpyF)T) —
Sk—B kN\T , k
Rt (M)
{BFGS-Update}
end for

Fiir die nun folgende Analyse ist es einfacher, mit den Inversen Hj, = B!
zu arbeiten. Bereits in Bemerkung 4.2.17 hatten wir dazu festgehalten:

1 1

_ T T
(461) H+ = H+ %yy — STHS(HS)(HS) .

Wir beginnen mit einer Diskussion der Wohldefiniertheit des globalisierten
BFGS-Verfahrens. In Analogie zu Bemerkung 4.2.10 fiir DFP haben wir
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4.6.2 Bemerkung
Im Falle y%'s > 0 ist im globalisierten BFGS-Verfahren mit B auch B, spd,
denn fiir alle z # 0 ist

e (@) + (079 = (o) B (07 ) = ("] )

Natiirlich ist dann auch die Inverse H. spd.
Das folgende Lemma beruht nun entscheidend darauf, dass wir die Wolfe-
Powell-Schrittweite verwenden.

4.6.3 Lemma
Im globalisierten BFGS-Verfahren (Algorithmus 4.6.1) sei Hy spd. Dann ist

(y*)Tsk > 0, solange V f(x*) # 0.

Beweis: Wir lassen den Index k& weg. Wir haben

sty = (a7 —2)" (Vf(h)" = Vf(2)")

"B x =

= t-d" (Vi) = Vf(z)")
> t-(p=1)-d"Vf(x)"

= t-(1-p)-Vf(x)BVf(z)"
> 0.

Zusammenfassend haben wir damit das folgende Resultat.

4.6.4 Satz
Sei f: R" — R, f € C'(R") nach unten beschrinkt. Dann gilt fiir das
globalisiserte BEGS-Verfahren (Algorithmus 4.6.1)

(i) (s¥)Ty* > 0 fiir alle k.
(ii) By ist spd fiir alle k.

(iii) Das Verfahren ist wohldefiniert, d.h. alle Iterierten existieren solange
Vf(x*) # 0, und es ist f(zFT) < f(2*) fiir alle k.

Beweis: (i) und (ii) wurden soeben gezeigt. Fiir (iii) bleibt nur nachzuwei-
sen, dass eine Wolfe-Powell-Schrittweite immer existiert. Dies ist aber wegen
Vf(z*)d* < 0 und f nach unten beschriinkt nach Satz 2.3.2 tatsichlich der
Fall. O

Das globalisierte BEFGS-Verfahren berechnet also immer Abstiegsrichtungen
d*. Trotzdem ist die globale Konvergenz (im selben Sinne wie bei den globali-
sierten Newton-Verfahren aus Abschnitt 3.5) noch nicht garantiert. Um dies
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zu erreichen, muss man garantieren, dass z.B. die Winkelbedingung (2.1.2)
oder die Zoutendijk-Bedingung (2.1.4) gilt. Man kann dies wieder durch einen
Riickzug auf Gradientenschritte erreichen. Es stellt sich dann allerdings die
Frage, wie B in einem solchen Falle aufdatiert werden soll. Eine Diskussion
findet man im Buch von Geiger und Kanzow.

Fiir streng konvexe Funktionen ist die in Algoritgmus 4.6.1 verwendete Glo-
balisierung allerdings ausreichend. Dies wollen wir im Folgenden noch nach-
weisen. Zur Vorbereitung brauchen wir zwei Hilfssétze zu Determinanten und
ein weiteres technisches Resultat.

4.6.5 Lemma
Seien u,v € R™. Dann ist

det(I +uv”) =1+ uv.

Beweis: s. Ubung. U

Das néchste Lemma bezieht sich auf die Aufdatierung der inversen BFGS-
Matrizen H, s. (4.6.1).

4.6.6 Lemma
Es sei H € R™" spd und es seien s,y € R” mit sy > 0. Dann gilt
T
Yy s
det H, = T det H.

Beweis: Wir machen das in zwei Etappen und setzen dazu

L7 T
A:H+?Eyy :>H+:A—STHS(HS)(HS) .
Wir haben
1 -1, T 1 -1 T
A-H-(I%—mﬂ yy),H+—A-<I—STHS(A Hs)(Hs)" |,
woraus mit Lemma 4.6.5 folgt
THfl THAle
det A = 1—|—y Y -det H, det H, = 1 - 222 ) et A
yT's sTHs

Man beachte, dass hieraus insbesondere det A # 0 folgt, d.h. A~! existiert
tatséchlich. Mit der Sherman-Morrison-Woodbury-Formel (Lemma 4.2.12)
erhalten wir

1 1

—1 —1 —1 \T
A =H - yTS+yTH_1y(H y)(H y) .
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Insgesamt ergibt sich so

THA—IH TH—I
det H, — (1_¥).(1+y y)detH

sTHs yT's
B sTHs N 1 sTH(H 'y)(H 'y)THs
N sTHs yI's+yTH- 1y sTHs
< ) det H
y's
= H.
THs - det

g

Ein letzter Hilfssatz wird uns fiir den Nachweis der Zoutendijk-Bedingung
niitzlich sein.

4.6.7 Lemma
Seien 3; > 1,4 =0,1,... Zahlen so, dass fiir ein b > 1 gilt

k
I8 <t k=o0.1,....

J=0

Dann ist

ST

= P

Beweis: Es sei k& ungerade. Dann gilt fiir mindestens (k 4+ 1)/2 Indizes
j € {0,...,k} die Beziehung 3; < b?, denn andernfalls wire [[}_,8; >
(62)F /2 — pr+1 Damit gilt aber auch

k

1 1
Zﬁ— T b2—>oo(k—>oo).
=0

O

4.6.8 Satz

Sei f: R*" - R, f € C'(R"), sei 2 € R", die Levelmenge L(z°) = {x €
R": f(x) < f(2°)} konvex und f glm. konvex auf £(z°). Dann konvergieren
die mit dem globalisierten BFGS-Verfahren (Algorithmus 4.6.1) erzeugten
Iterierten z* fiir jede Wahl von By spd gegen die eindeutige Minimalstelle z*
von f.
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Beweis: Wir konnen davon ausgehen, dass der Algorithmus nicht nach end-
lich vielen Schritten mit V f(2*) = 0 abbricht, denn ansonsten ist z* = z*
und die Aussage des Satzes trivial.

Wir halten zuniichst fest, dass nach Satz 4.6.4 alle ¥ in £(2°) liegen. Weil
f glm. konvex ist, ist Vf glm. monoton auf £(z°). Also existiert g > 0 mit

(Vf(x) = Vi) (@ —y) > p-lle—yl fir z,y € L(2°).

Nach Satz 1.3.10 ist £(z°) kompakt. Deshalb ist V f sogar Lipschitz-stetig
auf £(z°), denn aus dem Mittelwertsatz (Lemma 1.2.5 (ii)) folgt

IVf(z) = VIl <~llz -yl mit v = max [V2f(2)l], 2,y € L(z").

2€L(x9)

Wegen Satz 2.1.11 sind wir fertig, sobald wir die Zoutendijk-Bedingung

S ;=400 mit d; = Vi@ 2
(4.6.2) o=+ b0j = (HVf(xj)H : Hdﬂ'll)

=0

nachgeweisen haben. Dies wird uns iiber Lemma 4.6.7 gelingen, d.h. wir wei-

sen
1
H = S bk-‘rl
j=o0 %
mit einer geeigneten Konstante b nach. Wegen s/ = t/d?, ¢;V f(27)" = —H;s’
haben wir
k k , N 2
Hi - 11 (||Vf($j)|| : Hd]H)
=0 5j =0 Vf(i[fj)dj
k- . .
[H;s7 || - ||s7]|?
U oymsr
1 151 (y')"s’
(4.6.3) < : — ||
Mk+1 g (S-])THJ‘S] JHO (S])THJ'SJ

Hierin folgt die letzte Ungleichheit aus der glm. Monotonie von V f. Wir
schétzen jetzt beide Produkte auf der rechten Seite getrennt ab. Wesentli-
ches Mittel dazu ist die Ungleichung vom geometrisch-arithmetischen Mittel,
wonach fiir nichtnegative Zahlen «y, ... ay stets

k 1 k k+1
o= (1)

J=0
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4.6. GLOBALISIERUNG DES BFGS-VERFAHRENS

gilt. (Man beweist dies z.B. iiber die Konkavitit des Logarithmus, den man
auf beide Seiten anwendet.)
Wir erreichen unser Ziel jetzt durch Untersuchung von spurf;. Es ist

R 7
()T Hjs? — (y7)Ts? —

Ay 1

(y7)T's7

(4.6.4) 0 < spurH;4 = spurH; — <spurH; + ———

und damit

0 < spurHy41 + Z M = spurHy, + zk: Iy’
w1+ 2 Ty, "y

Wegen s = 23t — 27 ¢ = Vf(x/™)T — Vf(27)T konnen wir die letzte
Summe mit der glm. Monotonie und der Lipschitz-Stetigkeit weiter nach
oben abschétzen und erhalten

17| 0a

0< Spuer+1 + Z m < SpurHo + (k + 1) . ; = (k + 1)b1

mit geeigneter Wahl von b,. Hieraus erhalten wir

(4.6.5) 0 < spurHiy1 < (k+1)by,
1H; s
(4.6.6) 0 < Z (59T H, 57 < (k+1)by.

Mit der Ungleichung vom geometrisch-arithmetischen Mittel erhalten wir so
fiir das erste Produkt in (4.6.3) aus (4.6.6) die Abschitzung

k
1H;s7||? kil
(4.6.7) H ()TH, 5 < < (by)
Jj=

Auf Grund von Lemma 4.6.6 haben wir auch
k .
(y))"'s?
detHk+1 H(S])TT de tHO

7=0

Bezeichnen wir mit Ay, ...\, die (positiven) Eigenwerte von Hy, 1, so gilt

det Hy 1 = ﬁ Aiy, spurHpq = i A

1=0
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Die Ungleichung vom geometrischen-arithmetischen Mittel liefert deshalb

1 n
det Hk+1 S (_ . SpUTHk-H) 3
n

und damit wegen (4.6.5)

() Ts 1 "o (k41 \"

n

Mit (4.6.7) und (4.6.8) kénnen wir nun beide Produkte in (4.6.3) abschétzen
und erhalten

k n
1 1 1 kE+1
—< . . k+1 (1 7 < pktl
H 0: — Mk‘i’l det HO (bl) ( b bl) = b

mit geeignet gewéhltem b > 1. U
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Kapitel 5
CG-Verftahren

Das CG-Verfahren wurde urspriinglich fiir lineare Gleichungssysteme entwi-
ckelt. Es gibt inzwischen aber diverse Ubertragungen auf Minimierungsauf-
gaben mit nicht-quadratischer Zielfunktion, von denen wir hier einige bespre-
chen.

Abschnitt D.1

Wiederholung: CG fiir lineare
Gleichungssysteme

Dieser Abschnitt ist kurz gehalten, da sein Inhalt aus einfithrenden Veran-
staltungen bekannt sein sollte.
Sei A € R™" spd, b € R" und

(5.1.1) f:R" =R, f(x) = %xTAx — bz,
Es ist bekannt:

(i) Vf(z) = (Az —b)"

(ii) f ist glm. konvex

(iii) z* = A~1b ist die (eindeutige) globale Minimalstelle von f.



5.1. WIEDERHOLUNG: CG FUR LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

Idee des CG-Verfahrens: Finde, ausgehend von 2° € R”, Richtungen d°, d, . ..
so, dass mit

2*T = g% 4 t,.d", ¢, minimiert f(z* + td¥) fiir t € R

sogar gilt
(5.1.2) faM ) = min f(2® 4+ ).
vespan{dY,...,d*}
Wir halten dazu fest:
5.1.1 Lemma
Fiir z,d € R™, d # 0 16st t* mit
—1 1
th— —— . d= b— Ax) d
grag V@ = b= Ax)

die Minimierungsaufgabe
minimiere f(x + td) fir t € R.
Beweis: Es ist

1 1
flz+td) = §$TAx + taT Ad + EthTAd — b —tb'd

1, b'd —2TAd\? (b"d — 7 Ad)>
§dAd(——dTAd )—i—xAm— e

O

5.1.2 Lemma
Die Eigenschaft (5.1.2) wird erreicht, wenn die Richtungen d* alle A-konjugiert
sind, d. h. es gilt fiir £ =0,1

(d )TAdJ =0,7=0,1,...,k—1.
Beweis: bekannt O

Das CG-Verfahren setzt diese Idee nun algorithmisch effizient um.

5.1.3 Algorithmus (CG-Verfahren)
withle 20 € R, setze 1 = b — Ax°,d° = 1
for k=0,1,... do

_ (T )Tdk
Uk = (T AT
rk+ = rF — ap Ad"

B, = Ir* 112
NI
dk+l _ Tk—i-l + ﬂkdk
end for
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5.1.4 Satz
Im CG-Verfahren ist ||r¥|| # 0 fir k = 0,...,m — 1 und ™ = 0 fiir ein
m < n. Es gilt

(i) (d*)TAd’ =0 fiir j =0,...,k—1, k=0,...,m, wobei alle d* # 0.
=b—Azb = -Vf"T, k=0,....,m

(ii) r

k
(iii) «* erfiillt (5.1.2) fiir k=0,...,m

)

)
(iv) 2™ =a* = A7 1D
(v) r* d* € span{r® Ar® ... A0} k=0,...,m
(vi) (r")Iri=0, j=0,....k—=1,k=0,...,m

Beweis: Im Prinzip folgt alles per vollstindiger Induktion. Sobald r* = 0
gilt, ist 2% = z*. U

Man beachte, dass aj aus dem CG-Verfahren nach Lemma 5.1.1 die Mini-
mierungsaufgabe
minimiere f(z* + td*) fiir t € R

16st. Man kann zeigen (Ubungsaufgabe), dass sich aj auch darstellen lésst
als

i
(d")T AdF’
was im CG-Verfahren die Berechnung eines Innenproduktes spart.
Nach Satz 5.1.4 kann man das CG-Verfahren als ein direktes Verfahren
auffassen, welches nach spétestens n Schritten die Losung berechnet. Prak-
tisch viel wichtiger ist es, CG als Iterationsverfahren zu betrachten und die

Qualitéit der Iterierten z* geeignet zu messen.

ap =

5.1.5 Definition
Fiir r° € R” bezeichnet

Ki(A, %) = span{r®, Ar® ... A 10}
den Krylov-Unterraum der Stufe k bzgl. A und 7°.

Die Aussage (v) von Satz 5.1.4 liefert in Verbindung mit der Eigenschaft
(5.1.2) deshalb folgende Charakterisierung der CG-Iterierten.

5.1.6 Lemma
Fiir die CG-Iterierten z* gilt

k : 0
== .
f(z%) Ueg(lixo) f(z” 4+ v)
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Verwenden wir die Tatsache, dass f(z*) = 2bT2* (wegen Az* = b), so erhal-

)
ten wir nach kurzer Rechnung

Fla) — Fla) = 5o~ a) Al — a°).

Weil A spd ist, ist (-,-)4 mit (z,y)4a = zT Ay ein Innenprodukt auf R".
Mit || - |4 bezeichnen wir die zugehorige Norm, d.h. ||z[|3 = (z,2)4. Ist
A= AY2. A2 50 haben wir

lz]la = (1A ]].
Weil f(x*) konstant ist, gilt nach Lemma 5.1.6 fiir die CG-Iterierten x* also

5.1.3 = i — 2*|| 4.
(5.1.3) o —atlla = min =]l

Jedes z € 2° + K (A, r°) hat die Gestalt
k-1

r=2a"+ ZajAer,
=0

woraus
r*—x=p(A) - (2" — )

folgt mit dem Polynom py(t) =1 — Z?:l aj—1t?. Wir notieren
I, = {p : p ist Polynom mit Grad < k und p(0) = 1}.
Wir erhalten so fiir z € K (A, r°)
2" = wlla = A2 piu(A)(2° = 2| = [|pe(A) AV (2" = 2%)]].

Die Charakterisierung (5.1.3) der CG-Iterierten z* kiénnen wir dehalb auch
ausdriicken als

lo* = 2*|[4 = min [[p(A)A"2(z - 2)]

pell)

woraus folgt

(5.1.4) 2% — 2|4 < <min ||p(A)H) (@ = a7)a
pelly

Abschétzungen fiir min g [[p(A)[| ergeben also Abschitzungen fiir den Feh-
ler 2% — * der CG-Iterierten.
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5.1.7 Satz
Es seien A\ < Ag... < A, die verschiedenen Eigenwerte von A und 0 < a <
A1, A < b. Dann gilt

(i) Esist 2% = z* fiir einen Index k < m.
(ii) Solange x* # z* gilt
lo* = 2*[la <2 " - [la® — 27|

VEe—1 Ii_g

mit ¢ = Vi P =g

Beweis: zu (i): Wir nehmen fiir p,, das skalierte Minimalpolynom der sym-
metrischen Matrix A

Es ist p,(A) = 0, also
min [[p(A)[| = 0,
p€elly
woraus nach (5.1.4) dann 2™ = z* folgt.
zu (ii): S. Ubung: Man kann explizit Polynome ¢ konstruieren mit

2

— k
||Qk(A)|| - ck 4+ ¢k < 2c.

Dabei verwendet man, dass fiir jedes Polynom ¢ gilt

lg(A)[ = max [g(A)[ < max  [q(t)].
respek(A) tefa,b]2spek(A)
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Abschnitt 5.2

Das Fletcher-Reeves-Verfahren

Das Fletcher-Reeves-Verfahren ist eine erste mogliche Ubertragung des CG-
Verfahrens (Algorithmus 5.1.3) auf nicht notwendig quadratische Zielfunk-
tionen.

Sei f: R" — R, f € CYR"). In Algorithmus 5.1.3 ist 7* = b — A2z* =
—V f(z")" fiir die quadratische Zielfunktion f(z) = ja27 Az — 27b. Fiir eine
allgemeinere Zielfunktion ersetzen wir also in Algorithmus 5.1.3 jedes Vor-
kommen von r* durch —V f(z*)7.
AuBlerdem ist bei einer nicht-quadratischen Zielfunktion die Minimierungs-
aufgabe

minimiere f(x +td) fir t € R

nicht mehr explizit 16sbar, d.h. die Bestimmung von «;, in Algorithmus 5.1.3
muss durch eine geeignete Schrittweitenstrategie ersetzt werden. Die Theorie
wird zeigen, dass eine strenge Wolfe-Powell-Schreite diesmal das Richtige ist.
Wir schreiben ab jetzt wieder t; statt ay.

5.2.1 Algorithmus (Fletcher-Reeves-Verfahren)
wihle 2 € R™, wiihle 0 < 0 < p < 1/2, setze d° = —V f(2°)T
for k=0,1,... do
bestimme Schrittweite ¢, > 0 mit
f(@* +t.d¥) < f(2%) + oty - V f(2F)d”
\V f(z* + td®)d¥| < —p - V f(z*)d*
{strenge Wolfe-Powell-Schrittweite}
ah = gk gk
k= IV f )P
dk—H — —Vf($k+1)T + ﬁ]fde
end for

5.2.2 Bemerkung
Bei der Definition der Wolfe-Powell-Schrittweiten hatten wir 0 < o < p <1
zugelassen. Dass wir p < 1/2 brauchen, zeigt schon der néchste Satz.
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5.2.3 Satz
Sie f: R" — R, f € C'(R™) und nach unten beschrinkt. Dann sind fiir jede
Wahl von 20 alle Iterierten z* definiert und es gilt fiir £k = 0,1, ...

V f(2F)dk S
(5.2.1) T7ERE " 1’ <> -1

=0

Beweis: Wegen p € (0,1/2) ist die rechte Seite in (5.2.1) kleiner als 1, d.h.
es ist dann

V f(z*)d*

IV (=9)]?

so dass d* eine Abstiegsrichtung ist. Da fiir eine Abstiegsrichtung immer eine
strenge Wolfe-Powell-Schrittweite existiert ist mit (5.2.1) die Definiertheit
der Iterierten gezeigt.

Fiir k = 0 ist (5.2.1) richtig, da d° = =V f(2°)”. Fiir den Induktionsschritt
k — k + 1 folgt aus der Schrittweitenwahl

<0,

Vf(2*)d" < —pV f(a")d"

Aus der Aufdatierung fiir d**! folgt auBlerdem

Vf(xkﬂ)dkﬂ s Vf( k+1)
IV f(a+)))2 IV f(2)||?
und damit
Vf(xkﬂ)dkﬂ N 1’ Vf( I<:+1)
|V f(2M1)]]2 IV f( SU’“)H2
= ‘I\Vf xk I
=7 ||Vf<xk>||2 - 1‘ *”
k
< p (Zp] - 1) +
=0
kJrlJ
<

pr—L
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5.2.4 Bemerkung
Insbesondere gilt im Falle exakter Schrittweiten (p = 0) also

Vi(@@h)d" ==V f ()]

Bevor wir gleich in Satz 5.2.6 ein wesentliches Konvergenzresultat fiir das
Fletcher-Reeves-Verfahren beweisen werden, formulieren wir zuerst ein niitz-
liches Hilfsresultat zu Situationen, in welchen der Gradient nicht unbeschréankt
wachsen kann.

5.2.5 Lemma
Sei f:R" = R, f e C'(R"),Vf € Lip, (R"). Weiter sei 2° € R" und f auf
L(z") nach unten beschrinkt. Dann ist V f auf £(z") beschréinkt.

Beweis: Fiir x € R" gilt

—Vf(z =tV f()") V(@)

— (V@ =tV f(2)") = V() V(@) = [Vf(2)|
IVf (& =tV f(2)") = V@) - (IVF@) = IVf )]
(vt =1 [Vf(@)]*

Danach erhalten wir mit y = z — %Vf(m)

d T
=tV f()T)

IA A

1/2~
f) - 1) = [ 51— 195 d
01 o 1
< -3 [ IVf@IPd =~ 19 @)

0

Daraus folgt fiir x € £(z") und mit a < f(y) fiir alle y € R”

IVF(@)|]? < 4y (f(2) — f(y) < 4y (f(2°) — @) .
]

5.2.6 Satz

Sei f:R" — R, f € C}(R") und nach unten beschréinkt. Es sei 2° € R™ und
es sei Vf € Lip,(£(2")). Dann gilt fiir die Iterierten 2* des Fletcher-Reeves-
Verfahrens (Algorithmus 5.2.1)

liinf ||V f(2)]| = 0.
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5.2. DAS FLETCHER-REEVES-VERFAHREN

Beweis: Wir nehmen an, dass die Aussage nicht richtig ist und deshalb € > 0
und k. € N existieren mit

IV f(2")|| > ¢ fiir alle k > k..

Wir weisen nach, dass dann die Zoutendijk-Bedingung

25k 00 mit & = (uww)wdkn

erfiillt ist, so dass aus Satz 2.1.9 dann doch wieder

lim inf IV f(z*)]| =0

folgt, ein Widerspruch.
Nach Satz 5.2.3 wissen wir bereits

k
| 1 1-2
(5.2.2) >1 - Pl >2- - >0
'Hfok Pl = (Z ) =, 1oy
sowie
Vf(ah)d™
5.2.3
023 AT Z”] ST
Fiir die Grofien v, = |[|d*||?/||Vf(2")||* erhalten wir wegen der strengen
Wolfe-Powell-Schrittweiten
B (dk-i-l)Tdk:-i-l B (—Vf($k+1)T+5,§de)T(—Vf<CUk+1)T+55de>
T NIEEE [VF )
1 ZV k+1 dk
[V f(a+1)]2 [V f(ah+t)[4
1 V f(a*®)dF
< ———=—2p + 7
[V f(F+1)]2 IV f@R) RV frn) - "
: (12
= 1—p) TVfEFE T
1+p 1

Tp';‘i‘%akzke-

Durch wiederholtes Einsetzen ergibt sich daraus

I+p
(1—p)e?
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5.2. DAS FLETCHER-REEVES-VERFAHREN

mit einer geeigneten Konstanten c, z.B.
1+p
c=(———]).
1-p)

1 1
c k—k.

Damit haben wir auch
1
Tk

>

fir k > k..

Nach Lemma 5.2.5 existiert eine Konstante D mit ||V f(z)|| < D fiir alle
r € L(2"). Zusammen mit (5.2.2) erhalten wir deshalb

5 ( V f(a*)d* )2

IV f(@®)]| - [[d*|
| VM 11
VL@ VR
1 1.
ﬁ-k_ksfurk:>ka.

Weil die harmonische Reihe divergiert folgt daraus die Zoutendijk-Bedingung.
O

5.2.7 Satz
Sei f:R" — R, f € C}R"). Sei 2° € R", die Levelmenge £(z°) sei konvex
und f sei glm. konvex auf £(z"). Dann konvergiert die durch das Fletcher-
Reeves-Verfahren erzeugte Folge z* gegen die eindeutige globale Minimal-
stelle von f.

Beweis: Nach Satz 1.3.10 ist die Levelmenge £(z°) kompakt. Damit ist V f
sogar Lipschitz-stetig auf £(z°), denn V?f ist auf £(2°) beschrinkt. Nach
Satz 5.2.6 existiert eine Teilfolge der x* mit lim; .o, V f(2") = 0. Diese Teil-
folge besitzt mindestens einen Haufungspunkt x*, gegen welchen eine Teilfol-
ge konvergiert, die wir der Einfachheit halber wieder mit z* bezeichnen. Es
ist Vf(z*) =0, so dass x* die eindeutige Minimalstelle von f ist. Auf Grund
der gleichmafBigen Konvexitét existiert p > 0 mit

plla® = 2| < f(2¥) = f(a").

Die f(z*) fallen monoton und konvergieren gegen f(z*) (denn lim;_ ., 2% =
x*). Also gilt auch limy_,, 2% = 2*.

O
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Abschnitt 5.3

Das Polak-Ribiére-Verfahren

Auf Grund der Orthogonalitédtsbeziehungen im CG-Verfahren fiir quadra-
tische Funktionen f (Satz 5.1.4), kann man [ in Algorithmus 5.1.3 auch

ausdriicken als
. ||7"k+1||2 (rk—i-l . rk)Trk—H
k= =

Irkfz l7*12

Eine Ubertragung auf den nicht-quadratischen Fall ergibt

(V™) = Vf(@h) VfEHHT

= NIGIE ’

was dann aber nicht mehr dquivalent zu der im Fletcher-Reeves-Verfahren
verwendeten Grofle

w = IV DIV P

ist. Polak und Ribiére hatten festgestellt, dass mit dieser alternativen Uber-
tragung (und einer weiter verschéarften Schrittweiten-Strategie) in der Praxis
héufig noch bessere Resultate erzielt werden als mit dem Fletcher-Reeves-
Verfahren.

5.3.1 Algorithmus (Polak-Ribiére-Verfahren)
wihle 2° € R™, setze d° = —V f(2°)7
for k=0,1,... do
bestimme Schrittweite ¢, > 0 mit
ty = min{t > 0 : V f(z* + t*d*)d* = 0} {exakte Schrittweite!}
okt = gk 4op g
PR (VF(z+) — VF ()T F (e )T) [V £ ()]
dk+1 — —Vf($k+1)T + ﬁlfde
end for

Man beachte, dass die Berechnung einer exakten Schrittweite in der Praxis
gar nicht moglich ist. Man behilft sich deshalb mit einer strengen Wolfe-
Powell-Schrittweite mit einem kleinen Wert fiir p (z.B. p = 0.1). Ein so




5.3. DAS POLAK-RIBIERE-VERFAHREN

implementiertes Polak-Ribiere Verfahren zeigt in der Praxis bessere Konver-
genzeigenschaften als das Fletcher-Reeves-Verfahren. Die moglichen theore-
tischen Resultate sind dagegen schwicher als bei Fletcher-Reeves und setzen
insbesondere die exakten Schrittweiten voraus.

5.3.2 Bemerkung
Da die Schrittweiten t; exakt sind, ist fiir alle £ = 0,1, ...
(5.3.1)
Vf(H)d = V) (—V (@) 4 PR = — [V F@ Y,

vgl. Bemerkung 5.2.4. Die Richtung d* ist also eine Abstiegsrichtung, solange
Vf(a*) # 0, d.h. das Verfahren ist wohldefiniert.

5.3.3 Satz

Sei f:R* = R, f eC'(R"), 2" € R" sowie Vf € Lip, (L(x)). Weiter sei
f auf R™ nach unten beschriinkt. Die Folge {z*} entstehe aus dem Polak-
Ribiere-Verfahren (Algorithmus 5.3.1) und es gelte

lim [|2"™ — 2F|| = 0.

k—oo
Dann gilt
lilgn inf |V f(2%)|| = 0.

Beweis: Nach Aufgabe 7 (!) ist die Schrittweite ¢ effizient, d.h. es existiert
eine Konstante 6 > 0 mit

"> sy ld*)?

(532) f(a") - f(a*) =0 (Vi VIERF

1 :
— mit v =
Tk
Angenommen, es existiert € > 0 und k. € N, so dass ||V f(z¥)| > € fiir alle
k > k.. Wir haben dann

B ||dk+1||2
N T
(VST PR f(a)T 4 BPRG
- R
1 Vf k+1 dk dk 2

- TR 2 e e
— ;4_( PR)%&

wr@E -G @
_ PR\2 va(xk>|’4
= AR T ) e
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5.3. DAS POLAK-RIBIERE-VERFAHREN

mit
(BFR)2. IVFEOIT 2 ™ =22 VDI VS EE)
‘ [V f@HDlr — IV f(z*)[ [V f(z*+ )]
< Pl -t G (k2 k)
— 0 (k— 0).

Es existiert deshalb ein k; € N, so dass fiir alle k > £y gilt

1
Vi1 < 2 + Y

und damit auch

Also divergiert die Summe

51

o [k

Andererseits folgt aus (5.3.2) mit einer unteren Schranke « fiir f(z) auf R”
fah) —az0-3 L
o Tk

ein Widerspruch. O

Stérend an diesem Resultat ist vor allem die Voraussetzung an [|z**! — 2%||,
welche im Beweis aber entscheidend eingeht. Es gibt tatsdchlich Beispiele, die
zeigen, dass ohne diese Voraussetzung der Satz nicht gilt. Zufriedenstellender
ist die Situation im Falle einer gleichméfig konvexen Funktion.

5.3.4 Satz

Sei f:R" - R, f € C}(R"), 2° € R" sowie f gleichmiBig konvex auf der
konvexen Levelmenge £(z°). Die Folge {z*} entstehe aus dem Polak-Ribiere-
Verfahren (Algorithmus 5.3.1). Dann gilt

lim 2 = 2%,

k—o0

wobei z* die eindeutige globale Minimalstelle von f ist.
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Beweis: Wir weisen die Winkelbedingung (2.1.2) nach. Da exakte Schritt-
weiten effizient sind (Aufgabe 7), folgt die Behauptung aus Korollar 2.1.8.
Wir haben

LF @RI lasl - Nk [la¥]

Wir miissen also noch ||d*|| relativ zu ||V f(2*)|| abschiitzen. Es gilt

—Vf(ah)d" IVAEOIE IV

[d¥]| = || = V f (") + BEd ) < IV FEE))+ 18] a1
Hierin haben wir

pr oV ten NIV et - ()

, k
B ] I T R AR

Wir sind also fertig, wenn wir

IV f (=D

1 <c-
N Sk

zeigen konnen. Auf Grund der gleichméfiigen Konvexitéat existiert p > 0 mit

(Vi) = Vi) y—z)>plly—=z|*
Damit erhalten wir

0

Vf(xk)dkfl
(Vf(@") = Vi) (2% =) + V) (b -2
potealld™ P+ ey - V(R

V

woraus sich wie gewiinscht

1 —Vf@hHd=t 1 ||V h|]?
tp—1 < — - 102 = T
I (| =] oo fldet

ergibt. U

Im Jahre 1997 wurde von Grippo und Lucidi eine Modifikation des Polak-
Ribiere-Verfahrens vorgeschlagen, das in der Praxis dhnlich effizient ist wie
das nicht-modifizierte Verfahren, dessen Konvergenztheorie aber wesentlich
befriedigender ist. Dabei wird die Schrittweite mit einer Armijo-dhnlichen
Regel bestimmt.
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5.3.5 Algorithmus (modifiziertes Polak-Ribiére-Verfahren)
wihle 2 € R™, wihle 0 < 0 < 1/2, setze d° = =V f(2°)T
wahle € (0,1),0<d; <1< 9y
for k=0,1,... do
setze pp = |V f(2*)d*|/||d"|*
bestimme die groftmaogliche Schrittweite t, € {pp3°: £ =0,1,...}
so dass fiir 2FM = 2F 4 . d%, & = —V f(FHT + BPRAF gilt
Fah*) < Fah) — ol db|?  und
=0y - [V (@ H|P < V) d T < =0y - [V (@52
{zwei Bedingungen fiir ¢!}
end for

Wir weisen zuerst nach, dass die Iterierten des modifizierten Verfahrens wohl-
definiert sind.

5.3.6 Lemma
Sei f:R" — R, f € C'(R"). Weiter sei z € R", 0,3 € (0,1),0 < d; <1< 0
und d sei eine Abstiegsrichtung fiir f in . Dann existiert ein ¢ € Ny, so dass

fiir t, = ‘V||fd(lf2)d| - 3% mit

(Vf(a*) = V@)V fEh)"

et =z +td, dt = -V + B, g =

IV f(z)]]?
gilt
3.3) fl@) < fla) —otf|d|)?,
(5.3.4) —&|VEN)? < ViEh)dt < -6V

Insbesondere ist d* eine Abstiegsrichtung fiir f in ™, solange V f(x™) # 0.

Beweis: Wir notieren y* fiir « +t,d. Angenommen, fiir unendlich viele ¢, gilt

F) > fla) = oti|ld]*.

Dann folgt fiir die Teilfolge t;,, mit dieser Eigenschaft

V f(2)d = lim fy') — f(z)

1—00 0

> lim ~t, - o/d|]* =0,
i—00

im Widerspruch dazu, dass d Abstiegsrichtung ist. Also ist (5.3.3) fiir alle
> ¥y erfillt.
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Auch zum Beweis von (5.3.4) nehmen wir zunédchst an, dass fiir unendlich
viele ¢ die Beziehung nicht erfiillt ist. Die zugehorige Teilfolge der ¢, heifle
wieder t,,. Fiir alle ¢ gilt also

—&|IV Y>> V) (-V )T + 8Rd)
oder
VW) (=Y +8lRd) > =& |V Fy™)|)?
mit
(Vf(y") = V() V)T
[V f(x)]]? '

Daraus folgt fiir i — oo wegen lim 5% = 0, dass eine der beiden Beziehungen

PR
ﬂi =

=8|V f@)|* = =V ()]

oder

—IVf@)* = =&V i)l

gilt, woraus wegen 9, > 1,0; < 1 dann V f(x) = 0 folgt. Dies widerspricht
aber der Voraussetzung, den notwendig fiir das Vorliegen einer Abstiegsrich-
tung ist V f(z) # 0. Also ist auch (5.3.4) fir £ > ¢, erfiillt. Fiir ¢ grofl genug,
sind demnach beide Bedingungen erfiillt; der Algorithmus verwendet dann
das kleinste aller solchen /. O

Wir kommen jetzt zum entscheidenden Konvergenzsatz fiir das modifizierte

Polak-Ribiere-Verfahren.

5.3.7 Satz

Sei f:R" — R, f € CHR"). Fiir 2° € R" sei die Levelmenge £(z°) kompakt
und es sei Vf € Lip, (B) mit einer Menge B 2 {y € R™ : es existiert x €
L(z°%) mit ||z —y| <r} D L(2°) mit einem r > 0. Dann gilt fiir die Tterierten
7% des modifizierten Polak-Ribi¢re-Verfahrens (Algorithmus 5.3.5)

lim [V/(4)]| = 0.

Insbesondere ist V f(x*) = 0 fiir jeden Hiufungspunkt der Folge {z*}.

Beweis: Der Beweis ist etwas aufwendiger. Wir halten zunéchst fest, dass
eine Konstante ¢ > 0 existiert mit

IV f(z)| < c fiir z € L(a).

Wir zeigen nun die folgenden Aussagen
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(i) =% € L£(20) fiir alle k,

(ii) die Folge {f(2*)} ist konvergent,
(iii) lim telld¥|| =0,
(iv) t||d¥||? < dac? fiir alle k,

(v) es existiert eine Konstante § > 0 mit

[V f(a*)d|

fiir alle k.
|||

ty > 0-

zu (i): Dies ist trivial, da wir ein Abstiegsverfahren vorliegen haben.

zu (ii): Dies ist ebenfalls trivial, denn die Funktion f nimmt auf der kom-
pakten Menge £(z") ihr Minimum aus f* an. Es gilt also

f* < FH) < f(a") fiir alle &,
d.h. klgglof(xk) existiert (und ist > f*).
zu (iii): Aus dem Verfahren folgt
f™) — f(2®) < —ot?||d"||* < 0 fiir alle k.
Wegen (ii) folgt fir k& — oo
Jim ¢|7 =0,
was (iii) beweist.
zu (iv): Nach dem Verfahren gilt fiir alle k&
telld*|I* < pulld®||* = [V f(2")d"| < &IV f(2")]%.
Daraus folgt sofort t;||d*||? < dac?.

zu (v): Wir bendtigen eine mehrfach geschachtelte Fallunterscheidung.
Fall 1: t;, = pg. Dann ist

_ IVEEhd IV

ty = p, = ||dk||2 = ||dk||2 fiir alle 6 € (O, 1]

Fall 2: t, < py. Dann war t = t;,/ noch keine zuléssige Schrittweite, d.h. fiir

y:xk—l—%

(5.3.5) ﬂw>fuw—a(%)nﬁw

gilt
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oder
(5.3.6) Vi d™ > =6 ||V f(y)l?
oder
(5.3.7) 0|V fW)IP > Vf(y)d™

Wir betrachten ab jetzt nur k£ > ky, wobei kg so gewéhlt ist, dass
k tk k ..
x +E-||d | € B fur k > k.

Ein solches kq existiert wegen (iii).
Fall 2a: Es gilt (5.3.5). Nach dem Mittelwertsatz ist

fly) = @) + V(€ (y — %), £ =a" +9(y —a*), 9 € (0,1).
Mit (5.3.5) und der Lipschitz-Stetigkeit folgt dann

- (%) 1 < o) (%)

2
< v (B1e) +vren (Ba)),

und damit

p V/ (xk)dk| VJ (xk)dk| . p
tr 5 IEEE 0 ERE fiir alle 8 € | 0, 5

Fall 2b: Es gilt (5.3.6). Unter Verwendung der Definition von 8% gilt also

VIW(Vfy) = ViEh)"
IV f ()12
Mit mehrfacher Anwendung der CSU ergibt sich

IV - IV F () = VF )] - (||
IV (R)]?

Vi) (—wy) T d’f) > _SIVIW)IP.

—IVfW)II* +

> =i V()

und deshalb
IVf(y) = VM)l
[V f(2%)][]?
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Mit der Lipschitz-Stetigkeit ergibt sich
74

N T

_51

und damit

BUL=5) VS
5 l

Weil 2% aus dem Verfahren gewonnen wurde, haben wir |V f (2%)d*| < 6,||V f(z%)||.
Damit ergibt sich

-0 VA, [VFEE] (5,20 00)
S I R A G T

tp >

tr >

Fall 2¢: Es gilt (5.3.7), also

Vi)' (Vf(y) — Vfk))
IV f (k)2

Analog zu Fall 2b ergibt sich hier

B — 1) |Vf(a*)d"|
03 s>

Vi) (—Vf(y) n d’f) < —&IVIW)I

ty,

v

Nimmt man also

9§min{1, g B —d) 5(52—1)}’

y+o oy T o

so ist (v) jedenfalls fiir k > kg erfiillt. Durch weitere Verkleinerung von 6
erreicht man, das dann (v) sogar fiir alle k gilt.

Nach diesen vorbereitenden Folgerungen beweisen wir jetzt schliefilich die
Aussage des Satzes und nehmen dazu an, lim . [|V.f(2")|| = 0 gilt nicht.
Dann existiert € > 0 und eine Teilfolge {z*} mit ||V f(z*)|| > ¢ fiir alle 7.
Dann haben wir

IV f DI [V F ) = Vf(a*)
IV f ()2

J < VA + P2

e’

S C+(52‘—2.
3

Aus (iii) folgt deshalb

lim ¢y, [|d"* = 0,
1—00
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und damit aus (v)
lim |V f (2" ) dFtt] = 0,

1—00

woraus wegen der Schrittweitenwahl

lim ||V f (2" =0

folgt. Hieraus ergibt sich mit (iii)

IV F (@) = Vf )| + [V F )
- [l = [V (R

7t d® |V (R

— 0 (k— 00),

IV (")

<
<

im Widerspruch zur Annahme ||V f(2%)|| > e.
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Kapitel 6

Trust-Region Verfahren

Trust-Region: Vertrauensgebiet. Trust-Region Verfahren sind keine Abstiegs-
verfahren und deshalb eine vollig neue Verfahrensklasse. Abstiegsverfahren
sind dadurch charakterisiert, dass zuerst eine Abstiegsrichtung d gewéhlt
wird und dann eine geeignete Schrittweite ¢ bestimmt wird. Im Newton-
Verfahren ist z.B.

d=—V*f(x) 'V f(z)"

und ¢t wird anschlieend z.B. {iber die Armijo-Regel bestimmt.

Bei den Trust-Region Verfahren ist der Ansatz genau umgekehrt. Es wird eine
(maximale) Schrittweite A vorgegeben, dann wird eine geeignete Richtung
(und damit die néchste Iterierte) gesucht. Hierzu wird zuerst ein einfaches,
quadratisches Modell der Funktion erstellt, z.B. durch Taylor-Entwicklung
um r

F) ~ a(w) = f(x) + V@) —2) + 50— 2) V2 F )y ).

Jetzt nimmt man das Minimum von ¢ unter der Nebenbedinqung ||jy—z| < A
als néchste Iterierte. Die Bestimmung dieses Minimums bezeichnen wir als
Trust-Region Teilproblem. Ist A gro genug und V2f(z) spd erhilt man im
Beispiel wieder die Newton-Iterierte.

Wir untersuchen zunéchst Trust-Region Verfahren so, als ob wir das Trust-
Region Teilproblem exakt 16sen kénnen. Dann werden wir zeigen, dass sich die
Theorie aber auch auf geeignete approximative Losungen iibertragen wird.
Schliefilich werden wir uns sehr ausfiihrlich mit der exakten Losung des Trust-
Region Teilproblems beschéftigen, auch als Ausblick auf typische Techniken
fiir restringierte Aufgaben.
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Abschnitt 0.1

Trust-Region Newton-Verfahren

Wir formulieren und analysieren in diesem Abschnitt ein vollsténdiges Trust-
Region-Verfahren.

Essei f:R" — R, f € C}(R"). Das quadratische Modell ¢, entsteht durch
Taylor-Entwicklung zweiter Ordnung um den Punkt x € R", also

1
¢:(d) = f(z) + Vf(z)d + §dTV2f(:c)d,
das zugehorige Trust-Region Teilproblem lautet

(6.1.1) bestimme d® mit ¢, (d*) < ¢,(d) fur alle d mit ||d|| < A.

In einem Trust-Region Algorithmus miissen wir in jedem Schritt entscheiden,
wie grof§ der Radius A der Trust-Region gewihlt wird. Dazu vergleichen
wir den durch das Modell vorhergesagten Abstieg ¢,(0) — ¢.(d) mit dem
tatsdchlich erreichten Abstieg f(x) — f(z™1) (wobei T = x4+ d, ¢.(0) = f(z))

und setzen dazu
_ f@h) = f(=)

" @ f@)

Ist » nahe bei 0, so stimmt das quadratische Modell nur wenig mit der Funk-
tion {iberein und der Radius A der Trust Region muss verkleinert werden.
Ist r nahe bei 1 oder ist r sogar grofler als 1, so kann A fiir die Losung des
néchsten Trust-Region Teilproblems vorsorglich vergrofiert werden.

Diese Strategie wird in dem im folgenden beschriebenen Algorithmus formu-
liert. Wenn r zu klein ist, wird die neue Iterierte nicht akzeptiert, und die
neue Iterierte muss mit einem kleineren A nochmal berechnet werden. Wir
verwenden die Parameter o; € (0,1) und oy € (1,00) um A zu verkleinern
bzw. zu vergréflern, und die Parameter 0 < p; < py < 1 um zu entscheiden,
ob A verkleinert, beibehalten oder vergroflert wird. Auflerdem verhindern
wir, dass A zu klein wird.



6.1. TRUST-REGION NEWTON-VERFAHREN

6.1.1 Algorithmus (Trust-Region Newton-Verfahren)
1: WéhlexOGR”,AOZAmm>0,0<p1<p2<1,O<01<1<02,€ZO
2: for k=0,1,... do
3: repeat

4: bestimme eine Losung d* des Trust-Region Teilproblems (6.1.1)

5: (mit x = 2%, A = Ay) {z.B. mit Algorithmus 6.5.1}
6: berechne r, = %

7 Ak =01 Ak

8:  until rF > p1

9:  Deltay, = UilAk {mit Aj; wurden r*, d* berechnet}

10: Mt =gk 4 gk
11:  if % < py then

12: setze Agyp1 = max{ A, Ax} {r* € [p1, p2)}
13:  else

14: setze Agyr1 = max{A,in, 02 - Ay} {r* > ps}
15:  end if

16: end for

Der Deutlichkeit halber haben wir den im Algorithmus zur Berechnung von
2"+ tatsichlich verwendeten Radius fiir die Trust-Region mit Ay, bezeichnet.
Als ein erstes Resultat zur Analyse von Algorithmus 6.1.1 zeigen wir, dass im
Falle V f(2%) # 0 stets gz« (d*) < q,+(0) gilt. Deshalb sind alle r* und damit
der ganze Algorithmus wohldefiniert.

6.1.2 Lemma
Es sei z € R”, A > 0 und d 16se das Trust-Region Teilproblem 6.1.1. Dann
gilt
IVf@) . IV ()]
F(o) = gold) > WAy fA IVJEOIT
2 V2 f ()]l

(Im Falle V2f(x) = 0 ist das Minimum = A,,;,, zu setzen.)

Beweis: Wir setzen ¢(t) = g, (—t - m -V f(z)T), t € [0,1] und notieren
H = V?f(x). Dann gilt

p(0) —o(t) = t'AHVf(l‘)H—g‘W‘Vf(SC)HVf(I)T

2
> AV - A
= ().
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Die Funktion ¢ (t) hat ihr Maximum bei t* = ||V f(z)||/(A|H]|) mit Wert
P(t*) = |V f(x)]]*/(2||H]||). Im Intervall [0,#*] ist ¢ monoton wachsend. Ist
t* > 1 so wird das Maximum auf [0, 1] fiir ¢ = 1 angenommen und es gilt

v(1) = AIVS@) - A% |H|

2 AI@] - 219 5@
= AV,

Insgesamt erhalten wir damit

1 ) min IV f(z")]]
tenl[gf{w( ) =)} > 2HVf( | {Av —||V2f(w)\|}'

Dies gilt dann erst recht fiir die Groéfe

e {q (0) = q.(d)},

deBA

welche an der Losung des Trust-Region Teilproblems angenommen wird. [J

Das néchste Resultat zeigt, dass die Repeat-Schleife stets abbricht, solange
Vf(2¥) # 0. Dabei interessiert jetzt bei festen x das Trust-Region Teilpro-
blem in Abhéngigkeit vom Radius A, so dass wir dessen Losung da mit dem
Index A versehen.

6.1.3 Lemma

Sei f € C*(R") und # € R™ mit Vf(z) # 0. Fiir A > 0 bezeichne da
die Losung des Trust-Region Teilproblems (6.1.1) mit der Funktion ¢, und
Radius A fiir die Trust-Region. Dann gilt

lim f(z) = f(x+da)
A0 f(x) — qu(da)

(Wegen p; € (0, 1) bedeutet das, dass die Repeat-Schleife in Algorithmus 6.1.1
abbricht.)

=1.

Beweis: Mit einer Taylor-Entwicklung haben wir einerseits
fle+da) = f(2) + V[(a)da, Ea =z +0da, 0 € (0,1).
Andererseits haben wir nach Lemma 6.1.2 fiir A geniigend klein

9/ { o, 171 )H} IVS@I
i |

(6.1.2) f(z) — qu(da) > |V2f(z)] 2
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6.1. TRUST-REGION NEWTON-VERFAHREN

Fiir diese A gilt dann

flx) = [z +da)
f(2) = g:(da)

_1‘

_ | @(da) = f(z +da)
(@) = a(da)
< |@da) = f(z+da) ‘
- A NGl
_ |2 (<>+Vf<w>dA+1dTv2f<x>dA—<f<w>+Vf<sA>dA>)\
ANV@T 0a
2 A .
~ |aperen (770 - Ve + ;s )|
2dal N T
< e (I £(2) = V()] + Idall - IV2F(2)])
< oo (I946) — V7 (ea)] + AT )

— 0 (A — 0, denn &p — x).

O

6.1.4 Korollar
Sei f € C?(R") und {z*} sei eine Folge von Iterierten von Algorithmus 6.1.1
und {2*} eine gegen einen Punkt z* mit V f(z*) # 0 konvergente Teilfolge.
Dann gilt

lim inf Ak > 0.

1—00
Beweis Der Beweis ergibt sich in Analogie zu Lemma 6.1.3: Fiir ¢ > g ist

|V f(z*) (6.1.2) haben wir deshalb fiir alle solchen i und
fir A < Ao

Pt — g dy) 2 5 A

Hierein ist d’ die Losung der Trust-Region Teilaufgabe fiir z = z
Radius A. Auflerdem erhalten wir wie in Lemma 6.1.3

fat) — f@a* + djy)
f(a* )—qx (d)

(6.1.3) = 3 (HVf(x O = VI + AV f(2*)

ki und

-1

)

mit &4 = 2% + 0,d, 0; € (0,1).
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6.1. TRUST-REGION NEWTON-VERFAHREN

Wir nehmen nun an, es sei

liminf A, = 0,
1— 00
so dass wir durch Ubergang zu einer Teilfolge, die wir wieder mit k; indizieren,

sogar -
annehmen kénnen. Fiir alle grofien ¢ bedeutet dies, dass die Repeat-Schleife
fiir k£; mehrfach durchlaufen wird. Setzen wir also Ay, = U%Aki, so gilt

lim Ay, =0
sowie
Fla*) = f(ab + dy, )

(6.1.4) (%) = quri(dg, )

< P1-

Weil V2f stetig ist, existiert eine Konstante n mit ||V2f(2%)| < 7 fiir alle i.
Weil V f in einer Umgebung von z* Lipschitz-stetig ist (denn V2f ist stetig),
existieren Konstanten 7, > 0 mit

IVf(y) =V <v-lly—z| firalley,z € Bs(z").

Wegen lim; o 2% = 2* und lim; .o ds, = 0 (denn ||dy || < A},) folgt aus
(6.1.3) fiir 7 > 4

flah) = flah +dg, ) 2/
ki’ < Z A + A .
@R = g (ds, ) 5 (0 B+ din)
— 0 (i — 00),
im Widerspruch zu (6.1.4). d

Nach diesen Vorbereitungen sind wir nun in der Lage, die Konvergenzanalyse
des Trust-Region Newton-Verfahrens voranzutreiben.

6.1.5 Satz

Sei f: R" — R, f € C*(R"). Die Folge {z*} sei durch das Trust-Region
Newton-Verfahren (Algorithmus 6.1.1) erzeugt mit V f(z*) # 0 fiir alle k.
Dann ist jeder Hiufungspunkt der Folge {2*} ein stationiirer Punkt von f.
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Beweis: Sei z* ein Hiaufungspunkt mit lim; . 2% = 2*. Angenommen, es
gilt V f(z*) # 0. Dann existieren «, 5 > 0, so dass fiir alle ¢ gilt

IVf(@*)] = a, [V2f@")] < 8.
Nach dem Algorithmus ist % > p; fiir alle . Mit Lemma 6.1.2 gilt dann
fla®) = f@™) = oo (F(@®) = gure (d))

4 .= V f (ki
> % IV f () -mm{Aki,%}
(6.1.5) > %~amin {Zki,%}.

Die Folge {f(z*)} fillt monoton und es ist lim;_ o f(z%) = f(z*). Damit
folgt

lim f(z") — f(a"*") =0,
so dass aus (6.1.5) die Beziehung lim; .., Ay, = 0 folgt, im Widerspruch zu
Korollar 6.1.4. ]

Das vorangehende Resultat kann im folgenden Sinne zu einem echten Kon-
vergenzresultat verbessert werden.

6.1.6 Satz

Sei f: R" — R, f € C?*(R"). Die Folge {2*} sei durch das Trust-Region
Newton-Verfahren (Algorithmus 6.1.1) erzeugt mit V f(z*) # 0 fiir alle k. Es
sei z* ein Haufungspunkt der Folge {z*} mit V?f(2*) spd. Dann gilt

(1) limg_eo 2% = 2* mit V f(z*) = 0.

(ii) Es existiert ko, so dass fiir alle &k > k¢ die Repeat-Schleife nur einmal
durchlaufen wird.

(iii) Es existiert A > 0 mit A, > A fiir alle k.
(iv) limy_ o 2% = 2* r-iiberlinear.
(v) Ist V2f(x) Lipschitz-stetig in z*, so ist die Konvergenz sogar g-quadratisch.

Beweis: Zu (i): Die Argumentation ist &hnlich wie beim Newton-Verfahren
aus Abschnitt 3.5. Wir bemerken zuerst, dass x* isolierter Haufungspunkt ist,
denn V2 f(z*) ist spd, und jeder weitere Haufungspunkt von {z*} ist nach
Satz 6.1.5 ein stationdrer Punkt. Es gelte

lim 2% = x*.

1—00
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6.1. TRUST-REGION NEWTON-VERFAHREN

Es existiert eine Zahl o > 0, so dass fiir alle ¢ > 1, gilt

2

(@)"V2 f(z*)d" > alld®

(s. Lemma 3.4.2). Damit haben wir
0 > g (d") — f(a™)
1
= Vf@h)d" 4 S(d)"V? f(a")d"

> —[[VfE")- [l

2
)

o
+ —||d¥

und damit

(6.1.6) | d

< 2|V

Nach Satz 6.1.5 gilt lim; . |V f(2*)]] = 0, so dass lim;_ ., d* = 0. Wegen

erhalten wir
lim zF+ — 2% =0
1—00

und damit nach Lemma 3.5.11 sogar

lim 2% = z*.

k—o0
Zu (ii): Wir halten zunichst fest, dass wegen limy,_.., % = z* jetzt sogar fiir
alle k die (6.1.6) entsprechende Beziehung
k 2 k
"]l < = - IV f ()]
a
gilt und damit insbesondere

lim d* = 0.

k—o0

— Wir werden ¥ — 1 zeigen. Fiir alle groBen k wird dann die Repeat-Schleife
nur einmal durchlaufen, denn p; < 1. Es ist

[l +d¥) — g (d¥)
J(xk) — qur(d¥)

Nach (i) konvergiert die Folge {z*} gegen z*. Also existiert ¢ > 0 mit

rF—1=

IV2f(z")| < e fiir alle k.
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6.1. TRUST-REGION NEWTON-VERFAHREN

Nach Lemma 6.1.2 haben wir deshalb fiir alle k

F@b) = gu(d) > %va(;,;k)ﬂ min {Ak, |I|VV2J;(( ))II’}
2 min ). )}
= &-[ld")?
mit 1 o
K= Zamin {1, 2_0} .

Um den Zihler in ¥ — 1 abzuschitzen verwenden wir die wegen des Mittel-
wertsatzes giiltige Darstellung

1
Fa 4 ) = Fa) + VFEE + @)V (e
mit &8 = 2% + 6,d*, 0), € (0,1). Damit ist dann

F 4 d) = (@) = @) (TAAE) - VF ()

1P - 927 (€4) — V2.

IN

Dies ergibt fiir |r* — 1| die Abschiitzung

F@* + d*) — g (d)
< LIvren - v
0 (k — o0)

Zu (iii): Nach Teil (ii) und den Zeilen 11 und 13 des Algorithmus folgt direkt
Zu (iv) und (v): Beide Teile folgen aus den bekannten Sétzen zum Newton-
Verfahren (Sétze 3.2.4 und 3.2.7), wenn wir gezeigt haben, dass fiir grofie k
Algorithmus 6.1.1 in das Newton-Verfahren iibergeht. Dazu beachten wir: fiir
k grof genug ist V2 f(z") spd. Die Newton-Korrektur n* = —(V?2 f(z%)) 72V f(z*)T
ist dann globales Minimum von g,«. Nach Teil (ii) ist ist Ay > A > 0 fiir alle
k. Wegen (i) gilt

1]

lim n* = 0.
k—oo

Fiir k grof genug gilt also ||n*|| < A < Ay, so dass Algorithmus 6.1.1 als
Losung des Trust-Region Teilproblems immer d* = nF bestimmt. Es wird
also tatsichlich das Newton-Verfahren durchgefiihrt. U
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Abschnitt 0.2

Teilrdume und das doppelte Hundebein

Im Trust-Region Newton-Verfahren (Algorithmus 6.1.1) ist die wiederholte
Losung des Trust-Region Teilproblems der vom Aufwand her bei weitem
dominierende Faktor. Man versucht deshalb, mit approximativen Losungen
auszukommen, ohne dabei theoretische Resultate preiszugeben. Dies gelingt
erstaunlich gut.

Wie immer sei f : R" — R, f € C*(R") und fiir z € R" sei ¢ = ¢, das
quadratische Modell

0(d) = F(z) + V f(z)d + %dTVQ F@)d.

6.2.1 Definition
Sei A > 0 ein Radius fiir eine Trust Region. Dann ist der Cauchy-Punkt d.
von ¢ gegeben als die Minimalstelle von

©0:[0,1] =R, o(t) =qm (‘W : Vf(x)T) :

Es ist also
te

INMIGH]

Der Cauchy-Punkt war als “Vergleichspunkt®“ im Beweis von Lemma 6.1.2
herangezogen worden. Deshalb gilt auch fiir den Cauchy-Punkt

6.2.2 Lemma
Sei z € R", A > 0 und d. der Cauchy-Punkt. Dann ist

IVI@I L IV
2 {A V27 (a )\I}

Diese Tatsache hat enorme Konsequenzen: Eine Untersuchung der Beweise
zu Lemma 6.1.3, Korollar 6.1.4, Satz 6.1.5 und Satz 6.1.6 (i), (ii) und (iii)
zeigt namlich, dass dort nie verwendet wurde, dass d* das Trust-Region Teil-
problem 16st. Es wurde vielmehr nur die (6.2.1) entsprechende Eigenschaft
von d* herangezogen.

Also gilt folgende wichtige Bemerkung

d. = — Vf(z) mit ¢'(t.) = 0 oder t. = 1.



6.2. TEILRAUME UND DAS DOPPELTE HUNDEBEIN

6.2.3 Bemerkung

Das Trust-Region Newton-Verfahren werde so modifiziert, dass statt der ex-
akten Losung d* des Trust-Region Teilproblems jeweils nur eine approxima-
tive Losung d* bestimmt wird mit g, (d¥) < qux(d¥), d. Cauchy-Punkt zu z*
und Ag. Dann gelten die Konvergenzaussagen aus Satz 6.1.5 und Satz 6.1.6
(i), (ii), (iii) unverdndert weiter.

In diesem Sinne kénnte man also stets d* = d* nehmen. Allerdings: Auch die
Aussagen (iv) und (v) von Satz 6.1.6 sind sehr wesentlich, denn sie zeigen
die schnelle (ndmlich iiberlineare oder gar quadratische) Konvergenz. Eine
Inspektion des Beweises zeigt, dass dies daran liegt, dass fiir grofle k& im
“exakten® Trust-Region Verfahren die Newton-Richtung

d* = —(V2f(a") 7'V f(h)"
erreicht wird. Fiir eine schnelle Konvergenz bei approximativer Bestimmung
der Losung des Trust-Region Teilproblems sollte man also dafiir sorgen, dass

auch dann die Newton-Richtung zur Verfiigung steht. Wir besprechen hierfiir
jetzt zwei Moglichkeiten.

Teilraum Trust-Region Hier wird das Trust-Region Teilproblem auf ei-
nem Teilraum V,, C R" gel6st, d.h. man sucht

(6.2.2) d € R" mit ¢,(d) = min{g,(d) : |d|| < A, d € V,}.
Nimmt man
(6.2.3) Ve = span{V f(2)", (V*f(2)) "'V f(2)"},

so ist d. € V, und damit ¢(d) < ¢(d.). Deshalb gelten die Konvergenzaus-
sagen von Satz 6.1.5 und Satz 6.1.6 (i), (ii), (iii). Weil auch die Newton-
Richtung in V, liegt, gelten auch die Teile (iv) und (v) von Satz 6.1.6.
Diese Diskussion bleibt richtig, falls V, 2 span{V f(z)T, (V?f(2))"'V f(2)T}
gewahlt wird. Man konnte als weiteren erzeugenden Vektor z.B. einen Eigen-
vektor zu einem negativen Eigenwert von V2 f(z) nehmen, sofern ein solcher
existiert.

Im Falle (6.2.3) reduziert sich die Minimierungsaufgabe (6.2.2) auf eine zwei-
dimensionale Aufgabe. Sind die Spalten von Q = [q;]g2] € R™"*? eine Ortho-
normalbasis fiir V,, so ist

7 : RP= R

~ S 1 S
Llst) = f@)+ V@) (7)+56, Q" VH)Q ()
zu minimieren unter der Nebenbedingung s% 4 t? < AZ%. Hierzu kann man di-
rekt die stationdren Punkte von ¢, bestimmen und dann zusétzlich den Rand

52 + 1?2 = A? z.B. mit der Parametrisierung s = sin ¢, t = cos (¢ untersuchen.
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Abbildung 6.1: Illustration zum doppelten Hundebein

Das doppelte Hundebein Auch bei Einschriankung auf Teilrdume ist es
eigentlich unnétig, ezakte Losungen zu bestimmen. Wesentlich fiir die Uber-
tragung der Konvergenzsétze 6.1.5 und 6.1.6 ist nur, dass der Abstieg min-
destens so grof} ist wie der mit Cauchy-Punkt, und dass im Falle V2f(z)
spd die Newton-Richtung herangezogen wird. Der folgende Algorithmus be-
schreibt einen solchen Ansatz. Gegeben sind x € R"™ und ein Trust-Region

Radius A.

6.2.4 Algorithmus (double dog leg step)
1: bestimme den Cauchy-Punkt d.
2: if V?f(x) nicht spd then
3 setze d = d.

4: else

5. bestimme Newton-Punkt dy = —(V?f(x)) "'V f(x)"
6: if ||dy|| < A then

7: setze d = dn

8 else

9: if ||d.|| = A then

10: setze d = d.

11: else _

12: setze dy = ydy mit y € (H(ng(x)ﬁ)vf(x)T” ) 1)
13: setze d = de. + t(JN —d.), t so, dass WH =A.
14: end if

15:  end if

16: end if

Die Zeilen 12 und 13 stellen das ,,doppelte Hundebein®“ dar. Fiir v = 1 hat
man das ,einfache“ Hundebein. Die Motivation dafiir ist, dass ¢ entlang der
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Strecke von d. nach d, N weiter abnimmt, wie unsere beiden néchsten Resultate
zeigen.

Wir zeigen zuerst, dass (wie in der Abbildung verwendet) der Newton-Punkt
weiter vom Zentrum entfernt liegt als der Cauchy-Punkt. Im Folgenden ver-
wenden wir die Bezeichnungen

9" =Vf(x), H=Vf(z).

6.2.5 Lemma
Sei V2f(z) spd. Dann gilt ||d.|| < ||dn]|, wobei

T

(6.2.4) d, = —giljg g, dy = —Hg.

Beweis: Wir zeigen zunéchst

(9"9)?
6.2.5 = <1.
(6.2.5) T gTHg gTH g

Sei dazu vy, ..., v, eine Orthonormalbasis des R™ aus Eigenvektoren zu den

Eigenwerten A1,..., A, > 0 von H und sei g = > | a;v;. Dann gilt unter
Verwendung von (¢t + 1/t) > 2 fiir ¢t > 0

- n 1 n
g"H'g-g"Hg = (Z yog?) (Z Aja?)
i=1 "t j=1
- Ai )‘j 2 2 : 4
= Z (T—l—)\—i)aiaj—l—;ai

J

ij=1,i>]
> Z 20707 + Z of
i=1,i>] i=1
- (ng)27
was (6.2.5) beweist. Damit erhalten wir nun
(g% g)%*
d| e
g'Hg
csu (g"9)** |1H gl - gl
gTHg gTH™1g
= n-|ldnll
(6.2.5)
< ldnll,
was zu beweisen war. O
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6.2.6 Lemma
Ist V2f(x) spd, so fillt ¢, monoton entlang der Strecke von 0 nach d. und

auch entlang der Strecke von d. nach dy.
Beweis: Das Abfallen auf der Strecke von 0 nach d. ist bereits bekannt.

Wir zeigen jetzt, dass wie behauptet ¢(t) = ¢u(do + t(dy — d,)) auf dem
Intervall [0, 1] monton fillt. Es ist (unter Verwendung von (6.2.4))

Sol(t) - qu (dC + t(rde - dc)) (WdN - dc)
=g g9 g —H ™'y
g"Hyg
+(g+ Hd.)" (vdy — d.) +t - (ydy — do)" H(vdy — d.).

Also wichst ¢’ monoton in ¢, und wir miissen lediglich
(6.2.6) (9 + Hd.)" (vdy — d.) + (ydy — d )" H(ydy — d.) <0
zeigen. Dazu berechnen wir

(¢ + Hd)" (vdy — de) + (vdy — do)" H(ydy — d.)
(9 + Hd, + H(vdy — d.))" (ydy — d.)
1—7)g" (vdy —d.)

9'g
1—7)g" <—’YH_19 + gTHgg>

IN

6.2.7 Bemerkung
Empfohlen wird z.B. (s. Buch von Dennis und Schnabel)

v =0.87+0.2.
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Abschnitt 0.3

Analyse des Trust-Region Teilproblems

Wir starten jetzt die Betrachtungen zur exakten Losung des Trust-Region
Teilproblems. Es folgen deshalb zunéchst ein Abschnitt zur Analyse des
Trust-Region-Teilproblems und dann ein Abschnitt zu numerischen Metho-
den zu dessen Losung.

Das Trust-Region Teilproblem ist die Aufgabe

( gegeben: H € R™", symmetrisch
g€eR”,
A >0,
q(d) = g"d+ 1d"Hd
gesucht:  d* mit ¢(d*) < ¢(d)
fiir alle d mit ||d|| < A.

(6.3.1)

\

Das Trust-Region Teilproblem ist eine restringierte Minimierungsaufgabe;
die Zielfunktion ¢ ist nur dann konvex, wenn H spd. Bevor wir gleich in
einem Satz die Losungen von (6.3.1) charkterisieren werden, bendtigen wir
Vorbereitungen zu Halbrdumen in R”.

6.3.1 Definition
Sei d € R",d # 0. Mit H(d) bezeichen wir den abgeschlossenen Halbraum

H(d) = {y € R" : y'd > 0},

mit ’}?[ (d) den offenen Teilraum

(o}

H (d) = {y € R": y'd > 0}.

6.3.2 Lemma
Seien d,d' € R",d,d # 0. Dann gilt
(i) R™ = H(d) UH(—d).

(i) H (d) =H (') = d = Ad' mit A > 0.
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Beweis: Teil (i) ist trivial. Zum Beweis von (ii) merken wir zunéchst an,
dass aus Stetigkeitsgriinden auch H(d) = H(d') gilt. Sei nun &’ = M + e
mit e’'d = 0. Also ist e € H(d) und deshalb auch e € H(d'). Dabei ist sogar
el'd = 0, denn wire eTd’ > 0 so wiire auch (e —td)"d € H(d') fiir t > 0 klein
genug, was aber e —td ¢ H(d) zur Folge hiitte, denn (e —td)"d = —td"d < 0.
Aus eTd = eT'd’ = 0 folgt wegen d’ = \d + e nun sofort e’e = 0, also e = 0.
Hierin ist A > 0, denn im Falle A < 0 wire H(d) = —H(d') # H(d). O

6.3.3 Satz
Der Vektor d* 1ost das Trust-Region-Teilproblem (6.3.1) genau dann, wenn
A* € R existiert mit

() A" (A= [ld"][) = 0, A = 0, A — [|d"[| = 0,
(i) (H+2\1)d" = —g,
(iii) (H + 2A\*1) ist positiv semidefinit.

Beweis: ,=“: Eine Losung von (6.3.1) erfiillt natiirlich A — ||d*|| > 0.

Fall 1: A —||d*|| > 0. Dann nehmen wir A* = 0. Dann ist (i) erfiillt, und da
d* (unrestringierte) lokale Minimalstelle von ¢ ist, auch (ii) und (iii).

Fall 2: A — ||d*|| = 0. Sei v ein Vektor mit v7d* < 0 und ¢t € [0,¢*] mit
t* = —(2vTd*)/||v||*. Dann ist

" + tol|* = [|d*[|* + 2t - v"d" + £ ]Jo]|* < [|d"]*.

Also gilt fiir diese t

t2
(6.3.2) 0 < q(d* +tv) — q(d*) = t(g + Hd*) v + EUTHU,

und damit, nach Division durch ¢ und ¢ — 0,

(g + Hd)"v >0.

Dies gilt fiir alle v mit v”d* < 0, d.h. wir haben H (—d*) =X (g + Hd").
Nach Lemma 6.3.2 ist (g + Hd*) = —2X*d* fiir ein A* > 0 (der Faktor 2 hat
kosmetische Griinde fiir spéter). Hieraus folgt (ii). Aus (ii) und (6.3.2) folgt
mit der speziellen Wahl t = t* auflerdem

0 < (#)* vl (H + 2\ I)v fiir alle v mit v’ d* < 0.

Damit gilt sogar v’ (H + 2A\*I)v > 0 fiir alle v mit v7d* # 0 (man nehme
notfalls —v statt v) und aus Stetigkeitsgriinden schlieBlich fiir alle v € R™.
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»,<": Das Paar (d*, \*) erfiille (i) bis (iii). Wir zeigen, dass d* globale Mini-
malstelle ist. Sei dazu d € R™ mit ||d|| < A. Dann erhalten wir

od) —a(d) = (g+HaY'(d—d) + 5(d — &) H(d— d)

—~
=0
=

~

1
=X (d = )T+ o (d = d)T(H 2N D) (d - )
>0 Wegen (423)

= A" ld = d|?
(6.3.3) > X (ld)? = Ndl?)
= N ([P = P+ A% = ld]?)
= A (A% |dl?)
> 0.
Also ist d* tatsédchlich globale Minimalstelle. OJ

6.3.4 Korollar
Ist H 4+ 2X*I in Satz 6.3.3 spd, so ist d* eindeutig.

Beweis: Fiir jedes d # d* gilt in (6.3.3) die strikte Ungleichung, d.h. es ist
q(d) > q(d”). [

6.3.5 Korollar
Ist d* Losung von (6.3.1), so sind dquivalent

(i) ¢(d*) =0
(ii) g =0 und H ist positiv semidefinit.

Beweis: “(i) = (ii)“: Es ist ¢(d*) = 0 = ¢(0). Also ist auch 0 eine Losung
von (6.3.1) und deshalb \* = 0 wegen Satz 6.3.3 (i). Nach den Teilen (ii) und
(iii) folgt dann auch g = —(H) - 0 = 0 sowie H ist positiv semidefinit.

“(ii) = (i)“: Mit A* = 0 und d* = 0 gelten (i) bis (iii) von Satz 6.3.3 und
g(d*) = 0. Fiir jede weitere Losung d ist dann ebenfalls ¢(d) = ¢(d*) = 0. O

Zur Bestimmung von d*, \* ist es niitzlich, die sog. KKT (Karush-Kuhn-
Tucker)-Punkte zu betrachten.

6.3.6 Definition
Ein Punkt (d,\) € R™ x R heifit KKT-Punkt fiir das Trust-Region Teilpro-
blem (6.3.1), falls gilt

(i) A-(A—[ldl) =0, A= 0, [ld]| <A,
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6.3. ANALYSE DES TRUST-REGION TEILPROBLEMS

(ii) (H+ M )d = —g.
Der Parameter A heiffit dann Lagrange-Multiplikator.

Ein KKT-Punkt ist “fast“ eine Minimalstelle; die Semidfinitheit von H + \I
wird aber nicht gefordert. Algorithmen zur Losung des Trust-Region Teil-
problems haben die Tendenz, KKT-Punkte zu finden; &dhnlich wie globale
Verfahren evtl. nur stationéire Punkte finden. Es ist deshalb wichtig, KKT-
Punkte genauer zu untersuchen.

KKT-Punkte mit gleichem A haben gleiche Funktionswerte.

6.3.7 Lemma
Seien (dyi, A) und (dg, \) zwei KKT-Punkte. Dann ist ¢(d;) = q(d2).

Beweis: Es ist fiir i = 1,2

1
alds) = 597 — M|

und damit wegen ||d;|| = ||dz]| = A (oder A* = 0)

1 1
q(dy) = §gTd1 —Mdi|* = —§d2T(H +2M)d; — AA?
1
= g N,
= q(d2).
Dieselbe Darstellung gilt auch fiir ¢(ds). O

Tatséchlich gibt es nur wenige Lagrange-Multiplikatoren.

6.3.8 Satz

H € R™" sei symmetrisch, m < n sei die Zahl der verschiedenen negativen
Eigenwerte von H. Dann besitzen die KKT-Punkte des Trust-Region Teil-
problems (6.3.1) hochstens 2m + 2 verschiedene Lagrange-Multiplikatoren.

Beweis: Sei H = VDVT mit V orthogonal, D = diag(dy, ..., d,). Fiir einen
KKT-Punkt (d, A) gilt

(H+2\)d = —g <= (D+2\)VTd=-VTg.
Wir notieren g fiir V7g und d fiir V7d. Wir erhalten so die n Gleichungen

Unter allen KKT-Punkten betrachten wir zunéchst einmal die, fiir welche
der Lagrange-Multiplikator A fiir ein ¢ die Beziehung d; + 2\ = 0 erfiillt.
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Die Anzahl der verschiedenen solchen Multiplikatoren sei k, die Menge der
Indizes ¢ mit §;+2X = 0 sei /. Es ist dann |I| > k, wobei “>* bei mehrfachen
Eigenwerten ¢; auftritt.

Fiir i € I ist dann g; = 0 in (6.3.4). Fiir die KKT-Punkte mit 6; + 2\ # 0
fiir i = 1,...,n folgt wegen ||d||?> = ||d||* aus A(]|d|> — A?) = 0 dann

(6.3.5) As(A) =0
mit ,
12 < 5; ) ) - A%

Essei{5Z~:§i7é0}:{5j,j:1,...,n—k;}Q{&:i%]}mit

51§52§...5p<0§5p+1§...§5ﬁ,ﬁ

IN
>

Dann ist

Auf jedem der Intervalle

—00, ==~ T a0 s | Ty T __7+OO
2 2 2 2 2 2

ist s(A) streng konvex, auf den Randintervallen (—oo, —%) , <—71, —1—00) au-

Berdem streng monoton. Auf jeden Randintervall gibt es deshalb hochstens
eine Nullstelle von s()\), auf den anderen hochstens 2. Nichtnegative Losun-
gen von s(\) = A? liegen in den Intervallen

AP AN S 5
< 27 2>7< 27 2 AR 27+Oo7

von denen aufler dem Randintervall héchstens p < m — k weitere nicht leer
sind. Es gibt also maximal 2p + 1 nichtnegative Losungen von s(\) = AZ.
Damit besitzt (6.3.5) aufler A = 0 hochstens noch 2(m —k)+1+k <2m+1
weitere nichtnegative Losungen. O

6.3.9 Bemerkung
Im Falle, dass H negativ definit ist, gilt Satz 6.3.8 mit 2m + 1 statt 2m + 2.
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6.3. ANALYSE DES TRUST-REGION TEILPROBLEMS

Beweis: Ubung. U

Aus einem KKT-Punkt, der noch keine globale Minimalstelle von (6.3.1) ist,
kann man explizit einen neuen Punkt mit kleinerem Wert fiir ¢ bestimmen.
Dies formuliert der néchste Satz.

6.3.10 Satz
Sei (d*, \*) ein KKT-Punkt fiir das Trust-Region Teilproblem (6.3.1), so dass

d* noch keine Losung ist. Dann ist fiir den nachfolgend definierten Punkt d
sowohl ||d|| < A wie auch ¢(d) < g(d*). Dabei ist d wie folgt definiert

(i) falls g"d* > 0: d= —ﬁd*

(ii) falls g*'d* < 0: Wihle z € R™ mit 27 (H+2A*I)z < 0 und g7z < 0. (Ein
solches z existiert, denn (d*, \*) erfiillt (6.3.1) (iii) nicht, d. h. H+2\*]
besitzt einen Eigenvektor z zu einem negativen Eigenwert; z oder —z
erfiillt auch g’z < 0).

(a) falls ||d*|| < A: d = d* + az, wobei « die betragsgrofiere Losung
von
2]|2a® + 22" d*a + (A% — ||d*||*) =0
ist.
Td*

b) falls [|d*]| = A und 27d* # 0: d = d* — 25%»
¢) falls ||d*|| = A und 27d* = 0: d = d* — 2-25—(d* + az), wobei

. A2+a?|2]]2
a so gewahlt ist, dass

AQ ? 2. T * T T 7%

negativ (und moglichst klein) ist.
Beweis: Fiir einen KKT-Punkt (d*, \*) gilt
(6.3.6) (H+2X\1)d" = —g.

Fiir einen beliebigen Punkt y haben wir deshalb

o +y) = (@) (H 42T +y) + (& + ) H +y)
= q(d") —2\"(d")"y + %yTHy
(6.3.7) = q(d) = N2y +y"y) + %yT(H +2X\*1)y.
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6.3. ANALYSE DES TRUST-REGION TEILPROBLEMS

Zu (i): ||c/l\|| = A ist klar. Mit o = |I$‘H > 1giltd =d + (—a — 1)d* und
damit nach (6.3.7) und (6.3.6)

~ 1
q(d) = q(d) =N (=2a+ 1)+ (a+ 1)) - |d"]* = S(a+ 1)%g" d"
1
= ¢(d) =N (@ =)@ = Sla+1)°g"d"
< q(d").
Zu (ii) a): In diesem Fall ist \* = 0. Fiir d, = d* + az gilt dann nach (6.3.7)
2

7 * a *
4(de) = (@) + =" Hz < q(d").

Fiir den angegeben Wert von « ist dann o? maximal unter allen d, mit
lda]l < A (und es ist sogar ||da|| = A).

Zu (i) b): s. Ubung.

Zu (ii) ¢): Fiir beliebiges a € R sei d,, = d* 4+ az. Dann ist

Idall? = A% + 0?||2]* und dZd* = ||d*|]* = A%

Wir setzen

o dx d* A2
dy=d"—2—"2—dy, =d" —2————-d,.
[dal? A? + o?[|z]|?

Dann ist ||da|| = A und nach (6.3.7) gilt

dy) =q(d)+ = | 2-—————= | d(H+2X1)d,.
o) =) + - (2o ) G+ 20D)

Fiir den letzten Term ergibt sich auf Grund der KKT-Bedingungen
dY(H 42X 1)d, = d*(H +2X1)d* + o*2" (H + 2\ 1)z
+ 20 - (d*)T(H + 20* 1)z
= —o? |27 (H +2X1)z| — 209" 2 + |g" d*|,

d.h. wir haben

A

q(da) = q(d”) + w(a)

mit der angegebenen Funktion w, und w(«a) < 0 fiir alle o auflerhalb eines
Intervalls. O
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Abschnitt 0.4

Penalty-Funktionen fiir das Teilproblem

Dieser Abschnitt sollte wohl eher weggelassen werden . . .

Wir wollen das globale Minimum des Trust-Region Teilproblems algorith-
misch finden. Dazu stellen wir mit Hilfe einer sog. Penalty-Funktion zunéchst
eine dquivalente Formulierung als unrestringiertes Problem vor, worauf wir
dann ein Newton-dhnliches Verfahren anwenden.

Wir erinnern an das Trust-Region Teilproblem als die Aufgabe

( gegeben: H € R™", symmetrisch
g € R,
A >0,
q(d) = g"d + 1d"Hd
gesucht:  d* mit ¢(d*) < ¢q(d)
fir alle d mit ||d|| < A.

(6.4.1)

6.4.1 Definition
Die zu (6.4.1) gehorige Multiplikator-Funktion A : R™ — R ist gegeben als

1
Ad) = TR (d"Hd + g"d).

6.4.2 Lemma
Fiir die Multiplikator-Funktion A gilt

(i) A ist differenzierbar mit

1
VA(d) = —5x7 " (2d"H + g").

(ii) Fiir jeden KKT-Punkt (d*, \*) des Trust-Region Teilproblems (6.4.1)
gilt
Ad") = \".



6.4. PENALTY-FUNKTIONEN FUR DAS TEILPROBLEM

Beweis: Teil (i) ist bekannt.
Ein KKT-Punkt (d*,\*) erfiillt (H + 2\*I)d* = —g*. Hieraus folgt nach
Multiplikation mit (d*)”

*\ 1 * * (|2

M) =~z - (~23) |
Ist \* # 0, so gilt ||d*]| = A. Dann ist also A(d*) = A\*. Andernfalls ist
A(d*) = 0 = A*. Dies beweist (ii). O

Teil (ii) erkldrt die Namensgebung.

Mit Hilfe der Multiplikatorfunktion definieren wir nun eine Familie von Pe-
nalty-Funktionen. Penalty-Funktionen p, sind so gestaltet, dass sie auf dem
zuléissigen Bereich ([|d|| < A, A > 0) gut mit der minimierenden Funktion
iibereinstimmen und im Grenzwert o — 0 sogar mit ihr identisch sind. Au-
Berhalb des zuldssigen Bereichs wachsen Penalty-Funktionen schnell an. Die
Idee ist es damit, die restringierte Minimierungsaufgabe durch eine Folge
unrestringierter Aufgaben mit den Penalty-Funktionen zu ersetzen.

Wir werden im Verlaufe dieses Abschnitt sehen, dass fiir das Trust-Region
Teilproblem sogar eine einzige Penalty-Funktion ausreicht. Trotzdem starten
wir mit einer ganzen Familie und passen erst spéter den Paramater a geeignet
an. Zunéchst bringen wir die Beschreibung des zuléssigen Bereichs zusammen
mit Teil (i) der KKT-Bedingungen geeignet ,,in einer Funktion unter®.

6.4.3 Lemma
Fiir a > 0 sind dquivalent:

(i) lla*[ < A, A(d@*) =0, Md*)(A — [[d*])) =0
(i) max{]|d*[|* — A% —gA(d")} =0
(iif) max{0, 2(||d*[|* — A%) + A(d")} = A(d*)
Beweis: Ubung. 0

6.4.4 Definition
Sei a > 0. Die Penalty-Funktion p, : R™ — R fiir (6.4.1) ist gegeben durch

pold) = q(d)+ 5 ([max{0, 2(JdI” = %) + X} )" = N(@))

Die Abbildungen 6.2 und 6.3 zeigen Penalty-Funktionen fiir zwei typische
Situationen im Eindimensionalen.

Einen Eidruck im Fall hoherer Dimension vermitteln die Abbildungen 6.4
und 6.5.

Eine alternative Darstellung fiir p, wird nachher niitzlich sein.
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target function quadratic model around x = -2, radius = 1.3
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target function guadratic model around x = 0.2, y = -1.8, radius = 1.3

quadratic model and penalty function

Abbildung 6.5: Quadratisches Modell und Penalty-Funktion (A = 1). Das

v1adrvratiarha MAaAdAll ot et ivr A4
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6.4.5 Lemma
(i) Esist

Pald) = q(d)+A(d) max{][d]* — A%, ~ZA(d)}

(6.4.2) + é [masc{al? — 2%, =2 A(@)}]

(ii) Die Funktionen p, sind differenzierbar und es ist
(Vpa(d)" = Hd+g - SNd)(VAWD)

8 max{0, 20141 - %) + X} (a4 (Ox@))
— (Va(@)T +20(d) -d

+ (w(d)T + §d> ([ — A% ~2\(@).

Beweis: Ubung. 0

6.4.6 Lemma

Sei o € (O,y

a7 ) Dann gilt

(i) Fir d € R* mit ||d|| < A gilt
Pa(d) < q(d).
(ii) Fir jedes ¢ € R sind die Levelmengen
Lo={deR": po(d) < c}
kompakt.

(iii) Die Penalty-Funktion p, besitzt mindestens ein globales Minimum.
Beweis: Zu (i): Wir miissen
(6.4.3) [max{0, 2(||d||> = A%) + Md)}]* = A*(d) <0

nachweisen.
Fall 1: Es ist

2
(ld]> = A?) + A(d) <0 und ||d|] < A.

(67
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Daraus folgt (6.4.3) direkt.
Fall 2: Es ist

2
a(||al||2 — A*) + A(d) >0 und ||d|| < A.

Dann haben wir

2
2 - A%+ M@} ]* - X(d
1
= (|d|? — - (|d|* = A% +\(d
ann -2
4
< 4ot (2 qar - A%+M@)
>0 Wg. Fallunterscheidung
< 0,

also (6.4.3).
Zu (ii): Hier miissen wir etwas rechnen. Angenommen, fiir ein festes ¢ € R
existiert eine unbeschriinkte Folge {d*} C L.. Auf Grund der Voraussetzung
an « gilt
2 1

Aus

2 2 1 2A?
(P =AY +Ad) > | = = = ||H| ) - |dII? = == d|| — —

20 = &% 4 @) 2 (2 = 1) - 1ol = sl = 25

folgt, dass fiir geniigend grofles k die Bezichung

2
— - (Id°]” =A%) + (@) > 0

gilt. Fiir diese £ gilt also

muﬂ:=quw+%(PmMW—A%+Mﬁnf—vwﬂ)
3 2A? 1
=<ﬁfm%+g%k ] = 2 a4 A

Sz (@) Hd"||d"|* - dt||dt|?

2A2 2A29
3 2A? A
—||H|| : ||dk||2——||9|! HdkHﬂL )t - - |||+ —

v

szl 1 = 5 llall- Hd’“l\3

2A2 2A2
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_ 1 1 rpa 9l s 2A° k|12
= (5 - gl ) hen = 2k - (25 + ) e

3 At
— =gl - lla¥|| + —.
2l a1+ >
Im letzten Ausdruck dominiert der Term [|d*||* mit Koeffizient (1 — ;|| H|) >
0. Es gilt also limy,_, pa(d®) = oo, im Widerspruch zu d* € L..
Zu (iii): Dies folgt sofort aus (ii), da p, stetig ist. d

Mit den nun folgenden Resultaten zeigen wir, dass fiir kleine Werte von « die
Penalty-Funktion P, exakt ist, d.h. ihre Minimalstellen stimmen mit denen
von ¢ iiberein.

6.4.7 Satz
Es sei
16A%
6.4.4 ae (0, ) .
(6.4.4) REIE] +3) + 39T

(i) Genau dann ist d* € R"™ stationdrer Punkt von p,, wenn (d*, A(d*)) ein
KKT-Punkt von (6.4.1) ist.

(i) Ist d* stationdrer Punkt von p,, so gilt p,(d*) = q(d*).

Beweis: Zu (i):
,<“: Fir einen KKT-Punkt (d*, \*) gilt nach Lemma 6.4.3

maxc{|[d"[|* — A%, —SA(d)} = 0

sowie

(H +2X\(d"))d" = —g.
Mit der in Lemma 6.4.5 angegebenen zweiten Darstellung fiir Vp,, folgt damit

Vpa(d?) = Vq(d*) +2\(d*)d* = (d*) (H + 2\(d*) + g)d* = 0.

,=": Diese Richtung ist relativ technisch; insbesondere benétigt man hier

(6.4.4). Wir verzichten auf diesen Teil und verweisen auf die insgesamt 4

Seiten im Buch von Kanzow und Geiger (Lemmata 14.12 und 14.16).

Zu (ii): Nach (i) ist (d*,d(\*)) auch KKT-Punkt von (6.4.1) und deshalb
maxc{[|d*|* = A%, ~ZA(d")} = 0.

Aus der Darstellung (6.4.2) fiir p, folgt daraus sofort p,(d*) = ¢(d*). O
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6.4.8 Satz
Fir o gelte (6.4.4). Dann ist d* € R” ein globales Minimum von p, genau
dann, wenn d* globale Minimalstelle des Trust-Region Teilproblems (6.4.1).

Beweis: d* sei globales Minimum von p,. Dann ist d* stationdrer Punkt von
Pa und nach Satz 6.4.7 auch von ¢. Sei d globale Minimalstelle des Trust-
Region Teilproblems (6.4.1) und (d, A) der zugehorige KKT-Punkt. Dann ist

A

nach Lemma 6.4.2 A = \(d), also ist d nach Satz 6.4.7 auch stationdrer Punkt
von p,. Es ist dann nach diesem Satz auch

pa(d) = q(d), pald) = q(d)

mit

Also gilt

A

Pa(d’) = pa(@ = q(d),

d.h. d* ist auch globale Minimalstelle von ¢, d ist auch globale Minimalstelle
VOn Pe. O

Fiir lokale Minimalstellen haben wir das folgende Resultat.

6.4.9 Satz
Fiir a aus dem Intervall aus (6.4.4) ist jede lokale Minimalstelle d* von p,
auch eine lokale Minimalstelle des Trust-Region Teilproblems (6.4.1).

Beweis: Ubung. |
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Abschnitt 0.5

Ein Algorithmus fiir das Teilproblem

Jetzt gehen wir zum algorithmischen Teil iiber und entwickeln ein (globali-
siertes) Verfahren zur Minimierung von p,,.

Problem: p, ¢ C?(R"). Deshalb ist das Newton-Verfahren (z.B.) nicht direkt
anwendbar.
Alternative: Wir bestimmen die Losungen von

B (H+2X\)d+g _
(6.5.1) Fd ) = ( max{ |l - A% —5x} ) ~ P
F: R" x R — R" x R,

und ,,globalisieren® das Verfahren dadurch, dass in p, ein ausreichender Ab-
stieg verlangt wird.

Im Prinzip wenden wir auf (6.5.1) nun eine Variante des Newton-Verfahrens
fiir nichtlineare Gleichungssysteme an. Im Falle ||d||* — A? > —§X ist F

differenzierbar mit
, B H 2d
F(dv)‘)_(QdT 0)7

so dass sich als Newton-Richtung

2\ H 2\ [ (H+2\)d+g
¢ ) 2d7 0 |d||?> — A2
ergibt mit z € R, € R. Statt der iiblichen Newton-Korrektur
dt=d+z, AT =X+¢

setzen wir jetzt die zusétzliche Forderung A = A(d) mit ein. Ein Iterations-
schritt lautet deshalb

dv = d+tz, t> 0 geeignet
(6.5.2) {)ﬁ = max{0, \(d")}

Im Falle ||d||* — A* < —%X ist die Nebenbedingung des Trust-Region Teil-
problems ,inaktiv“. Deshalb ignorieren wir die zweite Zeile in (6.5.1) und



6.5. EIN ALGORITHMUS FUR DAS TEILPROBLEM

erhalten die neue Iterierte wie in (6.5.2), wobei wir aber diesmal z als Losung
von

(H+2X)z = —((H +2X)d + g)

erhalten. Die ,, geeignete” Schrittweite finden wir mir der Armijo-Regel. Unser
Algorithmus lehnt sich aulerdem an das globalisierte Newton-Verfahren 3.5.7
an.

6.5.1 Algorithmus (Losung des Trust-Region Teilproblems)
1: wihle p > 0,p > 2,6 € (0,1),0 € (0,3),e > 0, wie in (6.4.4)
2: wihle d° € R", setze A’ = max{0, \(d*)}

3: for k=0,1,... do

4: if ||Vpa(d®)|| < e then

5: if H + 2)\*T ist psd then

6: STOP

7: else

8: bestimme d*™! mit ||d*T] < A, q(d*t) < q(d¥)  {Satz 6.3.10}
9: end if

10:  else

11: if ||d*||? — A% > —2)\" then

. H 24" P (H +2)\1)d* + ¢

= (e ) () - (Ve

13: else

14: 16se (H + 2Xk1)2% = —((H + 2)\*1)d* + g)

15: end if

16: if eines der Systeme nicht losbar oder Vp, (d*)zF > —pl|2*||P then
17: setze 2% = —Vp,(d¥)

18: end if

19: bestimme t; = max{3: £ =0,1,...: po(dF + %) <
20: Pa(dF) + 0 - BV pa (dF)2F}
21: {Armijo-Regel}
22: setze d*tl = dF + t2%, Nt = max{\(dF*1), 0}
23:  end if
24: end for

6.5.2 Bemerkung
(i) In der Praxis sollte man statt auf ||[Vpa(d¥)|| = 0 auf ||[Vpa(d¥)|| < e
testen.

(ii) Ist ||V, (d¥)|]| = 0, so ist nach Satz 6.4.7 (d*, A(d*)) ein KKT-Punkt des
Trust-Region Teilproblems. Also ist A(d*) > 0 und damit \* = \(d*)
(A\¥ wird im Algorithmus gesetzt.)
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(iii) Terminiert der Algorithmus wegen ||[Vpo(d¥)|| = 0 und H + 2\, I psd,
so ist nach Satz 6.3.3 d* globale Minimalstelle des Trust-Region Teil-
problems.

Es folgt der entscheidende Konvergenzsatz fiir Algorithmus 6.5.1.

6.5.3 Satz

In Algorithmus 6.5.1 sei ¢ = 0. Es seiVp,(d¥) # 0 fiir k = 0,1, .... Dann be-
sitzt die Folge {(d*, \¥)} mindestens einen Hiufungspunkt, und jeder Hiufungs-
punkt (d*, \*) ist ein KKT-Punkt des Trust-Region Teilproblems (6.3.1).

Beweis: Wir zeigen zuerst, dass {d*} beschriinkt ist. Weil \(d) stetig ist,
ist dann auch max{0, A\(d)} und damit {(d*, \*)} beschriinkt, was dann die
Existenz einer konvergenten Teilfolge garantiert.

Nach dem Algorithmus gilt

ANS ‘C(do) = {d eR" :pa(d) < pa(do)}a

welche nach Lemma 6.4.6 (ii) aber kompakt ist.
Nun sei (d*, A\*) ein Hiufungspunkt von {(d*, \¥)} und zur Vereinfachung der
Notation sei {(d*, \¥)} auch eine gegen (d*, \*) konvergente Teilfolge.
Wir miissen Vp,(d*) = 0 zeigen, denn nach Satz 6.4.7 ist dann (d*, A\(d*))
ein KKT-Punkt. Insbesondere ist also A(d*) > 0 und aus Stetigkeitsgriinden
dann A* = max{0, A\(d*)} = A(d").
Angenommen, es ist Vp,(d*) # 0.
Fall 1: 2% = —Vp,(d*) fiir unendlich viele k. Dann ist nach Korollar 3.5.5
Vpa(d*) = 0.
Fall 2: 2& # -V, (d") fiir k > ko. Wir werden zeigen, dass es Konstanten
c1, o > 0 gibt mit

c1 < |27 < e fiir alle & > k.

Die Existenz von ¢y ergibt sich aus der durch den Algorithmus in diesem Fall
gewéhrleisteten Beziehung

Vpa(d")"2" < —pll2"|7,
denn daraus folgt mit der CSU
IVpald)]| = pll*P~,

und || Vpa(d¥)]|| ist beschriinkt und p — 1 > 0.

Zum Nachweis der Existenz von ¢; nehmen wir fiir einen Widerspruchsbeweis

an, es sei 0 ein Haufungspunkt von {z*}, so dass wir lim 2" = 0 notieren
1— 00

konnen.
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Wir unterscheiden zwei Unterfille.
Fall a: Fiir unendlich viele 4 ist [|d*[|? — A? < —$\%. Wieder indizieren wir
die entsprechende Teilfolge einfach mit k;. Es gilt

1
2A2

M = max{0, \(d")} = max{0, ——— ((@")THd"* + ¢"d")}.

Da (z*i, (%) nach Zeile 12 von Algorithmus 6.5.1 bestimmt werden und die
Matrizen H + 2)\¥ I beschrinkt sind, folgt fiir k; — oo auBerdem
(6.5.3) (H +2)\)d" = —g,

woraus sich
ergibt. Also haben wir

)\* d* 2
)\*:max{O, &2” }

und deshalb \* = 0 oder ||d* = ||?A%. AuBerdem ist in Fall a

[P = A% = Jim [ld| = A% < =T lim X = ~ 2,
woraus wegen \* > 0 schliefllich ||d*||* < A? folgt. Der Punkt (d*, \*) ist
wegen (6.5.3) also KKT-Punkt, nach Satz 6.4.7 also stationdrer Punkt von
Po im Widerspruch zur Annahme Vp, (d*) # 0.
Fall b: Fiir unendlich viele i ist [|d"||* — A* > —%\¥. Die entsprechende

Teilfolge wird wieder mit k; indiziert. Es gilt dann

(H +2X\M 128 4 2d% (M = —(H +2\M1)dv — g,
)R = (P - A2).
Wegen limzf = 0 und lim A\ = \* > 0 folgt aus der zweiten Gleichung
|d*|| = A; aus der ersten folgt die Existenz von ¢* = lim ¢* mit
(6.5.4) 2d°¢C" = —(H +2X\"1)d" — g.

Multiplikation mit (d*)7 liefert
(6.5.5) 2\|d*||* - ¢* = —(d*)" (H + 2\ )d* — (d*)"g.

Im Fall A* > 0 ist \* = — 25 ((d*)" Hd* + g"d*), weshalb aus (6.5.5) durch
Einsetzen folgt
2||d*||* - ¢* = 0, also ¢* = 0.
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Wegen (6.5.3) ist dann (d*, \*) ein KKT-Punkt. Im Fall \* = 0 gilt
—g=(H+2¢")d",

d.h. (d*,¢*) ist KKT-Punkt und deshalb (Satz 6.4.7) Vp,(d*) = 0, im Wi-
derspruch zu Annahme Vp,(d*) # 0.
Also existiert keine Teilfolge mit lim 2 = 0, d.h. es existiert ¢; > 0 mit

|2%| > e fiir alle k.
Des Rest des Beweises geht jetzt vollstéandig analog zu dem beim Konvergenz-

satz fiir das globalisierte Newton-Verfahren (Satz 3.5.9) mit p,=f, 2F=d*,
d"=zF, O

6.5.4 Bemerkung

Der soeben gezeigte Satz garantiert nicht die Konvergenz gegen eine globale
Minimalstelle (bzw. dass eine solche ein Haufungspunkt ist). Dies liegt daran,
dass wir Vp,(d*) # 0 fiir alle kK und € = 0 vorausgesetzt haben, so dass
die Zeilen 4 - 8 im Algorithmus nicht erreicht werden. Nimmt man jedoch
e > 0, so ergibt sich aus dem Beweis des Satzes, dass fiir ein k erreicht wird,
dass ||Vpa(d¥)| < e ist. In diesem Fall wird im Algorithmus d* als lokale
Minimalstelle angesehen; im Falle, dass d* noch kein globales Minimum ist,
wird d* in Zeile 8 weiter verbessert, und wir konnen auf die nun erzeugte
Folge wieder den Satz anwenden. Da es nach Satz 6.3.8 nur endlich viele
lokale Minimalstellen gibt, wird man irgendwann beim globalen Minimum
landen. Diese Uberlegung ist allerdings nur heuristisch, denn weil d* nur
[Vpa(d¥)|| < e und nicht Vp,(d*) = 0 erfiillt, kann Satz 6.3.8 eigentlich
nicht angewendet werden, d.h. es ist nicht klar, dass Zeile 8 im Algorithmus
iiberhaupt funktioniert.
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