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Kapitel 1

Vorbereitung

Abschnitt 1.1

Einleitung

In dieser Veranstaltung geht es um die Analyse und um Verfahren zur Lösung
der nicht-restringierten Minimierungsaufgabe

(1.1.1) finde alle x∗ mit f(x∗) = min{f(x) : x ∈ Rn}.

Dabei ist f : Rn → R eine nichtlineare Funktion, von der wir in der Regel
wenigstens Differenzierbarkeit voraussetzen. Die Aufgabe (1.1.1) nennt man
entsprechend nicht-restringiertes nichtlineares Optimierungsproblem. Zu sei-
ner Behandlung gibt es spezifische Verfahren die Gegenstand dieser Veran-
staltung sind.
Zur Abgrenzung: Wird in (1.1.1) nur x ∈ D ⊆ Rn zugelassen, so spricht
man von einer restringierten Optimierungsaufgabe. Ist f eine affine Funkti-
on, f(x) = cTx + γ und wird D durch ein System von linearen Gleichungen
und Ungleichungen beschrieben, so spricht man von einem linearen Optimie-
rungsproblem; sind f und D konvex von einer konvexen Optimierungsauf-
gabe. In diesen Fällen kann man die zusätzliche Struktur der Aufgabe bei
der Entwicklung geeigneter Verfahren ausnutzen. Sie sind nicht Gegenstand
dieser Veranstaltung.

1.1.1 Definition
(i) Jede Lösung x∗ von (1.1.1) heißt globale Minimalstelle von f ; der Wert

f(x∗) heißt globales Minimum von f .



1.1. EINLEITUNG

(ii) Ein Punkt x∗ ∈ Rn heißt lokale Minimalstelle von f und der Wert
f(x∗) lokales Minimum, falls gilt

f(x∗) ≤ f(x) für alle x in einer Umgebung von x∗.

(iii) Ein globales Minimum heißt streng und die zugehörige Minimalstelle
x∗ eine strenge globale Minimalstelle, wenn x∗ eindeutig ist.

(iv) Eine lokale Minimalstelle x∗ von f heißt strenge lokale Minimalstelle,
falls gilt

f(x∗) < f(x) für alle x 6= x∗ in einer Umgebung von x∗.

1.1.2 Beispiel
(i) Die Funktion f(x) = x2 besitzt die strenge globale Mimimalstelle x∗ =

0 und keine weiteren lokalen Minimalstellen.

(ii) Die Funktion f(x) = max{0, x2−1} besitzt als globale Mimimalstellen
das ganze Intervall [−1, 1]. Sie hat keine strengen Minimalstellen und
keine weiteren lokalen Minimalstellen.

(iii) Die Funktion f(x) = −e−x2
cos(x) besitzt eine strenge globale Mini-

malstelle bei x = 0 und unendlich viele weitere strenge lokale Minimal-
stellen.
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Abschnitt 1.2

Grundlagen aus der Analysis

Konventionen zur Notation: Im ganzen Skript wird f stets eine Funk-
tion von D ⊆ Rn nach R bezeichnen. Groß geschriebene Symbole (z.B. F )
reservieren wir für Funktionen von D nach Rm. Vektoren sind prinzipiell
Spaltenvektoren mit Ausnahme des Gradienten

∇f(x) =

(
∂f(x)

∂x1

, . . . ,
∂f(x)

∂xn

)
,

den wir stets als Zeilenvektor auffassen. Dies hat den Vorteil, dass wir In-
nenprodukte des Gradienten mit einem Vektor d immer einfach als ∇f(x)d
notieren können.
Unser Differenzierbarkeitsbegriff ist stets die Fréchet-Differenzierbarkeit (to-
tale Differenzierbarkeit).

1.2.1 Definition
f : D ⊆ Rn → R heißt in dem Punkt x im Inneren

◦
D von D differenzierbar,

wenn es einen Zeilenvektor df(x) gibt mit der Eigenschaft

|f(x+ h)− f(x)− df(x)h| = o(‖h‖).

Aus der Analysis wissen wir:

1.2.2 Satz
Ist f : D ⊆ Rn → R in x ∈

◦
D differenzierbar, so existieren die partiellen

Ableitungen und es gilt
df(x) = ∇f(x).

Ist umgekehrt ∇f(x) stetig in x, so ist f differenzierbar in x. Wir schreiben
f ∈ C1(D), wenn ∇f(x) stetig ist in allen Punkten x ∈ D.

1.2.3 Definition
f : D ⊆ Rn → R sei differenzierbar in x ∈

◦
D. Dann heißt x stationärer Punkt

von f , falls ∇f(x) = 0.

1.2.4 Satz
f : D ⊆ Rn → R sei differenzierbar in einer (lokalen) Minimalstelle x ∈

◦
D.

Dann ist x stationärer Punkt von f .



1.2. GRUNDLAGEN AUS DER ANALYSIS

Definiert man für festes x, d ∈ Rn die Funktion ϕ : R → R, ϕ(t) = f(x+ td),
so ist ϕ′(t) = ∇f(x + td)d, sofern f an der Stelle x + td differenzierbar ist.
Mit dem (eindimensionalen) Mittelwertsatz für ϕ erhält man so die folgenden
Mittelwertsätze im Mehrdimensionalen, die sich in der Zukunft noch als sehr
nützlich erweisen werden.

1.2.5 Lemma
Sei f : D ⊆ Rn → R , und D enthalte die gesamte Verbindungsstrecke
x + θ(y − x), θ ∈ [0, 1] zwischen zwei Punkten x und y ∈ D im Inneren. f
sei an allen diesen Stellen x+ θ(y − x) differenzierbar. Dann gilt

(i) (Mittelwertsatz)

f(y)− f(x) = ∇f(ξ)(y − x) mit ξ = x+ θ(y − x), θ ∈ (0, 1),

(ii) (Integralform des Mittelwertsatzes)

f(y)− f(x) =

1∫
0

∇f(x+ t(y − x)) · (y − x)dt.

Man beachte, dass sich nur die Integralform auf Funktionen F : D → Rm

übertragen lässt.
Ist f zweimal differenzierbar, so schreiben wir ∇2f(x) für die Hesse-Matrix

∇2f(x) =


∂2f(x)
∂x1∂x1

. . . ∂2f(x)
∂x1∂xn

...
...

∂2f(x)
∂xn∂x1

∂2f(x)
∂xn∂xn

 .

Die Hesse-Matrix ist symmetrisch, wenn die zweiten partiellen Ableitungen
alle stetig in x sind. Trift dies für alle x ∈ D zu, so schreiben wir f ∈ C2(D).

1.2.6 Satz
Sei f : D ⊆ Rn → R, f ∈ C2(D) und x∗ ∈

◦
D ein stationärer Punkt von f .

Dann gilt

(i) Ist ∇2f(x∗) positiv definit, so ist x∗ strikte lokale Minimalstelle von f .

(ii) Ist x∗ lokale Minimalstelle von f , so ist ∇2f(x∗) positiv semidefinit.

Man beachte, dass aus Teil (ii) auch folgt: Ist ∇2f(x∗) indefinit an einem
stationären Punkt x∗, so ist x∗ keine lokale Minimalstelle.
Wir beenden diesen Abschnitt mit einem sehr nützlichen Resultat über die
Norm von Inversen.
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1.2. GRUNDLAGEN AUS DER ANALYSIS

1.2.7 Lemma (Banach-Lemma)
Seien A,H ∈ Rn. Es sei A regulär und ‖A−1H‖ < 1. Dann ist auch A −H
regulär und es gilt

‖(A−H)−1‖ ≤ ‖A−1‖
1− ‖A−1H‖

.

Beweis: Es ist
A−H = A(I − A−1H).

Wegen ‖A−1H‖ < 1 konvergiert die Neumann-Reihe

∞∑
k=0

(A−1H)k

gegen (I − A−1H)−1, und es gilt

‖(I − A−1H)−1‖ ≤
∞∑

k=0

(‖A−1H‖)k =
1

1− ‖A−1H‖
.

�
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Abschnitt 1.3

Konvexe Funktionen

Konvexe Funktionen sind in der Optimierung besonders wichtig, denn hier ist
∇f(x∗) = 0 äquivalent zu ’x∗ ist globale Minimalstelle’, s. Satz 1.3.12 weiter
unten. Außerdem ist die Struktur der Menge aller globalen Minimalstellen
besonders einfach.

1.3.1 Definition
D ⊆ Rn heißt konvex, falls gilt

x, y ∈ D, λ ∈ [0, 1] ⇒ λx+ (1− λ)y ∈ D.

1.3.2 Definition
D ⊆ Rn sei konvex, f : D → R.

(i) f heißt (strikt) konvex, falls gilt

x, y ∈ D, x 6= y, λ ∈ (0, 1) ⇒ f(λx+(1−λ)y) ≤ (< )λf(x)+(1−λ)f(y).

(ii) f heißt gleichmäßig konvex, falls µ > 0 existiert mit

x, y ∈ D, x 6= y, λ ∈ (0, 1)

⇒ f(λx+ (1− λ)y) + µ · λ(1− λ)‖x− y‖2 ≤ λf(x) + (1− λ)f(y).

Klar: f glm. konvex ⇒ f strikt konvex ⇒ f konvex.

1.3.3 Beispiel
(i) f(x) = x2 ist glm. konvex (mit µ = 1).

(ii) f(x) = x4 ist strikt konvex, aber nicht gleichmäßig konvex. (Begründung
s. Satz 1.3.7).

(iii) f(x) = max{x4 − 1, 0} ist konvex aber nicht strikt konvex.

Konvexität ist bei differenzierbaren Funktionen dadurch charakterisiert, dass
die Funktion oberhalb jeder Tangentialhyperebene verläuft:

1.3.4 Satz
D ⊆ Rn sei konvex und offen, f ∈ C1(D). Dann gilt



1.3. KONVEXE FUNKTIONEN
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Abbildung 1.1: geometrische Interpretation der Konvexität

(i) f ist konvex auf D genau dann wenn für alle x 6= y ∈ D gilt:

f(x)− f(y) ≥ ∇f(y)(x− y).

(ii) f ist strikt konvex auf D genau dann wenn für alle x 6= y ∈ D gilt:

f(x)− f(y) > ∇f(y)(x− y).

(iii) f ist glm. konvex auf D mit Konstante µ genau dann wenn für alle
x, y ∈ D gilt:

f(x)− f(y) ≥ ∇f(y)(x− y) + µ‖x− y‖2.

Beweis: Wir beweisen zuerst (iii).

”
⇐“: Setze z = λx+ (1− λ)y für ein λ ∈ (0, 1). Wir haben

f(x)− f(z) ≥ ∇f(z)(x− z) + µ‖x− z‖2,

f(y)− f(z) ≥ ∇f(z)(y − z) + µ‖y − z‖2.

Multiplikation der ersten Ungleichung mit λ, der zweiten mit 1 − λ und
anschließende Addition ergibt

λf(x) + (1− λ)f(y)− f(z) ≥ µ
[
(1− λ)2λ+ λ2(1− λ)

]︸ ︷︷ ︸
=λ(λ−1)

‖x− y‖2.

Also ist f glm. konvex.
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1.3. KONVEXE FUNKTIONEN

”
⇒“: Da f gleichmäßig konvex ist, gilt

f(y + λ(x− y))− f(y)

λ
≤ λf(x) + (1− λ)f(y)− f(y)− λ(1− λ) · µ · ‖x− y‖2

λ
= f(x)− f(y)− (1− λ) · µ · ‖x− y‖2.

Für λ→ 0 erhalten wir so

∇f(y)(x− y) ≤ f(x)− f(y)− µ · ‖x− y‖2.

Teil (i) wird wie (iii) bewiesen mit µ = 0. Zum Beweis von (ii) geht
”
⇐“

ebenfalls wie für (iii).

”
⇒“ muss für (ii) anders bewisen werden, da die strenge Ungleichung beim

Grenzübergang
”
verloren“ geht. Sei also x 6= y und z = (1/2) · x+ (1/2) · y.

Da f konvex ist, gilt nach (i)

f(z)− f(y) ≥ ∇f(y)(z − y) =
1

2
∇f(y)(x− y).

Es ist aber f(z) < (1/2) · f(x) + (1/2) · f(y), also

1

2
f(x)− 1

2
f(y) >

1

2
∇f(y)(x− y).

�
Im eindimensionalen sind differenzierbare Funktionen genau dann konvex,
wenn f ′ monoton wächst. Bei geeigneter Begriffsbildung überträgt sich dies
auf den Rn.

1.3.5 Definition
Eine Abbildung F : D ⊆ Rn → Rn heißt

(i) (strikt) monoton, falls für alle x 6= y ∈ D gilt

(F (y)− F (x))T · (y − x) ≥ (> )0,

(ii) gleichmäßig monoton mit Modulus µ > 0, falls

(F (y)− F (x))T · (y − x) ≥ µ‖x− y‖2.

Klar: F glm. monoton ⇒ F strikt monoton ⇒ F monoton.

1.3.6 Satz
Sei D ⊆ Rn offen und konvex, f : D → R, f ∈ C1(D). Dann gilt:
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1.3. KONVEXE FUNKTIONEN

(i) f konvex ⇐⇒ ∇f ist monoton.

(ii) f strikt konvex ⇐⇒ ∇f ist strikt monoton.

(iii) f glm. konvex mit Konstante µ⇐⇒∇f ist glm. monoton mit Modulus
2µ.

Beweis: zu (iii),
”
⇒“: Nach Addition der beiden Ungleichungen

f(x)− f(y) ≥ ∇f(y)(x− y) + µ · ‖x− y‖2

f(y)− f(x) ≥ ∇f(x)(y − x) + µ · ‖x− y‖2

erhalten wir

0 ≥ (∇f(y)−∇f(x)) · (x− y) + 2µ · ‖x− y‖2.

(ii)
”
⇒“ und (i)

”
⇒“ gehen analog.

(i)
”
⇐“: Nach dem Mittelwertsatz (Lemma 1.2.5 ist

f(x)− f(y) = ∇f(ξ)(x− y), ξ = θx+ (1− θ)y, θ ∈ (0, 1).

da ∇f monoton ist, folgt

(∇f(ξ)−∇f(y)) · (ξ − y) = θ (∇f(ξ)−∇f(y)) · (x− y) ≥ 0,

also
f(x)− f(y) = ∇f(ξ)(x− y) ≥ ∇f(y)(x− y).

(ii)
”
⇐“ geht genauso.

(iii)
”
⇐“ ist etwas aufwendiger: Sei m ∈ N fest und xk = y + k

m
(x− y), k =

0, 1, . . . ,m. Dann ist

f(y)− f(x) =
m−1∑
k=0

f(xk)− f(xk+1)

MWS
=

m−1∑
k=0

∇f(ξk)(xk − xk+1︸ ︷︷ ︸
=(1/m)(y−x)

), ξk = y + θk(x− y), θk ∈
(
k

m
,
k + 1

m

)

=
1

m

m−1∑
k=0

∇f(ξk) ·
1

θk

· (y − ξk)

≤ 1

m

m−1∑
k=0

1

θk

·
(
∇f(y)(y − ξk)− 2µ · ‖y − ξk‖2

)

12



1.3. KONVEXE FUNKTIONEN

= ∇f(y)(y − x)− 2µ
m−1∑
k=0

θk

m︸ ︷︷ ︸
≥

Pm−1
k=0

k
m2

·‖y − x‖2

≤ ∇f(y)(y − x)− µ · m− 1

m
· ‖y − x‖2.

Für m→∞ ergibt sich schließlich

f(x)− f(y) ≤ ∇f(y)(y − x)− µ · ‖y − x‖2.

�

Im Falle f ∈ C2(D) sind konvexe Funktionen vollständig durch die Hesse-
Matrix charakterisierbar.

1.3.7 Satz
Sei D ⊆ Rn offen und konvex, f : D → R, f ∈ C2(D). Dann gilt:

(i) f konvex ⇐⇒ ∇2f(x) ist positiv semidefinit für alle x ∈ D.

(ii) f strikt konvex ⇐⇒ ∇2f(x) ist positiv definit für alle x ∈ D.

(iii) f glm. konvex mit Konstante µ ⇐⇒ ∇2f(x) ist positiv definit mit
dT∇2f(x)d ≥ 2µdTd für alle d ∈ Rn und x ∈ D.

Beweis: Zu (iii),
”
⇒“: Nach Satz 1.3.6 ist f glm. konvex mit Konstante µ,

genau dann wenn ∇f glm. monoton mit Modulus 2µ. Wir haben deshalb

dT∇2f(x)d = dT lim
t→0

1

t
· (∇f(x+ td)−∇f(x))T

= lim
t→0

1

t2
(
(t · d)T (∇f(x+ td)−∇f(x)

)T
≥ lim

t→0

1

t2
2µ‖t · d‖2

= 2µ · ‖d‖2.

Zu (iii)
”
⇐“: Nach dem Mittelwertsatz 1.2.5 gilt

(x− y)T (∇f(x)−∇f(y))T =

1∫
0

(x− y)T∇2f(x+ t(y − x))(y − x)dt

≥
1∫

0

2µ‖y − x‖2dt

13



1.3. KONVEXE FUNKTIONEN

= 2µ‖y − x‖2.

Also ist f glm. konvex mit Konstante µ nach Satz 1.3.6.
Zu (i): Hier folgen beide Richtungen aus (iii) mit µ = 0.
Zu (ii): Auch hier geht der Beweis analog zu (iii). �

Nach diesen Charakterisierungen konvexer Funktionen wenden wir uns jetzt
wieder der Minimierungsaufgabe zu, ausnahmsweise sogar z.T. mit Restrik-
tionen.

1.3.8 Satz
Sei f : Rn → R, f ∈ C1(Rn),D ⊆ Rn konvex. Wir betrachten die restringierte
Minimierungsaufgabe

min
x∈D

f(x).

Die Menge aller Minimalstellen heiße L. Dann gilt

(i) L ist konvex (evtl. L = ∅).

(ii) f strinkt konvex auf D ⇒ |L| ≤ 1.

(iii) f glm. konvex und D nicht leer und abgeschlossen ⇒ |L| = 1, d.h. es
existiert eine eindeutige Lösung.

Beweis: Zu (i): x1, x2 ∈ L ⇒ f ∗ = f(x1) = f(x2) ≤ f(λx1 + (1 − λ)x2) ≤
λ1f(x1) + (1− λ)f(x2) = f ∗ für alle λ ∈ (0, 1). Also ist λx1 + (1− λ)x2 ∈ L.
Zu (ii): Angenommen, x1 6= x2 ∈ L und f ∗ = f(x1) = f(x2). Dann gilt wegen
der strikten Konvexität

f ∗ ≤ f

(
1

2
x1 +

1

2
x2

)
<

1

2
f(x1) +

1

2
f(x2) = f ∗,

ein Widerspruch.
Zu (iii): Die Eindeutigkeit folgt aus (ii). Zum Nachweis der Existenz sei x0 ∈
D beliebig. Für alle y ∈ D gilt dann nach Satz 1.3.4 (iii)

f(y) ≥ f(x0) +∇f(x0)(y − x0) + 2µ · ‖y − x0‖2

CSU

≥ f(x0)− ‖∇f(x0)‖ · ‖y − x0‖+ 2µ · ‖y − x0‖2.

Für ‖y − x0‖ > r = ‖∇f(x0)‖/(2µ) ist also f(y) > f(x0). Wir können die
Minimierungsaufgabe deshalb auf den kompakten Bereich D∩{y ∈ Rn, ‖y−
x0‖ ≤ r} einschränken, auf welchem die stetige Funktion f ihr Minimum
annimmt. �
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1.3. KONVEXE FUNKTIONEN

1.3.9 Definition
Sei f : D ⊆ Rn → R, x0 ∈ D. Dann heißt die Menge

L(x0) = {x ∈ D, f(x) ≤ f(x0)}

die Levelmenge von f bzgl. x0.

Soeben haben wir im Beweis von Satz 1.3.8 gezeigt:

1.3.10 Satz
Sei f : Rn → R, f ∈ C1(Rn), x0 ∈ Rn. Weiter sei L(x0) konvex und f glm.
konvex auf L(x0). Dann ist L(x0) kompakt.

Für später halten wir noch fest:

1.3.11 Satz
Unter den Voraussetzungen von Satz 1.3.10 sei x∗ die nach Satz 1.3.8(iii)
eindeutige Minimalstelle von f auf L(x0). Dann gilt für alle x ∈ L(x0)

f(x) ≥ f(x∗) + µ · ‖x− x∗‖2

(µ aus glm. Konvexität).

Beweis: Auf Grund von Satz 1.2.4 ist ∇f(x∗) = 0, wegen Satz 1.3.4(iii) gilt
also

f(x)− f(x∗) ≥ ∇f(x∗)(x− x∗) + µ · ‖x− x∗‖2 = µ · ‖x− x∗‖2.

�
Schließlich haben wir noch das folgende, besonders eingängliche Resultat.

1.3.12 Satz
Sei f : Rn → R, f ∈ C1(Rn) sei konvex auf ganz Rn. Dann gilt

∇f(x∗) = 0 ⇒ x∗ ist globale Minimalstelle von f.

Beweis: Für alle x ∈ Rn ist nach Satz 1.3.4(i)

f(x)− f(x∗) ≥ ∇f(x∗)(x− x∗) = 0.

�
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Kapitel 2

Abstiegsverfahren

Abschnitt 2.1

Allgemeine Formulierung und Konvergenz

Naheliegende Idee: Wähle vom aktuellen Punkt x eine Richtung d aus, in
welcher f (zunächst) abnimmt. Gehe einen geeignet langen Schritt in diese
Richtung.

2.1.1 Definition
Sei f : Rn → R, x ∈ Rn. Ein Vektor d ∈ Rn heißt Abstiegsrichtung (für f in
x), falls t > 0 existiert mit

f(x+ td) < f(x) für alle t ∈ (0, t].

Aus der Analysis ist folgendes Resultat bekannt.

2.1.2 Satz
Sei f : Rn → R, f ∈ C1(Rn), x ∈ Rn. Dann ist d ∈ Rn genau dann eine
Abstiegsrichtung (für f in x), wenn

∇f(x) · d < 0.

2.1.3 Beispiel
Ist ∇f(x) 6= 0, B ∈ Rn×n spd, so ist d = −B · ∇f(x) eine Abstiegsrichtung.



2.1. ALLGEMEINE FORMULIERUNG UND KONVERGENZ

Es ergibt sich das folgende allgemeine Gerüst für ein Abstiegsverfahren:

2.1.4 Algorithmus
wähle x0 ∈ Rn

for k = 0, 1, . . . do
bestimme Abstiegsrichtung dk für f in xk

bestimme Schrittweite tk > 0 (mit f(xk + tkdk) < f(xk))
setze xk+1 = xk + tkdk

stoppe, wenn xk+1 geeignetem Abbruchkriterium genügt
end for

Ziel jetzt: Finde allgemeine Bedingungen an dk und tk, so dass
”
Konvergenz“

nachgewiesen werden kann.
Was bedeutet

”
Konvergenz“? Ideal wäre: limk→∞ xk = x∗, x∗ globale Mini-

malstelle von f . Tatsächlich kann man i.d.R. nur viel weniger nachweisen.
Uns genügt, wenn wir zeigen können: Jeder Häufungspunkt der Folge {xk}
ist stationärer Punkt von f (f ∈ C1(Rn)).
Nicht jedes Abstiegsverfahren muss konvergieren:

2.1.5 Beispiel
D = R, f(x) = x2.

(i) Wir nehmen x0 = 2, dk = (−1)k−1, tk = 2 + 3
2k+1 .

Es ist dann also

x0 = 2, x1 = −3

2
, x2 =

5

4
, x3 = −9

8
, . . . , xk = (−1)k(1 + 2−k)

Es ist limk→∞ f(xk) = 1, limk→∞ x2k = +1, limk→∞ x2k+1 = −1.
Problem: Relativ zu ‖tkdk‖ ist f(xk)− f(xk+1) zu klein, s. Abb. 2.1.

(ii) Wir nehmen dk = −1, tk = 2−(k+1), x0 = 2. Dann ist xk = 1+2−k, also
limk→∞ xk = +1.
Problem: ‖tkdk‖ ist zu klein (im Vergleich zu f ′(xk)), s. Abb. 2.2.

Wir formulieren eine
”
Regel“, die beide Probleme aus dem Beispiel aus-

schließt.

2.1.6 Definition
Eine Schrittweite t für die Abstiegsrichtung d in x heißt effizient, falls mit
θ > 0 unabhängig von x, d gilt

(2.1.1) f(x+ td) ≤ f(x)− θ

(
∇f(x)d

‖d‖

)2

.
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Abbildung 2.1: Illustration zu (i) aus Beispiel 2.1.5
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Abbildung 2.2: Illustration zu (ii) aus Beispiel 2.1.5
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(Warth, Werner, 1972).

Wann ist dies erreichbar? Dies besprechen wir im nächsten Abschnitt. Zuerst
kümmern wir uns um die daraus folgenden Konvergenzaussagen.

2.1.7 Satz
f : Rn → R, f ∈ C1(Rn). Im Abstiegsverfahren 2.1.4 seien alle Schrittweiten
tk effizient und es gelte für alle k mit einer festen Zahl c > 0 die Winkelbe-
dingung

(2.1.2) −(∇f(xk) · dk) ≥ c · ‖∇f(xk)‖ · ‖dk‖

Dann gilt

(i) Jeder Häufungspunkt der Folge {xk} ist ein stationärer Punkt von f .

(ii) Ist f nach unten beschränkt, so ist gilt limk→∞∇f(xk) = 0.

Beweis: Wegen tk effizient, gilt

f(xk+1) ≤ f(xk)− θ

(
∇f(xk)dk

‖dk‖

)2

.

Wegen der Winkelbedingung folgt weiter

(2.1.3) f(xk+1) ≤ f(xk)− θc2‖∇f(xk)‖2.

Für (i) sei nun x∗ Häufungspunkt von {xk}. Die Folge {f(xk)} fällt monoton
und konvergiert auf einer Teilfolge gegen f(x∗). Also gilt

lim
k→∞

f(xk) = f(x∗),

insbesondere limk→∞ f(xk+1)−f(xk) = 0, so dass mit (2.1.3) folgt: ∇f(x∗) =
0. Für (ii) sei f nach unten beschränkt, weshalb die monoton fallende Folge
f(xk) konvergiert. Aus (2.1.3) folgt dann sofort limk→∞ ‖∇f(xk)‖ = 0. �

2.1.8 Korollar
Ist f außerdem konvex, so ist jeder Häufungspunkt von {xk} eine globale Mi-
nimalstelle. Ist f sogar strikt konvex, so konvergiert {xk} gegen die eindeutige
Minimalstelle x∗ von f .

Die Bedingung (2.1.2) sagt, dass der Winkel zwischen∇f(x∗) und dk gleichmäßig
von π/2 weg beschränkt ist. Dies kann man abschwächen zur sog. Zoutendijk-
Bedingung,

(2.1.4)
∞∑

k=0

(
∇f(xk)dk

‖∇f(xk)‖ · ‖dk‖

)2

= +∞,

wenn man stärkere Voraussetzungen für f hat.
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2.1.9 Satz
Sei f : Rn → R, f ∈ C1(Rn), f nach unten beschränkt. Im Abstiegsverfah-
ren 2.1.4 seien die Schrittweiten tk effizient; die dk erfüllen die Zoutendijk-
Bedingung (2.1.4). Dann gilt für die Iterierten xk

lim inf
k→∞

‖∇f(xk)‖ = 0.

Beweis: Wegen der Effizienz der Schrittweiten haben wir

f(xk+1)− f(xk) ≤ −θ
(
∇f(xk)dk

‖dk‖

)2

(2.1.5)

= −θ‖∇f(xk)‖2δk

mit

δk =

(
∇f(xk)dk

‖∇f(xk)‖ · ‖dk‖

)2

.

Angenommen, es existiert ε > 0 so dass ‖∇f(xk)‖ ≥ ε für alle k ≥ kε. Durch
Summmation über alle k und mit f ∗ als eine untere Schranke für f erhalten
wir dann

f ∗ − f(x0) ≤ −θ · ε ·
∞∑

k=0

δk = −∞,

ein Widerspruch. �

2.1.10 Bemerkung
Ein zu Teil (i) aus Satz 2.1.7 analoges Resultat für die Zoutendijk-Bedingung
können wir nicht zeigen. Der folgende Satz überträgt aber wenigstens die
zweite Aussage aus Korollar 2.1.8.

2.1.11 Satz
Sei f : Rn → R, f ∈ C1(Rn). Die Levelmenge L(x0) sei konvex und f sei
glm. konvex auf L(x0). Im Abstiegsverfahren 2.1.4 seien die Schrittweiten tk

effizient; die dk erfüllen die Zoutendijk-Bedingung (2.1.4). Dann konvergiert
die Folge {xk} gegen die eindeutige globale Minimalstelle x∗ von f .

Beweis: Es gilt x∗ ∈ L(x0). Wie vorher haben wir

f(xk+1) ≤ f(xk)− θ

(
∇f(xk)dk

‖dk‖

)2

(2.1.6)

= f(xk)− θ‖∇f(xk)‖2δk

mit

δk =

(
∇f(xk)dk

‖∇f(xk)‖ · ‖dk‖

)2

.
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Da f glm. konvex auf L(x0) ⊇ {x0, x1, . . .}, gilt nach Satz 1.3.11

µ‖xk − x∗‖2 ≤ f(xk)− f(x∗) ≤ ∇f(xk)(xk − x∗)

≤ ‖∇f(xk)‖ · ‖xk − x∗‖,

also insbesondere µ‖xk − x∗‖ ≤ ‖∇f(xk)‖ und damit

f(xk)− f(x∗) ≤ 1

µ
‖∇f(xk)‖2.

Eingesetzt in (2.1.6) ergibt sich

f(xk+1)− f(xk) ≤ −δkθµ
(
f(xk)− f(x∗)

)
.

Daraus folgt

0 ≤ f(xk+1)− f(x∗) ≤ (1− δkθµ)
(
f(xk)− f(x∗)

)
≤ . . .

≤
k∏

`=0

(1− δ`θµ) ·
(
f(x0)− f(x∗)

)
.

Nun gilt

log

(
k∏

`=0

(1− δ`θµ)

)
=

k∑
`=0

log(1− δ`θµ)

≤ −θµ ·
k∑

`=0

δ`.

Für k →∞ folgt wegen (2.1.4) somit

lim
k→∞

log

(
k∏

`=0

(1− δ`θµ)

)
= −∞

⇐⇒ lim
k→∞

∏
`=0

(1− δ`θµ) = 0.

�
Die Sätze 2.1.7 und 2.1.11 sind unsere beiden wichtigsten

”
globalen“ Kon-

vergenzsätze.
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Abschnitt 2.2

Armijo-Schrittweiten

Wir wollen drei Strategien zur Wahl der Schrittweite kennen lernen, die je-
weils effiziente Schrittweiten liefern.

2.2.1 Definition (Armijo-Regel)
Sei f : Rn → R, f ∈ C1(Rn). Sei σ ∈ (0, 1) und β ∈ (0, 1) fest. Dann wählt
man als Schrittweite t für die Abstiegsrichtung d im Punkt x:

tA = max{β` : ` = 0, 1, . . . , f(x+ β`d) ≤ f(x) + σβ`∇f(x)d}

2.2.2 Algorithmus (Armijo-Schrittweite)
t = 1
while f(x+ td) > f(x) + σt∇f(x)d do
t = t · β

end while
tA = t

Existiert die Armijo-Schrittweite überhaupt immer?

2.2.3 Satz
f : Rn → R, f ∈ C1(Rn), σ ∈ (0, 1), β ∈ (0, 1) fest. Zu x ∈ Rn, Abstiegsrich-
tung d ∈ Rn existiert `0 ∈ N0 mit

f(x+ β`d) ≤ f(x) + σβ`∇f(x)d für alle ` ≥ `0

Beweis: Angenommen, für unendlich viele ` wäre

f(x+ β`d) > f(x) + σβ`∇f(x)d.

Dann folgt für `→∞ aus

f(x+ β`d)− f(x)

β`
> σ∇f(x)d

die Beziehung
∇f(x) · d ≥ σ∇f(x)d,
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was wegen σ ∈ (0, 1) und ∇f(x)d < 0 unmöglich ist.
Die Armijo-Regel kuriert Problem (i) aus Beispiel 2.1.5, aber nicht Problem
(ii) (zu kleine Schritte). Die Armijo-Regel führt nicht notwendig zu effizienten
Schrittweiten. �
Variante: Skalierte Armijo-Regel: Wähle s = s(x, d) > 0 geeignet.

(2.2.1) tsA = max{sβ` : ` = 0, 1, . . . , f(x+ sβ`d) ≤ f(x) + σsβ`∇f(x)d}

Für s groß genug kann man zu kleine Schritte ausschließen. Genauer gilt:

2.2.4 Satz
Sei f : Rn → R, f ∈ C1(Rn), σ ∈ (0, 1), β ∈ (0, 1), c > 0 fest. Sei x ∈ Rn, d
Abstiegsrichtung in x. Dann gilt

(i) tsA ist definiert, d.h. in (2.2.1) rechts steht nicht die leere Menge.

(ii) Verlangt man

s = −c∇f(x)d

‖d‖2
,

so ist tsA sogar effizient für alle x ∈ L(x0), vorausgesetzt∇f ist Lipschitz-
stetig auf L(x0).

Beweis: (i) geht wie Satz 2.2.3.
(ii): Es gilt

f(x+ tsAd) ≤ f(x) + σtsA∇f(x)d

= f(x) + σsβ`∇f(x)d

≤ f(x)− σ · cβ`

(
∇f(x)d

‖d‖

)2

.

Es ist also nun noch zu zeigen, das für alle x, d der Exponent ` beschränkt
ist.
∇f Lipschitz-stetig ⇐⇒ ‖∇f(x)−∇f(y)‖ ≤ γ‖x− y‖ für alle x, y ∈ L(x0).
Wir müssen zeigen, dass ` unabhängig von x, d existiert mit

f(x+ sβ`d) ≤ f(x) + σsβ`∇f(x)d, x ∈ L(x0).

Dazu

f(x+ sβ`d)− f(x) = sβ` · ∇f(ξ)d, ξ = x+ θ · β`d

= sβ` · (∇f(x)d+ (∇f(ξ)−∇f(x))d)

≤ sβ` · ∇f(x)d+ sβ`‖∇f(ξ)−∇f(x)‖ · ‖d‖
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≤ sβ` ·
(
∇f(x)d+ sβ`γ · ‖d‖2

)
.

Also ist f(x+ sβ`d)− f(x) ≤ σsβ` · ∇f(x)d, sobald

(2.2.2) sβ`γ‖d‖2 ≤ (σ − 1)(∇f(x)d).

Nach Voraussetzung gilt

(σ − 1)∇f(x)d = −(σ − 1) · s
c
· ‖d‖2,

also gilt (2.2.2), sobald

sβ`γ‖d‖2 ≤ (1− σ) · s
c
· ‖d‖2

⇐⇒ ` ≥ 1

log β
· log

(
1− σ

cγ

)
,

unabhängig von x, d. �
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Abbildung 2.3: Die Armijo-Schrittweite
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Abbildung 2.4: Die Wolfe-Powell-Schrittweiten

Abschnitt 2.3

Wolfe-Powell-Schrittweiten

Eine andere wichtige Schrittweitenstrategie ist die Wolfe-Powell-Strategie.

2.3.1 Definition
f : Rn → R, f ∈ C1(Rn), σ ∈ (0, 1

2
), ρ ∈ [σ, 1) fest gegeben. Eine Wolfe-

Powell-Schrittweite tWP für x ∈ Rn mit Abstiegsrichtung d ist ein t > 0 mit

(2.3.1) f(x+ td) ≤ f(x) + σt∇f(x)d

und

(2.3.2) ∇f(x+ td)d ≥ ρ∇f(x)d.

Abb. 2.4 illustriert, dass die zweite Bedingung nun zu kleine Schrittweiten
verhindert. Existiert tWP immer?

2.3.2 Satz
f : Rn → R, f ∈ C1(Rn), σ ∈ (0, 1

2
), ρ ∈ [σ, 1]. Zu x ∈ Rn und d ∈ Rn mit

∇f(x)d < 0 sei

TWP (x, d) = {t > 0 : t erfüllt (2.3.1) und (2.3.2)}.
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(i) Ist f nach unten beschränkt, so ist TWP 6= ∅.

(ii) Ist ∇f auf L(x0) Lipschitz-stetig, so sind für alle x ∈ L(x0), d ∈ Rn

alle t ∈ TWP effizient.

Beweis:

(i) Setze

ϕ(t) = f(x+ td),

ψ(t) = f(x+ td)− f(x)− σt∇f(x)d = ϕ(t)− ϕ(0)− σtϕ′(0).

Dann ist ϕ′(t) = ∇f(x+ td)d, ψ′(t) = ϕ′(t)− σϕ′(0).

Die Wolfe-Powell-Bedingungen (2.3.1) und (2.3.2) lauten so

ψ(t) ≤ 0(2.3.3)

ϕ′(t) ≥ ρϕ′(0).(2.3.4)

Die Funktion ψ(t) erfüllt ψ(0) = 0, limt→∞ ψ(t) = ∞ (denn f ist be-
schränkt), ψ′(0) < 0 und damit für ψ′(t) < 0 für t ∈ [0, t) mit t > 0.
Also existiert t∗ > 0 mit ψ(t∗) = 0, ψ(t) < 0 für t ∈ (0, t∗). Es
gilt ψ′(t∗) ≥ 0, denn andernfalls gäbe es ein noch kleineres t∗∗ mit
ψ(t∗∗) = 0. Die Zahl t∗ erfüllt (2.3.3) auf Grund ihrer Definition. Unter
Verwendung von ψ′(t∗) ≥ 0 folgt außerdem ϕ′(t∗) ≥ σϕ′(0), woraus
wegen ρ ≥ σ > 0 und ϕ′(0) < 0 die Beziehung (2.3.4) folgt.

(ii) Für x ∈ L(x0), t ∈ TWP (x, d) ist x + td ∈ L(x0). Sei γ die Lipschitz-
Konstante für ∇f(x). Wir haben nun wegen (2.3.1)

(2.3.5) f(x+ td) ≤ f(x) + σt∇f(x)d.

Andererseits gilt wegen (2.3.2)

ρ∇f(x)d ≤ ∇f(x+ td)d,

also

(ρ− 1)∇f(x)d ≤ (∇f(x+ td)−∇f(x))d

≤ ‖∇f(x+ td)−∇f(x)‖ · ‖d‖
≤ γ · t · ‖d‖2,

also

t ≥ (ρ− 1)∇f(x)d

γ · ‖d‖2
≥ 0
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Durch Einsetzen in (2.3.5) ergibt sich

f(x+ td) ≤ f(x) +
σ(ρ− 1)∇f(x)d

γ · ‖d‖2
· ∇f(x)d.

Man nehme also θ = −σ(ρ−1)
γ

in der Definition für effiziente Schrittweite.

�
Eine Variante sind die strengen Wolfe-Powell-Schrittweiten.

2.3.3 Definition
f : Rn → R, f ∈ C1(Rn), σ ∈ (0, 1

2
), ρ ∈ [σ, 1) fest gegeben. Eine strenge

Wolfe-Powell-Schrittweite tsWP für x ∈ Rn mit Abstiegsrichtung d ist ein
t > 0 mit

(2.3.6) f(x+ td) ≤ f(x) + σt∇f(x)d

und

(2.3.7) |∇f(x+ td)d| ≤ −ρ∇f(x)d

(2.3.6) ist identisch zu (2.3.1). Die zweite Bedingung (2.3.7) ist stärker als
(2.3.2), denn wegen ∇f(x)d < 0 ist (2.3.7) äquivalent zu

ρ∇f(x)d ≤ ∇f(x+ td)d ≤ −ρ∇f(x)d.

Auf Grund von Satz (2.3.6) (ii) wissen wir bereits, dass tsWP effizient ist,
vorausgesetzt, tsWP existiert.
Zur weiteren Diskussion setzen wir wie im Beweis zu Satz 2.3.2 (bei festen
x, d, σ, ρ)

ϕ(t) = f(x+ td),

ψ(t) = ϕ(t)− ϕ(0)− σtϕ′(0).

Die strenge Wolfe-Powell-Bedingung lautet also

(2.3.8) ψ(t) ≤ 0

(2.3.9) |ϕ′(t)| ≥ ρ|ϕ′(0)|.

2.3.4 Satz
f, σ, ρ seien wie in Definition 2.3.3. Ist f nach unten beschränkt, so ist TsWP 6=
∅.
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Beweis: Die Argumentation ist ähnlich wie für Satz 2.3.2(i): es existiert ein
Intervall (0, t∗), auf dem die differenzierbare Funktion ψ(t) die Beziehungen
ψ(t) < 0 und ψ(t∗) = 0 erfüllt. Wegen ψ(0) = 0 existiert ein t̃ ∈ (0, t∗) mit
ψ′(t̃) = 0. Aus der letzten Beziehung folgt |ϕ′(t)| = σ|ϕ′(0)| ≤ ρ|ϕ′(0)|. �

Die konkrete Bestimmung einer (strengen) Wolfe-Powell-Schrittweite ist kom-
plizierter als bei der Armijo-Schrittweite. Wir formulieren dazu jetzt Algo-
rithmen, die jeweils auf einer einfachen geometrischen Idee beruhen.
Zur weiteren Diskussion setzen wir wie im Beweis zu Satz 2.3.2 (bei festen
x, d, σ, ρ)

ϕ(t) = f(x+ td),

ψ(t) = ϕ(t)− ϕ(0)− σtϕ′(0).

Die Wolfe-Powell-Bedingungen lauten also

(2.3.10) ψ(t) ≤ 0

(2.3.11) ϕ′(t) ≥ ρϕ′(0)

Wir nehmen an, dass f nach unten beschränkt ist. Dann ist limt→∞ ψ(t) =
+∞, mit ψ(0) = 0, ψ′(0) = (1 − σ)ϕ′(0) < 0. Es gibt also ein Intervall
[a, b] ⊆ [0,∞), auf welchem gilt: ψ(a) < 0, ψ(b) > 0, ψ′(t∗) = 0 für ein
t∗ ∈ [a, b]. Es ist

ψ′(t∗) = 0

⇐⇒ ϕ′(t∗)− σϕ′(0) = 0

⇐⇒ ϕ′(t∗) = σϕ′(0)

Wegen ρ > σ und ϕ′(0) < 0 gilt also ϕ′(t∗) ≥ ρϕ′(0), d.h. t∗ ∈ TWP .
Damit Idee: Finde zuerst a und b, suche danach ein geeignetes t in [a, b] durch
Halbierungsstrategie. Beachte dabei: Nach dem MWS existiert t ∈ [a, b] mit
ψ′(t) = (ψ(b)−ψ(a))/(b− a) ≥ 0, d.h. ψ′(t) ≥ σϕ′(0) ⇒ ϕ′(t) ≥ ρϕ′(0). Das
t findet man im folgenden Algorithmus durch

”
Zufall“ oder weil b− a immer

kleiner wird.
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2.3.5 Algorithmus (Wolfe-Powell-Schrittweite)
wähle t > 0, γ > 1,
while (ψ(t) ≤ 0) ∧ (ϕ′(t) < ρϕ′(0)) do
t = γ · t

end while
{ψ(t) > 0 oder ϕ′(t) ≥ ρϕ′(0)}

if ψ(t) ≤ 0 then
{dann ist ϕ′(t) ≥ ρϕ′(0), Glück gehabt!}

tWP = t
else

{ψ(t) > 0 und ϕ′(t) ≥ ρϕ′(0)}
setze a = 0, b = t
setze t = 1

2
(a+ b)

{ϕ′(a) < ρϕ′(0)}
while (ψ(t) > 0) ∨ (ϕ′(t) < ρϕ′(0)) do

if ψ(t) > 0 then
{t ist zu groß}

setze b = t
else

{ψ(t) ≤ 0, ϕ′(t) < ρϕ′(0)}
setze a = t

end if
setze t = 1

2
(a+ b)

end while
tWP = t

end if

Der Algorithmus bedarf einer Analyse. Es genügt zu zeigen, dass er termi-
niert, denn das berechnete tWP erfüllt (2.3.10) und (2.3.11) auf Grund der
Abbruchbedingung der zweiten while-Schleife.

2.3.6 Satz
Sei f : Rn → R, f ∈ C1(Rn), f nach unten beschränkt. Seien x, d ∈ Rn fest
∇f(x)d < 0. In Algorithmus 2.3.5 sei 0 < σ < ρ < 1. Dann terminiert der
Algorithmus.

Beweis: Die erste while-Schleife bricht ab, da wegen γ > 1 die Zahl t beliebig
groß wird und limt→∞ ψ(t) = ∞, d.h. es wird ψ(t) ≥ 0 erreicht.
Die zweite while-Schleife bestimmt eine Folge von Intervallen [ai, bi] ⊆ [ai−1, bi−1],
ai ≤ bi, mit den Eigenschaften

ψ(ai) ≤ 0, ψ(bi) > 0, ϕ′(ai) < ρϕ′(0),
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|bi − ai| =
1

2
|bi−1 − ai−1|.

Angenommen, die Schleife bricht nicht ab. Dann gilt limi→∞ ai = t = limi→∞ bi
mit ψ(t) = 0, ψ′(t) = limi→∞(ψ(bi) − ψ(ai))/(bi − ai) ≥ 0. Es gilt also
ψ(t) = 0, ϕ′(t) ≥ σϕ′(0) > ρϕ′(0). Aus Stetigkeitsgründen gilt deshalb für i
groß genug ϕ′(ai) ≥ ρϕ′(0) (und sowieso ψ(ai) ≤ 0). Ein solches ai ist aber
ein t in der zweiten while-Schleife des Algorithmus, d.h. der Algorithmus
bricht ab. �

2.3.7 Bemerkung
Algorithmus 2.3.5 bleibt auch dann noch korrekt, wenn man statt t = 1

2
(a+b)

irgendein t ∈ [a + τ1(b − a), b − τ2(b − a)] mit τ1, τ2 > 0, τ1 + τ2 ≤ 1 nimmt.
Denn auch dann hätte man, falls die zweite while-Schleife nicht abbricht,
limi→∞ ai = t = limi→∞ bi.

Folge: Man kann τ1, τ2 relativ klein wählen, z.B. τ1, τ2 = 10−2, und stellt ein
einfaches Modell für ϕ auf [a, b] auf, z. B.

ϕ(t) ≈ p(t),

p Interpolationspolynom vom Grad 3 mit p(a) = ϕ(a), p′(a) = ϕ′(a), p(b) =
ϕ(b), p′(b) = ϕ′(b).
Bestimme dann die Minimalstelle t∗ von p auf [a, b] (geht explizit!). Falls
t∗ ∈ [a+ τ1(b− a), b− τ2(b− a)], setze t = t∗, sonst t = a+ τ1(b− a) (z. B.).
Alternativ kann man für p auch das Interpolationspolynom 2. Grades nehmen
mit p(a) = ϕ(a), p′(a) = ϕ′(a), p(b) = ϕ(b). Dies erspart die Berechnung einer
Ableitung.

Für die strenge Wolfe-Powell-Schrittweiten entwerfen wir einen ähnlichen Al-
gorithmus. Die strenge Wolfe-Powell-Bedingung ist äquivalent zu

ψ(t) ≤ 0, |ϕ′(t)| ≤ ρ|ϕ′(0)| = −ρϕ′(0).

Die zweite Bedingung ist dabei erfüllt, wenn |ψ′(t)| klein genug ist, denn es
gilt

|ψ′(t)| ≤ (ρ− σ) · |ϕ′(0)|
⇒ −(ρ− σ) · |ϕ′(0)| ≤ ϕ′(t)− σ · ϕ′(0) ≤ (ρ− σ) · |ϕ′(0)|
⇐⇒ −ρ|ϕ′(0)| ≤ ϕ′(t) ≤ (ρ− 2σ)︸ ︷︷ ︸

≤ρ

|ϕ′(0)|

⇒ |ϕ′(t)| ≤ ρ|ϕ′(0)|.

Idee des Algorithmus: Finde Folge von immer kleineren Intervallen, so dass in
jedem Intervall ein t∗ liegt mit ψ(t∗) < 0 und ψ′(t∗) = 0. In einer Umgebung
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dieses t∗ gilt dann ψ(t) ≤ 0 und |ψ′(t)| ≤ (ρ − σ) · |ϕ′(0)|. Hierzu bemerken
wir:
Für a < b existiert ein solches t∗ ∈ (a, b), falls gilt

ψ(a) ≤ ψ(b), ψ(a) < 0 und ψ′(a) < 0

oder
ψ(b) ≤ ψ(a), ψ(b) < 0 und ψ′(b) > 0.

Eine Möglichkeit, beide Bedingungen in einer zu formulieren, erhält man,
wenn man auch b < a zulässt:

(2.3.12) ψ(a) ≤ ψ(b), ψ(a) < 0 und ψ′(a)(b− a) < 0

Im folgenden Algorithmus wird dies jetzt auch verwendet. (a, b sind jetzt die
Grenzen eines Intervalls [a, b] oder [b, a]).
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2.3.8 Algorithmus (strenge Wolfe-Powell-Schrittweite)
wähle t > 0, γ > 1,
while (ψ(t) < 0) ∧ (ψ′(t) ≤ 0) do
t = γt

end while
{ψ(t) ≥ 0 oder ψ′(t) > 0}

if (ψ(t) < 0) ∧ (|ψ′(t)| ≤ (ρ− σ)|ϕ′(0)|) then
tsWP = t {Glück gehabt!}

else
{ψ(t) ≥ 0 oder (ψ(t) < 0 und |ψ′(t)| > (ρ− σ)|ϕ′(0)|)}

if (ψ(t) < 0) ∧ (ψ′(t) > 0) then
{es ist sogar ψ′(t) > (ρ− σ)|ϕ′(0)|}

setze a = t, b = 0 {a, b erfüllen (2.3.12)}
else

{ψ(t) ≥ 0}
setze a = 0, b = t {a, b erfüllen (2.3.12)}

end if
{hier ist außerdem |ψ′(a)| > (ρ− σ)|ϕ′(0)| }

{a, b erfüllen (2.3.12), |ψ′(a)| > (ρ− σ)|ϕ′(0)|}
setze t = 1

2
(a+ b)

while (ψ(t) ≥ ψ(a)) ∨ (|ψ′(t)| > (ρ− σ)|ϕ′(0)|) do
if ψ(t) ≥ ψ(a) then

setze b = t { a, b erfüllen (2.3.12)}
else

{|ψ′(t)| > (ρ− σ)|ϕ′(0)|, ψ(t) < ψ(a)}
if ψ′(t)(t− a) < 0 then

setze a = t {a, b erfüllen (2.3.12)}
else

setze b = a, a = t
end if

{a, b erfüllen (2.3.12), |ψ′(a)| > (ρ− σ)|ϕ′(0)|}
end if
t = 1

2
(a+ b)

end while
tsWP = t

end if

Zum Nachweis der Korrektheit müssen wir wieder nur die Terminierung zei-
gen.
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2.3.9 Satz
Sei f : Rn → R, f ∈ C1(Rn), f nach unten beschränkt. Seien x, d ∈ Rn fest
∇f(x)d < 0. In 2.3.8 sei 0 < σ < ρ < 1. Dann terminiert der Algorithmus.

Beweis: Die Terminierung der ersten while-Schleife (wegen ψ(t) ≥ 0) folgt
wie in Satz 2.3.6. Zur Terminierung der zweiten while-Schleife notieren wir
〈a, b〉 für das Intervall

〈a, b〉 = [min{a, b},max{a, b}].

Angenommen, die while-Schleife terminiert nicht. Dann bestimmt sie Fol-
gen {ai}, {bi} mit 〈ai, bi〉 ⊆ 〈ai−1, bi−1〉 und |bi − ai| = 1

2
|bi−1 − ai−1|. Al-

so gilt limi→∞ ai = t∗ = limi→∞ bi. Da alle Paare {ai, bi} die Bedingung
(2.3.12) erfüllen, existiert stets ein ti ∈ 〈ai, bi〉 mit ψ′(ti) = 0. Also gilt auch
ψ′(t∗) = 0. Andererseits ist die Beziehung |ψ′(a)| > (ρ − σ)|ϕ′(0) aber eine
Schleifeninvariante der while-Schleife, so dass |ψ′(t∗)| ≥ (ρ − σ)|ϕ′(0)| > 0
folgt, ein Widerspruch. �

2.3.10 Bemerkung
Wie bei der gewöhnlichen Wolfe-Powell-Schrittweite kann man t aus einem
Intervall 〈a+τ1(b−a), b−τ2(b−a)〉 wählen und dann z.B. wieder die Minmal-
stelle eines kubischen oder quadratischen Interpolationpolynoms verwenden.
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Abbildung 2.6: zur Bestimmung der Wolfe-Powell-Schrittweite37
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Abbildung 2.7: zur Bestimmung der strengen Wolfe-Powell-Schrittweiten
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Kapitel 3

Lokale Konvergenz

Ein konvergentes Minimierungsverfahren durchläuft typischerweise zwei Pha-
sen. In der ersten Phase wird sichergestellt, dass es in die Nähe einer Mini-
malstelle gerät. Diese erste Phase konvergiert in der Regel langsam. In der
zweiten Phase wird die Minimalstelle dann schnell gefunden.
Die zweite Phase beruht in der Regel auf einem nur lokal (d.h. bei genügend
genauer Anfangsapproximation) konvergenten Verfahren.
In diesem Kapitel führen wir Größen ein, mit denen die Konvergenzgeschwin-
digkeit der zweiten Phase gut beschrieben und verglichen werden kann. Dann
werden wir das Newton-Verfahren untersuchen und erläutern, weshalb es für
die zweite Phase so grundlegend ist.

Abschnitt 3.1

Konvergenzordnungen

Sei {xk} ⊆ Rn eine Folge mit limk→∞ xk = x∗ ∈ Rn und ‖ · ‖ eine Norm.
Man stelle sich {xk} als Iteriertenfolge eines lokal gegen x∗ konvergenten
Iterationsverfahrens vor.

3.1.1 Definition
{xk} konvergiert gegen x∗

(i) q-linear, falls

‖xk+1 − x∗‖ ≤ c · ‖xk − x∗‖ für k ≥ k0 mit c ∈ [0, 1)
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(ii) q-überlinear, falls

‖xk+1 − x∗‖ ≤ ck‖xk − x∗‖ für k ≥ 0 mit limk→∞ ck = 0

(iii) mit q-Ordnung p(> 1), falls

‖xk+1 − x∗‖ ≤ c · ‖xk − x∗‖p, für k ≥ 0, c ≥ 0

– p = 2: q-quadratisch

– p = 3: q-kubisch

3.1.2 Definition
{xk} konvergiert gegen x∗

(i) r-linear, falls

‖xk − x∗‖ ≤ c · tk für k ≥ 0 mit c ≥ 0, t ∈ [0, 1).

(ii) r-überlinear, falls

‖xk − x∗‖ ≤ ckt
k für k ≥ 0 mit limk→∞ ck = 0 für jedes t ∈ (0, 1).

(iii) mit r-Ordnung p(> 1), falls

‖xk − x∗‖ ≤ c · tpk

für k ≥ 0 mit c ≥ 0, t ∈ [0, 1).

q-Ordungen sind aussagekräftiger (’besser’) als r-Ordungen, aber häufig kann
man nur r-Ordnungen nachweisen.
Der folgende Satz diskutiert den Zusammenhang zwischen den eingeführten
Begriffen.

3.1.3 Satz
(i) Alle Begriffe aus Definition 3.1.1 und 3.1.2 (bis auf q-lineare Konver-

genz) sind unabhängig von ‖ · ‖.

(ii) q-Ordnung p > 1 ⇒ q-Ordnung p′ mit 1 < p′ < p
⇒ q-überlinear
⇒ q-linear

analog mit r-Ordnung

(iii) q-Ordnung p > 1 ⇒ r-Ordnung p′ für jedes p′ ∈ (1, p)
Ansonsten Vorsicht, s. Beispiel 3.1.4 und Übung.
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Beweis: Übungsaufgabe. �

3.1.4 Beispiel
(i)

xk =

{ (
1
2

)k
k gerade(

1
3

)k
k ungerade

{xk} konvergiert r-linear gegen 0, denn

|xk| ≤
(

1

2

)k

k ∈ N.

{xk} konvergiert nicht q-linear gegen 0, denn für k ungerade gilt

|xk+1|
|xk|

=

(
1
2

)k(
1
3

)k+1
= 3 ·

(
3

2

)k

→∞.

(ii) Sei p > 1.

xk =

{ (
1
2

)pk

k gerade(
1
3

)pk

k ungerade

{xk} konvergiert mit r-Ordnung p gegen 0, denn

|xk| ≤
(

1

2

)pk

k ∈ N.

{xk} konvergiert nicht mit q-Ordnung p gegen 0, denn für k ungerade
gilt

|xk+1|
|xk|

=

(
1
2

)pk(
1
3

)pk+1 = 3p ·
(

3

2

)pk

→∞.

Zur Bestimmung von r-Konvergenzordnungen aus einfacheren Abschätzun-
gen formulieren wir den nachfolgenden Satz 3.1.6, den wir mit einem Hilfs-
resultat vorbereiten.

3.1.5 Lemma
Für m ∈ N besitzt das Polynom pm(t) = tm+1−tm−1 eine eindeutige positive
Nullstelle τ mit τ ∈ (1, 2).

Beweis: pm(0) = −1, pm(2) = 2m+1 − 2m − 1 > 0. Also besitzt pm eine
Nullstelle in (0, 2). Weiter ist p′m(t) = tm−1((m + 1)t − m). Also fällt pm

monoton in [0, m
m+1

] und wächst in [ m
m+1

,+∞). Also besitzt p in (0,2) (und
sogar in (0,∞)) eine eindeutige Nulstelle τ , welche wegen und wegen pm(1) <
0 größer als 1 ist. �
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3.1.6 Satz
Sei γ0, . . . , γm ≥ 0, {xk} ⊆ Rn mit limk→∞ xk = x∗ und

‖xk+1 − x∗‖ ≤ ‖xk − x∗‖ ·

(
m∑

j=0

γj‖xk−j − x∗‖

)
, k = m,m+ 1, . . . .

Dann konvergiert {xk} mit r-Ordnung τ , wobei τ die nach Lemma 3.1.5
eindeutige Nullstelle von pm(t) = tm+1 − tm − 1 im Intervall (1, 2) ist.

Beweis: Wir können γ =
∑m

j=0γj > 0 voraussetzen, denn der Fall γ = 0 ist
trivial. Setze

εk = ‖xk − x∗‖, ηk = γεk, δj = γj/γ.

Es gilt
m∑

j=0

δj = 1, ηk+1 ≤ ηk

m∑
j=0

δjηk−j.

Wegen limk→∞ εk = 0 gilt ηk ≤ β < 1 für k ≥ k0. Damit haben wir dann

ηk0+m+1 ≤ β
m∑

j=0

δjβ = β2,

ηk0+m+2 ≤ β2δ0β
2 + β2

m∑
j=1

δjβ ≤ β3,

...

und allgemein (einfache Induktion)

ηk0+i ≤ βµi , i = 0, 1, . . . ,

wobei
µ0 = µ1 = . . . = µm = 1, µi+1 = µi + µi−m, i ≥ m.

Es bleibt noch zu zeigen:

(3.1.1) µi ≥ α · τ i, i = 0, 1, . . . .

Setze dazu α = τ−m. Dann ist wenigstens schon mal

µ0 = µ1 = . . . = µm = 1 ≥ ατ i = τ i−m für i = 0, . . . ,m.

Angenommen, (3.1.1) gilt bis zu einem i ≥ m. Dann ist

µi+1 = µi + µi−m ≥ α(τ i + τ i−m)

= ατ i+1(τ−1 + τ−m−1).

Es ist aber τ−1 + τ−m−1 = 1, da τm+1− τm−1 = τm+1(1− τ−1− τ−m−1) = 0.
�
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Abschnitt 3.2

Lokale Konvergenz von Newton-Verfahren

Wir betrachten zuerst Folgen {xk} ⊆ Rn, die das Ergebnis eines Iterations-
prozesses sind:

(3.2.1) xk+1 = H(xk)

und charakterisieren die Konvergenzrate durch Eigenschaften von H. Danach
besprechen wir das Newton-Verfahren im Detail.

3.2.1 Definition
Für x ∈ Rn, δ > 0, ‖ · ‖ in Rn, fest, bezeichnet

Bδ(x) = {y ∈ Rn : ‖y − x‖ ≤ δ}

die abgeschlossene Kugel um x mit Radius δ bzgl. ‖ · ‖.

3.2.2 Satz
Sei H : D ⊆ Rn → Rn. Weiter sei H in x∗ ∈

◦
D mit H(x∗) = x∗ differenzierbar

mit ρ(H ′(x∗)) =: σ < 1. Dann gilt für die Iterierten xk+1 = H(xk), k =
0, 1, . . .

(i) Für x0 nahe genug an x∗ sind alle xk definiert.

(ii) xk → x∗ q-linear bzgl. einer geeigneten Norm ‖ · ‖. (Ostrowski 1960)

(iii) Ist ρ(H ′(x∗)) = 0, so konvergiert xk → x∗ r-überlinear.

Beweis: Wir halten zuerst fest: H ist stetig im Fixpunkt x∗.
Aus Numerik I ist bekannt: Zu jedem ε > 0 existiert eine Norm ‖ · ‖ε, so dass
für die zugehörige Operatornorm ‖ · ‖ε gilt

‖H ′(x∗)‖ε ≤ σ + ε.

H differenzierbar bedeutet, dass ein δε > 0 existiert mit

‖H(x)−H(x∗)−H ′(x∗)(x− x∗)‖ε ≤ ε · ‖x− x∗‖ε für ‖x− x∗‖ε ≤ δε.
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Wähle ε fest, so klein, dass σ+2ε < 1. Verkleinere δε evtl., so dass Bδε(x
∗) ⊆

D. Für xk ∈ Bδε(x
∗) haben wir dann

‖xk+1 − x∗‖ε = ‖H(xk)− x∗‖ε

≤ ‖H(xk)−H(x∗)−H ′(x∗)(xk − x∗)‖ε + ‖H ′(x∗)(xk − x∗)‖ε

≤ ε · ‖xk − x∗‖ε + (σ + ε) · ‖xk − x∗‖ε

= (2ε+ σ) · ‖xk − x∗‖ε(3.2.2)

≤ ‖xk − x∗‖ε

Mit xk liegt also auch xk+1 in Bδε , d.h. die Folge {xk} ist definiert, sobald
x0 ∈ Bδε(x

∗). Dies beweist (i). Außerdem beweist (3.2.2) direkt auch (ii),
denn die Konvergenz ist q-linear bezüglich ‖ · ‖ε.
Zu (iii): Im Beweis zu (i) hat man jetzt σ = 0. Nehme r ∈ (0, 1) beliebig und
ε < r. Dann gilt für k ≥ k(ε) wegen (3.2.2) die Beziehung

‖xk+1 − x∗‖ε ≤ ε‖xk − x∗‖ε ≤ εk+1 · a,

a = ε−k(ε)

k(ε)−1∏
`=0

‖x` − x∗‖ε,

woraus limk→∞
‖xk+1−x∗‖ε

rk+1 = 0 folgt. Die Konvergenz ist also r-überlinear. �
Man beachte, dass wir q-überlineare Konvergenz im Fall (iii) nicht nachweisen
konnten.
Bei Minimierungsproblemen suchen wir stationäre Punkte für f : Rn → R,
d.h. Nullstellen von F (x) = ∇f(x). Die Mutter aller Verfahren hierzu ist das
Newton-Verfahren.

3.2.3 Definition
Es sei F : D ⊆ Rn → Rn differenzierbar. Das Newton-Verfahren bestimmt
Iterierte xk mit

(3.2.3) xk+1 = xk − F ′(xk)−1F (xk)

Interpretation: Die Taylor-Entwicklung

F (x) = F (xk) + F ′(xk)(x− xk) + . . .

wird nach dem linearen Glied abgebrochen. Dann wird die Nullstelle des
linaeren Modells

M(x) = F (xk) + F ′(xk)(x− xk)

als xk+1 bestimmt.
Das Newton-Verfahren ist eine Iteration der Gestalt (3.2.1) mit H(x) =
x− F ′(x)−1F (x).
Durch Anwendung von Satz 3.2.2 erhalten wir
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3.2.4 Satz
Sei F ;D ⊆ Rn → Rn in einer Umgebung von x∗ ∈

◦
D differenzierbar, F (x∗) =

0, F ′ stetig in x∗ und und F ′(x∗) regulär. Dann existieren die Newton-
Iterierten (3.2.3), sobald x0 nahe genug an x∗ gewählt wird und die Iterierten
konvergieren r-überlinear gegen x∗.

Beweis: Wir zeigen, dass für die Iterationsfunktion H(x) = x−F ′(x)−1F (x)
gilt

H ′(x∗) = 0.

Dann ist auch ρ(H ′(x∗)) = 0 und die Behauptung folgt aus Satz 3.2.2 (iii).
Nun gilt

H(x)−H(x∗) = x− F ′(x)−1F (x)− x∗

= x− F ′(x)−1 (F (x∗) + F ′(x∗)(x− x∗)

+ F (x)− F (x∗)− F ′(x∗)(x− x∗))− x∗,

also

‖H(x)−H(x∗)‖ ≤ ‖(I − F ′(x)−1F ′(x∗)‖ · ‖x− x∗‖
+ ‖F (x)− F (x∗)− F ′(x∗)(x− x∗)‖ · ‖F ′(x)−1‖.

Auf Grund der Stetigkeit von F ′ an der Stelle x∗ ist limx→x∗ ‖(I−F ′(x)−1F ′(x∗)‖ =
0 und ‖F ′(x)−1‖ ≤ β in einer Umgebung von x∗. Auf Grund der Differenzier-
barkeit ist ‖F (x)−F (x∗)−F ′(x∗)(x− x∗)‖ = o(‖x− x∗‖). Insgesamt ergibt
sich so

‖H(x)−H(x∗)‖ = o(‖x− x∗‖),
d.h. H ′(x∗) = 0. �
Die folgenden Definitionen und Hilfsresultate sind nützlich bei einer weiter-
gehenden Konvergenzanalyse des Newton-Verfahrens.

3.2.5 Definition
Für F : D ⊆ Rm → Rn notieren wir F ∈ Lipγ(D), falls F auf D Lipschitz-
stetig ist mit Lipschitz-Konstante γ gemäß

‖F (x)− F (y)‖ ≤ γ · ‖x− y‖ für alle x, y ∈ D.

Beachte: γ hängt von den gewählten Normen in Rm und Rn ab.

3.2.6 Lemma
Sei D ⊆ Rn offen, konvex, F : D → Rn, F ∈ C1(D), F ′ ∈ Lipγ(D), x, y, z ∈
D. Dann gilt

(i) ‖F (y)− F (z)− F ′(x)(y − z)‖ ≤ γ
2
· ‖y − z‖ · (‖y − x‖+ ‖z − x‖)
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(ii) ‖F (y)− F (x)− F ′(x)(y − x)‖ ≤ γ
2
· ‖y − x‖2

Beweis: (ii) folgt aus (i) mit z = x.
Zu (ii): Es ist

F (y)− F (z)− F ′(x)(y − z) =

1∫
0

(F ′(z + t(y − z))− F ′(x)) (y − z)dt,

also

‖F (y)− F (z)− F ′(x)(y − z)‖

≤
1∫

0

‖F ′(z + t(y − z))− F ′(x)‖ · ‖y − z‖dt

≤ γ · ‖y − z‖
1∫

0

‖z + t(y − z)− x‖dt

≤ γ · ‖y − z‖
1∫

0

t · ‖y − x‖+ (1− t) · ‖z − x‖dt

=
γ

2
· ‖y − z‖ · (‖y − x‖+ ‖z − x‖).

�
Mit dieser Vorbereitung können wir jetzt die q-quadratische Konvergenz des
Newton-Verfahrens nachweisen.

3.2.7 Satz
Sei D ⊆ Rn offen, F : D → Rn, F ∈ C1(D), F ′ ∈ Lipγ(D), F (x∗) = 0 mit
x∗ ∈ D, F ′(x∗) regulär. Dann existiert η > 0, so dass im Falle ‖x0 − x∗‖ < η
die Newton-Iterierten

xk+1 = xk − F ′(xk)−1F (xk)

definiert sind und

(3.2.4) ‖xk+1 − x∗‖ ≤ d · ‖xk − x∗‖2 ≤ c · ‖xk − x∗‖, c < 1, c, d > 0

erfüllen.

Beweis: Wähle η̃ so, dass Bη̃(x
∗) ⊆ D. Indem man η̃ evtl. verkleinert, kann

außderdem
‖F ′(x)−1‖ ≤ σ <∞ für alle x ∈ Bη̃(x

∗))
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vorausgesetzt werden. Wähle nun η so klein, dass η ≤ η̃ und 1
2
γση < 1. Dann

gilt:

‖x1 − x∗‖ = ‖x0 − x∗ − F ′(x0)−1(F (x0)− F (x∗)︸ ︷︷ ︸
=0

)‖

≤ ‖F ′(x0)−1‖ · ‖F ′(x0)(x0 − x∗)− F (x0) + F (x∗)‖
≤ σ · γ

2
· ‖x0 − x∗‖2

≤
(
σ · γ

2
· η
)
· ‖x0 − x∗‖.

Dies beweist (3.2.4) für k = 0 mit d = σ γ
2
, c = dη.

Wegen σ γ
2
η < 1 folgt insbesondere ‖x1 − x∗‖ ≤ η. Deshalb folgt auf genau

dieselbe Weise (3.2.4) induktiv für alle k. �
Häufig steht F ′(xk) nicht direkt zur Verfügung oder/und dk = −F ′(xk)−1F (xk)
wird nur approximativ als Lösung des LGS

F ′(xk)dk = −F (xk)

bestimmt. Es ist also praktisch wichtig, inexakte Newton-Verfahren

xk+1 = xk + dk mit dk ≈ −F ′(xk)−1F (xk)

zu betrachten.

3.2.8 Satz
Unter der Voraussetzung von Satz (3.2.7) gelte für ein inexaktes Newton-
Verfahren

xk+1 = xk + dk,

die Genauigkeitsforderung

(3.2.5) ‖F ′(xk)dk + F (xk)‖ < ck · ‖F (xk)‖, ck < c < 1.

Mit ‖ · ‖∗ wird die Norm

‖y‖∗ = ‖F ′(x∗)y‖, y ∈ Rn

bezeichnet. Dann existiert η > 0, so dass für x0 ∈ B∗
η(x

∗) (Kugel bzgl. ‖ · ‖∗)
die Iterierten alle existieren, wobei α > 0 und β > 0 mit (1+α)c+βη ≤ c′ < 1
existieren mit

(3.2.6) ‖xk+1 − x∗‖∗ ≤
(
(1 + α)ck + β‖xk − x∗‖∗

)
· ‖xk − x∗‖∗ für alle k.
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Beweis: Der wesentliche Kniff bei diesem Beweis liegt in der Verwendung der
Norm ‖·‖∗. Wir wählen η̃ = η̃(ε) > 0 so klein, dassB∗

η̃(x
∗) ⊆ D, ‖F ′(x∗)−1F ′(x)‖ ≤

1 + ε, ‖F ′(x)−1F ′(x∗)‖ ≤ 1 + ε gilt für alle x ∈ B∗
η̃(x

∗). Sei außerdem
σ = max{‖F ′(x∗)‖, ‖F ′(x∗)−1‖}. Dann erhalten wir für xk ∈ B∗

η̃(x
∗) mit

der Bezeichnung rk = F ′(xk)dk + F (xk)

xk+1 − x∗ = xk + dk − x∗

= xk − x∗ + F ′(xk)−1(rk − F (xk))

= F ′(xk)−1
[
rk − F (xk) + F (x∗) + F ′(xk)(xk − x∗)

]
und somit

F ′(x∗)(xk+1 − x∗)

= F ′(x∗)F ′(xk)−1
[
rk − F (xk) + F (x∗) + F ′(xk)(xk − x∗)

]
.(3.2.7)

Wir schätzen die Terme rechts ab. Nach Voraussetzung ist

‖rk‖ ≤ ck · ‖F (xk)‖,

wobei

F (xk) =

1∫
0

F ′(x∗ + t(xk − x∗)) · (xk − x∗)dt

=

1∫
0

F ′(x∗ + t(xk − x∗)) · F ′(x∗)−1 · F ′(x∗)(xk − x∗)dt,

also
‖F (xk)‖ ≤ (1 + ε) · ‖xk − x∗‖∗.

Für den anderen Term haben wir

‖ − F (xk) + F (x∗) + F ′(xk)(xk − x∗)‖
≤ ‖ − F (xk) + F (x∗)− F ′(xk)(x∗ − xk)‖
≤ γ

2
· ‖xk − x∗‖2

≤ σ2 · γ
2
· ‖xk − x∗‖2

∗

Insgesamt ergibt sich so aus (3.2.7)

‖xk+1 − x∗‖∗ ≤ (1 + ε)
[
(1 + ε)ck · ‖xk − x∗‖∗ + σ2γ

2
‖xk − x∗‖2

∗

]
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=
[
(1 + ε)2ck + (1 + ε)σ2γ

2
‖xk − x∗‖∗

]
· ‖xk − x∗‖∗.(3.2.8)

Durch Verkleinerung von ε und η̃ = η̃(ε) kann man erreichen, dass (1+ε)2ck+
(1 + ε)σ2 γ

2
η̃ < 1 gilt.

Per Induktion folgt so aus (3.2.8), dass alle Iterierten in B∗
η̃(x

∗) liegen. Mit
1 + α = (1 + ε)2 und β = (1 + ε)σ3 γ

2
folgt außerdem (3.2.6) �

3.2.9 Korollar
Unter den Voraussetzungen von Satz 3.2.8 konvergiert die Folge xk

(i) q-linear bzgl. ‖ · ‖∗

(ii) q-überlinear falls limk→∞ ck = 0

(iii) mit r-Ordnung 1+
√

5
2

, falls ck ≤ θ · ‖xk − xk−1‖

(iv) q-quadratisch, falls ck ≤ θ · ‖F (xk)‖,

vorausgesetzt, x0 liegt nahe genug bei x∗.

Beweis: (i) ist gerade die Aussage von Satz 3.2.8. Auch (ii) folgt sofort aus
(3.2.6). Im Fall (iii) ergibt sich aus (3.2.6)

‖xk+1 − x∗‖∗ ≤
(
(1 + α)‖xk−1 − x∗‖∗ + (α+ β)‖xk − x∗‖∗

)
· ‖xk − x∗‖∗,

so dass nach Lemma 3.2.6 die r-Ordnung τ mit τ 2− τ −1 = 0, d.h. τ = 1+
√

5
2

folgt.
Im Fall (iv) beachten wir, dass aus F (xk) = F (xk) − F (x∗) =

∫ 1

0
F ′(xk +

t(xk − x∗))(xk − x∗)dt folgt

‖F (xk)‖∗ ≤ θ2 · ‖xk − x∗‖∗,

wobei θ2 so definiert ist, dass ‖F ′(x)‖∗ ≤ θ2 für alle x in B∗
η̃(x

∗). Aus (3.2.6)
folgt also

‖xk+1 − x∗‖∗ ≤ [(1 + α)θθ2 + β] ‖xk − x∗‖2
∗.

�
Inexakte Newton-Verfahren treten praktisch in zwei Situationen, die wir als
Beispiele aufführen.

3.2.10 Beispiel
Zur Lösung der Newton-Gleichung (diese ist ein LGS für dk

N mit xk+1 =
xk + dk

N)

(3.2.9) F ′(xk)dk
N = −F ′(xk)
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wird ein Iterationsverfahren herangezogen. Es bestimmt Iterierte d(i), i =
0, 1, . . . mit Residuen

r(i) = −F ′(xk)− F ′(xk)di.

Die Genauigkeitsforderung (3.2.5) ist also erfüllt, falls in einem Iterations-
schritt

r(i) ≤ ck‖F (xk)‖

gilt, was explizit überprüft werden kann, wenn r(i) berechnet wird. Hierzu
zwei konkrete Fälle

(i) Ist F ′(xk) spd und nimmt man das CG-Verfahren zur Lösung des LGS
(3.2.9), so wird r(i) explizit berechnet, denn das CG-Verfahren berech-
net für i = 0, 1, . . . (richtige Initialisierungen werden weggelassen):

αi =
‖r(i)‖2

p(i)TF ′(xk)p(i)

d(i+1) = d(i) + αip
(i)

r(i+1) = r(i) − αiF
′(xk)p(i)

βi =
‖r(i+1)‖2

‖r(i)‖2

p(i+1) = p(i) + βir
(i+1)

(ii) Ist D ∈ Rn×n der Diagonalteil von F ′(xk) und F ′(xk) = D−B, so kann
man die Jacobi-Iteration für (3.2.9)

d(i+1) = D−1
(
Bd(i) − F (xk)

)
, i = 0, 1, . . .

äquivalent umformulieren in

r(i) = −F (xk)− F ′(xk)d(i), d(i+1) = d(i) +D−1r(i).

3.2.11 Beispiel
Steht F ′(x) nicht explizit zur Verfügung, so kann man die Einträge durch
Differenzenquotienten mit der Schrittweite h approximieren. Wir notieren

DFh(x) ∈ Rn×n

mit

(DFh(x))ij =
Fi(x1, . . . , xj−1, xj + h, xj+1, . . . , xn)− F (x)

h
.
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Statt (3.2.9) löst man nun (exakt!)

DFhk(xk)dk = −F (xk).

Dann haben wir

‖F ′(xk)dk + F (xk)‖ = ‖
(
F ′(xk)−DFhk

)
dk +DFhk(xk)dk + F (xk)︸ ︷︷ ︸

=0

‖

≤ ‖F ′(xk)−DFhk‖ · ‖dk‖
≤ ‖F ′(xk)−DFhk‖ · ‖DF−1

hk ‖ · ‖F (xk)‖
≤ c · |hk| · ‖F (xk)‖,

wobei die letzte Ungleichung (mit einer i.d.R. unbekannten Konstanten c)
aus Stetigkeitsgründen für gegnügend kleines h und xk nahe genug an x∗

gilt.
Aus Korollar 3.2.9 erhalten wir damit unter den üblichen Voraussetzungen,
dass die Folge xk gegen x∗

• q-linear konvergiert, vorausgesetzt |hk| ≤ h̃ für h̃ genügend klein

• q-überlinear konvergiert, falls limk→∞ hk = 0

• mit r-Ordnung 1+
√

5
2

konvergiert, falls hk ≤ θ‖xk − xk−1‖

• q-quadratisch konvergiert, falls hk ≤ θ · ‖F (xk)‖.
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Abschnitt 3.3

Der Satz von Dennis und Moré

Das Newton-Verfahren ist auch deshalb so wichtig, weil im Wesentlichen jedes
q-überlinear konvergente Verfahren das Newton-Verfahren imitieren muss.
Dazu formulieren wir den wichtigen Satz von Dennis und Moré, den wir mit
einigen Hilfsresultaten vorbereiten.

3.3.1 Lemma
Die Folge {xk} ⊆ Rn konvergiere q-überlinear gegen x∗, xk 6= x∗ für alle k.
Dann gilt

lim
k→∞

‖xk+1 − xk‖
‖xk − x∗‖

= 1

Beweis: Es ist∣∣∣∣‖xk+1 − xk‖
‖xk − x∗‖

− 1

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣‖xk+1 − xk‖ − ‖xk − x∗‖
‖xk − x∗‖

∣∣∣∣
≤ ‖xk+1 − x∗‖

‖xk − x∗‖
→ 0 (k →∞).

�
Folge: Bei überlinearer Konvergenz ist ‖xk+1 − xk‖ ≤ ε ein gutes Abbruch-
kriterium, denn für ε klein genug ist ‖xk − x∗‖ ≈ ‖xk+1 − xk‖ ≤ ε.

3.3.2 Lemma
Es sei F : D ⊆ Rn → Rn, D offen, x∗ ∈ D,F (x∗) = 0 und F sei differenzier-
bar in x∗ mit F ′(x∗) regulär. Dann existieren δ, β > 0 mit der Eigenschaft,
dass für alle x ∈ D mit ‖x− x∗‖ ≤ δ gilt

β · ‖x− x∗‖ ≤ ‖F (x)‖.

Beweis: Da F differenzierbar in x∗, gilt

‖F (x)− F (x∗)− F ′(x∗)(x− x∗)‖ = o(‖x− x∗‖).

Wir haben damit

(3.3.1) ‖F ′(x∗)(x− x∗)‖ ≤ ‖F (x)− F (x∗)︸ ︷︷ ︸
=0

−F ′(x∗)(x− x∗)‖+ ‖F (x)‖
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und

‖F ′(x∗)(x− x∗)‖ ≥ 1

‖F ′(x∗)−1‖
· ‖x− x∗‖.

Wähle nun z.B. δ so klein, dass für alle x mit ‖x− x∗‖ ≤ δ

‖F (x)− F (x∗)− F ′(x∗)(x− x∗)‖ ≤ 1

2 · ‖F ′(x∗)−1‖
· ‖x− x∗‖

gilt.
Dann folgt für diese x insgesamt aus (3.3.1)

1

2 · ‖F ′(x∗)−1‖
· ‖x− x∗‖ ≤ ‖F (x)‖.

Man nehme also β = 1/(2 · ‖F ′(x∗)−1‖). �

Folge: Auch das Abbruchkriterium ‖F (xk)‖ < ε ist ein vernünftiges Ab-
bruckriterium, denn es impliziert ‖xk − x∗‖ < (1/β)ε, mit allerdings in der
Regel unbekanntem β.

3.3.3 Satz (Dennis & Moré)
Sei F : Rn → Rn, F ∈ C1(Rn) mit Nullstelle x∗ mit F ′(x∗) regulär. Die Folge
{xk} konvergiere gegen x∗. Dann sind äquivalent

(i) xk → x∗ q-überlinear

(ii) ‖F (xk) + F ′(xk)(xk+1 − xk)‖ = o(‖xk+1 − xk‖)

(iii) ‖F (xk) + F ′(x∗)(xk+1 − xk)‖ = o(‖xk+1 − xk‖)

Beweis: (ii) ist äquivalent zu (iii), denn ‖F ′(xk) − F ′(x∗)‖ · ‖xk+1 − xk‖ =
o(‖xk+1 − xk‖) auf Grund der Stetigkeit von F ′.

”
(iii) ⇒ (i)“

F (xk+1) = F (xk+1)− F (xk)− F ′(x∗)(xk+1 − xk)

+ F (xk) + F ′(x∗)(xk+1 − xk)

=

1∫
0

(
F ′(xk + t(xk+1 − xk))− F ′(x∗)

)
(xk+1 − xk)dt

+ F (xk) + F ′(x∗)(xk+1 − xk).

Nun ist aber∥∥∥∥∥∥
1∫

0

F ′(xk + t(xk+1 − xk))− F ′(x∗)dt

∥∥∥∥∥∥ ≤
∫
‖F ′(xk + t(xk+1 − xk))− F ′(x∗)‖dt
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=: εk → 0 (k →∞)

und damit

‖F (xk+1)‖ ≤ εk · ‖xk+1 − xk‖+ ‖F (xk) + F ′(x∗)(xk+1 − xk)‖
= o(‖xk+1 − xk‖).

Wegen Lemma 3.3.2 folgt so

‖xk+1 − x∗‖ = o(‖xk+1 − xk‖)

und wegen ‖xk+1 − xk‖ ≤ ‖xk+1 − x∗‖+ ‖x∗ − xk‖ schließlich auch

‖xk+1 − x∗‖ = o(‖xk − x∗‖).

”
(i) ⇒ (ii)“: Es ist

‖F (xk+1)−F (x∗)‖ = ‖F (xk+1)‖ ≤
1∫

0

‖F ′(x∗+ t(xk+1−x∗))‖dt · ‖xk+1−x∗‖.

Wegen limk→∞ xk = x∗ und F ′ stetig existiert L > 0 mit

1∫
0

‖F ′(x∗ + t(xk+1 − x∗))‖dt ≤ L für alle k.

Wir haben also unter Verwendung von Lemma 3.3.1

‖F (xk+1)‖ ≤ L‖xk+1 − x∗‖ = L · ‖x
k+1 − x∗‖
‖xk − x∗‖︸ ︷︷ ︸

→0

· ‖x
k − x∗‖

‖xk+1 − xk‖︸ ︷︷ ︸
→1

·‖xk+1 − xk‖.

Hieraus folgt
‖F (xk+1)‖ = o(‖xk+1 − xk‖)

und damit

‖F (xk) + F ′(x∗)(xk+1 − xk)‖

≤ ‖F (xk+1)‖+

1∫
0

‖F ′(xk + t(xk+1 − xk))− F ′(x∗)‖dt · ‖xk+1 − xk‖

= o(‖xk+1 − xk‖),

denn limk→∞
∫ 1

0
‖F ′(xk + t(xk+1 − xk)− F ′(x∗)‖dt = 0, da F ′ stetig. �

Ist F ′(x∗) regulär, so ist ‖F ′(x)−1‖ ≤ β in einer Umgebung von x∗. Es gilt
deshalb das folgende
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3.3.4 Korollar
Unter den Voraussetzungen von Satz 3.3.3 sind auch äquivalent

(i) xk → x∗ q-überlinear

(ii) ‖F ′(xk)−1 · F (xk) + (xk+1 − xk)‖ = o(‖xk+1 − xk‖)

(iii) ‖F ′(x∗)−1 · F (xk) + (xk+1 − xk)‖ = o(‖xk+1 − xk‖)

Teil (ii) des Korollars besagt, dass q-überlinear konvergente Verfahren das
Newton-Verfahren immer besser imitieren müssen, denn in xk+1 = xk + dk

approximiert dk die Newton-Korrektur −F ′(xk)−1 · F (xk) in dem Sinne

lim
k→∞

‖ 1

‖dk‖
· F ′(xk)−1 · F (xk) +

1

‖dk‖
dk‖ → 0 (k →∞).

Daraus folgt einerseits limk→∞ ‖ 1
‖dk‖ ·F

′(xk)−1·F (xk)‖ = 1, d.h. die Länge von

dk konvergiert gegen die Länge der Newton-Korrektur. Zusätzlich konvergiert
auch die Richtung (i.S. der normierten Vektoren) von dk gegen die Richtung
der Newton-Korrektur.
In der angegebenen Formulierung stellt der Satz von Dennis und Moré keinen
direkten Zusammenhang mit unserer Analyse der lokalen Konvergenz von
inexakten Newton-Verfahren aus Satz 3.2.8 her. Das folgende Korollar leistet
dies.

3.3.5 Korollar
Unter den Voraussetzungen von Satz 3.3.3 sind auch äquivalent

(i) xk → x∗ q-überlinear

(ii) ‖F ′(xk)−1 · F (xk) + (xk+1 − xk)‖ = o(‖F (xk)‖)

(iii) ‖F ′(x∗)−1 · F (xk) + (xk+1 − xk)‖ = o(‖F (xk)‖)

Beweis: Wir zeigen, dass (ii) und (iii) jeweils äquivalent sind zu der entspre-
chenden Aussage (ii) und (iii) aus Korollar 3.3.4. Wir starten mit (ii) und
nehmen an, es gilt

‖F ′(xk)−1 · F (xk) + (xk+1 − xk)‖ = o(‖F (xk)‖).

In einer Umgebung von x∗ ist ‖F ′(x)‖ ≤ β, ‖F ′(x)−1‖ ≤ β. Dann gilt für xk

in dieser Umgebung

1

β
‖xk+1 − xk‖ − ‖F (xk)‖ = o(‖F (xk)‖).
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Für k groß genug ist o(‖F (xk)‖) ≥ −(1/(2β)) · ‖F (xk)‖, so dass für diese k
gilt

‖F (xk)‖ ≤ 2β‖xk+1 − xk‖.

Daraus ergibt sich o(‖F (xk)‖) = o(‖xk+1 − xk‖) und damit (ii) aus Korol-
lar 3.3.4.
Für die umgekehrte Richtung leiten wir in analoger Weise aus

‖F ′(xk)−1 · F (xk) + (xk+1 − xk)‖ = o(‖xk+1 − xk‖)

für alle gegnügend großen k mit o(‖xk+1 − xk‖) ≤ (1/2) · (‖xk+1 − xk‖) die
Beziehung

‖xk+1 − xk‖ ≤ 2β‖F (xk)‖

her. Es ist also wieder o(‖F (xk)‖) = o(‖xk+1 − xk‖), und es ergibt sich (ii)
des vorliegenden Korollars.
Für den Beweis von (iii) geht alles analog. �
Das Korollar gilt auch wieder, wenn wir auf den linken Seiten ’mit F ′(xk)
bzw. F ′(x∗) multiplizieren’, was wir jetzt aber nicht mehr extra festhalten.
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Abschnitt 3.4

Newton-Verfahren zur Optimierung

Ist f : Rn → Rn ∈ C2(Rn) und x∗ ein Minimum von f , so kann man wegen
∇f(x∗) = 0 die Stelle x∗ dadurch approximieren, dass man das Newton-
Verfahren auf F (x) = ∇f(x)T anwendet.
Die entscheidende Frage ist, wie sich ein solches Newton-Verfahren in ein
(global konvergentes) Verfahren zur Optimierung einbauen lässt.
In diesem Abschnitt zeigen wir, dass unter gewissen Bedingungen die Newton-
Richtung d = −∇2f(x)−1 · ∇f(x)T eine Abstiegsrichtung ist und dass nahe
am Minimum x∗ bereits die Schrittweite t = 1 die Armijo-Bedingung erfüllt.
Dasselbe gilt sogar für alle q-überlinear konvergenten Verfahren.

3.4.1 Lemma
Für ∇2f(x) spd ist die Newton-Richtung d = −∇2f(x)−1 · ∇f(x)T eine
Abstiegsrichtung für f in d.

Beweis: Beispiel 2.1.3 �

Ist f ∈ C2(Rn), so ist d = −∇2f(x)−1∇f(x)T also auch eine Abstiegsrich-
tung, sobald x nahe genug an einem x∗ liegt mit ∇2f(x∗) spd .

3.4.2 Lemma
Sei f : Rn → R, f ∈ C2(Rn) und ∇2f(x∗) spd. Dann existiert δ > 0, α > 0,
so dass

dT∇2f(x)d ≥ α · ‖d‖2 für alle x ∈ Bδ(x
∗) und alle d ∈ Rn

Beweis: Die Funktion

g(x) = min
d∈Rn,‖d‖=1

{
dT∇2f(x)d

}
ist stetig in x mit g(x∗) > 0. �

3.4.3 Satz
Sei f : Rn → R, f ∈ C2(Rn), x∗ ∈ Rn mit ∇f(x∗) = 0 und ∇2f(x∗) spd (d.h.
x∗ ist lokales Minimum). Weiter sei σ ∈ (0, 1

2
) fest. Dann existiert δ > 0, so

dass für x ∈ Bδ(x
∗) die Hesse-Matrix ∇2f(x) spd ist und

f(x+ dN) < f(x) + σ∇f(x)dN , dN = −∇2f(x)−1 · ∇f(x)T
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Beweis: ∇f(x) spd für δ klein genug, folgt direkt aus Lemma 3.4.2. Für x ∈
Bδ(x

∗) mit einem solchen δ erhalten wir dann mit einer Taylor-Entwicklung
2. Ordnung für ϕ(t) = f(x+ tdN)

f(x+ dN) = f(x) +∇f(x)dN +
1

2
dT

N∇2f(ξ)dN ,(3.4.1)

ξ = x+ ϑ · dN , ϑ ∈ (0, 1).

Für den quadratischen Term gilt

dT
N∇2f(ξ)dN = −∇f(x)dN + dN(∇2f(ξ)−∇2f(x)))dN

Da ∇2f stetig ist und dN = −∇2f(x)−1 · ∇f(x)T → 0 für x → x∗, können
wir zu jedem ε > 0 die Zahl δ > 0 so klein wählen, dass für x ∈ Bδ(x

∗)

(3.4.2) |dT
N

(
∇2f(ξ)−∇2f(x)

)
dN | ≤ ε · ‖dN‖2

gilt. Indem wir δ eventuell verkleinern, erhalten wir nach Lemma 3.4.2 ein
α > 0 mit

(3.4.3) α‖dN‖2 ≤ dT
N∇2f(x)dN = −∇f(x)dN für alle x ∈ Bδ(x

∗).

Durch Einsetzen von (3.4.2) erhalten wir für diese x also

f(x+ dN) ≤ f(x) +
1

2
∇f(x)dN +

1

2
ε · ‖dN‖2

≤ f(x) +
1

2

(
1− ε

α

)
∇f(x)dN .

Für gegebenes σ ∈ (0, 1
2
) muss man also ε < α(1− 2σ) wählen. �

Allgemeiner gilt, dass nicht nur das Newton-Verfahren, sondern jedes q-über-
linear konvergente Verfahren auf Abstiegsrichtungen beruht, sobald sich die
Iterierten nahe genug an der Lösung befinden. Genauer formuliert dies das
folgende Resultat.

3.4.4 Lemma
Sei f : Rn → R, f ∈ C2(Rn), x∗ ∈ Rn mit ∇f(x∗) = 0, ∇2f(x∗) spd. Für
x ∈ Rn sei d = d(x) eine Richtung mit

‖∇2f(x)d+∇f(x)T‖ ≤ ε · ‖∇f(x)‖.

Dann ist d eine Abstiegsrichtung für f in x, vorausgesetzt, ‖x − x∗‖ und ε
sind genügend klein.
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Beweis: Es ist

∇f(x)d = ∇f(x) · ∇2f(x)−1
(
∇2f(x)d+∇f(x)T

)
−∇f(x)∇2f(x)−1∇f(x)T

≤ ‖∇f(x)‖ · ‖∇2f(x)−1‖ · ε · ‖∇f(x)‖ − ∇f(x)∇2f(x)−1∇f(x)T .

Nach Lemma 3.4.2 existieren α, δ > 0 mit

∇f(x)∇2f(x)−1∇f(x)T ≥ α · ‖∇f(x)‖2 für x ∈ Bδ(x
∗).

Indem wir δ evtl. weiter verkleinern, gilt außerdem ‖∇2f(x)−1‖ ≤ β für alle
x ∈ Bδ(x

∗). Für ε < α/β ist also ∇f(x)d < 0 für x ∈ Bδ(x
∗). �

3.4.5 Korollar
Sei f : Rn → R, f ∈ C2(Rn), x∗ ∈ Rn mit ∇f(x∗) = 0, ∇2f(x∗) spd. Für
x ∈ Rn sei d = d(x) eine Richtung mit

‖∇2f(x)d+∇f(x)T‖ = o(‖d‖) für x→ x∗.

Dann ist d eine Abstiegsrichtung für f in x, vorausgesetzt, ‖x − x∗‖ ist
genügend klein.

Beweis: Es existiert ein δ > 0 so dass für x ∈ Bδ(x
∗) die Hesse-Matrix

∇2f(x) positiv definit ist und

‖∇2f(x)−1‖ ≤ β für x ∈ Bδ(x
∗).

Aus der Voraussetzung erhalten wir mit der Dreiecksungleichung

1

β
‖d‖ − ‖∇f(x)‖ ≤ ‖∇2f(x)d+∇f(x)‖ = o(‖d‖),

woraus sich
1

2β
· ‖d‖ ≤ ‖∇f(x)‖

für genügend kleines ‖d‖, also genügend kleines ‖x − x∗‖ ergibt. Für jedes
ε > 0 existiert damit η > 0, so dass wegen der Voraussetzung

‖∇2f(x)d+∇f(x)‖ ≤ ε‖∇f(x)‖ für x ∈ Bη(x
∗)

gilt, d.h. wir können Lemma 3.4.4 anwenden. �

Interpretation: Konvergiert eine Folge {xk} q-überlinear gegen x∗, so sind
die Richtungen dk = xk+1−xk für große k alle Abstiegsrichtungen für f in xk,
denn auf Grund des Satzes von Dennis und Moré (Korollar 3.3.4) ist dann
‖∇2f(xk)dk +∇f(xk)T‖ = o(‖dk)‖.
Als nächstes weisen wir in Analogie zu Satz 3.4.3 nach, dass auch allgemein
bei q-überlinear konvergenten Verfahren bei der Wahl σ < 1/2 die Armijo-
Schrittweite t = 1 erreicht wird, vorausgesetzt, x liegt bereits nahe genug an
x∗.
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3.4.6 Satz
Sei f : Rn → R, f ∈ C2(Rn), x∗ ∈ Rn mit ∇f(x∗) = 0 und ∇2f(x∗) spd.
Weiter sei σ ∈ (0, 1

2
) fest und zu x werde eine Suchrichtung daN = daN(x)

verwendet mit

(3.4.4) ‖∇2f(x)daN +∇f(x)T‖ = o(‖daN‖) für x→ x∗.

(approximative Newton-Richtung). Dann existiert δ > 0, so dass für x ∈
Bδ(x

∗) die Hesse-Matrix ∇2f(x) spd ist, daN eine Abstiegsrichtung ist und

(3.4.5) f(x+ daN) ≤ f(x) + σ∇f(x)daN .

Beweis: Wir wählen δ > 0 zunächst einmal wenigstens so klein, dass ∇2f(x)
spd ist für x ∈ Bδ(x

∗) und dass daN eine Abstiegsrichtung ist für x ∈ Bδ(x
∗)

(Korollar 3.4.5).
Zum Beweis der zentralen Aussage (3.4.5) verwenden wir wieder

(3.4.6) f(x+ daN) = f(x) +∇f(x)daN +
1

2
dT

aN∇2f(ξ)daN ,

wobei wir diesmal den letzten Term ausdrücken als

dT
aN∇2f(ξ)daN = −∇f(x)daN +

(
dT

aN∇2f(ξ) +∇f(x)
)
daN

= −∇f(x)daN + dT
aN

(
∇2f(ξ)−∇2f(x)

)
daN(3.4.7)

+
(
dT

aN∇2f(x) +∇f(x)
)
daN .

Nach Lemma 3.4.2 existiert, evtl. nach Verkleinerung von δ, eine Zahl α > 0
mit

(3.4.8) dT∇2f(x)d ≥ α · ‖d‖2 für x ∈ Bδ(x
∗), d ∈ Rn.

Auf Grund der Stetigkeit von ∇2f(x) existiert zu jedem ε > 0 ein eventuell
noch kleineres δ > 0, so dass

|dT
aN

(
∇2f(ξ)−∇2f(x)

)
daN | ≤ ε · ‖daN‖2 für x ∈ Bδ(x

∗).

Indem wir δ eventuell nochmals verkleinern, folgt wegen der Voraussetzung
(3.4.4) auch

‖∇2f(x)daN +∇f(x)T‖ ≤ ε · (‖daN‖).

Somit ergibt sich aus (3.4.7)

dT
aN∇2f(ξ)daN ≤ −∇f(x)daN + ε · ‖daN‖2 + ε · ‖daN‖2

= −∇f(x)daN + 2ε · ‖daN‖2.(3.4.9)
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Wir müssen noch zeigen, dass ‖daN‖ = O(|∇f(x)daN |). Dazu beachten wir

∇f(x)daN =
(
∇f(x) + (∇2f(x)daN)T

)
daN − dT

aN∇2f(x)daN ,

also für x ∈ Bδ(x
∗)

|∇f(x)daN | ≥ |dT
aN∇2f(x)daN | − ‖∇f(x) + (∇2f(x)daN)T‖ · ‖daN‖

≥ α‖daN‖2 − ε‖daN‖2.

Hierin ist |∇f(x)daN | = −∇f(x)daN . Indem wir ε eventuell verkleinern,
können wir α− ε > 0 annehmen und erhalten

‖daN‖2 ≤ 1

α− ε
· (−∇f(x)daN).

Eingesetzt in die Taylorentwicklung (3.4.6) unter Berücksichtigung von (3.4.9)
erhalten wir so

f(x+ daN) ≤ f(x) +

(
1 +

1

2

(
−1− 2ε

α− ε

))
∇f(x)daN .

Man wähle für σ ∈ (0, 1
2
) also ε (und damit δ) so klein, dass 2ε

α−ε
< 1− 2σ).

�
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Abschnitt 3.5

Globalisierung des Newton-Verfahrens

Ziel ist es jetzt, das Newton-Verfahren in ein global konvergentes Abstiegs-
verfahren einzubauen. Dies ist nicht trivial, denn die Newton-Richtung ist
nicht immer eine Abstiegsrichtung.

Bemerkung: Der Begriff Globalisierung eines Verfahrens bedeutet, dass man
es so modifiziert, dass globale Konvergenz vorliegt, nicht notwendig aber Kon-
vergenz gegen ein globales Minimum!

Zur Vorbereitung betrachten wir ein Abstiegsverfahren, welches nur den Gra-
dienten benutzt: das Verfahren des steilsten Abstiegs oder auch Gradienten-
verfahren.

3.5.1 Algorithmus (Gradientenverfahren)
wähle x0 ∈ Rn, σ ∈ (0, 1), β ∈ (0, 1), ε > 0
for k = 0, 1, . . . do
dk = −∇f(xk)T

if ‖dk‖ < ε then
STOP

else
bestimme tk = max{β`, ` = 0, 1, . . . : f(xk + β`dk) ≤ f(xk) +
σβ`∇f(xk)d}

{Armijo-Schrittweite}
xk+1 = xk + tkdk

end if
end for

3.5.2 Bemerkung
Man sagt: Der Algorithmus akzeptiert die Schrittweite tk, wenn er denn diese
Schrittweite verwendet.

Da wir die nicht-notwendig effiziente Armijo-Schrittweiten verwenden, ist die
Konvergenz dieses Verfahrens nicht durch Satz 2.1.7 gesichert. Zur Vorberei-
tung einer Analyse formulieren wir zunächst folgendes Hilfsresultat.
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3.5.3 Lemma
Es sei f : Rn → R, f ∈ C1(Rn), x, d ∈ Rn, {xk}, {dk} ⊆ Rn mit limk→∞ xk =
x, limk→∞ dk = d und {tk} ⊆ R mit limk→∞ tk = 0. Dann gilt

lim
k→∞

f(xk + tkdk)− f(xk)

tk
= ∇f(x)d.

Beweis: Nach dem Mittelwertsatz ist

f(xk + tkdk)− f(xk)

tk
= ∇f(xk + ϑkt

kdk)dk, ϑk ∈ (0, 1).

Für k →∞ konvergiert xk + ϑkt
kdk gegen x. �

3.5.4 Satz
Sei f : Rn → R, f ∈ C1(Rn). Dann ist jeder Häufungspunkt der vom Gradien-
tenverfahren (Algorithmus 3.5.1) erzeugten Folge {xk} ein stationärer Punkt
von f .

Beweis: Sei x∗ ein Häufungspunkt von {xk}. Sei limi→∞ xki = x∗. Dann gilt
limi→∞ f(xki) = f(x∗), und wegen {f(xk)} ↘ sogar limk→∞ f(xk) = f(x∗).
Insbesondere folgt limk→∞ f(xk+1)− f(xk) = 0 und wegen

f(xk)− f(xk+1) ≥ σtk · ‖∇f(xk)‖2 ≥ 0

folgt limk→∞ tk · ‖∇f(xk)‖ = 0. Angenommen, es wäre x∗ kein stationärer
Punkt, also ‖∇f(x∗)‖ 6= 0. Dann folgt limi→∞ tki = 0, d.h.

lim
i→∞

`ki
= ∞, `ki

Exponent in Armijo-Schritt: tki = β`ki .

Also gilt für alle i

f(xki + β`ki
−1dki) > f(xki) + σβ`ki

−1∇f(xki)dki ,

und damit für i→∞ nach Lemma 3.5.3

∇f(x∗) · d ≥ σ∇f(x∗) · d

mit d = limi→∞ dki = −∇f(x∗)T , ein Widerspruch, da ∇f(x∗) 6= 0. �

Im Beweis zu Satz 3.5.4 haben wir folgendes allgemeinere, für später wichtige
Resultat bewiesen.

3.5.5 Korollar
Sei f : Rn → R, f ∈ C1(Rn). Die Iterierten {xk} werden gemäß

xk+1 = xk + tkdk, k = 0, 1, 2, . . .
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berechnet mit tk > 0. Es gelte

f(xk+1) ≤ f(xk), k = 0, 1, 2, . . .

lim
i→∞

xki = x∗

dki = −∇f(xki)

und für alle i werde tki als Armijo-Schrittweite bestimmt.
Dann ist ∇f(x∗) = 0.

3.5.6 Beispiel
In den Übungen haben wir das Verfahren des steilsten Abstiegs für

f(x) =
1

2
xTQx+ cTx+ γ, Q ∈ Rn×n spd

analysiert bei Verwendung der optimalen Schrittweite, welche die 1-dimensionale
Minimierungsaufgabe

minimiere f(x+ td)

löst. Wir hatten auch gesehen: Bei geeigneter Wahl des Startvektors x0 gilt
für die Konvergenz

‖x2k − x∗‖ =

(
λmax − λmin

λmax + λmin

)2k

‖x0 − x∗‖,

λmin, λmax kleinster bzw. größter Eigenwert von Q. Dies ist eine langsame
Konvergenz.
Es ist ∇f(x) = xTQ+ cT ,∇2f(x) = Q, so dass sich als Newton-Richtung

d = −Q−1(Qx+ c)

ergibt. Die Newton-Iterierte (nach der ersten Iteration)

x1 = x0 +∇2f(x0)−1(−∇f(x0)T ) = x0 −Q−1(Qx0 + c)

= −Q−1c

ist dagegen bereits die Minimalstelle von f , d.h. die Konvergenz des Newton-
Verfahrens ist besonders schnell.

Das Beispiel zeigt, dass es nützlich ist, Newton-Schritte – sofern möglich –
in ein Abstiegsverfahren einzubauen.
Dazu formulieren wir den folgenden Algorithmus:
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3.5.7 Algorithmus (globalisiertes Newton-Verfahren)
wähle x0 ∈ Rn, ρ > 0, p > 2, β ∈ (0, 1), σ ∈ (0, 1

2
), ε > 0

for k = 0, 1, . . . do
if ‖∇f(xk)‖ ≤ ε then

STOP
else

löse ∇2f(xk)dk = −∇f(xk)T {Newton-Gleichung}
if ∇2f(xk) singulär oder ∇f(xk)dk > −ρ‖dk‖p then
dk = −∇f(xk)T {steilster Abstieg}

end if
bestimme tk = max{β`, ` = 0, 1, . . . : f(xk + β`dk) ≤ f(xk) +
σβ`∇f(xk)dk}

{Armijo-Schrittweite}
setze xk+1 = xk + tkdk

end if
end for

3.5.8 Bemerkung
Man sagt: Der Algorithmus akzeptiert die Newton-Richtung, wenn er sie denn
verwendet.

In dem Algorithmus werden nicht-zufriedenstellende Newton-Richtungen dk

(wenn sie nämlich ∇f(xk)dk > −ρ‖dk‖p erfüllen) durch steilste Abstiegsrich-
tungen ersetzt. Dass die gewählte Strategie vernünftig ist, klärt der Beweis
des folgenden Satzes.

3.5.9 Satz
Sei f : Rn → R, f ∈ C2(Rn). Dann ist jeder Häufungspunkt x∗ der vom
globalisierten Newton-Verfahren (Algorithmus 3.5.7) erzeugten Folge {xk}
ein stationärer Punkt von f .

Beweis: Sei x∗ = limi→∞ xki ein Häufungspunkt mit zugehöriger konvergen-
ter Teilfolge {xki}. Falls dki = −∇f(xki)T für unendlich viele i, so ist x∗

stationärer Punkt wegen Korollar 3.5.5. Wir nehmen also ab jetzt an, dass

(3.5.1) ∇2f(xki)dki = −∇f(xki)T für alle i ≥ i0.

Wie im Beweis zum vorangegangenen Satz folgt aus limk→∞ f(xk+1)−f(xk) =
0 die Beziehung

lim
i→∞

tki∇f(xki)dki = 0.
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Wir nehmen an, dass x∗ kein stationärer Punkt ist, also ∇f(x∗) 6= 0 und
werden einen Widerspruch herleiten. Wenn wir zeigen können, dass

(3.5.2) tki ≥ t > 0 für eine Teilfolge der tki

gilt, so folgt (wir bezeichnen die Teilfolge wieder mit tki) limi→∞∇f(xki)dki =
0, was wegen der Bedingung

∇f(xki)dki ≤ −ρ‖dki‖p

aber limi→∞ dki = 0 zur Folge hätte. Dies kann aber nicht sein, da (3.5.1) für
i→∞ die Beziehung

∇2f(x∗) · 0 = −∇f(x∗)T 6= 0

liefern würde.
Zur Erledigung des Widerspruchsbeweises müssen wir also noch (3.5.2) zei-
gen. Dazu stellen wir zunächst fest, dass 0 kein Häufungspunkt der Folge
{dki} ist (Beweis wie gerade eben). Da für alle i ≥ i0 außerdem

−‖∇f(xki)‖ · ‖dki‖ ≤ ∇f(xki)dki ≤ −ρ · ‖dki‖p

gilt, folgt

‖dki‖ ≤
(

1

ρ
‖∇f(xki‖

)1/(p−1)

.

Also existieren zwei Konstanten c1, c2 mit

c1 ≤ ‖dki‖ ≤ c2 für alle i = 0, 1, . . . .

Indem wir zu einer Teilfolge der {ki} übergehen, die wir wieder mit {ki}
bezeichnen, können wir deshalb

lim
i→∞

dki = d∗ 6= 0

annehmen.
Angenommen, 0 ist Häufungspunkt der Folge tki . Dann existiert eine konver-
gente Teilfolge, die wir der Einfachheit halber wieder mit tki bezeichnen mit
limi→∞ tki = 0, d.h. in der Armijo-Schrittweitenbestimmung ist

tki = β`ki mit lim
i→∞

`ki
= +∞.

Aus
f(xki + β`ki

−1dki) > f(xki) + σβ`ki
−1∇f(xki)dki
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folgt für i→∞ dann
∇f(x∗)d∗ ≥ σ∇f(x∗)d∗

und damit ∇f(x∗)d∗ ≥ 0. Andererseits folgt aus dem Algorithmus aber auch

∇f(x∗)d∗ ≤ −ρ‖d∗‖p < 0,

ein Widerspruch! �

3.5.10 Bemerkung
Für den soeben gezeigten Konvergenzsatz wurde nur p > 1 und σ ∈ (0, 1)
benötigt.

Aus dem Beweis zu Satz 3.4.3 wissen wir bereits, dass σ < 1
2

nötig ist um
zu erreichen, dass in der Nähe eines stationären Punktes x∗ die Armijo-
Schrittweite t = 1 für die Newton-Richtung akzeptiert wird. Die nun fol-
gende Diskussion wird klären, weshalb p > 2 eine gute Wahl für zusätzliche
Aussagen zur globalen Konvergenz ist.

3.5.11 Lemma
{xk} ⊆ Rn sei eine Folge und x∗ ein isolierter Häufungspunkt dieser Folge.
Weiter gelte für jede gegen x∗ konvergente Teilfolge {xki} die Beziehung

lim
i→∞

‖xki+1 − xki‖ = 0.

Dann gilt sogar limk→∞ xk = x∗, d.h. die Folge {xk} konvergiert gegen x∗.

Beweis: Da x∗ ein isolierter Häufungspunkt ist, existiert ε > 0 so, dass
Bε(x

∗) keine weiteren Häufungspunkte von {xk} enthält. Angenommen, {xk}
konvergiert nicht gegen x∗. Dann sind für alle i ≥ i0 die Zahlen

`(ki) = max{` : ‖xm − x∗‖ ≤ ε für alle m = ki, ki + 1, . . . , `}

wohldefiniert, und wir haben

‖x`(ki) − x∗‖ ≤ ε, ‖x`(ki)+1 − x∗‖ > ε, k = 0, 1, . . .

Die Teilfolge {x`(ki)} ⊆ Bε(x
∗) konvergiert gegen x∗, denn in Bε(x

∗) existiert
kein weiterer Häufungspunkt. Damit folgt aber

‖x`(ki)+1 − x∗‖ ≤ ‖x`(ki) − x∗‖+ ‖x`(ki)+1 − x`(k)‖ → 0,

im Widerspruch zu ‖x`(ki)+1 − x∗‖ > ε. �
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3.5.12 Satz
Es gelten die Voraussetzungen von Satz 3.5.9 und x∗ sei ein isolierter Häufungs-
punkt der Iterierten {xk} des globalisierten Newton-Verfahrens (Algorith-
mus 3.5.7). Dann konvergiert bereits die ganze Folge {xk} gegen x∗.

Beweis: Sei {xki} eine gegen x∗ konvergente Teilfolge. Wir zeigen

lim
i→∞

‖xki+1 − xki‖ = 0

und wenden dann Lemma 3.5.11 an. Es ist

(3.5.3) ‖xki+1 − xki‖ = tki‖dki‖ ≤ ‖dki‖

und damit
ρ‖dki‖p ≤ −∇f(xki)dki ≤ ‖∇f(xki)‖ · ‖dki‖,

sofern im Algorithmus die Newton-Richtung als Suchrichtung akzeptiert wird.
In diesen Fällen gilt also

ρ‖dki‖p−1 ≤ ‖∇f(xki)‖.

Wurde statt dessen auf die Richtung des steilsten Abstiegs zurückgegriffen,
so gilt trivialerweise

‖dki‖ = ‖∇f(xki)‖.

Wegen limi→∞ ‖∇f(xki)‖ = ‖∇f(x∗)‖ = 0 (s. Satz 3.5.9) folgt also

lim
i→∞

‖xki+1 − xki‖ = 0.

�
Der vorangehende Satz motiviert p > 1. Dass p > 2 die richtige Wahl ist,
ergibt sich aus

3.5.13 Satz
Sei f : Rn → R, f ∈ C2(Rn), {xk} die vom globalisierten Newton-Verfahren
Algorithmus 3.5.7 erzeugte Folge, wobei p > 2. Weiter sei x∗ ein Häufungs-
punkt dieser Folge und ∇2f(x∗) sei positiv definit. Dann gilt

(i) limk→∞ xk = x∗ und x∗ ist Stelle eines striktes Minimum von f

(ii) für k genügend groß ist dk stets die Newton-Richtung

(iii) für k groß genug ist stets tk = 1

(iv) xk → x∗ q-überlinear; im Falle∇2f ∈ Lipγ(Bε(x
∗)) sogar q-quadratisch.
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Beweis: Zu (i): Wegen f(xk) ↘ f(x∗) gilt für jeden Häufungspunkt y∗ der
Folge {xk} die Beziehung f(y∗) = f(x∗). Nach Satz 3.5.9 ist ∇f(x∗) = 0,
also ist x∗ strikte lokale Minmalstelle für f . Also liegt y∗ nicht beliebig nahe
an x∗, d.h. x∗ ist isolierter Häufungspunkt. Damit folgt (i) aus Satz 3.5.12.
Zu (ii): Wir zeigen, dass ρ̃ > 0 existiert mit

(3.5.4) ∇f(xk)dk ≤ −ρ̃‖dk‖2 für alle k ≥ k0,

wobei dk = −∇2f(xk)−1∇f(xk)T die Newton-Richtung ist.
Wir wissen nach Lemma 3.4.2, dass für k groß genug

−∇f(xk)dk = (dk)T∇2f(xk)dk ≥ α · ‖dk‖2

gilt mit einer Konstanten α > 0. Dies beweist (3.5.4).
Im Algorithmus wird die Newton-Richtung dk = −∇2f(xk)−1∇f(xk)T ak-
zeptiert, falls

∇f(xk)dk ≤ −ρ · ‖dk‖p, p > 2.

Wegen limk→∞ dk = 0 existiert ein k0, so dass für alle k ≥ k0 gilt

ρ̃ · ‖dk‖2−p ≥ ρ,

d.h. aus (3.5.4) folgt

∇f(xk)dk ≤ −ρ̃‖dk‖2 = −ρ̃‖dk‖2−p · ‖dk‖p ≤ −ρ · ‖dk‖p für k ≥ k1.

Teil (iii) wurde bereits in Satz 3.4.3 bewiesen, der Teil (iv) folgt sofort aus
den Sätzen 3.2.4 und 3.2.7. �

Wir übertragen die Resultate für das Newton-Verfahren jetzt noch auf ein
globalisiertes inexaktes Newton-Verfahren.
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3.5.14 Algorithmus (globalisiertes inexaktes Newton-Verfahren)
wähle x0 ∈ Rn, ρ > 0, p > 2, β ∈ (0, 1), σ ∈ (0, 1

2
), ε > 0, η̄ ∈ (0, 1)

for k = 0, 1, . . . do
if ‖∇f(xk)‖ ≤ ε then

STOP
else

wähle ηk ∈ [0, η̄]
bestimme dk mit ‖∇2f(xk)dk +∇f(xk)T‖ ≤ ηk‖∇f(xk)‖

{inexakte Lösung der Newton-Gleichung}
if ∇2f(xk) singulär oder ∇f(xk)dk > −ρ‖dk‖p then
dk = −∇f(xk)T {steilster Abstieg}

end if
bestimme tk = max{β`, ` = 0, 1, . . . : f(xk + β`dk) ≤ f(xk) +
σβ`∇f(xk)dk}

{Armijo-Schrittweite}
setze xk+1 = xk + tkdk

end if
end for

In Analogie zu Satz 3.5.9 gilt

3.5.15 Satz
Sei f : Rn → R, f ∈ C2(Rn). Dann ist jeder Häufungspunkt x∗ der vom glo-
balisierten inexakten Newton-Verfahren (Algorithmus 3.5.14 erzeugten Folge
{xk} ein stationärer Punkt von f .

Beweis: Sei x∗ = limi→∞ xki ein Häufungspunkt mit zugehöriger konvergen-
ter Teilfolge {xki}. Falls dki = −∇f(xki)T für unendlich viele i, so ist x∗

stationärer Punkt wegen Korollar 3.5.5. Wir nehmen also ab jetzt an, dass

(3.5.5) ‖∇2f(xki)dki +∇f(xki)T‖ ≤ η̄‖∇f(xki)‖ für alle i ≥ i0.

Wegen limk→∞ f(xk) ↘ f(x∗) gilt limk→∞ f(xk+1) − f(xk) = 0 und damit
die Beziehung

(3.5.6) lim
i→∞

tki∇f(xki)dki = 0.

Wir nehmen an, dass x∗ kein stationärer Punkt ist, also ∇f(x∗) 6= 0. Dann
ergibt sich aus 3.5.5 zunächst

‖∇f(xki)‖ − ‖∇2f(xki)dki‖ ≤ η̄ · ‖∇f(xki)‖,
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und daher
1− η̄

α
· ‖∇f(xki)‖ ≤ ‖dki‖

mit α = sup{‖∇2f(xki)‖, i = 0, 1, . . .} <∞.
Damit konvergieren die dki nicht gegen 0, und weil die Folge {dki} beschränkt
ist (dies folgt aus der Beziehung ∇f(xk)dk > −ρ‖dk‖p), besitzt sie eine gegen
ein d∗ 6= 0 konvergente Teilfolge, die wir wieder mit ki indizieren. Die Folge
der tki hat 0 nicht als Häufungspunkt, denn andernfalls würde, wieder nach
Übergang auf eine Teilfolge, aus der Armijo-Schrittweitenwahl folgen

f(xki + β`(ki)−1dki) ≥ f(xki) + σβ`(ki)−1∇f(xki)dki ,

woraus für i→∞ wegen Lemma 3.5.3

∇f(x∗)d∗ ≥ σ∇f(x∗)d∗ ≤ 0

folgt. Dies bedeutet aber ∇f(x∗)d∗ = 0, woraus mit der Bedingung

∇f(xk)dk ≤ −ρ‖dk‖p

aus dem Verfahren jedoch d∗ = 0 folgen würde, ein Widerspruch. Also besitzt
die Folge der {tki} nicht den Häufungspunkt 0, weshalb aus (3.5.6) wieder
∇f(x∗)d∗ = 0 folgt. Hieraus ergibt sich wie gerade eben wieder der Wider-
spruch d∗ = 0. Die anfängliche Annahme ∇f(x∗) 6= 0 war also falsch. �

Auch die anderen Aussagen zum globalisierten Newton-Verfahren lassen sich
übertragen, vorausgesetzt, das inexakte Verfahren ist q-überlinear konver-
gent.

3.5.16 Satz
Es gelten die Voraussetzungen von Satz 3.5.15. Weiter sei limk→∞ ηk = 0
in Algorithmus 3.5.14 und x∗ sei ein isolierter Häufungspunkt der Iterierten
{xk} des globalisierten inexakten Newton-Verfahrens (Algorithmus 3.5.14).
Dann konvergiert bereits die ganze Folge {xk} gegen x∗.

Beweis: Der Beweis geht eigentlich wörtlich so wie für das exakte Newton-
Verfahren: Sei {xki} eine gegen x∗ konvergente Teilfolge. Wir zeigen

lim
i→∞

‖xki+1 − xki‖ = 0

und wenden dann Lemma 3.5.11 an. Es ist

(3.5.7) ‖xki+1 − xki‖ = tki‖dki‖ ≤ ‖dki‖
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und damit
ρ‖dki‖p ≤ −∇f(xki)dki ≤ ‖∇f(xki)‖ · ‖dki‖,

sofern im Algorithmus die inexakte Newton-Richtung als Suchrichtung ak-
zeptiert wird. In diesen Fällen gilt also

ρ‖dki‖p−1 ≤ ‖∇f(xki)‖.

Wurde statt dessen auf die Richtung des steilsten Abstiegs zurückgegriffen,
so gilt trivialerweise

‖dki‖ = ‖∇f(xki)‖.

Wegen limi→∞ ‖∇f(xki)‖ = ‖∇f(x∗)‖ = 0 (s. Satz 3.5.15) folgt also

lim
i→∞

‖xki+1 − xki‖ = 0.

�

3.5.17 Satz
Sei f : Rn → R, f ∈ C2(Rn), {xk} die vom globalisierten inexakten Newton-
Verfahren (Algorithmus 3.5.14) erzeugte Folge. In dem Verfahren gelte wieder
limk→∞ ηk = 0. Weiter sei x∗ ein Häufungspunkt dieser Folge und ∇2f(x∗)
sei positiv definit. Dann gilt

(i) limk→∞ xk = x∗ und x∗ ist striktes lokale Minimalstelle von f

(ii) für k genügend groß ist dk stets die inexakte Newton-Richtung

(iii) für k groß genug ist stets tk = 1

(iv) xk → x∗ q-überlinear; im Falle∇2f ∈ Lipγ(Bε(x
∗)) und ηk = O(‖F (xk)‖)

sogar q-quadratisch.

Beweis: Zu (i): Der erste Teil folgt wie beim exakten Newton-Verfahren:
Wegen f(xk) ↘ f(x∗) gilt für jeden Häufungspunkt y∗ der Folge {xk} die
Beziehung f(y∗) = f(x∗). Nach Satz 3.5.15 ist ∇f(x∗) = 0, also ist x∗ strikte
lokale Minmalstelle für f . Also liegt y∗ nicht beliebig nahe an x∗, d.h. x∗ ist
isolierter Häufungspunkt. Damit folgt (i) aus Satz 3.5.16.
Zu (ii): Wir zeigen, dass ρ̃ > 0 und k0 existieren mit

(3.5.8) ∇f(xk)dk ≤ −ρ̃‖dk‖2 für alle k ≥ k0,

wobei dk die inexakte Newton-Richtung ist mit

‖∇2f(xk)dk +∇f(xk)T‖ ≤ ηk‖∇f(xk)‖.
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Wir müssen jetzt etwas anders argumentieren als beim exakten Verfahren.
Für k ≥ k0 ist nach Lemma 3.4.2 ∇f(xk)∇2f(xk)∇f(xk) ≥ α‖∇f(xk)T‖2

mit einem festen α > 0. Für diese k haben wir dann

∇f(xk)dk = ∇f(xk)∇2f(xk)−1
(
∇2f(xk)dk +∇f(xk)T

)
−∇f(xk)∇2f(xk)−1∇f(xk)T

≤ ∇f(xk)∇2f(xk)−1
(
∇2f(xk)dk +∇f(xk)T

)
− α‖∇f(xk)‖2

≤ (ηkγ − α)‖∇f(xk)‖2,

mit γ = sup{‖∇2f(xk)−1‖, k ≥ k0} < ∞. Wie im Beweis zu Korollar 3.3.5
existiert eine weitere Konstante β > 0 mit ‖∇f(xk)‖ ≥ β‖dk‖ für alle k.
Nimmt man also k0 so groß, dass auch noch ηkγ ≤ α/2 für alle k ≥ k0, so
kann man ρ̃ = β2 · α/2 nehmen.
Im Algorithmus wird die inexakte Newton-Richtung dk akzeptiert, falls

∇f(xk)dk ≤ −ρ · ‖dk‖p, p > 2.

Wegen limk→∞ dk = 0 existiert ein k1, so dass für alle k ≥ k1 gilt

ρ̃ · ‖dk‖2−p ≥ ρ,

d.h. aus (3.5.8) folgt

∇f(xk)dk ≤ −ρ̃‖dk‖2 = −ρ̃‖dk‖2−p · ‖dk‖p ≤ −ρ · ‖dk‖p für k ≥ k1.

Teil (iii) wurde bereits in Satz 3.4.6 bewiesen, der Teil (iv) folgt sofort aus
Korollaren 3.3.5 und 3.2.9. �
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Abschnitt 3.6

Praktisch relevante Modifikationen

Die Praxis zeigt, dass das nicht-gobalisierte Newton-Verfahren häufig auch
dann eine ‘gute’ Iterierte bestimmt, wenn die Newton-Richtung keine Ab-
stiegsrichtung ist oder wenn die Schrittweite t = 1 nicht die Armijo-Bedingung
erfüllt. Unsere bisherigen Globalisierungen sind in diesem Sinne ‘zu streng’,
d.h. sie verwerfen die Newton-Korrektur zu häufig zu Gunsten der Rich-
tung des steilsten Abstiegs oder sie machen nur einen ’kleinen’ Schritt in
die Newton-Richtung. Zwar ist ein möglicher Rückzug auf die Richtung des
steilsten Abstiegs fast immer eine notwendige Zutat bei der Globalisierung,
aber man kann darauf abzielen, die steilste Abstiegsrichtung nur in möglichst
wenig Fällen zu verwenden oder möglichst häufig die volle Schrittweite bei
Newton-Schritten zu erreichen.
In diesem Abschnitt besprechen wir zwei Strategien mit dieser Zielsetzung.

3.6.1 Nicht-monotone Armijo-Regel

Die Idee ist, häufiger als bisher einen vollen Schritt (Schrittweite t = 1) in
die Newton-Richtungen zu akzeptieren.

3.6.1 Definition
Sei f : Rn → R, f ∈ C1(Rn). Es sei {xk} ⊂ Rn eine Folge und σ ∈ (0, 1),
β ∈ (0, 1) gegeben. Wir sagen, die Iterierte xk mit Suchrichtung dk genügt
der nicht monotonen Armijo-Bedingung (mit Tiefe mk ∈ N0), falls gilt

xk+1 = xk + β`(k)dk

mit

(3.6.1) β`(k) = max{β` : f(xk + β`dk) ≤ k
max

i=k−mk

f(xi) + σβ`∇f(xk)dk}.

Für mk = 0 erhält man die normale Armijo-Bedingung. Die Bedingung
(3.6.1) erlaubt also ein zwischenzeitliches Anwachsen des Funktionswertes,
’im Mittel’ fällt er aber trotzdem ab.
Zum Einbau in ein globalisiertes Newton-Verfahren braucht man noch eine
Vorschrift, ob und wie man die mk aufdatiert. Folgendes Vorgehen hat sich
in der Praxis bewährt.
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3.6.2 Algorithmus (global. Newton, nicht-monot. Armijo-Regel)
wähle x0 ∈ Rn, ρ > 0, p > 2, β ∈ (0, 1), σ ∈ (0, 1

2
), ε > 0

wähle m̄ ∈ N0, setze m0 = 0
for k = 0, 1, . . . do

if ‖∇f(xk)‖ ≤ ε then
STOP

else
löse ∇2f(xk)dk = −∇f(xk)T {Newton-Gleichung}
setze mk = min{mk−1 + 1, m̄}
if ∇2f(xk) singulär oder ∇f(xk)dk > −ρ‖dk‖p then
dk = −∇f(xk)T {steilster Abstieg}
mk = 0

end if
bestimme tk über die nicht-montone Armijo-Regel 3.6.1

{Armijo-Schrittweite}
setze xk+1 = xk + tkdk

end if
end for

Der Rückgriff auf mk = 0 (und damit die normale Armijo-Regel) im Falle
der Richtung des steilsten Abstiegs ist dafür verantwortlich, dass man auch
für dieses Verfahren globale Konvergenz zeigen kann.1 Die Vorschrift mk =
min{mk−1 + 1, m̄} im Falle der Newton-Richtung bedeutet: Wir berücksich-
tigen nun auch den neuesten Funktionswert in der nichtmonotonen Armijo-
Regel. Wird dabei die Maximalzahl m̄ erreicht, entfernen wir dafür den ältes-
ten Funktionswert.
In der Praxis hat sich m̄ ≈ 10 bewährt und mk = 0 für k = 0, 1, . . . , 5. Die
Praxis zeigt auch: die nicht-monotone Armijo-Regel ist weniger günstig bei
inexakten Newton-Verfahren.

3.6.2 Modifikation der Cholesky-Zerlegung

Die Newton-Richtung ist nicht notwendig eine Abstiegsrichtung, wenn∇2f(x)
nicht spd ist. Das LGS

(3.6.2) ∇2f(x)d = −∇f(x)T

kann man mittels der Cholesky-Faktorisierung ∇2f(x) = LLT lösen. Die
Cholesky-Faktorisierung existiert genau dann, wenn ∇2f(x) spd ist. Die Idee

1s. Grippo, L., Lampariello, F. und Lucidi, S.: A nonmonotone line search technique
for Newton’s method, SIAM J. Numer. Anal. 23, 707 - 716 (1986)
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ist nun, während der Berechnung der Cholesky-Faktoriserung im Falle dass
∇2f(x) nicht spd ist, die Matrix so abzuändern, dass die Matrix spd wird
und ihre Cholesky-Zerlegung bestimmt wird. Statt (3.6.2) löst man dann das
System mit der modfizierten Matrix. Da diese spd ist, ist das berechnete
d eine Abstiegsrichtung, wahrscheinlich eine bessere als die Richtung des
steilsten Abstiegs.
Zur Präzisierung des Vorgehens wiederholen wir den Algorithmus zur Be-
rechnung der Cholesky-Zerlegung A = LLT einer spd Matrix A. Hierin ist L
eine untere Dreiecksmatrix, so dass wir durch Gleichsetzen erhalten

aij =

j∑
k=1

`ik · `jk i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , i.

Löst man diese Beziehung sukzessive nach den Zeilen von L auf, so erhält
man

3.6.3 Algorithmus (Cholesky-Zerlegung, zeilenorientiert)
for i = 1, . . . , n do

for j = 1, . . . , i− 1 do

`ij =
(
aij −

∑j−1
k=1 `ik · `jk

)
/`jj

end for

`ii =
√
aii −

∑i−1
k=1 `

2
ik

end for

Ist A nicht positiv definit, so scheitert dieser Algorithmus, weil für ein i die
Beziehung aii −

∑i−1
k=1 `

2
ik ≤ 0 erreicht wird. Ist A spd, so gilt stets aii −∑i−1

k=1 `
2
ik > 0.

Die modifizierte Cholesky-Zerlegung ändert nun einfach aii−
∑i−1

k=1 `
2
ik in eine

(ausreichend) positive Größe ab, wenn dies notwendig sein sollte.
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3.6.4 Algorithmus (modifiz. Cholesky-Zerlegung, zeilenorient.)
wähle µ > 0 {z.B. µ = 10−7}
for i = 1, . . . , n do

for j = 1, . . . , i− 1 do

`ij =
(
aij −

∑j−1
k=1 `ik · `jk

)
/`jj

end for
aux = aii −

∑i−1
k=1 `

2
ik

if aux < µ then
aux = µ {aux wird ausreichend positiv gemacht}

end if
`ii =

√
aux

end for

3.6.5 Lemma
Für die mit der modifizierten Cholesky-Zerlegung berechnete Matrix L gilt

LLT = A+D, D = diag(d1, . . . , dn)

mit

di =

{
0 falls aii −

∑i−1
k=1 `

2
ik ≥ µ

µ− (aii −
∑i−1

k=1 `
2
ik) sonst

Insbesondere ist A+D spd.

Beweis: Man verifiziert sofort, dass die gewöhnliche Cholesky-Zerlegung
nach Algorithmus 3.6.3 für A+D äquivalent ist zur modifizierten Cholesky-
Zerlegung nach Algorithmus 3.6.4 für A. �

Das globalisierte Newton-Verfahren (Algorithmus 3.5.7 wird nun wie folgt
abgeändert: In jedem Schritt wird zunächst die Gleichung

∇2f(xk)dk = −∇f(xk)T

durch Bestimmung der modifizierten Cholesky-Zerlegung von ∇2f(xk) mit
anschließendem Lösen der Dreieckssysteme ‘gelöst’. Der Rest des Verfahrens
bleibt unverändert. Die resultierende Abstiegsrichtung dk wird nun häufig
akzeptiert werden, so dass nur selten auf die Richtung des tiefsten Abstiegs
zurück gegriffen werden muss. Die Konvergenztheorie zu dieser Modifikation
besprechen wir hier nicht.
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Kapitel 4

Quasi-Newton-Verfahren

Weil sowohl die Berechnung von ∇2f(x) (n2 Einträge), wie auch die Lösung
von∇2f(x)d = −∇f(x)T (O(n3) Operationen bei Faktorisierung von∇2f(x)
als dicht besetzte Matrix) aufwendig sind, sucht man nach billigeren Alter-
nativen zum Newton-Verfahren, welche trotzdem noch überlinear konver-
gent sind. Die wichtigste Klasse solcher Verfahren sind die Quasi-Newton-
Verfahren, welche wir hier behandeln.

Abschnitt 4.1

Motivation und Definition

Wir untersuchen Verfahren von der Bauart

(4.1.1) xk+1 = xk −H−1
k ∇f(xk)T .

Statt Hk als ∇2f(xk) immer wieder neu zu berechnen, suchen wir nun nach
einer Aufdatierungsvorschrift, mit der man Hk+1 einfach aus Hk berechnen
kann.
Wir nehmen an, dass f ∈ C2(Rn). Der Satz von Dennis und Moré (Satz 3.3.3)
zeigt, dass wir überlineare Konvergenz genau dann erreichen können, wenn

‖(Hk −∇2f(xk))(xk+1 − xk)‖ = o(‖xk+1 − xk‖)

gilt. Auf Grund der Differenzierbarkeit von ∇f gilt

‖∇f(xk+1)T −∇f(xk)T −∇2f(xk)(xk+1 − xk)‖ = o(‖xk+1 − xk‖).



4.1. MOTIVATION UND DEFINITION

Wir streben deshalb

‖Hk(x
k+1 − xk)−

(
∇f(xk+1)T −∇f(xk)T

)
‖ = o(‖xk+1 − xk‖)

an. Dies ist zunächst noch keine brauchbare Beziehung, denn sie verbindet
das zu bestimmende Hk mit dem über Hk zu bestimmenden xk+1.
Fordern wir allerdings mit Hk+1 statt Hk die Sekantenbedingung

(4.1.2) Hk+1(x
k+1 − xk) = ∇f(xk+1)T −∇f(xk)T ,

so haben wir eine
”
praktikable“ Vorschrift für Hk+1. Vorsorglich halten wir

dazu schon einmal fest:

4.1.1 Satz
Sei f : Rn → R, f ∈ C1(Rn). Erfüllt ein Verfahren der Bauart 4.1.1 die
Sekantenbedingung 4.1.2 und konvergiert {xk} gegen einen stationären Punkt
x∗ von f , so konvergiert die Folge sogar q-überlinear, falls

‖
(
Hk −∇2f(x∗)

)
(xk+1 − xk)‖ = o(‖xk+1 − xk‖)

gilt.

Beweis: Wegen Hk(x
k+1−xk) = ∇f(xk)T ist obige Bedingung die klassische

Bedingung von Dennis-Moré für q-überlineare Konvergenz gemäß Satz 3.3.3.
�

4.1.2 Definition
Sei f : Rn → R, f ∈ C1(Rn). Ein Quasi-Newton-Verfahren zur Berechnung
einer Minimalstelle von f ist ein Verfahren der Gestalt

xk+1 = xk −H−1
k ∇f(xk), k = 0, 1, . . . ,

wobei die Hk der Sekantenbedingung

Hk+1(x
k+1 − xk) = ∇f(xk+1)T −∇f(xk)T

genügen.

Man beachte, dass die Sekantenbedingung die Matrix Hk+1 nicht vollständig
festlegt, denn sie definiert nur das Bild von Hk+1 auf einem eindimensionalen
Teilraum. Je nachdem, wie Hk+1 sonst noch definiert wird, ergeben sich ver-
schiedene Quasi-Newton-Verfahren. Der prinzipielle Ansatz ist aber immer,
Hk+1 ”

einfach“ aus Hk aufzudatieren.
Im Folgenden wird es primär um die Diskussion solcher Aufdatierungsvor-
schriften gehen. Zur Vereinfachung der Notation sparen wir uns dazu den
Index k, und notieren ein

”
+“ für den Index k + 1. Die Sekantenbedingung

lautet so

(4.1.3) H+(x+ − x) = ∇f(x+)T −∇f(x)T .
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Abschnitt 4.2

PSB-, DFP- und BFGS-Verfahren

In diesem Abschnitt leiten wir einige konkrete Quasi-Newton-Verfahren her.
Wir benötigen dazu einige Hilfsresultate, die so einfach zu zeigen sind, dass
wir auf den Beweis verzichten. Im ganzen Kapitel bezeichnet jetzt ‖ · ‖ die
`2-Norm.

4.2.1 Lemma
Sei w ∈ Rn. Dann gilt

‖w‖ = max
‖x‖=1

{xTw}.

4.2.2 Lemma
Für alle v, w ∈ Rn gilt

‖vwT‖ = ‖v‖ · ‖w‖.

Hier ist vwT ∈ Rn×n, links steht also die `2-Operatornorm.

4.2.3 Definition
Für A ∈ Rn×m ist die Frobenius-Norm gegeben durch

‖A‖F =

(
n∑

i=1

m∑
j=1

a2
ij

)1/2

.

4.2.4 Lemma
Für jede orthogonale Matrix Q ∈ Rn×n und A ∈ Rn×n gilt

‖AQ‖F = ‖A‖F = ‖QTA‖F .

Wir starten nun mit der PSB (Powell symmetric Broyden) Formel.

4.2.5 Satz
Sei H ∈ Rn×n symmetrisch und y, s ∈ Rn, s 6= 0. Die eindeutig bestimmte
Lösung der Aufgabe

minimiere ‖H+ −H‖2
F unter der Nebenbedingung H+ = HT

+, H+s = y
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ist gegeben durch die PSB-Formel

HPSB
+ = H +

1

sT s
· ((y −Hs)sT + s(y −Hs)T )− (y −Hs)T s

(sT s)2
ssT .

Beweis: Klar ist zunächst: HPSB
+ ist symmetrisch und HPSB

+ s = y. Die
gestellte Aufgabe ist die Minimierung einer streng konvexen Funktion auf
einer konvexen Teilmenge von Rn×n und besitzt demnach eine eindeutige
Lösung.
Sei H+ ∈ Rn×n eine symmetrische Matrix mit H+s = y. Sei v1 = (1/‖s‖)s,
und v2, . . . , vn mögen v1 zu einer Orthonomalbasis von Rn ergänzen. Sei Q =
[v1| . . . |vn] die orthonormale Matrix mit den Spalten vi. Dann gilt

‖HPSB
+ −H‖2

F
L. 4.2.4

= ‖(HPSB
+ −H)Q‖2

F

=
n∑

i=1

‖(HPSB
+ −H)vi‖2

= ‖(HPSB
+ −H)v1‖2 +

n∑
i=2

‖(HPSB
+ −H)vi‖2

= ‖(H+ −H)v1‖2 +
n∑

i=2

‖(HPSB
+ −H)vi‖2.(4.2.1)

Für die Terme in der Summe haben wir aber wegen vT
i s = 0, i = 2, . . . , n

‖(HPSB
+ −H)vi‖

= ‖ 1

sT s
· ((y −Hs)sT + s(y −Hs)T )vi −

(y −Hs)T s

(sT s)2
ssTvi‖

= ‖ 1

sT s
· s(y −Hs)T )vi‖

= ‖ 1

sT s
· ssT (H+ −H)Tvi‖

≤ 1

sT s
· ‖ssT‖ · ‖(H+ −H)vi‖

L. 4.2.2
= ‖(H+ −H)vi‖.

Aus (4.2.1) folgt damit

‖HPSB
+ −H‖2

F ≤
n∑

i=1

‖(H+ −H)vi‖2 = ‖H+ −H‖2
F ,

d.h. HPSB
+ löst die Minimierungsaufgabe. �
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4.2. PSB-, DFP- UND BFGS-VERFAHREN

4.2.6 Bemerkung
Der Beweis hat gezeigt, dass HPSB

+ sich auf dem orthogonalen Komplement
von s so wenig wie möglich von H unterscheidet.

Den PSB-Ansatz kann man auf gewichtete Frobenius-Normen übertragen.

4.2.7 Satz
Sei W ∈ Rn×n regulär. Weiter sei H ∈ Rn×n symmetrisch und y, s ∈ Rn,
s 6= 0. Die eindeutig bestimmte Lösung der Aufgabe

minimiere ‖W (H+ −H)W T‖2
F unter der Nebenbed. H+ = HT

+, H+s = y

ist gegeben durch

HPSB
+ = H +

1

sT
W s

· ((y −Hs)sT
W + sW (y −Hs)T )− (y −Hs)T s

(sT
W s)

2
sW s

T
W .

mit
sW = (W TW )−1s.

Beweis: Die gewichtete Minimierungsaufgabe wird vonH+ genau dann gelöst,
wenn die Matrix H̃+ = WH+W

T die ungewichtete Aufgabe aus Satz 4.2.5
löst mit neuen Vektoren s̃ = W−T s und ỹ = Wy sowie H̃ = WHW T . Da-
mit ergibt sich die Behauptung nach Rücktransformation der Lösung aus
Satz 4.2.5. Details als Übungsaufgabe. �

Man beachte, dass die Lösung nur von W TW , nicht aber von W selbst
abhängt.
Die PSB-Formel liefert, auch wennH spd ist, nicht notwendig eine spd Matrix
H+. Für beliebiges s und y braucht ein solches H+ gar nicht zu existieren.

4.2.8 Lemma
Seien y, s ∈ Rn mit s 6= 0. Genau dann existiert eine spd Matrix Q mit
Qs = y, wenn yT s > 0.

Beweis:
”
⇒“: Wegen Q spd gilt 0 < sTQs = yT s.

”
⇐“: Setze

v =

√
yT s

sT s
· s.

und

W = I +
1

vTv
· (y − v)vT , Q = WW T .

Dann ist Q symmetrisch, positiv semidefinit und Qs = y. Außerdem ist W
regulär, denn aus Wx = 0 folgt

x = − 1

vTv
· (y − v)vTx = −v

Tx

vTv
· (y − v),
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4.2. PSB-, DFP- UND BFGS-VERFAHREN

woraus sich
x = α · (y − v)

ergibt, und damit sogar dann

α = −αv
T (y − v)

vTv
.

Dies bedeutet aber α = 0, denn andernfalls wäre

1 = −v
T (y − v)

vTv
⇐⇒ vTy = 0,

was wegen vTy = yT s/
√
sT s und yT s > 0 aber unmöglich ist. Also ist W

regulär und Q damit positiv definit. �
Nimmt man nun im Falle, dass H symmetrisch ist und sTy > 0 für Q die nach
Lemma 4.2.8 existierende spd Matrix mit Qs = y und nimmt in Satz 4.2.7
für W einen Cholesky-Faktor von Q, so ist dort sW = y und es ergibt sich
die DFP-Formel (Davidon, Fletcher, Powell).

4.2.9 Definition
Sei H ∈ Rn×n symmetrisch und y, s ∈ Rn, s 6= 0 mit yT s > 0. Die DFP-
Formel bestimmt die Matrix

HDFP
+ = H +

1

yT s
· ((y −Hs)yT + y(y −Hs)T )− (y −Hs)T s

(yT s)2
yyT

mit
HDFP

+ s = y.

4.2.10 Bemerkung
Mit H ist auch HDFP

+ spd, denn

xTHDFP
+ x =

1

(yT s)2
·
(
(xTy)2(yT s) +

[
(yT s)x− (yTx)s

]T
H
[
(yT s)x− (yTx)s

])
.

Wir formulieren beispielhaft das DFP-Verfahren ( = Quasi-Newton-Verfahren
mit DFP-Formel). Dabei vereinfachen wir in der DFP-Formel die Terme
y − Hs, denn in einem Quasi-Newton-Verfahren mit der Gestalt 4.1.1 gilt
wegen der Sekantenbedingung 4.1.3

y −Hs = ∇f(x+).
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4.2. PSB-, DFP- UND BFGS-VERFAHREN

4.2.11 Algorithmus (DFP-Verfahren, Davidon, Fletcher, Powell)
wähle x0

wähle H0, z.B. H0 = ∇2f(x0)
setze u−1 = ∇f(x0)T

for k = 0, 1, . . . do
löse Hks

k = −uk−1

setze xk+1 = xk + sk

setze uk = ∇f(xk+1)T , yk = uk − uk−1

setze Hk+1 = Hk + 1
(yk)T sk · ((uk)(yk)T + yk(uk)T )− (uk)T sk

((yk)T sk)2
yk(yk)T .

{DFP-Update}
end for

Im DFP-Verfahren müssen wir in jedem Schritt ein LGS mit der Matrix Hk

lösen. Das kann man vermeiden, wenn man immer gleich mit den Inversen
arbeitet, denn das nächste Lemma zeigt, dass sich mit den Matrizen auch die
Inversen einfach aufdatieren lassen.

4.2.12 Lemma (Sherman-Morrison-Woodbury-Formel)
Sei A ∈ Rn×n regulär und U, V ∈ Rn×m mit m ≤ n. Dann ist die Matrix
A+ UV T genau dann regulär, wenn I + V TA−1U dies ist, und es gilt

(A+ UV T )−1︸ ︷︷ ︸
n×n

= A−1 − A−1 · U
(
I + V TA−1U

)−1︸ ︷︷ ︸
m×m

·V TA−1.

Beweis: s. Übung. �
Die Sherman-Morrison-Woodbury-Formel ist besonders nützlich, wenn m
sehr klein ist. Z. B. ergibt sich sowohl beim PSB- wie auch beim DFP-Update

H+ = H + UV T mit U, V ∈ Rn×2.

Bei bekanntem B = H−1 ergibt sich dann für B+ = H−1
+

B+ = B −BU · (I + V TBU)−1︸ ︷︷ ︸
2×2

·V TB,

also eine billige Aufdatierungsformel fürB. Man kann also Algorithmus 4.2.11
entsprechend umformulieren.
Man kann aber auch noch einen Schritt weiter gehen, und von vornherein in-
verse Quasi-Newton-Formeln untersuchen. Es wird dann B+ aus B aufdatiert
mit der Bedingung

B+y = s.

Das folgende Resultat ist lediglich Satz 4.2.7 mit anderen Bezeichnungen.
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4.2. PSB-, DFP- UND BFGS-VERFAHREN

4.2.13 Lemma
Sei W ∈ Rn×n regulär. Weiter sei B ∈ Rn×n symmetrisch und y, s ∈ Rn,
y 6= 0. Die eindeutig bestimmte Lösung der Aufgabe
(4.2.2)

minimiere ‖W (B+ −B)W T‖2
F unter der Nebenbed. B+ = BT

+, s = B+y

ist gegeben durch

B+ = B +
1

yT
Wy

· ((s−By)yT
W + yW (s−By)T )− (s−By)Ty

(yT
Wy)

2
yWy

T
W .

mit
yW = (W TW )−1y.

Nimmt man in diesem Lemma in Analogie zur DFP-Formel für W TW die spd
Matrix Q mit Qs = y, so ergibt sich die wichtige BFGS-Formel (Broyden,
Fletcher, Goldfarb, Shanno):

4.2.14 Definition
Sei B ∈ Rn×n symmetrisch und y, s ∈ Rn mit yT s > 0. Die BFGS-Formel
bestimmt die Matrix

BBFGS
+ = B +

1

yT s
· ((s−By)sT + s(s−By)T )− (s−By)Ty

(yT s)2
ssT ,

wobei
BBFGS

+ y = s.

4.2.15 Bemerkung
Die Matrix BBFGS

+ löst also die Minimierungsaufgabe (4.2.2), wobei W so
gewählt ist, dass W TWs = y.

Es ergibt sich das wichtigste Quasi-Newton-Verfahren überhaupt. Dabei ver-
einfachen wir in der BFGS-Formel die Terme s−By, denn wegen der Sekan-
tenbedingung 4.1.3 gilt diesmal

s−By = −B∇f(x+).
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4.2.16 Algorithmus (BFGS-Verfahren)
{Broyden, Fletcher, Goldfarb, Shanno}

wähle x0

wähle B0, z.B. B0 = ∇2f(x0)−1

for k = 0, 1, . . . do
berechne sk = −Bk∇f(xk)T

setze xk+1 = xk + sk

setze yk = ∇f(xk+1)T −∇f(xk)T

berechne vk = −Bk∇f(xk+1)T

setze Bk+1 = Bk + 1
(yk)T sk · ((vk)(sk)T + sk(vk)T )− (vk)T yk

((yk)T sk)2
sk(sk)T .

{BFGS-Update}
end for

4.2.17 Bemerkung
Vorsicht: Es ist BBFGS

+ 6=
(
HDFP

+

)−1
, denn

(
HDFP

+

)−1
erfüllt nicht die

Minimierungsbedingung aus Lemma 4.2.13. Mit den Bezeichnungen

BDFP
+ =

(
HDFP

+

)−1
, HBFGS

+ =
(
BBFGS

+

)−1

gelten vielmehr die folgenden Zusammenhänge (s. Übung):

HDFP = H +
1

yT s
· ((y −Hs)yT + y(y −Hs)T )− (y −Hs)T s

(yT s)2
yyT

BDFP = B +
1

yT s
ssT − 1

yTBy
(By)(By)T

HBFGS = H +
1

yT s
yyT − 1

sTHs
(Hs)(Hs)T

BBFGS = B +
1

yT s
· ((s−By)sT + s(s−By)T )− (s−By)Ty

(yT s)2
ssT

Man beachte die Symmetrien: Ersetzt man (H, y, s) durch (B, s, y), kommt
man von den DFP-Formeln zu den BFGS-Formeln.
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Abschnitt 4.3

Resultate zur Frobenius-Norm

Bei der Konvergenzanalyse von Quasi-Newton-Verfahren wird es entschei-
dend darauf ankommen, Frobenius-Normen von (Rang -1-) modifizierten Ma-
trizen gut genug abschätzen zu können. Wir behandeln deshalb hier einige
nützliche Eigenschaften der Frobenius-Norm.

4.3.1 Lemma
Sei A ∈ Rn×n. Dann gilt

‖A‖ ≤ ‖A‖F .

(‖A‖: `2-Operatornorm)

Beweis: Es bezeichne aT
i die i-te Zeile von A. Dann ist für jedes x mit

‖x‖ = 1

‖Ax‖2 =
n∑

i=1

(
aT

i x
)2 CSU

≤

(
n∑

i=1

‖ai‖2

)
· ‖x‖2 = ‖A‖2

F ,

also
‖A‖ = max

‖x‖=1
‖Ax‖ ≤ ‖A‖F .

�

4.3.2 Lemma
Sei u, v ∈ Rn. Dann ist

‖uvT‖F = ‖u‖‖v‖
und

spur(uvT ) = vTu.

Beweis: Übung. �

Von besondererm Interesse sind bei Quasi-Newton-Verfahren symmetrische
und unsymmetrische Rang-1 Modifikationen der Identität. Wir starten mit
einer Aussage für den symmetrischen Fall.

4.3.3 Lemma
Sei s ∈ Rn, u 6= 0. Dann gilt für P = I − 1

uT u
uuT

‖P‖ = 1.
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Beweis: Sei v1 = (1/‖u‖)u, v2, . . . vn so, dass v1, . . . , vn eine Orthonormal-
basis von Rn. Dann ist Pv1 = 0, Pvi = vi für i = 2, . . . , n. Damit ist
spek(P ) = {0, 1}. Weil P symmetrisch ist, gilt also

‖P‖ = max spek(P ) = 1.

�

4.3.4 Lemma
Sei A,B ∈ Rn×n. Dann gelten die Abschätzungen

‖AB‖F ≤ ‖A‖ · ‖B‖F und ‖AB‖F ≤ ‖A‖F · ‖B‖.

Beweis: Es bezeichne bj die j-te Spalte von B. Dann ist Abj die j-te Spalte
von AB und

‖AB‖2
F =

n∑
j=1

‖Abj‖2
2 ≤ ‖A‖2

n∑
j=1

‖bj‖2
2 = ‖A‖2‖B‖2

F .

Dies beweist die erste Ungleichung. Die zweite ergibt sich, indem man über-
all die transponierten Matrizen verwendet (‖ · ‖ und ‖ · ‖F sind invariant
gegenüber Transposition). �

Aus dem letzten Lemma folgt insbesondere für B = P = I − 1
uT u

uuT

‖AP‖F ≤ ‖A‖F .

Diese Abschätzung werden wir (auch für unsymmetrische Rang-1-Modifika-
tionen der Identität) noch in einer verbesserten Form benötigen.

4.3.5 Lemma
Sei A ∈ Rn×n, u, v ∈ Rn, vTu 6= 0. Dann gilt

(i) ∥∥∥∥A(I − 1

uTv
uvT

)∥∥∥∥2

F

= ‖A‖2
F −

2

uTv
(Av)T (Au) +

1

(uTv)2
‖Au‖2 · ‖v‖2.

(ii) Im Falle v = u 6= 0 ist∥∥∥∥A(I − 1

uTu
uuT )

∥∥∥∥2

F

= ‖A‖2
F −

1

uTu
‖Au‖2.

88



4.3. RESULTATE ZUR FROBENIUS-NORM

Beweis: Wir schreiben α = 1/(uTv). Dann ist∥∥A (I − αuvT
)∥∥2

F

= spur
(
(I − αvuT )ATA(I − αuvT )

)
= spur(ATA)− α · spur

(
vuT (ATA)

)
− α · spur

(
(ATA)uvT

)
+ α2 · spur

(
v(uTATAu)vT

)
= ‖A‖2

F − α · (uTATA)v − α · vT (ATAu) + α2 · (uTATAu) · vTv

= ‖A‖2
F − 2α · (Av)T (Au) + α2 · (Au)T (Au) · vTv.

Dies beweist (i). Teil (ii) ist ein Spezialfall. �

Es wird später darauf ankommen, die rechten Seiten oben explizit ins Verhält-
nis zu ‖A‖F zu setzen. Im Falle (ii) ergibt sich sofort∥∥∥∥A(I − 1

uTu
uuT

)∥∥∥∥2

F

≤
(
1−Θ2

)
· ‖A‖2

F

mit

Θ =

{
‖Au‖

‖A‖F ‖u‖
falls A 6= 0

0 sonst.
.

Im unsymmetrischen Fall u 6= v kann man ein entsprechendes Resultat nur
erwarten, wenn der Unterschied zwischen u und v in die Abschätzung mit
aufgenommen wird. Wir formulieren dies präzise in dem folgenden wichtigen
Lemma.

4.3.6 Lemma
Sei A ∈ Rn×n, u, v ∈ Rn, u 6= 0. Weiter sei

‖u− v‖ ≤ β · ‖u‖ mit β ∈ [0, 1/3].

Dann gelten mit

Θ =

{
‖Au‖

‖A‖F ‖u‖
falls A 6= 0

0 sonst.
.

die Abschätzungen

(i) ∥∥∥∥A(I − 1

uTv
uvT

)∥∥∥∥
F

≤
(

1− 1− β

2(1 + β)
Θ2 +

1

1− β
· ‖u− v‖

‖u‖

)
· ‖A‖F

≤
(

1− 1

4
Θ2 +

3

2
· ‖u− v‖

‖u‖

)
· ‖A‖F
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(ii) ∥∥∥∥A(I − 1

uTu
uuT )

∥∥∥∥
F

≤
(

1− 1

2
Θ2

)
· ‖A‖F

Beweis: Offensichtlich ist (ii) der Spezialfall für (i) mit v = u, β = 0.
Die zweite Zeile von (i) folgt sofort aus der ersten, da für β ∈ [0, 1/3] die
Abschätzungen

1− β

2(1 + β)
≥ 1

4
,

1

1− β
≤ 3

2

gelten. Zum Beweis der ersten Zeile von (i) stellen wir zunächst einmal fest,
dass wegen ‖u− v‖ ≤ β · ‖u‖ aus der CSU die Abschätzung

|vTu− uTu| = |(v − u)Tu| ≤ β · ‖u‖2

folgt und damit

(4.3.1) (1− β) · ‖u‖2 ≤ vTu ≤ (1 + β) · ‖u‖2.

Insbesondere ist vTu stets nichtnegativ.
Auf Grund von Lemma 4.3.5 haben wir∥∥∥∥A(I − 1

uTv
uvT

)∥∥∥∥2

F

= ‖A‖2
F −

2

vTu
(Av)T (Au) +

1

(vTu)2
‖Au‖2 · ‖v‖2

= ‖A‖2
F +

(
‖v‖2

(vTu)2
− 2

vTu

)
· ‖Au‖2

− 2

vTu
(A(v − u))T (Au).

Für den dritten Summanden auf der rechten Seite ergibt sich durch wenig
raffiniertes Abschätzen

− 2

vTu
(A(v − u))T (Au) ≤ 2

vTu
‖A‖2 · ‖v − u‖ · ‖u‖

(4.3.1)

≤ 2

(1− β)
· ‖v − u‖

‖u‖
· ‖A‖2

≤ 2

(1− β)
· ‖v − u‖

‖u‖
· ‖A‖2

F .

Für den zweiten Summanden haben wir

‖v‖2

(vTu)2
− 2

vTu
=
vTv − 2vTu

(vTu)2
=

(v − u)T (v − u)− uTu

(vTu)2
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und damit

‖v‖2

(vTu)2
− 2

vTu
≤ (β2 − 1) · ‖u‖2

(vTu)2

(4.3.1)

≤ β2 − 1

(1 + β)2
· 1

‖u‖2
= −1− β

1 + β
· 1

‖u‖2
.

Im Falle A 6= 0 erhalten wir so insgesamt∥∥∥∥A(I − 1

uTv
uvT

)∥∥∥∥2

F

≤
(

1− 1− β

1 + β
Θ2 +

2

1− β
· ‖v − u‖

‖u‖

)
· ‖A‖2

F ,

was auch für A = 0 richtig ist. Unter Verwendung von (1 + t)1/2 ≤ 1 + t/2
erhalten wir nach Ziehen der Wurzel schließlich die erste Zeile von (i). �

91



Abschnitt 4.4

Konvergenz des PSB-Verfahrens

In diesem Abschnitt führen wir, vor allem als Vorbereitung für die entspre-
chenden Resultate beim BFGS-Verfahren, eine lokale Konvergenzanalyse für
das PSB-Verfahren durch.
Das PSB-Verfahren ist das Quasi-Newton-Verfahren, bei welchem die Matrix
H gemäß der PSB-Formel aus Satz 4.2.5 aufdatiert wird.

4.4.1 Algorithmus (PSB-Verfahren)
wähle x0

wähle H0, z.B. H0 = ∇2f(x0)
for k = 0, 1, . . . do

löse Hks
k = −∇f(xk)T

setze xk+1 = xk + sk

setze yk = ∇f(xk+1)T −∇f(xk)T

setze Hk+1 = Hk + 1
(sk)T sk · ((yk − Hks

k)(sk)T + sk(yk − Hks
k)T ) −

(yk−Hksk)T sk

((sk)T sk)2
sk(sk)T .

{PSB-Update}
end for

Unser Ziel ist eine lokale Konvergenzaussage der Art: Ist x∗ lokale Minimal-
stelle und ist x0 nahe genug an x∗ sowie H0 nahe genug an ∇2f(x0), so
konvergieren die Iterierten q-linear. Daraus wird sich dann sogar die q-über-
lineare Konvergenz ergeben.
Im Folgenden wird es wichtig sein, aus H − ∇2f(x) auf HPSB

+ − ∇2f(x)
schließen zu können. Dazu formulieren wir

4.4.2 Lemma
Sei H ∈ Rn×n symmetrisch, A ∈ Rn×nsymmetrisch sowie s, y ∈ Rn mit
s 6= 0. Dann gilt für die PSB-aufdatierte Matrix HPSB

+ mit HPSB
+ s = y

HPSB
+ − A = P T (H − A)P +

1

sT s
· (y − As)sT +

1

sT s
· s(y − As)TP

mit

P = I − 1

sT s
ssT .
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Beweis: Das Resultat ergibt sich durch Ausmultiplizieren und Zusammen-
fassen. �
Auf der Grundlage dieser Darstellung werden wir nun entscheidende Abschätzun-
gen vornehmen.

4.4.3 Lemma
Seien A,H ∈ Rn×n symmetrisch, y, s ∈ Rn, s 6= 0. Dann gilt für die PSB-
Matrix HPSB

+ mit HPSB
+ s = y die Abschätzung

‖HPSB
+ − A‖F ≤ ‖H − A‖F + 2

‖y − As‖
‖s‖

.

Beweis: Auf Grund von Lemma 4.4.2 haben wir

‖HPSB
+ −A‖F ≤ ‖P T (H−A)P‖F +

1

sT s
·‖(y−As)sT‖F +

1

sT s
·‖s(y−As)TP‖F .

mit P = I − 1
sT s
ssT . Nach Lemma 4.3.3 ist ‖P‖ = 1. Für den ersten Term

auf der rechten Seite erhalten wir so durch zweimalige Anwendung von Lem-
ma 4.3.4

‖P T (H − A)P‖F ≤ ‖(H − A)P‖F ≤ ‖H − A‖F .

Nach Lemma 4.3.2 erhalten wir außerdem für den zweiten Term

‖(y − As)sT‖F = ‖s(y − As)T‖F = ‖s‖ · ‖y − As‖,

woraus sich die behauptete Abschätzung ergibt. �

Das letzte Resultat werden wir gleich für A = ∇2f(x∗) mit lokal Lipschitz-
stetigem ∇2f anwenden.

4.4.4 Definition
Eine Funktion F : Rn → Rm heißt lokal Lipschitz stetig in x ∈ Rn mit
Lipschitzkonstante γ (F ∈ Lipγ(x)), falls es eine Umgebung U von x gibt, so
dass gilt

‖F (y)− F (z)‖ ≤ γ‖y − z‖ für alle y, z ∈ U.

4.4.5 Lemma
Sei f : Rn → R, f ∈ C2(Rn), x∗ ∈ Rn und ∇2f ∈ Lipγ(x

∗). Weiter sei
H ∈ Rn×n symmetrisch.
Dann existiert eine Umgebung U von x∗, so dass für x, x+ ∈ U und die
PSB-Matrix HPSB

+ mit HPSB
+ s = y, s = x+− x, y = ∇f(x+)T −∇f(x)T gilt

‖HPSB
+ −∇2f(x∗)‖F ≤ ‖H −∇2f(x∗)‖F + γ · (‖x+ − x∗‖+ ‖x− x∗‖).
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Beweis: Nach Lemma 4.4.3 ist mit A = ∇2f(x∗)

‖HPSB
+ − A‖F ≤ ‖H − A‖F + 2

‖y − As‖
‖s‖

.

Jetzt wenden wir das alte Lemma 3.2.6 an, wonach

‖y − As‖ = ‖∇f(x+)T −∇f(x)T −∇2f(x∗)(x+ − x)‖
≤ γ

2
· ‖x+ − x︸ ︷︷ ︸

=s

‖ · (‖x+ − x∗‖+ ‖x− x∗‖)

gilt, woraus die Behauptung folgt. �

Jetzt haben wir alle Elemente für den Beweis eines lokalen Konvergenzsatzes
beisammen.

4.4.6 Satz
Sei f : Rn → R, f ∈ C2(Rn). x∗ ∈ Rn sei ein stationärer Punkt von f
und ∇2f(x∗) sei regulär. Weiter sei f ∈ Lipγ(x

∗). Dann existieren Zahlen
ε > 0 und δ > 0, so dass das PSB-Verfahren (Algorithmus 4.4.1) für jeden
Startvektor x0 ∈ Bε(x

∗) und jede Wahl einer symmetrischen Matrix H0 mit
‖H0−∇2f(x∗)‖ < δ durchgeführt werden kann und eine Iteriertenfolge {xk}
generiert, welche q-linear gegen x∗ konvergiert.

Beweis: Wir starten mit einer Vorüberlegung. Es ist

‖xk+1 − x∗‖ = ‖xk − x∗ −H−1
k ∇f(xk)T‖

≤ ‖H−1
k ‖ · ‖Hk(x

k − x∗)−∇f(xk)T −∇f(x∗)T‖
≤ ‖H−1

k ‖ ·
(
‖∇2f(x∗)(xk − x∗)−∇f(xk)T −∇f(x∗)T‖

+ ‖(Hk −∇2f(x∗)‖ · ‖(xk − x∗)‖
)

(4.4.1)

Eine Aussage über lineare Konvergenz erhalten wir also, wenn wir zeigen
können, dass ‖H−1

k ‖ ≤ η, ‖Hk − ∇2f(x∗)‖ ≤ α und ‖∇2f(x∗)(xk − x∗) −
∇f(xk)T −∇f(x∗)T‖ < β · ‖xk − x∗‖ für alle k mit η(α+ β) ≤ ρ < 1. Hierin
wird β beliebig klein, wenn ε gegen 0 geht. Auch α wird hoffentlich beliebig
klein, wenn wir δ klein genug machen.
Wir setzen µ = ‖∇2f(x∗)−1‖. Für festes ρ ∈ (0, 1) wählen wir nun ε, δ > 0
so klein, dass in Bε(x

∗) die lokale Lipschitzbedingung gilt und dass

(4.4.2)
2µ

1− ρ
(γε+ δ) ≤ ρ, 2δ · µ ≤ ρ,

2γε

1− ρ
≤ δ

und zeigen, dass für alle k gilt
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(i) ‖Hk −∇2f(x∗)‖F ≤ 2δ,

(ii) Hk ist regulär mit ‖H−1
k ‖ ≤ µ

1−ρ
,

(iii) ‖xk+1 − xk‖ ≤ ρ · ‖xk − x∗‖.

Wir beweisen alle drei Punkte per Induktion. Für k = 0 ist (i) erfüllt, denn
wir haben ja sogar ‖H0 −∇2f(x∗)‖F ≤ δ. Aus

H0 = ∇2f(x∗) + (H0 −∇2f(x∗))

mit ‖∇2f(x∗)−1 (H0 −∇2f(x∗)) ‖ ≤ µ · ‖H0 − ∇2f(x∗)‖F ≤ µδ folgt nach
dem Banach-Lemma 1.2.7 sofort, dass H0 regulär ist mit

‖H−1
0 ‖ ≤ µ

1− µδ

(4.4.2)

≤ µ

1− ρ
.

Schließlich erhalten wir aus (4.4.1) für k = 0 und unter Verwendung von
Lemma 3.2.6 die Beziehung

‖x1 − x∗‖ ≤ µ

1− ρ
·
(γ

2
· ‖x0 − x∗‖2 + 2δ · ‖x0 − x∗‖

)
,

woraus durch großzügiges Abschätzen nach oben

‖x1 − x∗‖ ≤ 2µ

1− ρ
· (γε+ δ) · ‖x0 − x∗‖ ≤ ρ · ‖x0 − x∗‖

folgt.
Zum Beweis des Induktionsschrittes seien (i) bis (iii) als richtig angenom-
men bis hin zu einem Index k. Wenn wir die Gültigkeit von (i) für k + 1
gezeigt haben, sind wir fertig, denn (ii) und (iii) folgen genauso wie beim
Induktionsanfang.
Zum Beweis von (i) erhalten wir aus Lemma 4.4.5 für alle j = 0, . . . , k die
Beziehung

‖Hj+1 −∇2f(x∗)‖F − ‖Hj −∇2f(x∗)‖F ≤ γ · (‖xj+1 − x∗‖+ ‖xj − x∗‖)

und damit nach mehrfacher Verwendung von (iii)

‖Hj+1 −∇2f(x∗)‖F − ‖Hj −∇2f(x∗)‖F ≤ 2γρj‖x0 − x∗‖.

Durch Summation ergibt sich hieraus

‖Hk+1 −∇2f(x∗)‖F − ‖H0 −∇2f(x∗)‖F
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≤ 2γ · ‖x0 − x∗‖
k∑

j=0

ρj

= 2γ · ‖x0 − x∗‖ · 1− ρk+1

1− ρ
≤ 2γ

1− ρ
· ε.

Also ist

‖Hk+1 −∇2f(x∗)‖F ≤ δ +
2γ

1− ρ
· ε

(4.4.2)

≤ 2δ.

�
Der vorangegangene Satz zeigt die lineare Konvergenz des PSB-Verfahrens.
Tatsächlich ist die Konvergenz dann sogar q-überlinear, was wir in dem nun
folgenden Satz nachweisen werden. Bemerkenswerterweise – und im Gegen-
satz zu Satz 4.4.6 – benötigt dieser Satz nur eine Aussage über die Konver-
genz der Iterierten xk, aber keinerlei Voraussetzung über die Qualität von
B0. Wir bereiten den Satz mit einer gegenüber Lemma 4.4.3 verbesserten
Abschätzung vor.

4.4.7 Lemma
Seien A,H ∈ Rn×n symmetrisch, y, s ∈ Rn, s 6= 0. Dann gilt für die PSB-
Matrix HPSB

+ mit HPSB
+ s = y die Abschätzung

‖HPSB
+ − A‖F ≤ ‖H − A‖F ·

(
1− Θ2

2

)
+ 2

‖y − As‖
‖s‖

,

wobei

Θ =

{
‖(H−A)s‖
‖H−A‖F ‖s‖

falls H 6= A

0 sonst.

Beweis: Auf Grund von Lemma 4.4.2 haben wir

‖HPSB
+ −A‖F ≤ ‖P T (H−A)P‖F +‖ 1

sT s
·(y−As)sT‖F +

1

sT s
·‖s(y−As)TP‖F .

mit P = I − 1
sT s
ssT . Nach Lemma 4.3.3 ist ‖P‖ = 1. Für den ersten Term

auf der rechten Seite erhalten wir so aus Lemma 4.3.4

‖P T (H − A)P‖F ≤ ‖(H − A)P‖F

und daraus mit Lemma 4.3.6 (ii) sogar

‖P T (H − A)P‖F ≤ ‖H − A‖F ·
(

1− Θ2

2

)
.
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Nach Lemma 4.3.2 erhalten wir außerdem

‖(y − As)sT‖F = ‖s(y − As)T‖ = ‖s‖ · ‖y − As‖,

woraus sich die behauptete Abschätzung ergibt. �

4.4.8 Satz
Sei f : Rn → R, f ∈ C2(Rn). x∗ ∈ Rn sei ein stationärer Punkt von f und
∇2f(x∗) sei regulär. Weiter sei f ∈ Lipγ(x

∗). Die Iterierten xk des PSB-
Verfahrens (Algorithmus 4.4.1) mögen gegen x∗ konvergieren mit

∞∑
k=0

‖xk − x∗‖ ≤ ξ <∞.

Dann konvergiert die Folge {xk} bereits q-überlinear gegen x∗.

Beweis: Wir können xk 6= x∗ für alle k annehmen und auch sk = xk+1−xk 6=
0 für alle k (sonst wäre Hk+1 nicht definiert).
Gemäß Satz 4.1.1 müssen wir zeigen

(4.4.3) ‖
(
Hk −∇2f(x∗)

) (
xk+1 − xk

)
‖ = o(‖xk+1 − xk‖).

Es sei zunächst Hk 6= ∇2f(x∗). Aus Lemma 4.4.7 erhalten wir mit

sk = xk+1 − xk, yk = ∇f(xk+1)T −∇f(xk)T , Θk =
‖(Hk −∇2f(x∗))sk‖
‖(Hk −∇2f(x∗)‖F‖sk‖

.

die Abschätzung

‖Hk+1−∇2f(x∗)‖F ≤ ‖Hk−∇2f(x∗)‖F ·
(

1− Θ2
k

2

)
+

2

‖sk‖
·
(
‖yk −∇2f(x∗)sk‖

)
.

Durch Anwendung des Lemmas 3.2.6 auf den zweiten Term erhalten wir

‖Hk+1 −∇2f(x∗)‖F ≤ ‖Hk −∇2f(x∗)‖F ·
(

1− Θ2
k

2

)
+ γ · (‖xk+1 − x∗‖+ ‖xk − x∗‖).(4.4.4)

Daraus folgt durch wiederholte Anwendung (und mit 1−Θ2/2 ≤ 1)

‖Hk+1 −∇2f(x∗)‖F

≤ ‖H0 −∇2f(x∗)‖F + γ

k∑
j=0

(‖xj+1 − x∗‖+ ‖xj − x∗‖)
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≤ ‖H0 −∇2f(x∗)‖F + 2γξ.

Also sind die σk := ‖Hk − ∇2f(x∗)‖F beschränkt. Aus (4.4.4) folgt nun
außerdem

Θ2
k

2
σk ≤ σk − σk+1 + γ · (‖xk+1 − x∗‖+ ‖xk − x∗‖).

Diese Ungleichung ist auch im Fall σk = 0 (dann mit Θk = 0) richtig. Sum-
mieren wir für alle k mit σk 6= 0, so erkennen wir

∞∑
k=0,σk 6=0

Θ2
k

2
σk ≤ σ0 + 2γξ <∞,

woraus insbesondere limk→∞ Θ2
kσk = 0 folgt. Weil die σk beschränkt sind,

folgt daraus limk→∞ Θ2
kσ

2
k = 0 und damit auch

Θkσk =
‖(Hk −∇2f(x∗))sk‖

‖sk‖
→ 0 (k →∞),

was wegen sk = xk+1 − xk gleichbedeutend mit (4.4.3) ist. �
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Abschnitt 4.5

Konvergenz des BFGS-Verfahrens

Wir gehen im Prinzip ähnlich vor wie beim PSB-Verfahren. Eine zusätzliche
Schwierigkeit entsteht durch die unsymmetrische Aufdatierungsformel.
Das BFGS-Verfahren wurde als Algorithmus 4.2.16 beschrieben. Die wesent-
lichen Schritte sind

xk+1 = xk −Bk∇f(xk)T

Bk+1 = Bk + 1
(yk)T sk

(
(sk −Bky

k)(sk)T + sk(sk −Bky
k)T
)

− (sk−Bkyk)T yk

((yk)T sk)
2 sk(sk)T

sk = xk+1 − xk, yk = ∇f(xk+1)T −∇f(xk)T .

Beim BFGS-Verfahren arbeitet man also mit unsymmetrischen Rang-1 Mo-
difikationen der Identität von der Bauart

I − 1

yT s
syT

mit s = x+−x, y = ∇f(x+)T −∇f(x)T . In Lemma 4.3.6 hatten wir gesehen,
dass wir eine zu Lemma 4.4.7 beim PSB-Verfahren analoge Abschätzung nur
erreichen können, wenn sich s und y relativ wenig unterscheiden. Dies ist von
vornherein nicht gegeben, aber wir können es durch eine Skalierung erreichen.
Es ist nämlich

y = ∇2f(x)s+ o(‖s‖)

und damit in der Nähe einer Nullstelle x∗ von ∇f auch

y ≈ ∇2f(x∗)s.

Faktorisieren wir ∇2f(x∗) = W TW , so haben wir

W−Ty ≈ Ws.

Ab sofort notieren wir deshalb zur Abkürzung

yW = W−Ty, sW = Ws.
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Man beachte, dass yT s = yT
W sW und damit

I − 1

yT s
syT = W−1 ·

(
I − 1

yT
W sW

sWy
T
W

)
·W.

Wir präziseren unsere Überlegungen im folgenden Hilfssatz.

4.5.1 Lemma
Sei f : Rn → R, f ∈ C2(Rn), x∗ ∈ Rn mit ∇f(x∗) = 0 und ∇2f(x∗) spd,
∇2f ∈ Lipγ(x

∗). Weiter sei∇2f(x∗) = W TW und β ∈ (0, 1/3]. Dann existiert
ε > 0, so dass für x, x+ ∈ Bε(x

∗) gilt

‖sW − yW‖ ≤ β · ‖yW‖, sW = W (x+ − x), yW = W−T (∇f(x+)T −∇f(x)T ).

Beweis: ∇2f sei Lipschitz-stetig in Bε(x
∗) mit Konstante γ. Damit haben

wir für x, x+ ∈ Bε(x
∗) nach Lemma 3.2.6

‖sW − yW‖ = ‖Ws−W−Ty‖
= ‖W−T (W TWs− y)‖
≤ ‖W−T‖ · ‖∇2f(x∗)s− y‖
≤ ‖W−T‖ · γ

2
· ‖x+ − x‖ · (‖x+ − x∗‖+ ‖x− x∗‖).

Indem wir ε notfalls verkleinern, erreichen wir, dass ∇2f glm. positiv definit
ist in Bε(x

∗). Also ist ∇f glm. monoton in Bε(x
∗) und es existiert µ > 0 mit

(∇f(x+)−∇f(x))(x+ − x) ≥ µ‖x+ − x‖2 für x+, x ∈ Bε(x
∗).

Über die CSU ergibt sich daher

(4.5.1) ‖y‖ = ‖∇f(x+)−∇f(x)‖ ≥ µ‖x+ − x‖.

Durch Einsetzen erhalten wir so

‖sW − yW‖ ≤ γ

2µ
· (‖x+ − x∗‖+ ‖x− x∗‖) · ‖W−T‖ · ‖y‖(4.5.2)

≤ γ

µ
· ε · ‖W−T‖ · ‖y‖

≤ γ

µ
ε · ‖W−T‖ · ‖W‖ · ‖yW‖.

Man hat also ε eventuell noch so weit zu verkleinern, dass γ
µ
ε·‖W−T‖·‖W‖ ≤

β gilt. �

Im Folgenden kann man sich unter W also schon immer eine reguläre Matrix
mit ∇2f(x∗) = W TW vorstellen, auch wenn die Resultate erst einmal für
beliebiges reguläres W gelten.
Wir fahren fort mit einem Pendant zu Lemma 4.4.2.
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4.5.2 Lemma
Sei A,B ∈ Rn×n symmetrisch, W ∈ Rn×n regulär, y, s ∈ Rn mit yT s > 0.
Dann gilt für die bzgl. s und y aufdatierte Matrix BBFGS

+

W (BBFGS
+ − A)W T = P T (W (B − A)W T )P +

1

yT s
(W (s− Ay)(Ws)T )

+
1

yT s
(Ws(s− Ay)TW T )P

mit

P = I − 1

yT s
yW s

T
W = I − 1

yT
W sW

yW s
T
W .

Beweis: Ausmultiplizieren und zusammenfassen. �

Mit dieser Darstellung erhalten wir wie beim PSB-Verfahren eine Abschätzung
in der Frobenius-Norm.

4.5.3 Lemma
Seien B,A ∈ Rn×n symmetrisch, B+ die BFGS-aufdatierte Matrix bzgl. s, y ∈
Rn mit yT s > 0. Weiter sei W ∈ Rn×n regulär und

(4.5.3) ‖sW − yW‖ ≤ β · ‖yW‖ mit β ∈ [0, 1
3
].

Dann gilt

‖W (B+ − A)W T‖F ≤
(

(1− α

2
Θ2) +

5 · ‖sW − yW‖
2 · (1− β) · ‖yW‖

)
· ‖W (B − A)W T‖F

+ 2(1 + 2
√
n) · ‖W‖F ·

‖s− Ay‖
‖yW‖

mit

α =
1− β

1 + β
∈ [1

2
, 1],

Θ =

{
‖W (B−A)y‖

‖W (B−A)W T ‖F ·‖yW ‖ falls W (B − A)W T 6= 0

0 sonst
.

Beweis: Wir halten zunächst fest, dass wie im Beweis von Lemma 4.3.6 aus
der Voraussetzung (4.5.3) die Beziehung
(4.5.4)
2

3
· ‖yW‖2 ≤ (1− β) · ‖yW‖2 ≤ yT s = yT

W sW ≤ (1 + β) · ‖yW‖2 ≤ 4

3
· ‖yW‖2
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folgt. Insbesondere ist also yT s > 0. Aus Lemma 4.5.2 erhalten wir

‖W (B+ − A)W T‖F ≤ ‖P TW (B − A)W TP‖F +
1

sTy
· ‖W (s− Ay)(Ws)T‖F

+
1

sTy
· ‖Ws(s− Ay)TW TP‖F ,(4.5.5)

wobei

P = I − 1

sT
WyW

yW s
T
W .

Zur Vereinfachung notieren wir E = W (B − A)W T . Aus Lemma 4.3.6 (i)
erhalten wir unter Verwendung von 1− α

2
Θ2 ≤ 1

(4.5.6) ‖P TEP‖F ≤
(

1 +
1

1− β
· ‖sW − yW‖

‖yW‖

)
‖P TE‖F ,

und nach nochmaliger Anwendung (auf P TE = ETP = EP mit ‖P TE‖F =
‖EP‖F )

(4.5.7) ‖P TE‖F ≤
(

1− α

2
Θ2 +

1

1− β

‖sW − yW‖
‖yW‖

)
‖E‖F .

Aus (4.5.6) und (4.5.7) erhalten wir so unter Ausnutzung von (4.5.3)

‖P TEP‖F ≤
(

1− α

2
Θ2 +

5

2(1− β)
· ‖sW − yW‖

‖yW‖

)
· ‖E‖F .

Es bleiben die beiden übrigen Terme aus (4.5.5) abzuschätzen. Dazu werden
wir immer wieder auf (4.5.4) zurückgreifen. Nach Lemma 4.3.4 und 4.3.2
haben wir unter Verwendung von ‖sW‖ ≤ (1 + β) · ‖yW‖

1

sTy
‖W (s− Ay)sT

W‖ ≤ 1

sTy
‖W‖F · ‖s− Ay‖ · ‖sW‖

≤ 1 + β

1− β︸ ︷︷ ︸
≤2

·‖W‖F ·
‖s− Ay‖
‖yW‖

.

Für den letzten Term von (4.5.5) verwenden wir zusätzlich

‖P‖ ≤ ‖P‖F ≤ ‖I‖F +
1

sTy
‖yW s

T
W‖F

=
√
n+

1

sTy
‖yW‖ · ‖sW‖
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≤
√
n+

1 + β

1− β

≤
√
n+ 2

≤ 2
√
n,

und erhalten so wie vorhin

1

sTy
‖sW (s− Ay)TW TP‖F ≤ 1

sTy
‖sW (s− Ay)TW T‖F · 2

√
n

≤ 2 · ‖W‖F
‖s− Ay‖
‖yW‖

· 2
√
n.

�

Wie beim PSB-Verfahren wird es für den Nachweis der linearen Konvergenz
(Satz 4.5.5 unten) genügen, im obigen Resultat statt (1 − α

2
Θ2) einfach 1

zu verwenden. Die verbesserte Abschätzung wird erst für den Nachweis der
überlinearen Konvergenz wichtig.
MitA = ∇2f(x∗) erhalten wir aus Lemma 4.5.3 jetzt die zentrale Abschätzung
für die BFGS-Aufdatierungen.

4.5.4 Lemma
Sei B ∈ Rn×n spd, f : Rn → R, f ∈ C2(Rn), x∗ ∈ Rn mit ∇f(x∗) = 0,
∇2f(x∗) spd,∇2f ∈ Lipγ(x

∗). Sei∇2f(x∗) = W TW,β ∈ [0, 1
3
]. Dann existiert

ε > 0, so dass für x, x+ ∈ Bε(x
∗) gilt

‖W (B+ −∇2f(x∗)−1)W T‖F ≤
(
1− α

2
Θ2
)
· ‖W (B −∇2f(x∗)−1)W T‖F

+
(
α1 · ‖W (B −∇2f(x∗)−1)W T‖F + α2

)
·
(
‖x+ − x∗‖+ ‖x− x∗‖

)
mit α,Θ wie gehabt und α1, α2 > 0.

Beweis: Wie immer sei s = x+ − x, y = ∇f(x+)T −∇f(x)T und sW = Ws,
yW = W−Ty.
Wir bauen auf Lemma 4.5.3 (mit A = ∇2f(x∗)−1) auf, wonach für ε klein
genug gilt

‖W (B+ −∇2f(x∗)−1)W T‖F

≤
(

(1− α

2
Θ2) +

5 · ‖sW − yW‖
2(1− β) · ‖yW‖

)
· ‖W (B −∇2f(x∗)−1)W T‖F(4.5.8)

+ 2(1 + 2
√
n)‖W‖F ·

‖s−∇2f(x∗)−1y‖
‖yW‖

.
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Hierin haben wir nach (4.5.2) aus dem Beweis von Lemma 4.5.1, evtl. nach
Verkleinerung von ε,

‖sW − yW‖
‖yW‖

≤ γ

2µ
· ‖W−T‖ · ‖W‖ · (‖x+ − x∗‖+ ‖x− x∗‖),

µ definiert wie dort. Ebenfalls aus dem Beweis von Lemma 4.5.1 wissen wir
(s. (4.5.1))

‖y‖ ≥ µ · ‖x+ − x︸ ︷︷ ︸
s

‖ ⇒ ‖yW‖ ≥
µ

‖W T‖
· ‖x+ − x‖

Außerdem ist nach Lemma 3.2.6

‖s−∇2f(x∗)−1y‖
≤ ‖∇2f(x∗)−1‖ · ‖∇2f(x∗)s− y‖
≤ ‖∇2f(x∗)−1‖ · γ

2
· ‖x+ − x‖ · (‖x+ − x∗‖+ ‖x− x∗‖)

≤ ‖∇2f(x∗)−1‖ · γ
2
· ‖W

T‖
µ

· ‖yW‖ · (‖x+ − x∗‖+ ‖x− x∗‖).

Damit erhalten wir durch Einsetzen aus (4.5.8) die behauptete Ungleichung
mit

α1 =
5γ

4(1− β)µ
‖W−T‖·‖W‖, α2 =

γ

µ
(1+2

√
n) ·‖W‖F ·‖W T‖·‖∇2f(x∗)−1‖.

�

Jetzt können wir endlich die lineare Konvergenz des BFGS-Verfahrens nach-
weisen.

4.5.5 Satz
Sei f : Rn → R, f ∈ C2(Rn) mit ∇f(x∗) = 0, ∇2f ∈ Lipγ(x

∗),∇2f(x∗)

spd. Dann existieren ε, δ > 0, so dass die Iterierten des BFGS-Verfahrens xk

(Algorithmus 4.2.16) für jede Wahl von x0 mit ‖x0− x∗‖ ≤ ε und jede Wahl
von B0 spd mit ‖B0 −∇2f(x∗)−1‖F ≤ δ definiert sind und q-linear gegen x∗

konvergieren.

Beweis: Sei ∇2f(x∗) = W TW . Wähle β ∈ (0, 1
3
]. Auf Grund der Norm-

Äquivalenz in Rn×n existiert η > 0 mit

‖A‖F ≤ η‖WAW T‖F für alle A ∈ Rn×n.

Setze weiter
µ = ‖∇2f(x∗)−1‖F , σ = ‖∇2f(x∗)‖F
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und wähle ρ ∈ (0, 1) fest. Wähle nun ε so klein, dass die Aussage von Lem-
ma 4.5.4 gilt. Durch Verkleinerung von ε und δ erreicht man außerdem

(2ηδ + µ) · γ
2
· ε+ 2σηδ ≤ ρ,

2α1δ + α2

1− ρ
· 2ε ≤ δ.

Es sei nun

‖x0 − x∗‖ ≤ ε, ‖W (B0 −∇2f(x∗)−1)W T‖F ≤ δ.

Wir zeigen, dass dann gilt

(i)
∥∥W (Bk −∇2f(x∗)−1)W T

∥∥
F
≤ 2δ,

(ii) ‖Bk‖F ≤ 2ηδ + µ,

(iii) Bk ist regulär mit ‖B−1
k ‖ ≤ σ

1−ρ
,

(iv) ‖xk+1 − x∗‖ ≤ ρ · ‖xk − x∗‖ .

Der Satz ist dann bewiesen (mit δ = δ/η). Wir verwenden Induktion.
k = 0:
(i) gilt sogar mit δ statt 2δ.
Zu (ii): Wir haben

‖B0‖F ≤ ‖B0 −∇2f(x∗)−1‖F + ‖∇2f(x∗)−1‖F

≤ η‖W (B0 −∇2f(x∗)−1)W T‖F + µ
(i)

≤ 2ηδ + µ.

Zu (iii): Aus

‖B0 −∇2f(x∗)−1‖ ≤ ‖B0 −∇2f(x∗)−1‖F

≤ η · ‖W (B0 −∇2f(x∗)−1W T‖F

(i)

≤ 2ηδ

mit 2ηδσ < 1 folgt nach dem Banach-Lemma 1.2.7, dass die Matrix

∇2f(x∗)−1 − (B0 −∇2f(x∗)−1) = −B0

regulär ist mit

‖B−1
0 ‖ ≤ σ

1− 2σηδ
≤ σ

1− ρ
.
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Zu (iv): Wir haben

x1 − x∗ = x0 −B0∇f(x0)T − x∗

= x0 − x∗ −B0

(
∇f(x0)T −∇f(x∗)T −∇2f(x∗)(x0 − x∗)

)
−B0∇2f(x∗)(x0 − x∗).

Damit erhalten wir

‖x1 − x∗‖ ≤ ‖B0‖ · ‖∇f(x0)T −∇f(x∗)T −∇2f(x∗)(x0 − x∗)‖
+ ‖I −B0∇2f(x∗)‖ · ‖x0 − x∗‖

und damit nach Lemma 3.2.6

‖x1 − x∗‖ ≤ ‖B0‖F ·
γ

2
· ‖x0 − x∗‖2 + ‖I −B0∇2f(x∗)‖ · ‖x0 − x∗‖.

Hierin ist ‖x0 − x∗‖ ≤ ε und

‖I −B0∇2f(x∗)‖ ≤ ‖∇2f(x∗)−1 −B0‖ · ‖∇2f(x∗)‖
≤ ‖∇2f(x∗)−1 −B0‖F · σ
≤ η · ‖W (∇2f(x∗)−1 −B0)W

T‖F · σ
(i)

≤ 2ηδσ.

Insgesamt ergibt sich so mit (ii)

‖x1 − x∗‖ ≤
(γ

2
· (2µδ + µ)ε+ 2ηδσ

)
· ‖x0 − x∗‖

≤ ρ · ‖x0 − x∗‖.

Damit ist der Induktionsanfang geschafft. Im Induktionsschritt genügt es, (i)
nachzuweisen, denn (ii)-(iv) folgen genauso wie für k = 0.
k y k + 1, (i): Auf Grund von Lemma 4.5.4 und unter Verwendung von
1− α

2
Θ2 ≤ 1 gilt für j = 0, 1, . . . , k

‖W (Bj+1 −∇2f(x∗)−1)W T‖F − ‖W (Bj −∇2f(x∗)−1)W T‖F

≤ (2α1δ + α2) · (‖xj+1 − x∗‖+ ‖xj − x∗‖)
≤ (2α1δ + α2) · (ρj+1 − ρj) · ‖x0 − x∗‖
≤ (2α1δ + α2) · 2ρj · ‖x0 − x∗‖.

Summation für j = 0, . . . , k ergibt

‖W (Bk+1 −∇2f(x∗)−1)W T‖F − ‖W (B0 −∇2f(x∗)−1)W T‖F
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≤ (2α1δ + α2) ·
2

1− ρ
· ‖x0 − x∗‖

≤ (2α1δ + α2) ·
2

1− ρ
· ε,

und damit

‖W (Bk+1 −∇2f(x∗)−1)W T‖F ≤ δ + (2α1δ + α2)
2

1− ρ
ε ≤ 2δ

�

Der Nachweis der überlinearen Konvergenz geht wieder über den Satz von
Dennis-Moré (Satz 3.3.3), d. h. wir weisen

‖∇2f(x∗)(xk+1 − xk)−∇f(xk)T‖ = o(‖xk+1 − xk‖)

nach.

4.5.6 Satz
Es gelten die Voraussetzungen von Satz 4.5.5. Weiter seien ε, δ̄, x0 und B0

wie dort. Dann gilt für die BFGS-Iterierten xk sogar

(i) ‖ (Bk −∇2f(x∗)−1) (∇f(xk+1)T−∇f(xk)T )‖ = o(‖∇f(xk+1)−∇f(xk)T‖)

(ii) ‖∇2f(x∗)(xk+1 − xk)−∇f(xk)‖ = o(‖xk+1 − xk‖).

Beweis: Wie im Beweis zu Satz 4.5.5 sei β ∈ [0, 1
3
] fest, ∇2f(x∗) = W TW

und ρ ∈ (0, 1), so dass ‖xk+1 − x∗‖ ≤ ρ · ‖xk − x∗‖ für ‖x0 − x∗‖ ≤ ε,
‖B0 −∇2f(x∗)−1‖F ≤ δ. Nach Satz 4.5.5 sind die Größen

σk = ‖W (Bk −∇2f(x∗)−1)W‖F

beschränkt. Außerdem ist wegen Lemma 4.5.4 im Falle σk 6= 0

σk+1 ≤
(
1− α

2
Θ2

k

)
σk + (α1σk + α2) · (‖xk+1 − x∗‖+ ‖xk − x∗‖)

mit α, α1, α2 > 0 und

Θk =
‖W (Bk −∇2f(x∗)−1)yk‖

σk · ‖W−Tyk‖
, yk = ∇f(xk+1)T −∇f(xk)T .

Hieraus folgt

α

2
Θ2

kσk ≤ σk − σk+1 + (α1σk + α2) · (ρk+1 + ρk) · ‖x0 − x∗‖
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Im Falle σk = 0 ist dies wegen Θk = 0 ebenfalls richtig. Durch Summation
ergibt sich mit σ = supk σk <∞

α

2

∞∑
k=0

Θ2
kσk ≤ σ + 2(α1σ + α2)

1

1− ρ
‖x0 − x∗‖.

Also gilt limk→∞ Θ2
kσk = 0 und damit auch limk→∞ Θ2

kσ
2
k = 0, also

lim
k→∞

Θkσk = 0

Dies ist aber gerade (i).
Zum Nachweis von (ii) verwenden wir die aus Lemma 3.2.6 resultierende
Darstellung

(4.5.9) ∇f(xk+1)T −∇f(xk)T = ∇2f(x∗)(xk+1 − xk) + zk

mit ‖zk‖ ≤ γ
2
· ‖xk+1 − xk‖ · (‖xk+1 − x∗‖ + ‖xk − x∗‖) = o(‖xk+1 − xk‖).

Damit erhalten wir

(Bk −∇2f(x∗)−1)(∇f(xk+1)T −∇f(xk)T )

= (Bk −∇2f(x∗)−1)
(
∇2f(x∗)(xk+1 − xk) + zk

)
= Bk∇2f(x∗)(xk+1 − xk)− (xk+1 − xk) + (Bk −∇2f(x∗)−1) · zk

woraus wegen xk+1 − xk = −Bk∇f(xk)T

(Bk −∇2f(x∗)−1)(∇f(xk+1)T −∇f(xk)T )

= Bk(∇2f(x∗)(xk+1 − xk) +∇f(xk)T )

+(Bk −∇2f(x∗)−1)zk(4.5.10)

folgt.
Nach (i) und (4.5.9) erhalten wir so

‖Bk(∇2f(x∗)(xk+1 − xk) +∇f(xk)) + (Bk −∇2f(x∗)−1)zk‖
= o(‖∇2f(x∗) · (xk+1 − xk) + zk‖),

worin
‖(Bk −∇2f(x∗))−1zk‖ = o(‖xk+1 − xk‖)

und

‖∇2f(x∗)(xk+1 − xk) + zk‖ = ‖∇2f(x∗)(xk+1 − xk)‖+ o(‖xk+1 − xk‖)
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gilt. Dies bedeutet

‖Bk(∇2f(x∗)(xk+1 − xk) +∇f(xk))‖ = o(‖∇2f(x∗)(xk+1 − xk)‖,

und wegen

‖xk+1 − xk‖ ≤ ‖∇2f(x∗)−1‖ · ‖∇2f(x∗)(xk+1 − xk)‖

sowie

‖Bk(∇2f(x∗)(xk+1−xk)+∇f(xk))‖ ≤ ‖Bk‖·‖∇2f(x∗)(xk+1−xk)+∇f(xk)‖

mit ‖Bk‖ ≤ const nach Satz 4.5.5 (iii) auch

‖∇2f(x∗)(xk+1 − xk) +∇f(xk)‖ = o(‖xk+1 − xk‖).

�

4.5.7 Bemerkung
Dieser Satz zur überlinearen Konvergenz unterscheidet sich von dem entspre-
chenden Resultat für PSB, Satz 4.4.8. Es reicht diesmal nicht, die genügend
schnelle Konvergenz im Sinne von

(4.5.11)
∞∑

k=0

‖xk − x∗‖ ≤ ∞

zu fordern; jedenfalls kommt man damit im Beweis zu Teil (i) nicht durch.
Der entscheidende Punkt ist, dass wir die Beschränktheit der σk benötigen
und diese diesmal nicht aus (4.5.11) gefolgert werden kann.

4.5.8 Bemerkung
Wie für viele andere Quasi-Newton-Verfahren kann man auch für BFGS zei-
gen, dass es im Falle einer quadratischen Funktion f(x) = 1

2
xTQx+ cTx+ γ

und der Wahl einer exakten Schrittweite ein endliches Verfahren ist, welches
nach spätestens n Schritten mit der exakten Lösung x∗ = Q−1c abbricht und
zudem Bn = Q−1 bestimmt. Details s. Übung.

4.5.9 Bemerkung
In der Praxis beobachtet man auch bei allgemeinerem f teilweise limk→∞Bk =
∇2f(x∗)−1, aber keinesfalls immer.
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Abschnitt 4.6

Globalisierung des BFGS-Verfahrens

In diesem Abschnitt beschreiben wir eine geeignete Globalisierung des BFGS-
Verfahrens. Wir werden dann zeigen, dass für streng konvexe Funktionen
immer Konvergenz vorliegt. Interessanterweise sind analoge Resultate für
PSB oder DFP nicht bekannt.
Die Globalisierung bezieht sich diesmal nur auf die Berechnung einer Schritt-
weite, für die wir die Wolfe-Powell-Regel verwenden.

4.6.1 Algorithmus (globalisiertes BFGS-Verfahren)
wähle σ ∈ (0, 1/2), ρ ∈ (σ, 1)
wähle x0

wähle B0 spd, z.B. B0 = ∇2f(x0)−1

for k = 0, 1, . . . do
berechne dk = −Bk∇f(xk)T

bestimme tk > 0 so, dass {Wolfe-Powell-Schrittweite}
f(xk + tkdk) ≤ f(xk) + σtk∇f(xk)dk und
∇f(xk + tkdk)dk ≥ ρ∇f(xk)dk {s. Alg. 2.3.5}

setze sk = tkdk, xk+1 = xk + sk, yk = ∇f(xk+1)T −∇f(xk)T

setze Bk+1 = Bk + 1
(yk)T sk · ((sk − Bky

k)(sk)T + sk(sk − Bky
k)T ) −

(sk−Bkyk)T yk

((yk)T sk)2
sk(sk)T

{BFGS-Update}
end for

Für die nun folgende Analyse ist es einfacher, mit den Inversen Hk = B−1
k

zu arbeiten. Bereits in Bemerkung 4.2.17 hatten wir dazu festgehalten:

(4.6.1) H+ = H +
1

yT s
yyT − 1

sTHs
(Hs)(Hs)T .

Wir beginnen mit einer Diskussion der Wohldefiniertheit des globalisierten
BFGS-Verfahrens. In Analogie zu Bemerkung 4.2.10 für DFP haben wir
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4.6.2 Bemerkung
Im Falle yT s > 0 ist im globalisierten BFGS-Verfahren mit B auch B+ spd,
denn für alle x 6= 0 ist

xTB+x =
1

(yT s)2
·
(
(xT s)2(yT s) +

[
(yT s)x− (sTx)y

]T
B
[
(yT s)x− (sTx)y

])
.

Natürlich ist dann auch die Inverse H+ spd.
Das folgende Lemma beruht nun entscheidend darauf, dass wir die Wolfe-
Powell-Schrittweite verwenden.

4.6.3 Lemma
Im globalisierten BFGS-Verfahren (Algorithmus 4.6.1) sei Hk spd. Dann ist
(yk)T sk > 0, solange ∇f(xk) 6= 0.

Beweis: Wir lassen den Index k weg. Wir haben

sTy = (x+ − x)T
(
∇f(x+)T −∇f(x)T

)
= t · dT

(
∇f(x+)T −∇f(x)T

)
≥ t · (ρ− 1) · dT∇f(x)T

= t · (1− ρ) · ∇f(x)B∇f(x)T

> 0.

�

Zusammenfassend haben wir damit das folgende Resultat.

4.6.4 Satz
Sei f : Rn → R, f ∈ C1(Rn) nach unten beschränkt. Dann gilt für das
globalisiserte BFGS-Verfahren (Algorithmus 4.6.1)

(i) (sk)Tyk > 0 für alle k.

(ii) Bk ist spd für alle k.

(iii) Das Verfahren ist wohldefiniert, d.h. alle Iterierten existieren solange
∇f(xk) 6= 0, und es ist f(xk+1) ≤ f(xk) für alle k.

Beweis: (i) und (ii) wurden soeben gezeigt. Für (iii) bleibt nur nachzuwei-
sen, dass eine Wolfe-Powell-Schrittweite immer existiert. Dies ist aber wegen
∇f(xk)dk < 0 und f nach unten beschränkt nach Satz 2.3.2 tatsächlich der
Fall. �

Das globalisierte BFGS-Verfahren berechnet also immer Abstiegsrichtungen
dk. Trotzdem ist die globale Konvergenz (im selben Sinne wie bei den globali-
sierten Newton-Verfahren aus Abschnitt 3.5) noch nicht garantiert. Um dies
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zu erreichen, muss man garantieren, dass z.B. die Winkelbedingung (2.1.2)
oder die Zoutendijk-Bedingung (2.1.4) gilt. Man kann dies wieder durch einen
Rückzug auf Gradientenschritte erreichen. Es stellt sich dann allerdings die
Frage, wie B in einem solchen Falle aufdatiert werden soll. Eine Diskussion
findet man im Buch von Geiger und Kanzow.
Für streng konvexe Funktionen ist die in Algoritgmus 4.6.1 verwendete Glo-
balisierung allerdings ausreichend. Dies wollen wir im Folgenden noch nach-
weisen. Zur Vorbereitung brauchen wir zwei Hilfssätze zu Determinanten und
ein weiteres technisches Resultat.

4.6.5 Lemma
Seien u, v ∈ Rn. Dann ist

det(I + uvT ) = 1 + uTv.

Beweis: s. Übung. �

Das nächste Lemma bezieht sich auf die Aufdatierung der inversen BFGS-
Matrizen H, s. (4.6.1).

4.6.6 Lemma
Es sei H ∈ Rn×n spd und es seien s, y ∈ Rn mit sTy > 0. Dann gilt

detH+ =
yT s

sTHs
· detH.

Beweis: Wir machen das in zwei Etappen und setzen dazu

A = H +
1

yT s
yyT ⇒ H+ = A− 1

sTHs
(Hs)(Hs)T .

Wir haben

A = H ·
(
I +

1

yT s
H−1yyT

)
, H+ = A ·

(
I − 1

sTHs
(A−1Hs)(Hs)T

)
,

woraus mit Lemma 4.6.5 folgt

detA =

(
1 +

yTH−1y

yT s

)
· detH, detH+ =

(
1− sTHA−1Hs

sTHs

)
· detA.

Man beachte, dass hieraus insbesondere detA 6= 0 folgt, d.h. A−1 existiert
tatsächlich. Mit der Sherman-Morrison-Woodbury-Formel (Lemma 4.2.12)
erhalten wir

A−1 = H−1 − 1

yT s+ yTH−1y
(H−1y)(H−1y)T .
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Insgesamt ergibt sich so

detH+ =

(
1− sTHA−1Hs

sTHs

)
·
(

1 +
yTH−1y

yT s

)
detH

=

(
1− sTHs

sTHs
+

1

yT s+ yTH−1y
· s

TH(H−1y)(H−1y)THs

sTHs

)
·
(

1 +
yTH−1y

yT s

)
detH

=
yT s

sTHs
· detH.

�

Ein letzter Hilfssatz wird uns für den Nachweis der Zoutendijk-Bedingung
nützlich sein.

4.6.7 Lemma
Seien βj ≥ 1, i = 0, 1, . . . Zahlen so, dass für ein b > 1 gilt

k∏
j=0

βj ≤ bk+1, k = 0, 1, . . . .

Dann ist
∞∑

j=0

1

βj

= ∞.

Beweis: Es sei k ungerade. Dann gilt für mindestens (k + 1)/2 Indizes
j ∈ {0, . . . , k} die Beziehung βj ≤ b2, denn andernfalls wäre

∏k
j=0 βj >

(b2)
(k+1)/2

= bk+1. Damit gilt aber auch

k∑
j=0

1

βj

≥ k + 1

2
· 1

b2
→∞ (k →∞).

�

4.6.8 Satz
Sei f : Rn → R, f ∈ C1(Rn), sei x0 ∈ Rn, die Levelmenge L(x0) = {x ∈
Rn : f(x) ≤ f(x0)} konvex und f glm. konvex auf L(x0). Dann konvergieren
die mit dem globalisierten BFGS-Verfahren (Algorithmus 4.6.1) erzeugten
Iterierten xk für jede Wahl von B0 spd gegen die eindeutige Minimalstelle x∗

von f .
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Beweis: Wir können davon ausgehen, dass der Algorithmus nicht nach end-
lich vielen Schritten mit ∇f(xk) = 0 abbricht, denn ansonsten ist x∗ = xk

und die Aussage des Satzes trivial.
Wir halten zunächst fest, dass nach Satz 4.6.4 alle xk in L(x0) liegen. Weil
f glm. konvex ist, ist ∇f glm. monoton auf L(x0). Also existiert µ > 0 mit

(∇f(x)−∇f(y)) (x− y) ≥ µ · ‖x− y‖2 für x, y ∈ L(x0).

Nach Satz 1.3.10 ist L(x0) kompakt. Deshalb ist ∇f sogar Lipschitz-stetig
auf L(x0), denn aus dem Mittelwertsatz (Lemma 1.2.5 (ii)) folgt

‖∇f(x)−∇f(y)‖ ≤ γ‖x− y‖ mit γ = max
z∈L(x0)

‖∇2f(z)‖, x, y ∈ L(x0).

Wegen Satz 2.1.11 sind wir fertig, sobald wir die Zoutendijk-Bedingung

(4.6.2)
∞∑

j=0

δj = +∞ mit δj =

(
∇f(xj)dj

‖∇f(xj)‖ · ‖dj‖

)2

nachgeweisen haben. Dies wird uns über Lemma 4.6.7 gelingen, d.h. wir wei-
sen

k∏
j=0

1

δj
≤ bk+1

mit einer geeigneten Konstante b nach. Wegen sj = tjdj, tj∇f(xj)T = −Hjs
j

haben wir

k∏
j=0

1

δj
=

k∏
j=0

(
‖∇f(xj)‖ · ‖dj‖
∇f(xj)dj

)2

=
k∏

j=0

‖Hjs
j‖2 · ‖sj‖2

((sj)THjsj)2

≤ 1

µk+1
·

k∏
j=0

‖Hjs
j‖2

(sj)THjsj
·

k∏
j=0

(yj)T sj

(sj)THjsj
.(4.6.3)

Hierin folgt die letzte Ungleichheit aus der glm. Monotonie von ∇f . Wir
schätzen jetzt beide Produkte auf der rechten Seite getrennt ab. Wesentli-
ches Mittel dazu ist die Ungleichung vom geometrisch-arithmetischen Mittel,
wonach für nichtnegative Zahlen α0, . . . αk stets

k∏
j=0

αj ≤

(
1

k + 1

k∑
j=0

αj

)k+1
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gilt. (Man beweist dies z.B. über die Konkavität des Logarithmus, den man
auf beide Seiten anwendet.)
Wir erreichen unser Ziel jetzt durch Untersuchung von spurHj. Es ist

(4.6.4) 0 < spurHj+1 = spurHj −
‖Hjs

j‖2

(sj)THjsj
+

‖yj‖2

(yj)T sj
≤ spurHj +

‖yj‖2

(yj)T sj

und damit

0 < spurHk+1 +
k∑

j=0

‖Hjs
j‖2

(sj)THjsj
= spurH0 +

k∑
j=0

‖yj‖2

(yj)T sj
.

Wegen sj = xj+1 − xj, yj = ∇f(xj+1)T − ∇f(xj)T können wir die letzte
Summe mit der glm. Monotonie und der Lipschitz-Stetigkeit weiter nach
oben abschätzen und erhalten

0 < spurHk+1 +
k∑

j=0

‖Hjs
j‖2

(sj)THjsj
≤ spurH0 + (k + 1) · γ

2

µ
= (k + 1)b1

mit geeigneter Wahl von b1. Hieraus erhalten wir

0 < spurHk+1 ≤ (k + 1)b1,(4.6.5)

0 <
k∑

j=0

‖Hjs
j‖2

(sj)THjsj
≤ (k + 1)b1.(4.6.6)

Mit der Ungleichung vom geometrisch-arithmetischen Mittel erhalten wir so
für das erste Produkt in (4.6.3) aus (4.6.6) die Abschätzung

(4.6.7)
k∏

j=0

‖Hjs
j‖2

(sj)THjsj
≤ (b1)

k+1

Auf Grund von Lemma 4.6.6 haben wir auch

detHk+1 =
k∏

j=0

(yj)T sj

(sj)THjsj
· detH0.

Bezeichnen wir mit λ1, . . . λn die (positiven) Eigenwerte von Hk+1, so gilt

detHk+1 =
n∏

i=0

λi, spurHk+1 =
n∑

i=0

λi.
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Die Ungleichung vom geometrischen-arithmetischen Mittel liefert deshalb

detHk+1 ≤
(

1

n
· spurHk+1

)n

,

und damit wegen (4.6.5)

(4.6.8)
k∏

j=0

(yj)T sj

(sj)THjsj
· detH0 ≤

(
1

n
· spurHk+1

)n

≤
(
k + 1

n
· b1
)n

.

Mit (4.6.7) und (4.6.8) können wir nun beide Produkte in (4.6.3) abschätzen
und erhalten

k∏
j=0

1

δj
≤ 1

µk+1
· 1

detH0

· (b1)k+1 ·
(
k + 1

b
· b1
)n

≤ bk+1

mit geeignet gewähltem b > 1. �
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Kapitel 5

CG-Verfahren

Das CG-Verfahren wurde ursprünglich für lineare Gleichungssysteme entwi-
ckelt. Es gibt inzwischen aber diverse Übertragungen auf Minimierungsauf-
gaben mit nicht-quadratischer Zielfunktion, von denen wir hier einige bespre-
chen.

Abschnitt 5.1

Wiederholung: CG für lineare

Gleichungssysteme

Dieser Abschnitt ist kurz gehalten, da sein Inhalt aus einführenden Veran-
staltungen bekannt sein sollte.
Sei A ∈ Rn×n spd, b ∈ Rn und

(5.1.1) f : Rn → R, f(x) =
1

2
xTAx− bTx.

Es ist bekannt:

(i) ∇f(x) = (Ax− b)T

(ii) f ist glm. konvex

(iii) x∗ = A−1b ist die (eindeutige) globale Minimalstelle von f .
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Idee des CG-Verfahrens: Finde, ausgehend von x0 ∈ Rn, Richtungen d0, d1, . . .
so, dass mit

xk+1 = xk + tkd
k, tk minimiert f(xk + tdk) für t ∈ R

sogar gilt

(5.1.2) f(xk+1) = min
v∈span{d0,...,dk}

f(x0 + v).

Wir halten dazu fest:

5.1.1 Lemma
Für x, d ∈ Rn, d 6= 0 löst tk mit

tk =
−1

dTAd
· ∇f(x)d =

1

dTAd
(b− Ax)Td

die Minimierungsaufgabe

minimiere f(x+ td) für t ∈ R.

Beweis: Es ist

f(x+ td) =
1

2
xTAx+ txTAd+

1

2
t2dTAd− bTx− tbTd

=
1

2
dTAd

(
t− bTd− xTAd

dTAd

)2

+ xTAx− (bTd− xTAd)2

dTAd

�

5.1.2 Lemma
Die Eigenschaft (5.1.2) wird erreicht, wenn die Richtungen dk alleA-konjugiert
sind, d. h. es gilt für k = 0, 1, . . .

(dk)TAdj = 0, j = 0, 1, . . . , k − 1.

Beweis: bekannt �

Das CG-Verfahren setzt diese Idee nun algorithmisch effizient um.

5.1.3 Algorithmus (CG-Verfahren)
wähle x0 ∈ Rn, setze r0 = b− Ax0, d0 = r0

for k = 0, 1, . . . do

αk = (rk)T dk

(dk)T Adk

xk+1 = xk + αkd
k

rk+1 = rk − αkAd
k

βk = ‖rk+1‖2
‖rk‖2

dk+1 = rk+1 + βkd
k

end for
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5.1.4 Satz
Im CG-Verfahren ist ‖rk‖ 6= 0 für k = 0, . . . ,m − 1 und rm = 0 für ein
m ≤ n. Es gilt

(i) (dk)TAdj = 0 für j = 0, . . . , k − 1, k = 0, . . . ,m, wobei alle dk 6= 0.

(ii) rk = b− Axk = −∇f(xk)T , k = 0, . . . ,m

(iii) xk erfüllt (5.1.2) für k = 0, . . . ,m

(iv) xm = x∗ = A−1b

(v) rk, dk ∈ span{r0, Ar0, . . . , Akr0}, k = 0, . . . ,m

(vi) (rk)T rj = 0, j = 0, . . . , k − 1, k = 0, . . . ,m

Beweis: Im Prinzip folgt alles per vollständiger Induktion. Sobald rk = 0
gilt, ist xk = x∗. �

Man beachte, dass αk aus dem CG-Verfahren nach Lemma 5.1.1 die Mini-
mierungsaufgabe

minimiere f(xk + tdk) für t ∈ R
löst. Man kann zeigen (Übungsaufgabe), dass sich αk auch darstellen lässt
als

αk =
‖rk‖2

(dk)TAdk
,

was im CG-Verfahren die Berechnung eines Innenproduktes spart.
Nach Satz 5.1.4 kann man das CG-Verfahren als ein direktes Verfahren
auffassen, welches nach spätestens n Schritten die Lösung berechnet. Prak-
tisch viel wichtiger ist es, CG als Iterationsverfahren zu betrachten und die
Qualität der Iterierten xk geeignet zu messen.

5.1.5 Definition
Für r0 ∈ Rn bezeichnet

Kk(A, r
0) = span{r0, Ar0, . . . , Ak−1r0}

den Krylov-Unterraum der Stufe k bzgl. A und r0.

Die Aussage (v) von Satz 5.1.4 liefert in Verbindung mit der Eigenschaft
(5.1.2) deshalb folgende Charakterisierung der CG-Iterierten.

5.1.6 Lemma
Für die CG-Iterierten xk gilt

f(xk) = min
v∈Kk(A,x0)

f(x0 + v).

119



5.1. WIEDERHOLUNG: CG FÜR LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

Verwenden wir die Tatsache, dass f(x∗) = 1
2
bTx∗ (wegen Ax∗ = b), so erhal-

ten wir nach kurzer Rechnung

f(x)− f(x∗) =
1

2
(x− x∗)TA(x− x∗).

Weil A spd ist, ist 〈·, ·〉A mit 〈x, y〉A = xTAy ein Innenprodukt auf Rn.
Mit ‖ · ‖A bezeichnen wir die zugehörige Norm, d.h. ‖x‖2

A = 〈x, x〉A. Ist
A = A1/2 · A1/2 so haben wir

‖x‖A = ‖A1/2x‖.

Weil f(x∗) konstant ist, gilt nach Lemma 5.1.6 für die CG-Iterierten xk also

(5.1.3) ‖xk − x∗‖A = min
x∈x0+Kk(A,r0)

‖x− x∗‖A.

Jedes x ∈ x0 +Kk(A, r
0) hat die Gestalt

x = x0 +
k−1∑
j=0

αjA
jr0,

woraus
x∗ − x = pk(A) · (x∗ − x)

folgt mit dem Polynom pk(t) = 1−
∑k

j=1 αj−1t
j. Wir notieren

Πk = {p : p ist Polynom mit Grad ≤ k und p(0) = 1}.

Wir erhalten so für x ∈ Kk(A, r
0)

‖x∗ − x‖A = ‖A1/2pk(A)(x0 − x∗)‖ = ‖pk(A)A1/2(x∗ − x0)‖.

Die Charakterisierung (5.1.3) der CG-Iterierten xk können wir dehalb auch
ausdrücken als

‖xk − x∗‖A = min
p∈Πk

‖p(A)A1/2(x− x∗)‖

woraus folgt

(5.1.4) ‖xk − x∗‖A ≤
(

min
p∈Πk

‖p(A)‖
)
· ‖(x− x∗)‖A.

Abschätzungen für minp∈Πk
‖p(A)‖ ergeben also Abschätzungen für den Feh-

ler xk − x∗ der CG-Iterierten.
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5.1.7 Satz
Es seien λ1 < λ2 . . . < λm die verschiedenen Eigenwerte von A und 0 < a ≤
λ1, λm ≤ b. Dann gilt

(i) Es ist xk = x∗ für einen Index k ≤ m.

(ii) Solange xk 6= x∗ gilt

‖xk − x∗‖A ≤ 2 · ck · ‖x0 − x∗‖A

mit c =
√

κ−1√
κ+1

, κ = b
a
.

Beweis: zu (i): Wir nehmen für pm das skalierte Minimalpolynom der sym-
metrischen Matrix A

pm(t) =
m∏

j=1

(
1− t

λj

)
∈ Πm.

Es ist pm(A) = 0, also
min
p∈Πk

‖p(A)‖ = 0,

woraus nach (5.1.4) dann xm = x∗ folgt.
zu (ii): S. Übung: Man kann explizit Polynome qk konstruieren mit

‖qk(A)‖ =
2

ck + c−k
≤ 2ck.

Dabei verwendet man, dass für jedes Polynom q gilt

‖q(A)‖ = max
λ∈spek(A)

|q(λ)| ≤ max
t∈[a,b]⊇spek(A)

|q(t)|.

�
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Abschnitt 5.2

Das Fletcher-Reeves-Verfahren

Das Fletcher-Reeves-Verfahren ist eine erste mögliche Übertragung des CG-
Verfahrens (Algorithmus 5.1.3) auf nicht notwendig quadratische Zielfunk-
tionen.

Sei f : Rn → R, f ∈ C1(Rn). In Algorithmus 5.1.3 ist rk = b − Axk =
−∇f(xk)T für die quadratische Zielfunktion f(x) = 1

2
xTAx − xT b. Für eine

allgemeinere Zielfunktion ersetzen wir also in Algorithmus 5.1.3 jedes Vor-
kommen von rk durch −∇f(xk)T .
Außerdem ist bei einer nicht-quadratischen Zielfunktion die Minimierungs-
aufgabe

minimiere f(x+ td) für t ∈ R

nicht mehr explizit lösbar, d.h. die Bestimmung von αk in Algorithmus 5.1.3
muss durch eine geeignete Schrittweitenstrategie ersetzt werden. Die Theorie
wird zeigen, dass eine strenge Wolfe-Powell-Schreite diesmal das Richtige ist.
Wir schreiben ab jetzt wieder tk statt αk.

5.2.1 Algorithmus (Fletcher-Reeves-Verfahren)
wähle x0 ∈ Rn, wähle 0 < σ < ρ < 1/2, setze d0 = −∇f(x0)T

for k = 0, 1, . . . do
bestimme Schrittweite tk > 0 mit
f(xk + tkd

k) ≤ f(xk) + σtk · ∇f(xk)dk

|∇f(xk + tkd
k)dk| ≤ −ρ · ∇f(xk)dk

{strenge Wolfe-Powell-Schrittweite}
xk+1 = xk + tkd

k

βFR
k = ‖∇f(xk+1)‖2/‖∇f(xk)‖2

dk+1 = −∇f(xk+1)T + βFR
k dk

end for

5.2.2 Bemerkung
Bei der Definition der Wolfe-Powell-Schrittweiten hatten wir 0 < σ < ρ < 1
zugelassen. Dass wir ρ < 1/2 brauchen, zeigt schon der nächste Satz.
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5.2.3 Satz
Sie f : Rn → R, f ∈ C1(Rn) und nach unten beschränkt. Dann sind für jede
Wahl von x0 alle Iterierten xk definiert und es gilt für k = 0, 1, . . .

(5.2.1)

∣∣∣∣ ∇f(xk)dk

‖∇f(xk)‖2
+ 1

∣∣∣∣ ≤ k∑
j=0

ρj − 1.

Beweis: Wegen ρ ∈ (0, 1/2) ist die rechte Seite in (5.2.1) kleiner als 1, d.h.
es ist dann

∇f(xk)dk

‖∇f(xk)‖2
< 0,

so dass dk eine Abstiegsrichtung ist. Da für eine Abstiegsrichtung immer eine
strenge Wolfe-Powell-Schrittweite existiert ist mit (5.2.1) die Definiertheit
der Iterierten gezeigt.
Für k = 0 ist (5.2.1) richtig, da d0 = −∇f(x0)T . Für den Induktionsschritt
k → k + 1 folgt aus der Schrittweitenwahl

|∇f(xk+1)dk| ≤ −ρ∇f(xk)dk.

Aus der Aufdatierung für dk+1 folgt außerdem

∇f(xk+1)dk+1

‖∇f(xk+1)‖2
= −1 +

∇f(xk+1)dk

‖∇f(xk)‖2

und damit ∣∣∣∣∇f(xk+1)dk+1

‖∇f(xk+1)‖2
+ 1

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∇f(xk+1)dk

‖∇f(xk)‖2

∣∣∣∣
≤ ρ

∣∣∣∣ ∇f(xk)dk

‖∇f(xk)‖2

∣∣∣∣
≤ ρ

∣∣∣∣ ∇f(xk)dk

‖∇f(xk)‖2
− 1

∣∣∣∣+ ρ

≤ ρ

(
k∑

j=0

ρj − 1

)
+ ρ

≤
k+1∑
j=0

ρj − 1.

�
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5.2.4 Bemerkung
Insbesondere gilt im Falle exakter Schrittweiten (ρ = 0) also

∇f(xk)dk = −‖∇f(xk)‖2.

Bevor wir gleich in Satz 5.2.6 ein wesentliches Konvergenzresultat für das
Fletcher-Reeves-Verfahren beweisen werden, formulieren wir zuerst ein nütz-
liches Hilfsresultat zu Situationen, in welchen der Gradient nicht unbeschränkt
wachsen kann.

5.2.5 Lemma
Sei f : Rn → R, f ∈ C1(Rn),∇f ∈ Lipγ(Rn). Weiter sei x0 ∈ Rn und f auf
L(x0) nach unten beschränkt. Dann ist ∇f auf L(x0) beschränkt.

Beweis: Für x ∈ Rn gilt

d

dt
f(x− t∇f(x)T ) = −∇f(x− t∇f(x)T ) · ∇f(x)T

= −
(
∇f(x− t∇f(x)T )−∇f(x)

)
∇f(x)T − ‖∇f(x)‖2

≤ ‖∇f
(
x− t∇f(x)T

)
−∇f(x)‖ · ‖∇f(x)‖ − ‖∇f(x)‖2

≤ (γ · t− 1) · ‖∇f(x)‖2.

Danach erhalten wir mit y = x− 1
2γ
∇f(x)

f(y)− f(x) =

1/2γ∫
0

d

dt
f (x− t∇f(x)) dt

≤ −1

2

1/2γ∫
0

‖∇f(x)‖2dt = − 1

4γ
· ‖∇f(x)‖2.

Daraus folgt für x ∈ L(x0) und mit α ≤ f(y) für alle y ∈ Rn

‖∇f(x)‖2 ≤ 4γ (f(x)− f(y)) ≤ 4γ
(
f(x0)− α

)
.

�

5.2.6 Satz
Sei f : Rn → R, f ∈ C1(Rn) und nach unten beschränkt. Es sei x0 ∈ Rn und
es sei ∇f ∈ Lipγ(L(x0)). Dann gilt für die Iterierten xk des Fletcher-Reeves-
Verfahrens (Algorithmus 5.2.1)

lim inf
k→∞

‖∇f(xk)‖ = 0.
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Beweis: Wir nehmen an, dass die Aussage nicht richtig ist und deshalb ε > 0
und kε ∈ N existieren mit

‖∇f(xk)‖ ≥ ε für alle k ≥ kε.

Wir weisen nach, dass dann die Zoutendijk-Bedingung

∞∑
k=0

δk = ∞ mit δk =

(
∇f(xk)dk

‖∇f(xk)‖ · ‖dk‖

)2

erfüllt ist, so dass aus Satz 2.1.9 dann doch wieder

lim inf
k→∞

‖∇f(xk)‖ = 0

folgt, ein Widerspruch.
Nach Satz 5.2.3 wissen wir bereits

(5.2.2)

∣∣∣∣ ∇f(xk)dk

‖∇f(xk)‖2

∣∣∣∣ ≥ 1−

(
k∑

j=0

ρj − 1

)
≥ 2− 1

1− ρ
=

1− 2ρ

1− ρ
> 0

sowie

(5.2.3)

∣∣∣∣ ∇f(xk)dk

‖∇f(xk)‖2

∣∣∣∣ ≤ k∑
j=0

ρj ≤ 1

1− ρ
.

Für die Größen γk = ‖dk‖2/‖∇f(xk)‖4 erhalten wir wegen der strengen
Wolfe-Powell-Schrittweiten

γk+1 =
(dk+1)Tdk+1

‖∇f(xk+1)‖4
=

(−∇f(xk+1)T + βFR
k dk)T (−∇f(xk+1)T + βFR

k dk)

‖∇f(xk+1)‖4

=
1

‖∇f(xk+1)‖2
− βFR

k · 2∇f(xk+1)dk

‖∇f(xk+1)‖4
+ γk

≤ 1

‖∇f(xk+1)‖2
− 2ρ

∇f(xk)dk

‖∇f(xk)‖2‖∇f(xk+1)‖2
+ γk

≤
(

1 +
2ρ

1− ρ

)
· 1

‖∇f(xk+1)‖2
+ γk

≤ 1 + ρ

1− ρ
· 1

ε2
+ γk, k ≥ kε.

Durch wiederholtes Einsetzen ergibt sich daraus

γk+1 ≤ (k − kε) ·
1 + ρ

(1− ρ)ε2
+ γkε ≤ (k − kε) · c
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mit einer geeigneten Konstanten c, z.B.

c =

(
1 + ρ

(1− ρ)ε2

)
.

Damit haben wir auch

1

γk

≥ 1

c
· 1

k − kε

für k > kε.

Nach Lemma 5.2.5 existiert eine Konstante D mit ‖∇f(x)‖ ≤ D für alle
x ∈ L(x0). Zusammen mit (5.2.2) erhalten wir deshalb

δk =

(
∇f(xk)dk

‖∇f(xk)‖ · ‖dk‖

)2

=

∣∣∣∣ ∇f(xk)dk

‖∇f(xk)‖2

∣∣∣∣2 · 1

‖∇f(xk)‖2
· 1

γk

≥ 1

cD2
· 1

k − kε

für k > kε.

Weil die harmonische Reihe divergiert folgt daraus die Zoutendijk-Bedingung.
�

5.2.7 Satz
Sei f : Rn → R, f ∈ C2(Rn). Sei x0 ∈ Rn, die Levelmenge L(x0) sei konvex
und f sei glm. konvex auf L(x0). Dann konvergiert die durch das Fletcher-
Reeves-Verfahren erzeugte Folge xk gegen die eindeutige globale Minimal-
stelle von f .

Beweis: Nach Satz 1.3.10 ist die Levelmenge L(x0) kompakt. Damit ist ∇f
sogar Lipschitz-stetig auf L(x0), denn ∇2f ist auf L(x0) beschränkt. Nach
Satz 5.2.6 existiert eine Teilfolge der xki mit limi→∞∇f(xki) = 0. Diese Teil-
folge besitzt mindestens einen Häufungspunkt x∗, gegen welchen eine Teilfol-
ge konvergiert, die wir der Einfachheit halber wieder mit xki bezeichnen. Es
ist ∇f(x∗) = 0, so dass x∗ die eindeutige Minimalstelle von f ist. Auf Grund
der gleichmäßigen Konvexität existiert µ > 0 mit

µ‖xk − x∗‖2 ≤ f(xk)− f(x∗).

Die f(xk) fallen monoton und konvergieren gegen f(x∗) (denn limi→∞ xki =
x∗). Also gilt auch limk→∞ xk = x∗. �
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Auf Grund der Orthogonalitätsbeziehungen im CG-Verfahren für quadra-
tische Funktionen f (Satz 5.1.4), kann man βk in Algorithmus 5.1.3 auch
ausdrücken als

βk =
‖rk+1‖2

‖rk‖2
=

(rk+1 − rk)T rk+1

‖rk‖2
.

Eine Übertragung auf den nicht-quadratischen Fall ergibt

βk =

(
∇f(xk+1)−∇f(xk)

)
∇f(xk+1)T

‖∇f(xk)‖2
,

was dann aber nicht mehr äquivalent zu der im Fletcher-Reeves-Verfahren
verwendeten Größe

βFR
k = ‖∇f(xk+1)‖2/‖∇f(xk)‖2

ist. Polak und Ribière hatten festgestellt, dass mit dieser alternativen Über-
tragung (und einer weiter verschärften Schrittweiten-Strategie) in der Praxis
häufig noch bessere Resultate erzielt werden als mit dem Fletcher-Reeves-
Verfahren.

5.3.1 Algorithmus (Polak-Ribière-Verfahren)
wähle x0 ∈ Rn, setze d0 = −∇f(x0)T

for k = 0, 1, . . . do
bestimme Schrittweite tk > 0 mit

tk = min{t > 0 : ∇f(xk + tkdk)dk = 0} {exakte Schrittweite!}
xk+1 = xk + tkd

k

βPR
k =

(
(∇f(xk+1)−∇f(xk))∇f(xk+1)T

)
/‖∇f(xk)‖2

dk+1 = −∇f(xk+1)T + βPR
k dk

end for

Man beachte, dass die Berechnung einer exakten Schrittweite in der Praxis
gar nicht möglich ist. Man behilft sich deshalb mit einer strengen Wolfe-
Powell-Schrittweite mit einem kleinen Wert für ρ (z.B. ρ = 0.1). Ein so
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implementiertes Polak-Ribière Verfahren zeigt in der Praxis bessere Konver-
genzeigenschaften als das Fletcher-Reeves-Verfahren. Die möglichen theore-
tischen Resultate sind dagegen schwächer als bei Fletcher-Reeves und setzen
insbesondere die exakten Schrittweiten voraus.

5.3.2 Bemerkung
Da die Schrittweiten tk exakt sind, ist für alle k = 0, 1, . . .
(5.3.1)

∇f(xk+1)dk+1 = ∇f(xk+1)(−∇f(xk+1)T + βPR
k+1d

k) = −‖∇f(xk+1)‖2,

vgl. Bemerkung 5.2.4. Die Richtung dk ist also eine Abstiegsrichtung, solange
∇f(xk) 6= 0, d.h. das Verfahren ist wohldefiniert.

5.3.3 Satz
Sei f : Rn → R, f ∈ C1(Rn), x0 ∈ Rn sowie ∇f ∈ Lipγ(L(x0)). Weiter sei
f auf Rn nach unten beschränkt. Die Folge {xk} entstehe aus dem Polak-
Ribière-Verfahren (Algorithmus 5.3.1) und es gelte

lim
k→∞

‖xk+1 − xk‖ = 0.

Dann gilt
lim inf

k→∞
‖∇f(xk)‖ = 0.

Beweis: Nach Aufgabe 7 (!) ist die Schrittweite tk effizient, d.h. es existiert
eine Konstante θ > 0 mit

(5.3.2) f(xk)− f(xk+1) ≥ θ · 1

γk

mit γk =
‖dk‖2

(∇f(xk)dk)2

(5.3.1)
=

‖dk‖2

‖∇f(xk)‖4
.

Angenommen, es existiert ε > 0 und kε ∈ N, so dass ‖∇f(xk)‖ ≥ ε für alle
k ≥ kε. Wir haben dann

γk+1 =
‖dk+1‖2

‖∇f(xk+1)‖4

=
(−∇f(xk+1)T + βPR

k dk)T (−∇f(xk+1)T + βPR
k dk)

‖∇f(xk+1)‖4

=
1

‖∇f(xk+1)‖2
− 2βPR

k · ∇f(xk+1)dk

‖∇f(xk+1)‖4
+ (βPR

k )2 · ‖dk‖2

‖∇f(xk+1)‖4

=
1

‖∇f(xk+1)‖2
+ (βPR

k )2 · ‖dk‖2

‖∇f(xk+1)‖4

=
1

‖∇f(xk+1)‖2
+ γk · (βPR

k )2 · ‖∇f(xk)‖4

‖∇f(xk+1)‖4
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mit

(βPR
k )2 · ‖∇f(xk)‖4

‖∇f(xk+1)‖4
≤ γ2 · ‖xk+1 − xk‖2 · ‖∇f(xk+1)‖2

‖∇f(xk)‖4
· ‖∇f(xk)‖4

‖∇f(xk+1)‖4

≤ γ2‖xk+1 − xk‖2 · 1

ε2
(k ≥ kε)

→ 0 (k →∞).

Es existiert deshalb ein k1 ∈ N, so dass für alle k ≥ k1 gilt

γk+1 ≤
1

ε2
+ γk

und damit auch

1

γk

≤ 1

ε2
· (k − k1) + γk1 ≤ c · (k − k1), c > 0.

Für die Kehrwerte gilt dann

1

γk

≥ 1

c
· 1

k − k1

, k > k1.

Also divergiert die Summe
∞∑

k=0

1

γk

.

Andererseits folgt aus (5.3.2) mit einer unteren Schranke α für f(x) auf Rn

f(x0)− α ≥ θ ·
∞∑

k=0

1

γk

,

ein Widerspruch. �

Störend an diesem Resultat ist vor allem die Voraussetzung an ‖xk+1 − xk‖,
welche im Beweis aber entscheidend eingeht. Es gibt tatsächlich Beispiele, die
zeigen, dass ohne diese Voraussetzung der Satz nicht gilt. Zufriedenstellender
ist die Situation im Falle einer gleichmäßig konvexen Funktion.

5.3.4 Satz
Sei f : Rn → R, f ∈ C2(Rn), x0 ∈ Rn sowie f gleichmäßig konvex auf der
konvexen Levelmenge L(x0). Die Folge {xk} entstehe aus dem Polak-Ribière-
Verfahren (Algorithmus 5.3.1). Dann gilt

lim
k→∞

xk = x∗,

wobei x∗ die eindeutige globale Minimalstelle von f ist.
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Beweis: Wir weisen die Winkelbedingung (2.1.2) nach. Da exakte Schritt-
weiten effizient sind (Aufgabe 7), folgt die Behauptung aus Korollar 2.1.8.
Wir haben

−∇f(xk)dk

‖f(xk)‖ · ‖dk‖
=

‖∇f(xk)‖2

‖f(xk)‖ · ‖dk‖
=
‖∇f(xk)‖
‖dk‖

.

Wir müssen also noch ‖dk‖ relativ zu ‖∇f(xk)‖ abschätzen. Es gilt

‖dk‖ = ‖ − ∇f(xk) + βPR
k−1d

k−1‖ ≤ ‖∇f(xk)‖+ |βPR
k−1| · ‖dk−1‖.

Hierin haben wir

|βPR
k−1| ≤

γ · tk−1 · ‖dk−1‖ · ‖∇f(xk)‖
‖∇f(xk−1)‖2

=
γ · tk−1 · ‖dk−1‖
‖∇f(xk−1)‖2

· ‖∇f(xk)‖.

Wir sind also fertig, wenn wir

tk−1 ≤ c · ‖∇f(xk−1)‖2

‖dk−1‖2

zeigen können. Auf Grund der gleichmäßigen Konvexität existiert µ > 0 mit

(∇f(y)−∇f(x))(y − x) ≥ µ · ‖y − x‖2.

Damit erhalten wir

0 = ∇f(xk)dk−1

=
(
∇f(xk)−∇f(xk−1)

)
(xk − xk−1) +∇f(xk−1)(xk − xk−1)

≥ µ · t2k−1‖dk−1‖2 + tk−1 · ∇f(xk−1)dk−1

woraus sich wie gewünscht

tk−1 ≤
1

µ
· −∇f(xk−1)dk−1

‖dk−1‖2
=

1

µ
· ‖∇f(xk−1)‖2

‖dk−1‖2

ergibt. �

Im Jahre 1997 wurde von Grippo und Lucidi eine Modifikation des Polak-
Ribière-Verfahrens vorgeschlagen, das in der Praxis ähnlich effizient ist wie
das nicht-modifizierte Verfahren, dessen Konvergenztheorie aber wesentlich
befriedigender ist. Dabei wird die Schrittweite mit einer Armijo-ähnlichen
Regel bestimmt.
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5.3.5 Algorithmus (modifiziertes Polak-Ribière-Verfahren)
wähle x0 ∈ Rn, wähle 0 < σ < 1/2, setze d0 = −∇f(x0)T

wähle β ∈ (0, 1), 0 < δ1 < 1 < δ2
for k = 0, 1, . . . do

setze ρk = |∇f(xk)dk|/‖dk‖2

bestimme die größtmögliche Schrittweite tk ∈ {ρkβ
` : ` = 0, 1, . . .}

so dass für xk+1 = xk + tkd
k, dk+1 = −∇f(xk+1)T + βPR

k dk gilt
f(xk+1) ≤ f(xk)− t2kσ‖dk‖2 und
−δ2 · ‖∇f(xk+1)‖2 ≤ ∇f(xk+1)dk+1 ≤ −δ1 · ‖∇f(xk+1)‖2

{zwei Bedingungen für tk!}
end for

Wir weisen zuerst nach, dass die Iterierten des modifizierten Verfahrens wohl-
definiert sind.

5.3.6 Lemma
Sei f : Rn → R, f ∈ C1(Rn). Weiter sei x ∈ Rn, σ, β ∈ (0, 1), 0 < δ1 < 1 < δ2
und d sei eine Abstiegsrichtung für f in x. Dann existiert ein ` ∈ N0, so dass
für t` = |∇f(x)d|

‖d‖2 · β` mit

x+ = x+ t`d, d
+ = −∇f(x+)T + βPRd, βPR =

(∇f(x+)−∇f(x))∇f(x+)T

‖∇f(x)‖2

gilt

f(x+) ≤ f(x)− σt2`‖d‖2,(5.3.3)

−δ2‖∇f(x+)‖2 ≤ ∇f(x+)d+ ≤ −δ1‖∇f(x+)‖2.(5.3.4)

Insbesondere ist d+ eine Abstiegsrichtung für f in x+, solange ∇f(x+) 6= 0.

Beweis: Wir notieren y` für x+ t`d. Angenommen, für unendlich viele t` gilt

f(y`) > f(x)− σt2`‖d‖2.

Dann folgt für die Teilfolge t`i
mit dieser Eigenschaft

∇f(x)d = lim
i→∞

f(y`)− f(x)

t`i

≥ lim
i→∞

−t`i
· σ‖d‖2 = 0,

im Widerspruch dazu, dass d Abstiegsrichtung ist. Also ist (5.3.3) für alle
` ≥ `0 erfüllt.
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Auch zum Beweis von (5.3.4) nehmen wir zunächst an, dass für unendlich
viele ` die Beziehung nicht erfüllt ist. Die zugehörige Teilfolge der t` heiße
wieder t`i

. Für alle i gilt also

−δ2‖∇f(y`i)‖2 > ∇f(y`i)
(
−∇f(y`i)T + βPR

i d
)

oder
∇f(y`i)

(
−∇f(y`i)T + βPR

i d
)
> −δ1‖∇f(y`i)‖2

mit

βPR
i =

(
∇f(y`i)−∇f(x)

)
∇f(y`i)T

‖∇f(x)‖2
.

Daraus folgt für i→∞ wegen lim
i→∞

βPR
i = 0, dass eine der beiden Beziehungen

−δ2‖∇f(x)‖2 ≥ −‖∇f(x)‖2

oder
−‖∇f(x)‖2 ≥ −δ1‖∇f(x)‖2

gilt, woraus wegen δ2 > 1, δ1 < 1 dann ∇f(x) = 0 folgt. Dies widerspricht
aber der Voraussetzung, den notwendig für das Vorliegen einer Abstiegsrich-
tung ist ∇f(x) 6= 0. Also ist auch (5.3.4) für ` ≥ `1 erfüllt. Für ` groß genug,
sind demnach beide Bedingungen erfüllt; der Algorithmus verwendet dann
das kleinste aller solchen `. �

Wir kommen jetzt zum entscheidenden Konvergenzsatz für das modifizierte
Polak-Ribière-Verfahren.

5.3.7 Satz
Sei f : Rn → R, f ∈ C1(Rn). Für x0 ∈ Rn sei die Levelmenge L(x0) kompakt
und es sei ∇f ∈ Lipγ(B) mit einer Menge B ⊇ {y ∈ Rn : es existiert x ∈
L(x0) mit ‖x−y‖ ≤ r} ⊇ L(x0) mit einem r > 0. Dann gilt für die Iterierten
xk des modifizierten Polak-Ribière-Verfahrens (Algorithmus 5.3.5)

lim
k→∞

‖∇f(xk)‖ = 0.

Insbesondere ist ∇f(x∗) = 0 für jeden Häufungspunkt der Folge {xk}.

Beweis: Der Beweis ist etwas aufwendiger. Wir halten zunächst fest, dass
eine Konstante c > 0 existiert mit

‖∇f(x)‖ ≤ c für x ∈ L(x0).

Wir zeigen nun die folgenden Aussagen
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(i) xk ∈ L(x0) für alle k,

(ii) die Folge {f(xk)} ist konvergent,

(iii) lim
k→∞

tk‖dk‖ = 0,

(iv) tk‖dk‖2 ≤ δ2c
2 für alle k,

(v) es existiert eine Konstante θ > 0 mit

tk ≥ θ · |∇f(xk)dk|
‖dk‖

für alle k.

zu (i): Dies ist trivial, da wir ein Abstiegsverfahren vorliegen haben.

zu (ii): Dies ist ebenfalls trivial, denn die Funktion f nimmt auf der kom-
pakten Menge L(x0) ihr Minimum aus f ∗ an. Es gilt also

f ∗ ≤ f(xk+1) ≤ f(xk) für alle k,

d.h. lim
k→∞

f(xk) existiert (und ist ≥ f ∗).

zu (iii): Aus dem Verfahren folgt

f(xk+1)− f(xk) ≤ −σt2k‖dk‖2 ≤ 0 für alle k.

Wegen (ii) folgt für k →∞

lim
k→∞

t2k‖dk‖2 = 0,

was (iii) beweist.

zu (iv): Nach dem Verfahren gilt für alle k

tk‖dk‖2 ≤ ρk‖dk‖2 = |∇f(xk)dk| ≤ δ2‖∇f(xk)‖2.

Daraus folgt sofort tk‖dk‖2 ≤ δ2c
2.

zu (v): Wir benötigen eine mehrfach geschachtelte Fallunterscheidung.
Fall 1: tk = ρk. Dann ist

tk = ρk =
|∇f(xk)dk|
‖dk‖2

≥ θ · |∇f(xk)dk|
‖dk‖2

für alle θ ∈ (0, 1].

Fall 2: tk < ρk. Dann war t = tk/β noch keine zulässige Schrittweite, d.h. für

y = xk + tkdk

β
gilt

(5.3.5) f(y) > f(xk)− σ

(
tk
β

)2

‖dk‖2
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oder

(5.3.6) ∇f(y)dk+1 > −δ1‖∇f(y)‖2

oder

(5.3.7) −δ2‖∇f(y)‖2 > ∇f(y)dk+1

Wir betrachten ab jetzt nur k ≥ k0, wobei k0 so gewählt ist, dass

xk +
tk
β
· ‖dk‖ ∈ B für k ≥ k0.

Ein solches k0 existiert wegen (iii).
Fall 2a: Es gilt (5.3.5). Nach dem Mittelwertsatz ist

f(y) = f(xk) +∇f(ξ)(y − xk), ξ = xk + ϑ(y − xk), ϑ ∈ (0, 1).

Mit (5.3.5) und der Lipschitz-Stetigkeit folgt dann

−σ
(
tk
β

)2

‖dk‖2 < ∇f(ξ)

(
tk
β
dk

)
= (∇f(ξ)−∇f(xk))

(
tk
β
dk

)
+∇f(xk)

(
tk
β
dk

)
≤ γ · ϑ︸︷︷︸

≤1

(
tk
β
‖dk‖

)2

+∇f(xk)

(
tk
β
dk

)
,

und damit

tk ≥
β

γ + σ
· |∇f(xk)dk|

‖dk‖2
≥ θ · |∇f(xk)dk|

‖dk‖2
für alle θ ∈

(
0,

β

γ + σ

)
.

Fall 2b: Es gilt (5.3.6). Unter Verwendung der Definition von βPR
k gilt also

∇f(y)

(
−∇f(y) +

∇f(y)(∇f(y)−∇f(xk))T

‖∇f(xk)‖2
dk

)
> −δ1‖∇f(y)‖2.

Mit mehrfacher Anwendung der CSU ergibt sich

−‖∇f(y)‖2 +
‖∇f(y)‖2 · ‖∇f(y)−∇f(xk)‖ · ‖dk‖

‖∇f(xk)‖2
> −δ1‖∇f(y)‖2

und deshalb

−1 +
‖∇f(y)−∇f(xk)‖ · ‖dk‖

‖∇f(xk)‖2
> −δ1.
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Mit der Lipschitz-Stetigkeit ergibt sich

−1 +
γ · tk

β
· ‖dk‖2

‖∇f(xk)‖2
> −δ1

und damit

tk >
β(1− δ1)

γ
· ‖∇f(xk)‖2

‖dk‖2
.

Weil xk aus dem Verfahren gewonnen wurde, haben wir |∇f(xk)dk| ≤ δ2‖∇f(xk)‖2.
Damit ergibt sich

tk >
β(1− δ1)

γδ2
· |∇f(xk)dk|

‖dk‖2
≥ θ · |∇f(xk)dk|

‖dk‖2
für alle θ ∈

(
0,
β(1− δ1)

γδ2

)
.

Fall 2c: Es gilt (5.3.7), also

∇f(y)

(
−∇f(y) +

∇f(y)T (∇f(y)−∇f(xk))

‖∇f(xk)‖2
dk

)
< −δ2‖∇f(y)‖2.

Analog zu Fall 2b ergibt sich hier

tk ≥
β(δ2 − 1)

γδ2
· |∇f(xk)dk|

‖dk‖2
.

Nimmt man also

θ ≤ min

{
1,

β

γ + σ
,
β(1− δ1)

γδ2
,
β(δ2 − 1)

γδ2

}
,

so ist (v) jedenfalls für k ≥ k0 erfüllt. Durch weitere Verkleinerung von θ
erreicht man, das dann (v) sogar für alle k gilt.
Nach diesen vorbereitenden Folgerungen beweisen wir jetzt schließlich die
Aussage des Satzes und nehmen dazu an, limk→∞ ‖∇f(xk)‖ = 0 gilt nicht.
Dann existiert ε > 0 und eine Teilfolge {xki} mit ‖∇f(xki)‖ ≥ ε für alle i.
Dann haben wir

‖dki+1‖ ≤ ‖∇f(xki+1)‖+
‖∇f(xki+1)‖ · ‖∇f(xki+1)−∇f(xki)‖

‖∇f(xki)‖2
‖dki‖

≤ c+ δ2 ·
γc3

ε2
.

Aus (iii) folgt deshalb
lim
i→∞

tki+1‖dki+1‖2 = 0,
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und damit aus (v)
lim
i→∞

|∇f(xki+1)dki+1| = 0,

woraus wegen der Schrittweitenwahl

lim
i→∞

‖∇f(xki+1)‖ = 0

folgt. Hieraus ergibt sich mit (iii)

‖∇f(xki)‖ ≤ ‖∇f(xki+1)−∇f(xki)‖+ ‖∇f(xki+1)‖
≤ γ · ‖xki+1 − xki‖+ ‖∇f(xki+1)‖
= γ · tki

dki + ‖∇f(xki+1)‖
→ 0 (k →∞),

im Widerspruch zur Annahme ‖∇f(xki)‖ ≥ ε. �
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Kapitel 6

Trust-Region Verfahren

Trust-Region: Vertrauensgebiet. Trust-Region Verfahren sind keine Abstiegs-
verfahren und deshalb eine völlig neue Verfahrensklasse. Abstiegsverfahren
sind dadurch charakterisiert, dass zuerst eine Abstiegsrichtung d gewählt
wird und dann eine geeignete Schrittweite t bestimmt wird. Im Newton-
Verfahren ist z.B.

d = −∇2f(x)−1∇f(x)T

und t wird anschließend z.B. über die Armijo-Regel bestimmt.
Bei den Trust-Region Verfahren ist der Ansatz genau umgekehrt. Es wird eine
(maximale) Schrittweite ∆ vorgegeben, dann wird eine geeignete Richtung
(und damit die nächste Iterierte) gesucht. Hierzu wird zuerst ein einfaches,
quadratisches Modell der Funktion erstellt, z.B. durch Taylor-Entwicklung
um x

f(y) ≈ q(x) = f(x) +∇f(x)(y − x) +
1

2
(y − x)T∇2f(x)(y − x).

Jetzt nimmt man das Minimum von q unter der Nebenbedinqung ‖y−x‖ ≤ ∆
als nächste Iterierte. Die Bestimmung dieses Minimums bezeichnen wir als
Trust-Region Teilproblem. Ist ∆ groß genug und ∇2f(x) spd erhält man im
Beispiel wieder die Newton-Iterierte.
Wir untersuchen zunächst Trust-Region Verfahren so, als ob wir das Trust-
Region Teilproblem exakt lösen können. Dann werden wir zeigen, dass sich die
Theorie aber auch auf geeignete approximative Lösungen übertragen wird.
Schließlich werden wir uns sehr ausführlich mit der exakten Lösung des Trust-
Region Teilproblems beschäftigen, auch als Ausblick auf typische Techniken
für restringierte Aufgaben.
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Abschnitt 6.1

Trust-Region Newton-Verfahren

Wir formulieren und analysieren in diesem Abschnitt ein vollständiges Trust-
Region-Verfahren.
Es sei f : Rn → R, f ∈ C2(Rn). Das quadratische Modell qx entsteht durch
Taylor-Entwicklung zweiter Ordnung um den Punkt x ∈ Rn, also

qx(d) = f(x) +∇f(x)d+
1

2
dT∇2f(x)d,

das zugehörige Trust-Region Teilproblem lautet

(6.1.1) bestimme dx mit qx(d
x) ≤ qx(d) für alle d mit ‖d‖ ≤ ∆.

In einem Trust-Region Algorithmus müssen wir in jedem Schritt entscheiden,
wie groß der Radius ∆ der Trust-Region gewählt wird. Dazu vergleichen
wir den durch das Modell vorhergesagten Abstieg qx(0) − qx(d) mit dem
tatsächlich erreichten Abstieg f(x)−f(x+) (wobei x+ = x+d, qx(0) = f(x))
und setzen dazu

r =
f(x+)− f(x)

qx(d)− f(x)
.

Ist r nahe bei 0, so stimmt das quadratische Modell nur wenig mit der Funk-
tion überein und der Radius ∆ der Trust Region muss verkleinert werden.
Ist r nahe bei 1 oder ist r sogar größer als 1, so kann ∆ für die Lösung des
nächsten Trust-Region Teilproblems vorsorglich vergrößert werden.
Diese Strategie wird in dem im folgenden beschriebenen Algorithmus formu-
liert. Wenn r zu klein ist, wird die neue Iterierte nicht akzeptiert, und die
neue Iterierte muss mit einem kleineren ∆ nochmal berechnet werden. Wir
verwenden die Parameter σ1 ∈ (0, 1) und σ2 ∈ (1,∞) um ∆ zu verkleinern
bzw. zu vergrößern, und die Parameter 0 < ρ1 < ρ2 < 1 um zu entscheiden,
ob ∆ verkleinert, beibehalten oder vergrößert wird. Außerdem verhindern
wir, dass ∆ zu klein wird.



6.1. TRUST-REGION NEWTON-VERFAHREN

6.1.1 Algorithmus (Trust-Region Newton-Verfahren)
1: wähle x0 ∈ Rn, ∆0 ≥ ∆min > 0, 0 < ρ1 < ρ2 < 1, 0 < σ1 < 1 < σ2, ε ≥ 0
2: for k = 0, 1, . . . do
3: repeat
4: bestimme eine Lösung dk des Trust-Region Teilproblems (6.1.1)
5: (mit x = xk, ∆ = ∆k) {z.B. mit Algorithmus 6.5.1}
6: berechne rk = f(xk+dk)−f(xk)

q
xk (dk)−f(xk)

7: ∆k = σ1 ·∆k

8: until rk ≥ ρ1

9: De`tak = 1
σ1

∆k {mit ∆k wurden rk, dk berechnet}
10: xk+1 = xk + dk

11: if rk ≤ ρ2 then
12: setze ∆k+1 = max{∆min,∆k} {rk ∈ [ρ1, ρ2]}
13: else
14: setze ∆k+1 = max{∆min, σ2 ·∆k} {rk > ρ2}
15: end if
16: end for

Der Deutlichkeit halber haben wir den im Algorithmus zur Berechnung von
xk+1 tatsächlich verwendeten Radius für die Trust-Region mit ∆k bezeichnet.
Als ein erstes Resultat zur Analyse von Algorithmus 6.1.1 zeigen wir, dass im
Falle ∇f(xk) 6= 0 stets qxk(dk) < qxk(0) gilt. Deshalb sind alle rk und damit
der ganze Algorithmus wohldefiniert.

6.1.2 Lemma
Es sei x ∈ Rn, ∆ > 0 und d löse das Trust-Region Teilproblem 6.1.1. Dann
gilt

f(x)− qx(d) ≥
‖∇f(x)‖

2
·min

{
∆,
‖∇f(xk)‖
‖∇2f(x)‖

}
.

(Im Falle ∇2f(x) = 0 ist das Minimum = ∆min zu setzen.)

Beweis: Wir setzen ϕ(t) = qx(−t · ∆
‖∇f(x)‖ · ∇f(x)T ), t ∈ [0, 1] und notieren

H = ∇2f(x). Dann gilt

ϕ(0)− ϕ(t) = t ·∆‖∇f(x)‖ − t2

2
· ∆2

‖∇f(x)‖2
· ∇f(x)H∇f(x)T

≥ t ·∆‖∇f(x)‖ − t2

2
·∆2 · ‖H‖

=: ψ(t).

139



6.1. TRUST-REGION NEWTON-VERFAHREN

Die Funktion ψ(t) hat ihr Maximum bei t∗ = ‖∇f(x)‖/(∆‖H‖) mit Wert
ψ(t∗) = ‖∇f(x)‖2/(2‖H‖). Im Intervall [0, t∗] ist ψ monoton wachsend. Ist
t∗ > 1 so wird das Maximum auf [0, 1] für t = 1 angenommen und es gilt

ψ(1) = ∆‖∇f(x)‖ − 1

2
∆2 · ‖H‖

t∗>1

≥ ∆‖∇f(x)‖ − ∆

2
‖∇f(x)‖

=
1

2
∆‖∇f(x)‖.

Insgesamt erhalten wir damit

max
t∈[0,1]

{ϕ(0)− ϕ(t)} ≥ 1

2
‖∇f(x)‖min

{
∆,
‖∇f(xk)‖
‖∇2f(x)‖

}
.

Dies gilt dann erst recht für die Größe

max
d∈B∆(0)

{qx(0)− qx(d)},

welche an der Lösung des Trust-Region Teilproblems angenommen wird. �

Das nächste Resultat zeigt, dass die Repeat-Schleife stets abbricht, solange
∇f(xk) 6= 0. Dabei interessiert jetzt bei festen x das Trust-Region Teilpro-
blem in Abhängigkeit vom Radius ∆, so dass wir dessen Lösung d∆ mit dem
Index ∆ versehen.

6.1.3 Lemma
Sei f ∈ C2(Rn) und x ∈ Rn mit ∇f(x) 6= 0. Für ∆ > 0 bezeichne d∆

die Lösung des Trust-Region Teilproblems (6.1.1) mit der Funktion qx und
Radius ∆ für die Trust-Region. Dann gilt

lim
∆→0

f(x)− f(x+ d∆)

f(x)− qx(d∆)
= 1.

(Wegen ρ1 ∈ (0, 1) bedeutet das, dass die Repeat-Schleife in Algorithmus 6.1.1
abbricht.)

Beweis: Mit einer Taylor-Entwicklung haben wir einerseits

f(x+ d∆) = f(x) +∇f(ξ∆)d∆, ξ∆ = x+ θd∆, θ ∈ (0, 1).

Andererseits haben wir nach Lemma 6.1.2 für ∆ genügend klein

(6.1.2) f(x)− qx(d∆) ≥ ‖∇f(x)‖
2

·min

{
∆,
‖∇f(xk)‖
‖∇2f(x)‖

}
=
‖∇f(x)‖

2
·∆.
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Für diese ∆ gilt dann∣∣∣∣f(x)− f(x+ d∆)

f(x)− qx(d∆)
− 1

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣qx(d∆)− f(x+ d∆)

f(x)− qx(d∆)

∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣qx(d∆)− f(x+ d∆)

∆
· 2

‖∇f(x)‖

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ 2

∆‖∇f(x)‖

(
f(x) +∇f(x)d∆ +

1

2
dT

∆∇2f(x)d∆ − (f(x) +∇f(ξ∆)d∆)

)∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ 2

∆‖∇f(x)‖

(
(∇f(x)−∇f(ξ∆))d∆ +

1

2
dT

∆∇2f(x)d∆)

)∣∣∣∣
≤ 2‖d∆‖

∆‖∇f(x)‖
(
‖∇f(x)−∇f(ξ∆)‖+ ‖d∆‖ · ‖∇2f(x)‖

)
≤ 2

‖∇f(x)‖
(
‖∇f(x)−∇f(ξ∆)‖+ ∆‖∇2f(x)‖

)
→ 0 (∆ → 0, denn ξ∆ → x).

�

6.1.4 Korollar
Sei f ∈ C2(Rn) und {xk} sei eine Folge von Iterierten von Algorithmus 6.1.1
und {xki} eine gegen einen Punkt x∗ mit ∇f(x∗) 6= 0 konvergente Teilfolge.
Dann gilt

lim inf
i→∞

∆ki
> 0.

Beweis: Der Beweis ergibt sich in Analogie zu Lemma 6.1.3: Für i ≥ i0 ist
‖∇f(xki)‖ ≥ β > 0. Statt (6.1.2) haben wir deshalb für alle solchen i und
für ∆ ≤ ∆0

f(xki)− qxki (d
i
∆) ≥ β

2
·∆.

Hierein ist di
∆ die Lösung der Trust-Region Teilaufgabe für x = xki und

Radius ∆. Außerdem erhalten wir wie in Lemma 6.1.3∣∣∣∣f(xki)− f(xki + di
∆)

f(xki)− qxki (d
i
∆)

− 1

∣∣∣∣
≤ 2

β

(
‖∇f(xki)−∇f(ξi

∆)‖+ ∆‖∇2f(xki)‖
)

(6.1.3)

mit ξi
∆ = xki + θid

i
∆, θi ∈ (0, 1).

141
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Wir nehmen nun an, es sei

lim inf
i→∞

∆ki
= 0,

so dass wir durch Übergang zu einer Teilfolge, die wir wieder mit ki indizieren,
sogar

lim
i→∞

∆ki
= 0

annehmen können. Für alle großen i bedeutet dies, dass die Repeat-Schleife
für ki mehrfach durchlaufen wird. Setzen wir also ∆̂ki

= 1
σ1

∆ki
, so gilt

lim
i→∞

∆̂ki
= 0

sowie

(6.1.4)
f(xki)− f(xki + d∆̂ki

)

f(xki)− qxki (d∆̂ki
)

< ρ1.

Weil ∇2f stetig ist, existiert eine Konstante η mit ‖∇2f(xki)‖ ≤ η für alle i.
Weil ∇f in einer Umgebung von x∗ Lipschitz-stetig ist (denn ∇2f ist stetig),
existieren Konstanten γ, δ > 0 mit

‖∇f(y)−∇f(z)‖ ≤ γ · ‖y − z‖ für alle y, z ∈ Bδ(x
∗).

Wegen limi→∞ xki = x∗ und limi→∞ d∆̂ki
= 0 (denn ‖d∆̂ki

‖ ≤ ∆̂ki
) folgt aus

(6.1.3) für i ≥ i2∣∣∣∣∣f(xki)− f(xki + d∆̂ki
)

f(xki)− qxki (d∆̂ki
)

− 1

∣∣∣∣∣ ≤ 2

β

(
γ · ∆̂ki

+ ∆̂ki
· η
)

→ 0 (i→∞),

im Widerspruch zu (6.1.4). �

Nach diesen Vorbereitungen sind wir nun in der Lage, die Konvergenzanalyse
des Trust-Region Newton-Verfahrens voranzutreiben.

6.1.5 Satz
Sei f : Rn → R, f ∈ C2(Rn). Die Folge {xk} sei durch das Trust-Region
Newton-Verfahren (Algorithmus 6.1.1) erzeugt mit ∇f(xk) 6= 0 für alle k.
Dann ist jeder Häufungspunkt der Folge {xk} ein stationärer Punkt von f .
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6.1. TRUST-REGION NEWTON-VERFAHREN

Beweis: Sei x∗ ein Häufungspunkt mit limi→∞ xki = x∗. Angenommen, es
gilt ∇f(x∗) 6= 0. Dann existieren α, β > 0, so dass für alle i gilt

‖∇f(xki)‖ ≥ α, ‖∇2f(xki)‖ ≤ β.

Nach dem Algorithmus ist rki ≥ ρ1 für alle i. Mit Lemma 6.1.2 gilt dann

f(xki)− f(xki+1) ≥ ρ1

(
f(xki)− qxki (d

ki)
)

≥ ρ1

2
· ‖∇f(xki)‖ ·min

{
∆ki

,
‖∇f(xki)‖
‖∇2f(xki)‖

}
≥ ρ1

2
· αmin

{
∆ki

,
α

β

}
.(6.1.5)

Die Folge {f(xk)} fällt monoton und es ist limi→∞ f(xki) = f(x∗). Damit
folgt

lim
i→∞

f(xki)− f(xki+1) = 0,

so dass aus (6.1.5) die Beziehung limi→∞ ∆ki
= 0 folgt, im Widerspruch zu

Korollar 6.1.4. �

Das vorangehende Resultat kann im folgenden Sinne zu einem echten Kon-
vergenzresultat verbessert werden.

6.1.6 Satz
Sei f : Rn → R, f ∈ C2(Rn). Die Folge {xk} sei durch das Trust-Region
Newton-Verfahren (Algorithmus 6.1.1) erzeugt mit ∇f(xk) 6= 0 für alle k. Es
sei x∗ ein Häufungspunkt der Folge {xk} mit ∇2f(x∗) spd. Dann gilt

(i) limk→∞ xk = x∗ mit ∇f(x∗) = 0.

(ii) Es existiert k0, so dass für alle k ≥ k0 die Repeat-Schleife nur einmal
durchlaufen wird.

(iii) Es existiert ∆ > 0 mit ∆k ≥ ∆ für alle k.

(iv) limk→∞ xk = x∗ r-überlinear.

(v) Ist∇2f(x) Lipschitz-stetig in x∗, so ist die Konvergenz sogar q-quadratisch.

Beweis: Zu (i): Die Argumentation ist ähnlich wie beim Newton-Verfahren
aus Abschnitt 3.5. Wir bemerken zuerst, dass x∗ isolierter Häufungspunkt ist,
denn ∇2f(x∗) ist spd, und jeder weitere Häufungspunkt von {xk} ist nach
Satz 6.1.5 ein stationärer Punkt. Es gelte

lim
i→∞

xki = x∗.
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Es existiert eine Zahl α > 0, so dass für alle i ≥ i0 gilt

(dki)T∇2f(xki)dki ≥ α‖dki‖2.

(s. Lemma 3.4.2). Damit haben wir

0 ≥ qxki (d
ki)− f(xki)

= ∇f(xki)dki +
1

2
(dki)T∇2f(xki)dki

≥ −‖∇f(xki)‖ · ‖dki‖+
α

2
‖dki‖2,

und damit

(6.1.6) ‖dki‖ ≤ 2

α
· ‖∇f(xki)‖.

Nach Satz 6.1.5 gilt limi→∞ ‖∇f(xki)‖ = 0, so dass limi→∞ dki = 0. Wegen

xki+1 − xki = tki
dki mit |tki

| ≤ 1

erhalten wir
lim
i→∞

xki+1 − xki = 0

und damit nach Lemma 3.5.11 sogar

lim
k→∞

xk = x∗.

Zu (ii): Wir halten zunächst fest, dass wegen limk→∞ xk = x∗ jetzt sogar für
alle k die (6.1.6) entsprechende Beziehung

‖dk‖ ≤ 2

α
· ‖∇f(xk)‖

gilt und damit insbesondere

lim
k→∞

dk = 0.

– Wir werden rk → 1 zeigen. Für alle großen k wird dann die Repeat-Schleife
nur einmal durchlaufen, denn ρ1 < 1. Es ist

rk − 1 =
f(xk + dk)− qxk(dk)

f(xk)− qxk(dk)
.

Nach (i) konvergiert die Folge {xk} gegen x∗. Also existiert c > 0 mit

‖∇2f(xk)‖ ≤ c für alle k.
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Nach Lemma 6.1.2 haben wir deshalb für alle k

f(xk)− qxk(dk) ≥ 1

2
‖∇f(xk)‖min

{
∆k,

‖∇f(xk)‖
‖∇2f(xk)‖

}
(6.1.6)

≥ α

4
‖dk‖min

{
‖dk‖, α

2c
‖dk‖

}
= κ · ‖dk‖2

mit

κ =
1

4
αmin

{
1,
α

2c

}
.

Um den Zähler in rk − 1 abzuschätzen verwenden wir die wegen des Mittel-
wertsatzes gültige Darstellung

f(xk + dk) = f(xk) +∇f(xk)dk +
1

2
(dk)T∇2f(ξk)dk

mit ξk = xk + θkd
k, θk ∈ (0, 1). Damit ist dann

|f(xk + dk)− qxk(dk)| =
1

2
·
∣∣(dk)T

(
∇2f(ξk)−∇2f(xk)

)
dk
∣∣

≤ 1

2
‖dk‖2 · ‖∇2f(ξk)−∇2f(xk)‖.

Dies ergibt für |rk − 1| die Abschätzung

|rk − 1| =

∣∣∣∣f(xk + dk)− qxk(dk)

f(xk)− qxk(dk)

∣∣∣∣
≤ 1

2κ
‖∇2f(ξk)−∇2f(xk)‖

→ 0 (k →∞)

Zu (iii): Nach Teil (ii) und den Zeilen 11 und 13 des Algorithmus folgt direkt
∆k ≥ ∆min.
Zu (iv) und (v): Beide Teile folgen aus den bekannten Sätzen zum Newton-
Verfahren (Sätze 3.2.4 und 3.2.7), wenn wir gezeigt haben, dass für große k
Algorithmus 6.1.1 in das Newton-Verfahren übergeht. Dazu beachten wir: für
k groß genug ist∇2f(xk) spd. Die Newton-Korrektur nk = −(∇2f(xk))−1∇f(xk)T

ist dann globales Minimum von qxk . Nach Teil (ii) ist ist ∆k > ∆ > 0 für alle
k. Wegen (i) gilt

lim
k→∞

nk = 0.

Für k groß genug gilt also ‖nk‖ ≤ ∆ ≤ ∆k, so dass Algorithmus 6.1.1 als
Lösung des Trust-Region Teilproblems immer dk = nk bestimmt. Es wird
also tatsächlich das Newton-Verfahren durchgeführt. �
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Abschnitt 6.2

Teilräume und das doppelte Hundebein

Im Trust-Region Newton-Verfahren (Algorithmus 6.1.1) ist die wiederholte
Lösung des Trust-Region Teilproblems der vom Aufwand her bei weitem
dominierende Faktor. Man versucht deshalb, mit approximativen Lösungen
auszukommen, ohne dabei theoretische Resultate preiszugeben. Dies gelingt
erstaunlich gut.
Wie immer sei f : Rn → R, f ∈ C2(Rn) und für x ∈ Rn sei q = qx das
quadratische Modell

qx(d) = f(x) +∇f(x)d+
1

2
dT∇2f(x)d.

6.2.1 Definition
Sei ∆ > 0 ein Radius für eine Trust Region. Dann ist der Cauchy-Punkt dc

von q gegeben als die Minimalstelle von

ϕ : [0, 1] → R, ϕ(t) = qx

(
− t·∆
‖∇f(x)‖ · ∇f(x)T

)
.

Es ist also

dc = − tc
‖∇f(x)T‖

∇f(x) mit ϕ′(tc) = 0 oder tc = 1.

Der Cauchy-Punkt war als “Vergleichspunkt“ im Beweis von Lemma 6.1.2
herangezogen worden. Deshalb gilt auch für den Cauchy-Punkt

6.2.2 Lemma
Sei x ∈ Rn,∆ > 0 und dc der Cauchy-Punkt. Dann ist

(6.2.1) f(x)− qx(dc) ≥
‖∇f(x)‖

2
·min

{
∆,

‖∇f(x)‖
‖∇2f(x)‖

}
.

Diese Tatsache hat enorme Konsequenzen: Eine Untersuchung der Beweise
zu Lemma 6.1.3, Korollar 6.1.4, Satz 6.1.5 und Satz 6.1.6 (i), (ii) und (iii)
zeigt nämlich, dass dort nie verwendet wurde, dass dk das Trust-Region Teil-
problem löst. Es wurde vielmehr nur die (6.2.1) entsprechende Eigenschaft
von dk herangezogen.
Also gilt folgende wichtige Bemerkung
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6.2.3 Bemerkung
Das Trust-Region Newton-Verfahren werde so modifiziert, dass statt der ex-
akten Lösung dk des Trust-Region Teilproblems jeweils nur eine approxima-
tive Lösung dk bestimmt wird mit qxk(dk) ≤ qxk(dk

c ), dc Cauchy-Punkt zu xk

und ∆k. Dann gelten die Konvergenzaussagen aus Satz 6.1.5 und Satz 6.1.6
(i), (ii), (iii) unverändert weiter.

In diesem Sinne könnte man also stets dk = dk
c nehmen. Allerdings: Auch die

Aussagen (iv) und (v) von Satz 6.1.6 sind sehr wesentlich, denn sie zeigen
die schnelle (nämlich überlineare oder gar quadratische) Konvergenz. Eine
Inspektion des Beweises zeigt, dass dies daran liegt, dass für große k im
“exakten“ Trust-Region Verfahren die Newton-Richtung

dk = −(∇2f(xk))−1∇f(xk)T

erreicht wird. Für eine schnelle Konvergenz bei approximativer Bestimmung
der Lösung des Trust-Region Teilproblems sollte man also dafür sorgen, dass
auch dann die Newton-Richtung zur Verfügung steht. Wir besprechen hierfür
jetzt zwei Möglichkeiten.

Teilraum Trust-Region Hier wird das Trust-Region Teilproblem auf ei-
nem Teilraum Vx ⊆ Rn gelöst, d.h. man sucht

(6.2.2) d̂ ∈ Rn mit qx(d̂) = min{qx(d) : ‖d‖ ≤ ∆, d ∈ Vx}.
Nimmt man

(6.2.3) Vx = span{∇f(x)T , (∇2f(x))−1∇f(x)T},
so ist dc ∈ Vx und damit q(d̂) ≤ q(dc). Deshalb gelten die Konvergenzaus-
sagen von Satz 6.1.5 und Satz 6.1.6 (i), (ii), (iii). Weil auch die Newton-
Richtung in Vx liegt, gelten auch die Teile (iv) und (v) von Satz 6.1.6.
Diese Diskussion bleibt richtig, falls Vx ⊇ span{∇f(x)T , (∇2f(x))−1∇f(x)T}
gewählt wird. Man könnte als weiteren erzeugenden Vektor z.B. einen Eigen-
vektor zu einem negativen Eigenwert von ∇2f(x) nehmen, sofern ein solcher
existiert.
Im Falle (6.2.3) reduziert sich die Minimierungsaufgabe (6.2.2) auf eine zwei-
dimensionale Aufgabe. Sind die Spalten von Q = [q1|q2] ∈ Rn×2 eine Ortho-
normalbasis für Vx, so ist

q̃ : R2 → R

q̃x(s, t) = f(x) + (∇f(x)Q) ·
(s
t

)
+

1

2
(s , t)QT∇2f(x)TQ

(s
t

)
zu minimieren unter der Nebenbedingung s2 + t2 ≤ ∆2. Hierzu kann man di-
rekt die stationären Punkte von q̃x bestimmen und dann zusätzlich den Rand
s2 + t2 = ∆2 z.B. mit der Parametrisierung s = sinϕ, t = cosϕ untersuchen.
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0

d
d

d

dc

N

~

^∆

Abbildung 6.1: Illustration zum doppelten Hundebein

Das doppelte Hundebein Auch bei Einschränkung auf Teilräume ist es
eigentlich unnötig, exakte Lösungen zu bestimmen. Wesentlich für die Über-
tragung der Konvergenzsätze 6.1.5 und 6.1.6 ist nur, dass der Abstieg min-
destens so groß ist wie der mit Cauchy-Punkt, und dass im Falle ∇2f(x)
spd die Newton-Richtung herangezogen wird. Der folgende Algorithmus be-
schreibt einen solchen Ansatz. Gegeben sind x ∈ Rn und ein Trust-Region
Radius ∆.

6.2.4 Algorithmus (double dog leg step)
1: bestimme den Cauchy-Punkt dc

2: if ∇2f(x) nicht spd then
3: setze d̂ = dc

4: else
5: bestimme Newton-Punkt dN = −(∇2f(x))−1∇f(x)T

6: if ‖dN‖ ≤ ∆ then
7: setze d̂ = dN

8: else
9: if ‖dc‖ = ∆ then

10: setze d̂ = dc

11: else
12: setze d̃N = γdN mit γ ∈

(
∆

‖(∇2f(x)−1)∇f(x)T ‖ , 1
)

13: setze d̂ = dc + t(d̃N − dc), t so, dass ‖d̂‖ = ∆.
14: end if
15: end if
16: end if

Die Zeilen 12 und 13 stellen das
”
doppelte Hundebein“ dar. Für γ = 1 hat

man das
”
einfache“ Hundebein. Die Motivation dafür ist, dass q entlang der
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Strecke von dc nach d̃N weiter abnimmt, wie unsere beiden nächsten Resultate
zeigen.

Wir zeigen zuerst, dass (wie in der Abbildung verwendet) der Newton-Punkt
weiter vom Zentrum entfernt liegt als der Cauchy-Punkt. Im Folgenden ver-
wenden wir die Bezeichnungen

gT = ∇f(x), H = ∇2f(x).

6.2.5 Lemma
Sei ∇2f(x) spd. Dann gilt ‖dc‖ ≤ ‖dN‖, wobei

(6.2.4) dc = − gTg

gTHg
· g, dN = −H−1g.

Beweis: Wir zeigen zunächst

(6.2.5) η :=
(gTg)2

gTHg · gTH−1g
≤ 1.

Sei dazu v1, . . . , vn eine Orthonormalbasis des Rn aus Eigenvektoren zu den
Eigenwerten λ1, . . . , λn > 0 von H und sei g =

∑n
i=1 αivi. Dann gilt unter

Verwendung von (t+ 1/t) ≥ 2 für t > 0

gTH−1g · gTHg =

(
n∑

i=1

1

λi

α2
i

)(
n∑

j=1

λjα
2
j

)

=
n∑

i,j=1,i>j

(
λi

λj

+
λj

λi

)
α2

iα
2
j +

n∑
i=1

α4
i

≥
n∑

i,j=1,i>j

2α2
iα

2
j +

n∑
i=1

α4
i

= (gTg)2,

was (6.2.5) beweist. Damit erhalten wir nun

‖dc‖ =
(gTg)3/2

gTHg
CSU

≤ (gTg)3/2

gTHg
· ‖H

−1g‖ · ‖g‖
gTH−1g

= η · ‖dN‖
(6.2.5)

≤ ‖dN‖,

was zu beweisen war. �
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6.2.6 Lemma
Ist ∇2f(x) spd, so fällt qx monoton entlang der Strecke von 0 nach dc und

auch entlang der Strecke von dc nach d̃N .

Beweis: Das Abfallen auf der Strecke von 0 nach dc ist bereits bekannt.
Wir zeigen jetzt, dass wie behauptet ϕ(t) = qx(dc + t(d̃N − dc)) auf dem
Intervall [0, 1] monton fällt. Es ist (unter Verwendung von (6.2.4))

ϕ′(t) = ∇qx (dc + t(γdN − dc)) (γdN − dc)

= gT

(
gTg

gTHg
· g − γH−1g

)
+ (g +Hdc)

T (γdN − dc) + t · (γdN − dc)
TH(γdN − dc).

Also wächst ϕ′ monoton in t, und wir müssen lediglich

(6.2.6) (g +Hdc)
T (γdN − dc) + (γdN − dc)

TH(γdN − dc) ≤ 0

zeigen. Dazu berechnen wir

(g +Hdc)
T (γdN − dc) + (γdN − dc)

TH(γdN − dc)

= (g +Hdc +H(γdN − dc))
T (γdN − dc)

= (1− γ)gT (γdN − dc)

= (1− γ)gT

(
−γH−1g +

gTg

gTHg
g

)
= (1− γ)(η − γ)gTH−1g

≤ 0 für η ≤ γ ≤ 1.

�

6.2.7 Bemerkung
Empfohlen wird z.B. (s. Buch von Dennis und Schnabel)

γ = 0.8η + 0.2.
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Abschnitt 6.3

Analyse des Trust-Region Teilproblems

Wir starten jetzt die Betrachtungen zur exakten Lösung des Trust-Region
Teilproblems. Es folgen deshalb zunächst ein Abschnitt zur Analyse des
Trust-Region-Teilproblems und dann ein Abschnitt zu numerischen Metho-
den zu dessen Lösung.
Das Trust-Region Teilproblem ist die Aufgabe

(6.3.1)



gegeben: H ∈ Rn×n, symmetrisch
g ∈ Rn,
∆ > 0,
q(d) = gTd+ 1

2
dTHd

gesucht: d∗ mit q(d∗) ≤ q(d)
für alle d mit ‖d‖ ≤ ∆.

Das Trust-Region Teilproblem ist eine restringierte Minimierungsaufgabe;
die Zielfunktion q ist nur dann konvex, wenn H spd. Bevor wir gleich in
einem Satz die Lösungen von (6.3.1) charkterisieren werden, benötigen wir
Vorbereitungen zu Halbräumen in Rn.

6.3.1 Definition
Sei d ∈ Rn, d 6= 0. Mit H(d) bezeichen wir den abgeschlossenen Halbraum

H(d) = {y ∈ Rn : yTd ≥ 0},

mit
◦
H (d) den offenen Teilraum

◦
H (d) = {y ∈ Rn : yTd > 0}.

6.3.2 Lemma
Seien d, d′ ∈ Rn, d, d′ 6= 0. Dann gilt

(i) Rn = H(d) ∪H(−d).

(ii)
◦
H (d) =

◦
H (d′) =⇒ d = λd′ mit λ > 0.
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Beweis: Teil (i) ist trivial. Zum Beweis von (ii) merken wir zunächst an,
dass aus Stetigkeitsgründen auch H(d) = H(d′) gilt. Sei nun d′ = λd + e
mit eTd = 0. Also ist e ∈ H(d) und deshalb auch e ∈ H(d′). Dabei ist sogar
eTd′ = 0, denn wäre eTd′ > 0 so wäre auch (e− td)Td′ ∈ H(d′) für t > 0 klein
genug, was aber e− td 6∈ H(d) zur Folge hätte, denn (e− td)Td = −tdTd < 0.
Aus eTd = eTd′ = 0 folgt wegen d′ = λd + e nun sofort eT e = 0, also e = 0.
Hierin ist λ > 0, denn im Falle λ < 0 wäre H(d) = −H(d′) 6= H(d). �

6.3.3 Satz
Der Vektor d∗ löst das Trust-Region-Teilproblem (6.3.1) genau dann, wenn
λ∗ ∈ R existiert mit

(i) λ∗ · (∆− ‖d∗‖) = 0, λ∗ ≥ 0, ∆− ‖d∗‖ ≥ 0,

(ii) (H + 2λ∗I)d∗ = −g,

(iii) (H + 2λ∗I) ist positiv semidefinit.

Beweis:
”
⇒“: Eine Lösung von (6.3.1) erfüllt natürlich ∆− ‖d∗‖ ≥ 0.

Fall 1: ∆− ‖d∗‖ > 0. Dann nehmen wir λ∗ = 0. Dann ist (i) erfüllt, und da
d∗ (unrestringierte) lokale Minimalstelle von q ist, auch (ii) und (iii).
Fall 2: ∆ − ‖d∗‖ = 0. Sei v ein Vektor mit vTd∗ < 0 und t ∈ [0, t∗] mit
t∗ = −(2vTd∗)/‖v‖2. Dann ist

‖d∗ + tv‖2 = ‖d∗‖2 + 2t · vTd∗ + t2‖v‖2 ≤ ‖d∗‖2.

Also gilt für diese t

(6.3.2) 0 ≤ q(d∗ + tv)− q(d∗) = t(g +Hd∗)Tv +
t2

2
vTHv,

und damit, nach Division durch t und t→ 0,

(g +Hd∗)Tv ≥ 0.

Dies gilt für alle v mit vTd∗ < 0, d.h. wir haben
◦
H (−d∗) =

◦
H (g + Hd∗).

Nach Lemma 6.3.2 ist (g +Hd∗) = −2λ∗d∗ für ein λ∗ > 0 (der Faktor 2 hat
kosmetische Gründe für später). Hieraus folgt (ii). Aus (ii) und (6.3.2) folgt
mit der speziellen Wahl t = t∗ außerdem

0 ≤ (t∗)2 · vT (H + 2λ∗I)v für alle v mit vTd∗ < 0.

Damit gilt sogar vT (H + 2λ∗I)v ≥ 0 für alle v mit vTd∗ 6= 0 (man nehme
notfalls −v statt v) und aus Stetigkeitsgründen schließlich für alle v ∈ Rn.
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”
⇐“: Das Paar (d∗, λ∗) erfülle (i) bis (iii). Wir zeigen, dass d∗ globale Mini-

malstelle ist. Sei dazu d ∈ Rn mit ‖d‖ ≤ ∆. Dann erhalten wir

q(d)− q(d∗) = (g +Hd∗)T (d− d∗) +
1

2
(d− d∗)TH(d− d∗)

(ii)
= −2λ∗ · (d− d∗)Td∗ +

1

2
(d− d∗)T (H + 2λ∗I)(d− d∗)︸ ︷︷ ︸

≥0 wegen (iii)

− λ∗ · ‖d− d∗‖2

≥ λ∗ · (‖d∗‖2 − ‖d‖2)(6.3.3)
(i)
= λ∗ · (‖d∗‖2 − ‖d‖2 + ∆2 − ‖d∗‖2)

= λ∗ · (∆2 − ‖d‖2)

≥ 0.

Also ist d∗ tatsächlich globale Minimalstelle. �

6.3.4 Korollar
Ist H + 2λ∗I in Satz 6.3.3 spd, so ist d∗ eindeutig.

Beweis: Für jedes d 6= d∗ gilt in (6.3.3) die strikte Ungleichung, d.h. es ist
q(d) > q(d∗). �

6.3.5 Korollar
Ist d∗ Lösung von (6.3.1), so sind äquivalent

(i) q(d∗) = 0

(ii) g = 0 und H ist positiv semidefinit.

Beweis: “(i) ⇒ (ii)“: Es ist q(d∗) = 0 = q(0). Also ist auch 0 eine Lösung
von (6.3.1) und deshalb λ∗ = 0 wegen Satz 6.3.3 (i). Nach den Teilen (ii) und
(iii) folgt dann auch g = −(H) · 0 = 0 sowie H ist positiv semidefinit.
“(ii) ⇒ (i)“: Mit λ∗ = 0 und d∗ = 0 gelten (i) bis (iii) von Satz 6.3.3 und

q(d∗) = 0. Für jede weitere Lösung d̃ ist dann ebenfalls q(d̃) = q(d∗) = 0. �

Zur Bestimmung von d∗, λ∗ ist es nützlich, die sog. KKT (Karush-Kuhn-
Tucker)-Punkte zu betrachten.

6.3.6 Definition
Ein Punkt (d, λ) ∈ Rn × R heißt KKT-Punkt für das Trust-Region Teilpro-
blem (6.3.1), falls gilt

(i) λ · (∆− ‖d‖) = 0, λ ≥ 0, ‖d‖ ≤ ∆,
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(ii) (H + λI)d = −g.

Der Parameter λ heißt dann Lagrange-Multiplikator.

Ein KKT-Punkt ist “fast“ eine Minimalstelle; die Semidfinitheit von H +λI
wird aber nicht gefordert. Algorithmen zur Lösung des Trust-Region Teil-
problems haben die Tendenz, KKT-Punkte zu finden; ähnlich wie globale
Verfahren evtl. nur stationäre Punkte finden. Es ist deshalb wichtig, KKT-
Punkte genauer zu untersuchen.
KKT-Punkte mit gleichem λ haben gleiche Funktionswerte.

6.3.7 Lemma
Seien (d1, λ) und (d2, λ) zwei KKT-Punkte. Dann ist q(d1) = q(d2).

Beweis: Es ist für i = 1, 2

q(di) =
1

2
gTdi − λ‖di‖2

und damit wegen ‖d1‖ = ‖d2‖ = ∆ (oder λ∗ = 0)

q(d1) =
1

2
gTd1 − λ‖d1‖2 = −1

2
dT

2 (H + 2λI)d1 − λ∆2

= −1

2
dT

2 g − λ‖ds‖2

= q(d2).

Dieselbe Darstellung gilt auch für q(d2). �

Tatsächlich gibt es nur wenige Lagrange-Multiplikatoren.

6.3.8 Satz
H ∈ Rn×n sei symmetrisch, m ≤ n sei die Zahl der verschiedenen negativen
Eigenwerte von H. Dann besitzen die KKT-Punkte des Trust-Region Teil-
problems (6.3.1) höchstens 2m+ 2 verschiedene Lagrange-Multiplikatoren.

Beweis: Sei H = V DV T mit V orthogonal, D = diag(δ1, . . . , δn). Für einen
KKT-Punkt (d, λ) gilt

(H + 2λI)d = −g ⇐⇒ (D + 2λI)V Td = −V Tg.

Wir notieren g für V Tg und d für V Td. Wir erhalten so die n Gleichungen

(6.3.4) (δi + 2λ)di = −gi, i = 1, . . . , n.

Unter allen KKT-Punkten betrachten wir zunächst einmal die, für welche
der Lagrange-Multiplikator λ für ein i die Beziehung δi + 2λ = 0 erfüllt.
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Die Anzahl der verschiedenen solchen Multiplikatoren sei k, die Menge der
Indizes i mit δi +2λ = 0 sei I. Es ist dann |I| ≥ k, wobei “>“ bei mehrfachen
Eigenwerten δi auftritt.
Für i ∈ I ist dann gi = 0 in (6.3.4). Für die KKT-Punkte mit δi + 2λ 6= 0
für i = 1, . . . , n folgt wegen ‖d‖2 = ‖d‖2 aus λ(‖d‖2 −∆2) = 0 dann

(6.3.5) λs(λ) = 0

mit

s(λ) =
n∑

i=1,i6∈I

(
−gi

(δi + 2λ)

)2

−∆2.

Es sei {δi : gi 6= 0} = {δ̃j, j = 1, . . . , n− k} ⊆ {δi : i 6∈ I} mit

δ̃1 ≤ δ̃2 ≤ . . . δ̃p < 0 ≤ δ̃p+1 ≤ . . . ≤ δ̃en, ñ ≤ n− k, p ≤ m− k.

Dann ist

s(λ) =
ñ∑

i=1

g̃2
j

(δ̃i + 2λ)2
−∆2.

Auf jedem der Intervalle(
−∞,− δ̃en

2

)
,

(
− δ̃en

2
,− δ̃en−1

2

)
, . . . ,

(
− δ̃2

2
,− δ̃1

2

)(
− δ̃1

2
,+∞

)

ist s(λ) streng konvex, auf den Randintervallen
(
−∞,−eδñ

2

)
,
(
−eδ1

2
,+∞

)
au-

ßerdem streng monoton. Auf jeden Randintervall gibt es deshalb höchstens
eine Nullstelle von s(λ), auf den anderen höchstens 2. Nichtnegative Lösun-
gen von s(λ) = ∆2 liegen in den Intervallen(

− δ̃p+1

2
,− δ̃p

2

)
,

(
− δ̃p

2
,− δ̃p−1

2

)
, . . . ,

(
− δ̃1

2
,+∞

)
,

von denen außer dem Randintervall höchstens p ≤ m − k weitere nicht leer
sind. Es gibt also maximal 2p + 1 nichtnegative Lösungen von s(λ) = ∆2.
Damit besitzt (6.3.5) außer λ = 0 höchstens noch 2(m− k) + 1 + k ≤ 2m+1
weitere nichtnegative Lösungen. �

6.3.9 Bemerkung
Im Falle, dass H negativ definit ist, gilt Satz 6.3.8 mit 2m+ 1 statt 2m+ 2.
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Beweis: Übung. �

Aus einem KKT-Punkt, der noch keine globale Minimalstelle von (6.3.1) ist,
kann man explizit einen neuen Punkt mit kleinerem Wert für q bestimmen.
Dies formuliert der nächste Satz.

6.3.10 Satz
Sei (d∗, λ∗) ein KKT-Punkt für das Trust-Region Teilproblem (6.3.1), so dass

d∗ noch keine Lösung ist. Dann ist für den nachfolgend definierten Punkt d̂
sowohl ‖d̂‖ ≤ ∆ wie auch q(d̂) < q(d∗). Dabei ist d̂ wie folgt definiert

(i) falls gTd∗ > 0: d̂ = − ∆
‖d∗‖d

∗

(ii) falls gTd∗ ≤ 0: Wähle z ∈ Rn mit zT (H+2λ∗I)z < 0 und gT z ≤ 0. (Ein
solches z existiert, denn (d∗, λ∗) erfüllt (6.3.1) (iii) nicht, d. h. H+2λ∗I
besitzt einen Eigenvektor z zu einem negativen Eigenwert; z oder −z
erfüllt auch gT z ≤ 0).

(a) falls ‖d∗‖ < ∆: d̂ = d∗ + αz, wobei α die betragsgrößere Lösung
von

‖z‖2α2 + 2zTd∗α+ (∆2 − ‖d∗‖2) = 0

ist.

b) falls ‖d∗‖ = ∆ und zTd∗ 6= 0: d̂ = d∗ − 2 zT d∗

‖z‖2 z

c) falls ‖d∗‖ = ∆ und zTd∗ = 0: d̂ = d∗− 2 ∆2

∆2+α2‖z‖2 (d
∗ + αz), wobei

α so gewählt ist, dass

ω(α) = 2

(
∆2

∆2 + α2‖z‖2

)2

(−α2|zT (H+2λ∗I)z|−2αgT z+ |gTd∗|)

negativ (und möglichst klein) ist.

Beweis: Für einen KKT-Punkt (d∗, λ∗) gilt

(6.3.6) (H + 2λ∗I)d∗ = −g.

Für einen beliebigen Punkt y haben wir deshalb

q(d∗ + y) = −(d∗)T (H + 2λ∗I)(d∗ + y) +
1

2
(d∗ + y)TH(d∗ + y)

= q(d∗)− 2λ∗(d∗)Ty +
1

2
yTHy

= q(d∗)− λ∗(2(d∗)Ty + yTy) +
1

2
yT (H + 2λ∗I)y.(6.3.7)
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Zu (i): ‖d̂‖ = ∆ ist klar. Mit α = ∆
‖d∗‖ ≥ 1 gilt d̂ = d∗ + (−α − 1)d∗ und

damit nach (6.3.7) und (6.3.6)

q(d̂) = q(d∗)− λ∗(−2(α+ 1) + (α+ 1)2) · ‖d∗‖2 − 1

2
(α+ 1)2gTd∗

= q(d∗)− λ∗(α2 − 1) · ‖d∗‖2 − 1

2
(α+ 1)2gTd∗

< q(d∗).

Zu (ii) a): In diesem Fall ist λ∗ = 0. Für d̂α = d∗ + αz gilt dann nach (6.3.7)

q(d̂α) = q(d∗) +
α2

2
zTHz < q(d∗).

Für den angegeben Wert von α ist dann α2 maximal unter allen d̂α mit
‖d̂α‖ ≤ ∆ (und es ist sogar ‖d̂α‖ = ∆).
Zu (ii) b): s. Übung.
Zu (ii) c): Für beliebiges α ∈ R sei dα = d∗ + αz. Dann ist

‖dα‖2 = ∆2 + α2‖z‖2 und dT
αd

∗ = ‖d∗‖2 = ∆2.

Wir setzen

d̂α = d∗ − 2
dT

αd
∗

‖dα‖2
dα = d∗ − 2

∆2

∆2 + α2‖z‖2
· dα.

Dann ist ‖d̂α‖ = ∆ und nach (6.3.7) gilt

q(d̂α) = q(d∗) +
1

2
·
(

2
∆2

∆2 + α2‖z‖2

)2

dT
α(H + 2λ∗I)dα.

Für den letzten Term ergibt sich auf Grund der KKT-Bedingungen

dT
α(H + 2λ∗I)dα = d∗(H + 2λ∗I)d∗ + α2zT (H + 2λ∗I)z

+ 2α · (d∗)T (H + 2λ∗I)z

= −α2
∣∣zT (H + 2λ∗I)z

∣∣− 2αgT z + |gTd∗|,

d.h. wir haben
q(d̂α) = q(d∗) + ω(α)

mit der angegebenen Funktion ω, und ω(α) < 0 für alle α außerhalb eines
Intervalls. �
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Abschnitt 6.4

Penalty-Funktionen für das Teilproblem

Dieser Abschnitt sollte wohl eher weggelassen werden . . .
Wir wollen das globale Minimum des Trust-Region Teilproblems algorith-
misch finden. Dazu stellen wir mit Hilfe einer sog. Penalty-Funktion zunächst
eine äquivalente Formulierung als unrestringiertes Problem vor, worauf wir
dann ein Newton-ähnliches Verfahren anwenden.
Wir erinnern an das Trust-Region Teilproblem als die Aufgabe

(6.4.1)



gegeben: H ∈ Rn×n, symmetrisch
g ∈ Rn,
∆ > 0,
q(d) = gTd+ 1

2
dTHd

gesucht: d∗ mit q(d∗) ≤ q(d)
für alle d mit ‖d‖ ≤ ∆.

6.4.1 Definition
Die zu (6.4.1) gehörige Multiplikator-Funktion λ : Rn → R ist gegeben als

λ(d) = − 1

2∆2
· (dTHd+ gTd).

6.4.2 Lemma
Für die Multiplikator-Funktion λ gilt

(i) λ ist differenzierbar mit

∇λ(d) = − 1

2∆2
· (2dTH + gT ).

(ii) Für jeden KKT-Punkt (d∗, λ∗) des Trust-Region Teilproblems (6.4.1)
gilt

λ(d∗) = λ∗.
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Beweis: Teil (i) ist bekannt.
Ein KKT-Punkt (d∗, λ∗) erfüllt (H + 2λ∗I)d∗ = −gT . Hieraus folgt nach
Multiplikation mit (d∗)T

λ(d∗) = − 1

2∆2
· (−2λ∗)‖d∗‖2.

Ist λ∗ 6= 0, so gilt ‖d∗‖ = ∆. Dann ist also λ(d∗) = λ∗. Andernfalls ist
λ(d∗) = 0 = λ∗. Dies beweist (ii). �

Teil (ii) erklärt die Namensgebung.
Mit Hilfe der Multiplikatorfunktion definieren wir nun eine Familie von Pe-
nalty-Funktionen. Penalty-Funktionen pα sind so gestaltet, dass sie auf dem
zulässigen Bereich (‖d‖ ≤ ∆, λ > 0) gut mit der minimierenden Funktion
übereinstimmen und im Grenzwert α → 0 sogar mit ihr identisch sind. Au-
ßerhalb des zulässigen Bereichs wachsen Penalty-Funktionen schnell an. Die
Idee ist es damit, die restringierte Minimierungsaufgabe durch eine Folge
unrestringierter Aufgaben mit den Penalty-Funktionen zu ersetzen.
Wir werden im Verlaufe dieses Abschnitt sehen, dass für das Trust-Region
Teilproblem sogar eine einzige Penalty-Funktion ausreicht. Trotzdem starten
wir mit einer ganzen Familie und passen erst später den Paramater α geeignet
an. Zunächst bringen wir die Beschreibung des zulässigen Bereichs zusammen
mit Teil (i) der KKT-Bedingungen geeignet

”
in einer Funktion unter“.

6.4.3 Lemma
Für α > 0 sind äquivalent:

(i) ‖d∗‖ ≤ ∆, λ(d∗) ≥ 0, λ(d∗)(∆− ‖d∗‖) = 0

(ii) max{‖d∗‖2 −∆2,−α
2
λ(d∗)} = 0

(iii) max{0, 2
α
(‖d∗‖2 −∆2) + λ(d∗)} = λ(d∗)

Beweis: Übung. �

6.4.4 Definition
Sei α > 0. Die Penalty-Funktion pα : Rn → R für (6.4.1) ist gegeben durch

pα(d) = q(d) +
α

4

([
max{0, 2

α
(‖d‖2 −∆2) + λ(d)}

]2 − λ2(d)
)
.

Die Abbildungen 6.2 und 6.3 zeigen Penalty-Funktionen für zwei typische
Situationen im Eindimensionalen.
Einen Eidruck im Fall höherer Dimension vermitteln die Abbildungen 6.4
und 6.5.
Eine alternative Darstellung für pα wird nachher nützlich sein.
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Abbildung 6.2: Quadratisches Modell und Penalty-Funktion (∆ = 1). Das
quadratische Modell ist nicht positiv definit.
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Abbildung 6.3: Quadratisches Modell und Penalty-Funktion (∆ = 1). Das
quadratische Modell ist positiv definit.
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Abbildung 6.4: Quadratisches Modell und Penalty-Funktion (∆ = 1). Das
quadratische Modell ist nicht positiv definit.
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Abbildung 6.5: Quadratisches Modell und Penalty-Funktion (∆ = 1). Das
quadratische Modell ist positiv definit.
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6.4.5 Lemma
(i) Es ist

pα(d) = q(d) + λ(d) max{‖d‖2 −∆2,−α
2
λ(d)}

+
1

α

[
max{‖d‖2 −∆2,−α

2
λ(d)}

]2
(6.4.2)

(ii) Die Funktionen pα sind differenzierbar und es ist

(∇pα(d))T = Hd+ g − α

2
λ(d)(∇λ(d))T

+
α

2
·max{0, 2

α
(‖d‖2 −∆2) + λ(d)} ·

(
4

α
d+ (∇λ(d))T

)
= (∇q(d))T + 2λ(d) · d

+

(
∇λ(d)T +

4

α
d

)
·max{‖d‖2 −∆2,−α

2
λ(d)}.

Beweis: Übung. �

6.4.6 Lemma
Sei α ∈

(
0, 2∆2

‖H‖

)
. Dann gilt

(i) Für d ∈ Rn mit ‖d‖ ≤ ∆ gilt

pα(d) ≤ q(d).

(ii) Für jedes c ∈ R sind die Levelmengen

Lc = {d ∈ Rn : pα(d) ≤ c}

kompakt.

(iii) Die Penalty-Funktion pα besitzt mindestens ein globales Minimum.

Beweis: Zu (i): Wir müssen

(6.4.3)
[
max{0, 2

α
(‖d‖2 −∆2) + λ(d)}

]2 − λ2(d) ≤ 0

nachweisen.
Fall 1: Es ist

2

α
(‖d‖2 −∆2) + λ(d) ≤ 0 und ‖d‖ ≤ ∆.
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Daraus folgt (6.4.3) direkt.
Fall 2: Es ist

2

α
(‖d‖2 −∆2) + λ(d) > 0 und ‖d‖ ≤ ∆.

Dann haben wir[
2
α
(‖d‖2 −∆2) + λ(d)}

]2 − λ2(d)

=
4

α
(‖d‖2 −∆2)︸ ︷︷ ︸

≤0

 1

α
· (‖d‖2 −∆2)︸ ︷︷ ︸

≤0

+λ(d)


≤ 4

α
· (‖d‖2 −∆2)

(
2

α
· (‖d‖2 −∆2) + λ(d)

)
︸ ︷︷ ︸
>0 wg. Fallunterscheidung

≤ 0,

also (6.4.3).
Zu (ii): Hier müssen wir etwas rechnen. Angenommen, für ein festes c ∈ R
existiert eine unbeschränkte Folge {dk} ⊆ Lc. Auf Grund der Voraussetzung
an α gilt

2

α
− 1

2∆2
· ‖H‖ > 0.

Aus

2

α
(‖d‖2 −∆2) + λ(d) ≥

(
2

α
− 1

2∆2
‖H‖

)
· ‖d‖2 − 1

2∆2
‖g‖ · ‖d‖ − 2∆2

α

folgt, dass für genügend großes k die Beziehung

2

α
· (‖dk‖2 −∆2) + λ(dk) > 0

gilt. Für diese k gilt also

pα(dk) = q(dk) +
α

4

([
2
α
(‖dk‖2 −∆2) + λ(dk)}

]2 − λ2(dk)
)

= (dk)THdk +
3

2
gTdk +

1

α
‖dk‖4 − 2∆2

α
‖dk‖2 +

1

α
∆4

− 1

2∆2
(dk)THdk‖dk‖2 − 1

2∆2
gTdk‖dk‖2

≥ −‖H‖ · ‖dk‖2 − 3

2
‖g‖ · ‖dk‖+

1

α
· ‖dk‖4 − 2∆2

α
‖dk‖2 +

∆4

α

− 1

2∆2
‖H‖ · ‖dk‖4 − 1

2∆2
‖g‖ · ‖dk‖3
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=

(
1

α
− 1

2∆2
‖H‖

)
‖dk‖4 − ‖g‖

2∆2
‖dk‖3 −

(
2∆2

α
+ ‖H‖

)
· ‖dk‖2

− 3

2
‖g‖ · ‖dk‖+

∆4

α
.

Im letzten Ausdruck dominiert der Term ‖dk‖4 mit Koeffizient
(

1
α
− 1

2∆2‖H‖
)
>

0. Es gilt also limk→∞ pα(dk) = ∞, im Widerspruch zu dk ∈ Lc.
Zu (iii): Dies folgt sofort aus (ii), da pα stetig ist. �

Mit den nun folgenden Resultaten zeigen wir, dass für kleine Werte von α die
Penalty-Funktion Pα exakt ist, d.h. ihre Minimalstellen stimmen mit denen
von q überein.

6.4.7 Satz
Es sei

(6.4.4) α ∈
(

0,
16∆4

∆2(8‖H‖+ 3) + 5‖g‖2

)
.

(i) Genau dann ist d∗ ∈ Rn stationärer Punkt von pα, wenn (d∗, λ(d∗)) ein
KKT-Punkt von (6.4.1) ist.

(ii) Ist d∗ stationärer Punkt von pα, so gilt pα(d∗) = q(d∗).

Beweis: Zu (i):

”
⇐“: Für einen KKT-Punkt (d∗, λ∗) gilt nach Lemma 6.4.3

max{‖d∗‖2 −∆2,−α
2
λ(d∗)} = 0

sowie
(H + 2λ(d∗)I)d∗ = −g.

Mit der in Lemma 6.4.5 angegebenen zweiten Darstellung für∇pα folgt damit

∇pα(d∗) = ∇q(d∗) + 2λ(d∗)d∗ = (d∗)T (H + 2λ(d∗) + g)d∗ = 0.

”
⇒“: Diese Richtung ist relativ technisch; insbesondere benötigt man hier

(6.4.4). Wir verzichten auf diesen Teil und verweisen auf die insgesamt 4
Seiten im Buch von Kanzow und Geiger (Lemmata 14.12 und 14.16).
Zu (ii): Nach (i) ist (d∗, d(λ∗)) auch KKT-Punkt von (6.4.1) und deshalb

max{‖d∗‖2 −∆2,−α
2
λ(d∗)} = 0.

Aus der Darstellung (6.4.2) für pα folgt daraus sofort pα(d∗) = q(d∗). �
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6.4.8 Satz
Für α gelte (6.4.4). Dann ist d∗ ∈ Rn ein globales Minimum von pα genau
dann, wenn d∗ globale Minimalstelle des Trust-Region Teilproblems (6.4.1).

Beweis: d∗ sei globales Minimum von pα. Dann ist d∗ stationärer Punkt von
pα und nach Satz 6.4.7 auch von q. Sei d̂ globale Minimalstelle des Trust-
Region Teilproblems (6.4.1) und (d̂, λ̂) der zugehörige KKT-Punkt. Dann ist
nach Lemma 6.4.2 λ̂ = λ(d̂), also ist d̂ nach Satz 6.4.7 auch stationärer Punkt
von pα. Es ist dann nach diesem Satz auch

pα(d∗) = q(d∗), pα(d̂) = q(d̂)

mit
pα(d∗) ≤ pα(d̂), q(d̂) ≤ q(d∗).

Also gilt
pα(d∗) = pα(d̂) = q(d̂),

d.h. d∗ ist auch globale Minimalstelle von q, d̂ ist auch globale Minimalstelle
von pα. �

Für lokale Minimalstellen haben wir das folgende Resultat.

6.4.9 Satz
Für α aus dem Intervall aus (6.4.4) ist jede lokale Minimalstelle d∗ von pα

auch eine lokale Minimalstelle des Trust-Region Teilproblems (6.4.1).

Beweis: Übung. �
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Abschnitt 6.5

Ein Algorithmus für das Teilproblem

Jetzt gehen wir zum algorithmischen Teil über und entwickeln ein (globali-
siertes) Verfahren zur Minimierung von pα.

Problem: pα 6∈ C2(Rn). Deshalb ist das Newton-Verfahren (z.B.) nicht direkt
anwendbar.
Alternative: Wir bestimmen die Lösungen von

F (d, λ) =

(
(H + 2λI)d+ g

max{‖d‖2 −∆2,−α
2
λ}

)
= 0,(6.5.1)

F : Rn × R → Rn × R,

und
”
globalisieren“ das Verfahren dadurch, dass in pα ein ausreichender Ab-

stieg verlangt wird.
Im Prinzip wenden wir auf (6.5.1) nun eine Variante des Newton-Verfahrens
für nichtlineare Gleichungssysteme an. Im Falle ‖d‖2 − ∆2 > −α

2
λ ist F

differenzierbar mit

F ′(d, λ) =

(
H 2d

2dT 0

)
,

so dass sich als Newton-Richtung(
z
ζ

)
= −

(
H 2d

2dT 0

)−1(
(H + 2λI)d+ g
‖d‖2 −∆2

)
ergibt mit z ∈ R, ζ ∈ R. Statt der üblichen Newton-Korrektur

d+ = d+ z, λ+ = λ+ ζ

setzen wir jetzt die zusätzliche Forderung λ = λ(d) mit ein. Ein Iterations-
schritt lautet deshalb

(6.5.2)

{
d+ = d+ tz, t > 0 geeignet
λ+ = max{0, λ(d∗)} .

Im Falle ‖d‖2 − ∆2 < −α
2
λ ist die Nebenbedingung des Trust-Region Teil-

problems
”
inaktiv“. Deshalb ignorieren wir die zweite Zeile in (6.5.1) und
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erhalten die neue Iterierte wie in (6.5.2), wobei wir aber diesmal z als Lösung
von

(H + 2λI)z = −((H + 2λI)d+ g)

erhalten. Die
”
geeignete“ Schrittweite finden wir mir der Armijo-Regel. Unser

Algorithmus lehnt sich außerdem an das globalisierte Newton-Verfahren 3.5.7
an.

6.5.1 Algorithmus (Lösung des Trust-Region Teilproblems)
1: wähle ρ > 0, p > 2, β ∈ (0, 1), σ ∈ (0, 1

2
), ε ≥ 0, α wie in (6.4.4)

2: wähle d0 ∈ Rn, setze λ0 = max{0, λ(d∗)}
3: for k = 0, 1, . . . do
4: if ‖∇pα(dk)‖ ≤ ε then
5: if H + 2λkI ist psd then
6: STOP
7: else
8: bestimme dk+1 mit ‖dk+1‖ ≤ ∆, q(dk+1) < q(dk) {Satz 6.3.10}
9: end if

10: else
11: if ‖dk‖2 −∆2 ≥ −α

2
λk then

12: löse

(
H 2dk

2(dk)T 0

)(
zk

ζk

)
= −

(
(H + 2λkI)dk + g
‖dk‖2 −∆2

)
13: else
14: löse (H + 2λkI)zk = −((H + 2λkI)dk + g)
15: end if
16: if eines der Systeme nicht lösbar oder ∇pα(dk)zk > −ρ‖zk‖p then
17: setze zk = −∇pα(dk)
18: end if
19: bestimme tk = max{β` : ` = 0, 1, . . . : pα(dk + β`zk) ≤
20: pα(dk) + σ · β`∇pα(dk)zk}
21: {Armijo-Regel}
22: setze dk+1 = dk + tkz

k, λk+1 = max{λ(dk+1), 0}
23: end if
24: end for

6.5.2 Bemerkung
(i) In der Praxis sollte man statt auf ‖∇pα(dk)‖ = 0 auf ‖∇pα(dk)‖ ≤ ε

testen.

(ii) Ist ‖∇pα(dk)‖ = 0, so ist nach Satz 6.4.7 (dk, λ(dk)) ein KKT-Punkt des
Trust-Region Teilproblems. Also ist λ(dk) ≥ 0 und damit λk = λ(dk)
(λk wird im Algorithmus gesetzt.)
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(iii) Terminiert der Algorithmus wegen ‖∇pα(dk)‖ = 0 und H + 2λkI psd,
so ist nach Satz 6.3.3 dk globale Minimalstelle des Trust-Region Teil-
problems.

Es folgt der entscheidende Konvergenzsatz für Algorithmus 6.5.1.

6.5.3 Satz
In Algorithmus 6.5.1 sei ε = 0. Es sei∇pα(dk) 6= 0 für k = 0, 1, . . .. Dann be-
sitzt die Folge {(dk, λk)}mindestens einen Häufungspunkt, und jeder Häufungs-
punkt (d∗, λ∗) ist ein KKT-Punkt des Trust-Region Teilproblems (6.3.1).

Beweis: Wir zeigen zuerst, dass {dk} beschränkt ist. Weil λ(d) stetig ist,
ist dann auch max{0, λ(d)} und damit {(dk, λk)} beschränkt, was dann die
Existenz einer konvergenten Teilfolge garantiert.
Nach dem Algorithmus gilt

dk ∈ L(d0) = {d ∈ Rn : pα(d) ≤ pα(d0)},

welche nach Lemma 6.4.6 (ii) aber kompakt ist.
Nun sei (d∗, λ∗) ein Häufungspunkt von {(dk, λk)} und zur Vereinfachung der
Notation sei {(dk, λk)} auch eine gegen (d∗, λ∗) konvergente Teilfolge.
Wir müssen ∇pα(d∗) = 0 zeigen, denn nach Satz 6.4.7 ist dann (d∗, λ(d∗))
ein KKT-Punkt. Insbesondere ist also λ(d∗) ≥ 0 und aus Stetigkeitsgründen
dann λ∗ = max{0, λ(d∗)} = λ(d∗).
Angenommen, es ist ∇pα(d∗) 6= 0.
Fall 1: zk = −∇pα(dk) für unendlich viele k. Dann ist nach Korollar 3.5.5
∇pα(d∗) = 0.
Fall 2: zk 6= −∇pα(dk) für k ≥ k0. Wir werden zeigen, dass es Konstanten
c1, c2 > 0 gibt mit

c1 ≤ ‖zk‖ ≤ c2 für alle k ≥ k0.

Die Existenz von c2 ergibt sich aus der durch den Algorithmus in diesem Fall
gewährleisteten Beziehung

∇pα(dk)T zk ≤ −ρ‖zk‖p,

denn daraus folgt mit der CSU

‖∇pα(dk)‖ ≥ ρ‖zk‖p−1,

und ‖∇pα(dk)‖ ist beschränkt und p− 1 > 0.
Zum Nachweis der Existenz von c1 nehmen wir für einen Widerspruchsbeweis
an, es sei 0 ein Häufungspunkt von {zk}, so dass wir lim

i→∞
zki = 0 notieren

können.
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Wir unterscheiden zwei Unterfälle.
Fall a: Für unendlich viele i ist ‖dki‖2 −∆2 < −α

2
λki . Wieder indizieren wir

die entsprechende Teilfolge einfach mit ki. Es gilt

λ∗ = max{0, λ(d∗)} = max{0,− 1

2∆2
((d∗)THd∗ + gTd∗)}.

Da (zki , ζki) nach Zeile 12 von Algorithmus 6.5.1 bestimmt werden und die
Matrizen H + 2λkiI beschränkt sind, folgt für ki →∞ außerdem

(6.5.3) (H + 2λ∗)d∗ = −g,

woraus sich
(d∗)THd∗ + gTd∗ = −2λ∗‖d∗‖2

ergibt. Also haben wir

λ∗ = max

{
0,
λ∗‖d∗‖2

∆2

}
und deshalb λ∗ = 0 oder ‖d∗ = ‖2∆2. Außerdem ist in Fall a

‖d∗‖2 −∆2 = lim
i→∞

‖dki‖2 −∆2 ≤ −α
2

lim
i→∞

λki = −α
2
λ∗,

woraus wegen λ∗ ≥ 0 schließlich ‖d∗‖2 ≤ ∆2 folgt. Der Punkt (d∗, λ∗) ist
wegen (6.5.3) also KKT-Punkt, nach Satz 6.4.7 also stationärer Punkt von
pα im Widerspruch zur Annahme ∇pα(d∗) 6= 0.
Fall b: Für unendlich viele i ist ‖dki‖2 − ∆2 ≥ −α

2
λki . Die entsprechende

Teilfolge wird wieder mit ki indiziert. Es gilt dann

(H + 2λkiI)zki + 2dkiζki = −(H + 2λkiI)dki − g,

2(dki)T zki = −(‖dki‖2 −∆2).

Wegen lim
i→∞

zki = 0 und lim
i→∞

λki = λ∗ ≥ 0 folgt aus der zweiten Gleichung

‖d∗‖ = ∆; aus der ersten folgt die Existenz von ζ∗ = lim
i→∞

ζki mit

(6.5.4) 2d∗ζ∗ = −(H + 2λ∗I)d∗ − g.

Multiplikation mit (d∗)T liefert

(6.5.5) 2‖d∗‖2 · ζ∗ = −(d∗)T (H + 2λ∗I)d∗ − (d∗)Tg.

Im Fall λ∗ > 0 ist λ∗ = − 1
2∆2 ((d

∗)THd∗ + gTd∗), weshalb aus (6.5.5) durch
Einsetzen folgt

2‖d∗‖2 · ζ∗ = 0, also ζ∗ = 0.
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Wegen (6.5.3) ist dann (d∗, λ∗) ein KKT-Punkt. Im Fall λ∗ = 0 gilt

−g = (H + 2ζ∗)d∗,

d.h. (d∗, ζ∗) ist KKT-Punkt und deshalb (Satz 6.4.7) ∇pα(d∗) = 0, im Wi-
derspruch zu Annahme ∇pα(d∗) 6= 0.
Also existiert keine Teilfolge mit lim

i→∞
zki = 0, d.h. es existiert c1 > 0 mit

‖zk‖ ≥ c1 für alle k.
Des Rest des Beweises geht jetzt vollständig analog zu dem beim Konvergenz-
satz für das globalisierte Newton-Verfahren (Satz 3.5.9) mit pα=̂f, zk=̂dk,
dk=̂xk. �

6.5.4 Bemerkung
Der soeben gezeigte Satz garantiert nicht die Konvergenz gegen eine globale
Minimalstelle (bzw. dass eine solche ein Häufungspunkt ist). Dies liegt daran,
dass wir ∇pα(dk) 6= 0 für alle k und ε = 0 vorausgesetzt haben, so dass
die Zeilen 4 - 8 im Algorithmus nicht erreicht werden. Nimmt man jedoch
ε > 0, so ergibt sich aus dem Beweis des Satzes, dass für ein k erreicht wird,
dass ‖∇pα(dk)‖ ≤ ε ist. In diesem Fall wird im Algorithmus dk als lokale
Minimalstelle angesehen; im Falle, dass dk noch kein globales Minimum ist,
wird dk in Zeile 8 weiter verbessert, und wir können auf die nun erzeugte
Folge wieder den Satz anwenden. Da es nach Satz 6.3.8 nur endlich viele
lokale Minimalstellen gibt, wird man irgendwann beim globalen Minimum
landen. Diese Überlegung ist allerdings nur heuristisch, denn weil dk nur
‖∇pα(dk)‖ ≤ ε und nicht ∇pα(dk) = 0 erfüllt, kann Satz 6.3.8 eigentlich
nicht angewendet werden, d.h. es ist nicht klar, dass Zeile 8 im Algorithmus
überhaupt funktioniert.
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