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g-konvexe Funktionen und ¢-konvexe Mannigfaltigkeiten (Roitzsch, 17.04.)

Literatur: (A-4), evtl. auch (A-1), aber Vorsicht: ,,q“ bei Leiterer ist ,n — ¢ + 1“ bei uns.

,, Differenzierbar“ soll hier immer , beliebig oft differenzierbar“ heiflen.

Definiere Leviform auf komplexen Mannigfaltigkeiten (unabhiingig von Koordinaten ¢ = (21,...,2,)):
Sei X eine n-dimensionale komplexe Mannigfaltigkeit, + € X, ¢ eine Karte in = und f differenzierbar
nahe z.

0?*(fop! _ 0
Lev(7)(€) == 3 L el i € = Y6 € Tu(0).
U, v

Definition: f heifit g-konver in x € X, falls Lev,(f) auf T,;(X) hochstens ¢ — 1 Eigenwerte < 0 hat (also
mindestens n — g + 1 positive).

Die g-Konvexitét ist eine offene Eigenschaft.

Ist ® : X — Y eine holomorphe Abbildung, V C Y offen, f differenzierbar auf V, U := ®~1(V) und
x € U. Dann gilt:

Levy(f o ®@)(&) = Levam) (f)(P«&).  (wobei @, : To(X) — Ty, (Y) die induz. Abb.)

Also ist die g-Konvexitédt invariant unter biholomorphen Abbildungen.

Satz: Sei Y C X eine komplexe Untermannigfaltigkeit, xo € Y, U = U(xg) C X offen und f : U — R
g-konvez in xo. Dann ist auch flynu in x¢ g-konvez.

Satz: f ist genau dann auf X q-konvez, wenn es zu jedem xg € X eine offene Umgebung U = U(zg) C X
und eine (n — q + 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit Y C U mit xog € Y gibt, so dass f|y streng
plurisubharmonisch ist.

Folgerung: Ist f auf der n-dimensionalen Mannigfaltigkeit X n-konvex, so kann f kein lokales Maximum
besitzen.

Definition: Eine komplexe Mannigfaltigkeit X heift ¢-konvez, wenn es eine stetige Funktion ¢ : X — R
und eine kompakte Menge K C X gibt, so dass ¢|x\x ¢-konvex ist und

X (f)={xeX :px)<ctccX firalleceR

gilt. X heifit g-vollstindig, wenn K = @ bei passendem ¢ gew#hlt werden kann.
Definition: H,(¢) :={£ € T,(X) : (0p)z(§) = 0}.

Definition: Sei X eine komplexe Mannigfaltigkeit. Eine offene Teilmenge B CC X hat einen g-konvezen
Rand, wenn es zu jedem Punkt xg € OB eine Umgebung U = U(x¢) C X und eine in U differenzierbare
Funktion ¢ gibt, so dass gilt:

1. BNU ={z €U : ¢(z) <0} und (0f)s, # 0.

2. Lev,,(f) hat auf H, (f) mindestens n — ¢ positive Eigenwerte.

Satz: Sei X eine komplexe Mannigfaltigkeit. Eine offene Teilmenge B CC X hat genau dann einen
g-konvexen Rand, wenn es zu jedem Punkt xo € OB eine Umgebung U = U(xg) C X und eine in U
q-konvexe Funktion f gibt, so dass BNU ={x € U : f(z) <0} und (0f)s, # 0 ist.

BEWEIS: (analog zum Fall der Levi-Konvexitét, siehe Vorlesung). Nach Voraussetzung existiert eine
Umgebung U = U(x), eine differenzierbare Funktion f auf U und ein (n — ¢)-dimensionaler Unterraum
E C Hy,(f), so dass Levy, (f) auf E positiv definit ist. AuSlerdem kann man annehmen, dass f(zg) =0
und (0f)g, # 0 ist. Es gibt also einen 1-dimensionalen Unterraum F C Ty, (X), so dass Hy,(f) @ F =
Tpo(X)ist. Sei K :={v e E@F : |v|]| =1} und Ky := {v € K : Levy, f(v) < 0}. Dann gibt es eine
reelle Konstante C' und eine positive Konstante ¢, so dass Lev,, f > C auf K und [(0f).,|*> > ¢ auf Ky
gilt. Man wihle ein k& > 0, so dass k- e+ C > 0 ist und setze g := f - exp(kf). Dann ist

Leva, gk (v,v) = Levg, f(v,v) 4 2k|(0f)z (v)|%,



also Levy,gr > 0 auf Ky (und erst recht auf K \ Ky). Damit ist g; in z¢ (und damit in einer Umgebung)
g-konvex. Die Umkehrung ist einfach.

Lemma: Sei B C C" offen, zg € 0B. Auflerdem seien @, differenzierbare Funktionen auf einer offenen

Umgebung U = U(zg) mit {z € U : ¢(z) <0} ={z €U : (z) <0} =BNU. Ist (09)z, # 0 und ¢
q-konvex in zg, so hat Levy, (@) auf Hy, (@) hichstens ¢ — 1 Figenwerte < 0.

BEWEIS: (A-4), Lemma 1.4.9.

Satz: Sei X eine komplexe Mannigfaltigkeit, B CC X eine offene Teilmenge mit q-konvexem Rand.
Dann gibt es eine offene Umgebung U = U(OB) und eine q-konvexe Funktion f : U — R, so dass
BNnU={xz€U: f(x) <0} ist.

BEWEIS: Man kann eine offene Uberdeckung (Ui)ier von 0B und g¢-konvexe Funktionen f; : U; — R
finden, so dass gilt:
UnB={xzeU;: fi(x) <0} und (9f;), #0 firx z € U; NIB.

Sei (g;) eine Teilung der Eins zur Uberdeckung (U;), U C X eine offene Umgebung von 9B mit U C |J,; U;
und f:=> . 0;f; auf U. Ist € B, so ist f;(x) < 0 fiir alle 4, und deshalb auch f(x) < 0. Sei umgekehrt
f(z) < 0. Wire z ¢ B, so wire f;(z) > 0 fiir alle 4 und damit auch f(z) > 0. Also ist

{xeU: flx) <0} =UNB.

Sei nun zy € IB ein fester Punkt, z¢ € U; fir i € Iy = {41,...,4,} und a9 € U; (und damit g;(x¢) = 0)
fir ¢ € I\ Iy. Es gibt dann zu jedem ¢ € Iy eine positive Funktion h; auf einer Umgebung von xg in
U; "U;, mit fi= hq;fil. Dann ist

0F)0 = Y 0:(@0)(Df)ae = (3 e@o)hi(0) ) - (fis -

i€ly i€l

Da 9;(z) > 0 fiir wenigstens ein ¢ € I ist, ist (0f )z, # 0. Nach dem Lemma hat dann Lev,, f auf H,,(f)
mindestens n — ¢ positive Eigenwerte.

Wie im Beweis zum vorigen Satz bilde man die Funktion fj, := fe” f. Es gibt ein ko, so dass fj, fiir k > ko
in 2o (und damit auf einer offenen Umgebung von zg) g-konvex ist. Da 9B kompakt ist, kann man ein k
finden, so dass fj auf einer kompletten Umgebung von 0B g-konvex ist.



Kohirente analytische Garben und Cohomologietheorie (Fritzsche, 24.04.)

Literatur: (B-2), (B-4), (B-5).
Eine analytische Garbe auf einer Mannigfaltigkeit X ist eine &x-Modulgarbe auf X.
Definition: Sei .% eine analytische Garbe iiber X.

1. .7 heifit endlich erzeugt, falls es zu jedem Punkt zg € X eine offene Umgebung U = U(zg) C X
und Schnitte s1,...,s, € I(U, #) gibt, die (bzw. deren Keime) in jedem Punkt z € U den Modul
F,, iber O, erzeugen.

2. F heiit relationsendlich, falls gilt: Ist U C X offen und ¢ : 01|y — F|y ein surjektiver Garben-
homomorphismus, so ist die Garbe Ker(y) endlich erzeugt.

3. F heifit kohdrent, falls .% endlich erzeugt und relationsendlich ist.
Beispiele:
1) Die ,Strukturgarbe®“ &x ist kohdrent. Das folgt aus dem keineswegs trivialen Kohérenzsatz von Oka.

2) Eine analytische Garbe % ist genau dann kohiirent, wenn es zu jedem x € X eine offene Umgebung
U = U(z) und eine exakte Garbensequenz 0P|y — 09y — F|y — 0 gibt.

3) Ist A C X analytisch und .# = .#(A) die Idealgarbe von A (bestehend aus den Keimen von holomor-
phen Funktionen, die auf A verschwinden), so ist .# kohérent (Kohédrenzsatz von Cartan).

4) (Serre’sches Fiinferlemma): Ist %, — $o — F3 — F#y — F5 eine exakte Seuenz von analytischen
Garben und sind die vier &ufleren Garben kohérent, so ist auch die Garbe in der Mitte kohérent.

5) Die Nullgarbe ist kohérent.

6) Eine Garbe % heifit lokal-frei, wenn es zu jedem Punkt x € X eine offene Umgebung U = U(zg C X
und einen Garbenisomorphismus 07|y = % |y gibt. Offensichtlich ist .% dann auch kohérent.

Einer kohérenten analytischen Garbe kann man ein geometrisches Objekt zuordnen. Ist .# eine solche
Garbe iiber X, U C X offen und

oy 2 0y LN Fly — 0

eine exakte Sequenz, so kann man ¢ durch eine Matrix (¢,,,) von holomorphen Funktionen ¢,, : U — C
beschreiben. Man setzt dann

q
L(F)|v = {(z,w) €U xC? : > gy, (x)w, =0 fir p=1,...,p}.

v=1

Das ist eine analytische Teilmenge von U x C9, die iiber U in lineare Rdume gefasert ist. Man kann solche
lokalen Modelle zu einem globalen Raum verkleben, dem sogenannten ,linearen Faserraum* zu .%. Ist %
lokal-frei, so haben alle Fasern die gleiche Dimension und man erhélt ein , Vektorbiindel“ (vgl. Vortrag
4). Im allgemeinen kann die Faserdimension aber springen.

Beispiel: Sei .# die Idealgarbe des Nullpunktes im C2. Dann wird .# durch die Koordinatenfunktionen
21, 22 erzeugt, und man hat eine exakte Sequenz & LI LN S — 0 mit (1) := (22,—21)" und
¥(en) := zx. Dann ist L(¥) = {((21, 22), (w1, w2)) € C? x C? : 2wy — 2wz = 0}. Die Faser iiber dem
Nullpunkt ist der C2. Uber einem Punkt z = (21, 22) # (0,0) liegt dagegen der 1-dimensionale Raum
L,(7) = {(w, (22/z1)w) : we C}.

Definition: Sei X eine komplexe Mannigfaltigkeit, .# eine Garbe von (abelschen) Gruppen iiber X und
% = (Uy)ier eine offene Uberdeckung von X. Eine g-dimensionale Cokette ¢ iiber % mit Werten in .Z ist
ein System von Schnitten {(io, . ..,4,) € I'(Ui,...i,, %), das alternierend in den Indizes ist.! Die Gruppe
alle g-Coketten bezeichnet man mit C(%,.7).

Wig...iq = Uiy N ... N Uj,.



Der Homomorphismus 6 : C4(% ,. %) — C1TY (%, F) mit

g+1
(55)(1(% R Z.q-‘rl) = Z(_I)A+1£(i05 N SRR 77;q+1)|U1'0...iq+1
A=0
heifit Corandoperator. Im Falle ¢ = 1 ist z.B. (6§)(ioiriz) = —E(i1i2) + E(ipi2) — &(ipi1) (eingeschrinkt
auf Uiyi,4, ), und allgemein 6 o § = 0.

Die Elemente von Z9(%, %) = {{ € CU%,#) : 6§ = 0} nennt man Cozyklen, die Elemente von
BUU,F) ={£e€ClU,F): Ine CTYU,F) mit on = &} Corinder. Es ist speziell Z%(% ,.F) =
{(&) : &lu, = &lu, } =X, Z), und man setzt BO(%,.7) := 0.

Offensichtlich ist BY(%,%#) C Z9(% , %), und man nennt HY(% , %) = Z9 (%, ¥)/BY (%, F) die ¢-te
Cohomologiegruppe von .Z iiber % . Offensichtlich ist H*(% ,.7) = I'(X, .%).

Gehort X selbst zur Uberdeckung, so ist H9(% ,.%#) = 0 fiir ¢ > 1. Geht man von einer Uberdeckung %

zu einer Verfeinerung ¥ iiber, so erhilt man fiir jedes ¢ > 1 einen Homomorphismus 74, ., : HY(%, %) —
HY(¥, %), der im Falle ¢ = 1 sogar injektiv ist.

Definition: Eine komplexe Mannigfaltigkeit X heif3t holomorph ausbreitbar, wenn es zu jedem Punkt
xg € X endlich viele holomorphe Funktionen fi,..., f, auf X gibt, so dass z¢ isoliert in N(fi,..., fr)
liegt. X heif3t holomorph konver, falls es zu jeder unendlichen diskreten Teilmenge D C X eine holomorphe
Funktion f auf X mit supp|f| = +o0 ist. X heifit Steinsch, falls X holomorph ausbreitbar und holomorph
konvex ist.

Die Losung des Leviproblems auf Mannigfaltigkeiten ergibt: X ist genau dann Steinsch, wenn X 1-
vollstandig ist (wenn es also eine streng plurisubharmonische Ausschipfungsfunktion auf X g¢ibt). Jedes
Holomorphiegebiet im C™ ist Steinsch.

Eine offene Uberdeckung % = (U;)ier von X heifit Steinsch, falls jedes Uberdeckung§element U; und alle
Durchschnitte Uy,.. ;, Steinsch ist. Man iiberlegt sich leicht, dass es immer Steinsche Uberdeckungen gibt.

Sind % und ¥ Steinsche Uberdeckungen und ist # eine Verfeinerung von %, so besagt der Satz von
Leray, dass die Homomorphismen 77, ., Isomorphismen sind. In diesem Falle schreibt man H?(X,.%) :=

HY %, 7).
Satz: Sei X eine Steinsche Mannigfaltigkeit und % eine kohérente analytische Garbe auf X.

1. (Theorem A): Zu jedem Punkt zg € X gibt es endlich viele Schnitte s1,...,s; € T'(X, %), die
F o als Oy -Modul erzeugen.

2. (Theorem B): Es ist H4(X,.%) = 0 fiir alle ¢ > 1.

Es gilt noch mehr: Ist HY(X, %) = 0 fiir jede kohiirente analytische Garbe % iiber X und alle ¢ > 1, so
ist X Steinsch. Dabei reicht es sogar, das Verschwinden von H!(X,.#) fiir jede kohiirente Idealgarbe zu
fordern.

Zum Schluss soll noch das folgende wichtige Ergebnis erwahnt werden:
Satz von der Cohomologiesequenz: Sei 0 —» F — ¢ — # — 0 eine (kurze) exakte Seuenz von
kohérenten analytischen Garben auf X. Dann ist auch die folgende (lange) Cohomologiesequenz exakt:

0= T(X, %) - T(X,9) - (X, #) % H\(X,F) — ...

LCHTNX, ) S HYX, F) - HYX,9) — HY(X, #) > HYN(X,F) — ...

Die Homomorphismen zwischen Cohomologiegruppen gleicher Dimension werden auf natiirliche Weise
von den Garbenhomomorphismen induziert. Die ,, Verbindungshomomorphismen®* 0 : H?~}(X, #) —
HY(X, %) findet man durch Diagrammjagd bei den Cohomologiegruppen zu (Steinschen) Uberdeckungen.



Der Endlichkeitssatz von Andreotti/Grauert (Fritzsche, 05.06.)

Literatur: (C-1), (A-3), (B-3), (B-7), (C-3), (C-7)

Definition: Ein Fréchetraum ist ein C-Vektorraum mit einer Folge von Halbnormen (p;), so dass gilt:
1. Zu jedem f # 0 in E gibt es ein ¢ mit p;(f) > 0.
2. Jede Cauchyfolge in F konvergiert.

Ein Fréchetraum ist ein vollsténdiger Hausdorff’scher lokal-konvexer topologischer Vektorraum. Er ist
genau dann endlich-dimensional, wenn er eine kompakte Nullumgebung enthélt.

Ein Beispiel ist der Raum E := €(X ), mit den Halbnormen p;(f) := supg, | f|, wobei (K;) eine kompakte

Ausschopfung von X ist.

Definition: Eine stetige lineare Abbildung f : F — F zwischen Fréchetraumen heifit kompakt, falls es
eine Umgebung U = U(0) C F gibt, so dass f(U) relativ-kompakt in F' liegt.

Beispiel: Sei X eine komplexe Mannigfaltigkeit und B CC X offen. Dann ist die Einschréankungsabbil-
dung r: 0(X) — O(B) mit r(f) := f|p kompakt.

Satz von Laurent Schwartz: Gegeben seien zwei stetige lineare Abbildungen u,v : E — F zwischen
Fréchetraumen. Ist u kompakt und v surjektiv, so ist (u 4 v)(E) ein abgeschlossener Unterraum von F
und dimg¢ F/(u 4 v)(E) < 0.

Sei X eine kompakte komplexe Manmgfaltlgkelt und % eine kohérente analytische Garbe auf X. Aufler-
dem seien % = (U;);er und U = ( Z)Ze 1 zwei endliche Steinsche Uberdeckungen von X mit U; CC U;.
Dann sind die Riume C*(%, #), ZX (% , ) und Z 1(% F) Fréchetrdume. Man hat lineare Abbildungen

v Zl(?//\,ﬁz) oCNU,F) — ZY U, F) mit u(&,n) = —€|g und v(€,7n) = &|a + On. Dann ist u
kompakt und v surjektiv. Auflerdem ist u+v =6 : CY (%, F) — ZY(%,.F) Mit dem Satz von Schwartz
folgt nun, dass dime H'(X,.%) < oo ist.

Theorem (Andreotti/Grauert): Sei X eine q-konveze komplexze Mannigfaltigkeit und F eine kohdren-
te analytische Garbe auf X. Dann ist dime HY(X,.%) < oo fiir i > q. Ist X sogar q-vollstindig, so ist
HY (X, Z)=0 firi>q.

Im Falle ¢ = 1 erhdlt man wieder Theorem B.
Es folgen einige Bemerkungen zum BEWEIS des Satzes.

Zunéchst wird die lokale Situation betrachtet. Sei G C R™ x C™ ein Gebiet und 7 : G — R™ die
kanonische Projektion. Es sei stets G; := m~1(¢) leer oder ein Holomorphiegebiet. Man spricht von einer
reguldren Familie von Holomorphiegebieten, falls es ein Holomorphiegebiet D C C™ gibt, so dass gilt:

1. 7 17(G) C n(G) x D.
2. Fiir alle t € 7(G) ist (G, D) ein Runge’sches Paar? mit G, CC D.

Ist nun G C C” ein Gebiet, ¢ eine g-konvexe Funktion auf G, zg € G und Gy := {z € G : ¢(z) <
©(z9)} CC G. Nach Anwendung einer Drehung kann man Polyzylinder Q = Q(zo) C P C G finden, so
dass 7 : Q NGy — R2@=D mit (21, ..., 2n) == (#21,...,2¢—1) eine regulidre Familie von Holomorphiege-
bieten ergibt.

1 | To~— @cRrmxCre
/ \
%0 |

2@’ C G heiBt ein Runge’sches Paar, falls das Bild der Restriktionsabbildung ¢(G) — ¢(G’) dicht ist.

©(G) C R™

(=]



Indem man Dolbeault-Theorie mit Parametern betreibt und das Verschwinden von Cohomologiegruppen
auf Holomorphiegebieten ausnutzt, erhélt man unter den obigen Bedingungen:

Sei X eine komplexe Mannigfaltigkeit, B CC X ein Gebiet mit q-konverem Rand, xo € 0B und U =
U(zo) C X eine offene Umgebung und ¢ : U — R eine q-konveze Funktion mit UNB ={zx € U : p(x) <
0}. Dann gibt es beliebig kleine Steinsche Umgebungen Q = Q(x¢) C U, so dass H (BN Q, %) = 0 fiir
j > q ist und die Elemente aus Z9~Y(BNQ, %) beliebig gut durch Elemente aus Z9-1(Q, F) approzimiert
werden konnen.

Sei nun X g¢-konvex (vermoge einer Ausschopfung ¢), B, := {x € X : ¢(z) < ¢}. Mit Hilfe von
sogenannten ,, Mayer-Vietoris-Sequenzen“, den lokalen Aussagen und der Grauert’schen Beulenmethode
zeigt man: Zu jedem ¢ € R gibt es ein ¢ > 0, so dass H (Xoi., F) — HI(X., F) fir j > q surjektiv ist.

Mit Hilfe des Satzes von L. Schwartz zeigt man weiter, dass dimc Hi (Bc,,?) < oo fiir j > ¢q gilt. Und
schliefllich beweist man, dass die Einschrankungsabbildung H? (X, .%) — HI(B.,.%) fur j > q surjektiv
ist (weil X die Vereinigung aller B, ist).

Mit Dichtheitsaussagen, etwas Funktionalanalysis und verfeinerten Techniken erh#lt man, dass die als
surjektiv erkannten Abbildungen sogar Isomorphismen sind. Das ergibt die Endlichkeit der Cohomologie.
Ist X sogar g-vollstindig, so kann man mit B, = @ beginnen und erhélt sogar das Verschwinden der
Cohomologie.

Definition: Eine komplexe Mannigfaltigkeit X heifit cohomologisch q-vollstindig, falls H*(X,.%) = 0 fiir
jede kohirente analytische Garbe . auf X und jedes ¢ > ¢ ist. Unter der cohomologischen Dimension
cd(X) versteht man die groBite natiirliche Zahl ¢, so dass eine kohéirente analytische Garbe .# auf X mit
H1(X,.7) # 0 existiert.

Genau dann ist ¢cd(X) = 0, wenn X Steinsch ist. Und man kann zeigen, dass cd(X) < n — 1 fiir jede
nicht-kompakte zusammenhéngende Mannigfaltigkeit X gilt. Aus dem Satz von Andreotti-Grauert folgt:
Ist X g-vollsténdig, so ist X auch cohomologisch vollstéindig (und deshalb cd(X) < ¢ —1).

Offenes Problem: Gilt die Umkehrung (cd(X) < ¢—1 = X g¢-vollstidndig)??

1970 untersuchte W. Barth die Komplemente von Untermannigfaltigkeiten Y im komplex-projektiven
Raum P". Er zeigte, dass f(z) := — dist?(z,Y) eine Ausschopfungsfunktion auf P\ Y ist, deren Levi-
form auf H,(f) immer n — ¢ positive Eigenwerte (mit ¢ := codim(Y, X)) besitzt, zumindest dort, wo f
differenzierbar ist. Also ist P \ Y g-konvex und dim¢ H’ (P \ Y, .#) < oo fiir j > ¢. Zugleich kann man
an Beispielen sehen, dass die Cohomologie nicht unbedingt fiir j > ¢ verschwindet.

Offenes Problem: Was ist der (geometrische oder analytische) Grund dafiir, dass eine Mannigfaltigkeit
g-konvex, aber nicht g-vollstandig ist.

Komplemente von Untermannigfaltigkeiten im projektiven Raum sind das analytische Aquivalent zum
Begriff der quasiprojektiven Varietdt in der Algebraischen Geometrie. Nimmt man eine Hyperfliche her-
aus, so bekommt man eine Steinsche Mannigfaltigkeit, die durch das Verschwinden der Cohomologie
charakterisiert werden kann. In der Algebraischen Geometrie entspricht dem eine affine Varietit, die
ebenfalls durch das Verschwinden der entsprechenden (algebraischen) Cohomologie charakterisiert wird.

Offenes Problem: Gibt es ein algebraisches Aquivalent zur g-konvexen oder g-vollstindigen Mannig-
faltigkeit. Zumindest bei der ¢-Vollstéindigkeit wiirde sich ein Cohomologie-Kriterium anbieten (das aber
leider im analytischen Fall nicht zur Verfiigung steht). Da die Cohomologiegruppen in der Algebraischen
Geometrie automatisch endlich-dimensional sind, hat man bei der g-Konvexitéit schlechte Karten. Die
folgenden Vortrége werden aber Denkanst6fe geben.



Holomorphe Vektorbiindel (Rottmann, 29.05.)

Literatur: (A-3), (A-5), (B-8). Vektoren werden als Spaltenvektoren aufgefasst!

Definition: Sei X eine komplexe Mannigfaltigkeit. Ein komplexes Vektorbiindel vom Rang q iiber X ist
gegeben durch eine komplexe Mannigfaltigkeit £ und eine holomorphe Abbildung 7 : E — X, zusammen
mit einer offenen Uberdeckung (U;) von X und biholomorphen Abbildungen ¢; : E|y, = 7~ *(U;) —
U; x CY (sogenannten lokalen Trivialisierungen oder Vektorbindelkarten) mit pry o ¢; = 7, so dass gilt:
Zu jedem Paar (i,k) gibt es eine holomorphe Abbildung g;x : U; N Uy — GL4(C) (eine sogenannte
Ubergangsfunktion) mit

pi0 6 (@,v) = (@, gu(@) ).
Es ist dann g;x(z) * gri(7) = giy() fiir alle x € U; N U NU;, und gix(z) ™1 = gri(z).
Ist ¢ = 1, so spricht man auch von einem Geradenbiindel. Die Ubergangsfunktionen sind dann nirgends
verschwindende holomorphe Funktionen.

Mit Hilfe der Ubergangsfunktionen kann man lokale Modelle U; x C9 zu einem Vektorbiindel zusam-
menkleben. Deshalb kann man die Konstruktion neuer Biindel aus bereits vorhandenen gut mit Hilfe
der Ubergangsfunktionen beschreiben. Die Biindel sind dann jeweils nur bis auf Isomorphie festgelegt.
Speziell ist H'(X, 0*) die Menge aller Isomorphieklassen von komplxen Geradenbiindeln auf X.

(1)
1. Direkte Summe E1 @ Ey = {(v,w) € E1 x Ey : m1(v) = ma(w)} mit Gy, := ( Yik ?2) >

2. Duales Biindel E* = |,y Home(E,, C) mit g}, := g,;

Es werden Vektorbiindel-Homomorphismen und -Isomorphismen definiert.

Definition: Sei 7 : E — X ein komplexes Vektorbiindel, U C X offen. Ein holomorpher Schnitt iiber U
in F ist eine holomorphe Abbildung s : U — E mit 7 o s = idy. Die Menge aller solcher Schnitte bildet
den Vektorraum I'(U, E).

Jeder Schnitt s € I'(U, E) bestimmt ein System von Funktionen s; : U;NU — C? mit p;0s(z) = (z, 5;(x)).
Es gilt die Ubergangsbedingung s;(x) = g;x(z) » si(z) iiber U; NU NU.

Man kann die Garbe & (F) der Keime von holomorphen Schnitten in F bilden. Sie ist lokal-frei, also eine
kohé#rente analytische Garbe.

Definition: Sei 7 : E — X ein Vektorbiindel vom Rang ¢. Eine Teilmenge F' C E heifit Unterbiindel
(vom Rang p), falls es zu jedem z € X eine Umgebung U = U(z), einen p-dimensionalen Untervektorraum
V C C4, und eine Trivialisierung ¢ : E|y — U x C? gibt, so dass ¢~ }(U x V) = FNa~}(U) ist.

Man kann dann auch das Quotientenbiindel E/F bilden, mit (E/F), = E,/F,. Beweis!

Ist f: X — Y eine holomorphe Abbildung und 7 : E — Y ein komplexes Vektorbiindel, so kann man
das zuriickgeliftete Biindel f*E auf X bilden (,Pullback®):

fE:={(z,v) e X X E : f(x)=7(v)}.
Es sollen auch dazu Ubergangsfunktionen gefunden werden.
Beispiele:
1. Triviales Biindel: X x C

2. Tangentialbiindel T'(X) (Details sieche (A-3), Example auf Seite 176). Die globalen Schnitte in T'(X)
sind die holomorphen Vektorfelder auf X.

3. Kanonisches Biindel: Kx (Details siehe (A-3), Example auf Seite 173/174). Die globalen Schnitte
im kanonischen Biindel sind die globalen holomorphen n-Formen auf X.

4. Das tautologische Biindel (oder ,,Hopf-Biindel“) auf dem P":

O(—1) = {([z],w) € P" x C"*' : w € Cz},



wobei [z] = (20 : ... : 2z,) das Bild von z = (zq, ..., z,) unter der kanonischen Projektion
(Cn+1 \ {O} S P"

bezeichnet. Man beachte, dass hier die Bezeichnung nicht zwischen dem Biindel und der zugeord-
neten Garbe der holomorphen Schnitte unterscheidet. Lokale Trivialisierungen gewinnt man so:

Sei U; :=={(z0:...:2n) : 2; #0} und ¢; : O(—1)|y, — U; x C definiert durch ¢;(z, w) := (x, w;).
Dann ist ¢ "
eiog [z o) = o). - -2) = ([el. ).

also gk = 2i/2k.
O(—1) ist ein Unterbiindel des trivialen Biindels P* x C"*!. Deshalb besitzt ¢(—1) auer dem

Nullschnitt keine weiteren globalen holomorphen Schnitte.

Satz: Sei X eine kompakte komplexe Mannigfaltigkeit und m : E — X ein komplezes Vektorbiindel. Dann
ist dimc I'(X, F) < 0.

Beweis: (A-2) Field 2, Theorem 5.9.1.



Normalenbiindel, Divisoren und assoziierte Geradenbiindel (Harz, 05.06.)

Literatur: (A-3), (A-5) und (A-7).

Satz: ei X eine kompleze Mannigfaltigkeit und Y C X eine Untermannigfaltigkeit. Dann ist T(Y) ein
Unterbiindel von T(X)|y = *T(X) (wobeii:Y — X die Inklusionsabbildung bezeichnet).

Bezeichnungen: siehe voriger Vortrag, Beweis: siche (A-3), Example auf Seite 181.

Definition: Das Quotientenbiindel Nx(Y) := ¢*T(X)/T(Y) nennt man das Normalenbiindel von Y in
X.

Unter einem Divisor wird hier immer eine zusammenhéngende 1-codimensionale Untermannigfaltigkeit
verstanden, also eine glatte Hyperfliche.

Sei Y C X ein Divisor. Es gibt eine offene Uberdeckung (U;) von X und holomorphe Funktionen f;
auf U;, so dass Y NU; = {z € U; : fi(x) = 0} ist. Man kann f; = 1 setzen, wenn U; N Y = & ist.
Durch g;x := f;/fr werden nirgends verschwindende holomorphe Funktionen auf U; N Uy, definiert, die als
Ubergangsfunktionen eines Geradenbiindels aufgefasst werden kénnen, das man mit [Y] bezeichnet. Wie
immer ist es nur bis auf Isomorphie bestimmt. Man nennt [Y] das zum Divisor Y assoziierte Biindel. Die
holomorphen Funktionen f; definieren einen globalen Schnitt sy in [Y], der genau auf Y verschwindet.
Konsequenz: [Y] ist iiber X \ Y trivial.

Details siehe (A-3), Seite 200, und auch (A-7).

Satz (Erste Adjunktionsformel): Unter den obigen Voraussetzungen ist [Y]ly = Nx(Y).
Beweise siehe (A-3), Seite 215, sowie (A-5), Proposition 2.4.7.

Tensorprodukt von Vektorbiindeln (siehe (A-3), Seite 179, und (A-5).

Satz (Zweite Adjunktionsformel): Unter den obigen Voraussetzungen ist Ky = i*Kx ® Nx(Y).
Beweise siehe (A-3), Seite 215, sowie (A-5), Proposition 2.2.17

Beispiel: Ist H C P" eine Hyperebene, so nennt man &'(1) := [H] das Hyperebenenschnittbiindel. Dabei
ist es egal, von welcher Hyperebene man ausgeht. Nimmt man etwa H = {29 = 0}, so ist H NU; = {(2o :
... 2y) ¢ 20/z = 0}. Als Ubergangsfunktionen fiir (1) erhélt man also gi, = (20/2:)/(20/2k) = 21/ %-
Das zeigt, dass 0'(1) das duale Biindel zu &'(—1) ist.

Die g-te Tensorpotenz @(q) := €(1)®? wird durch die Ubergangsfunktionen (z3/2;)9 bestimmt (siche
(A-3), Seite 178/179).

Jedes homogene Polynom F vom Grad ¢ (in den Verdnderlichen z,...,z,) induziert einen globalen
Schnitt sp € T'(P", 0(q)), durch

(sp)i(z0: ...t 2) =2 "F(20,...,2,) auf U,.

Details dazu siehe (A-3), Seite 221. Man kann die Aussage auch umdrehen und erhlt:

Satz: Fir q € N ist I'(P™, O(q)) isomorph zum Raum der homogenen Polynome vom Grad q in den
Variablen zg, ..., zn.
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Euler-Sequenz und projektive Biindel (Sera, 12.06.)

Literatur: (A-3), (A-5), (A-9)
Fiir das Hyperebenenschnittbiindel &(1) (vgl. voriger Vortrag) gibt es eine alternative Beschreibung;:
Seipg:=(0:...:0:1) € P**! und die Projektion 7o : P"*1\ {po} — P" definiert durch

T0(20 vt 2Znt Zng1) = (205 ...t 2n).

Das ist in Wirklichkeit ein Faserbiindel und isomorph zu &'(1).
Sei z € C"*1\ {0}. Durch

d

palf) = 5 | (Fom(a+tw))

wird eine surjektive lineare Abbildung ¢, : C"*! — Ty, (P") definiert, mit Ker(yp,) = Cz. Dies benutzt
man, um folgende exakte Sequenz einzufiihren:

0 — Opn — (1) — T(P") — 0.

Details siehe (A-3), Seite 222, sowie (A-5), Seite 91 - 93.
Ist 7 : E — X ein Vektorbiindel vom Rang ¢, so bezeichnet man
P(E):= | J P(E,), mitP(E,):=(E,\{0})/C",
rzeX

als das zugehorige projektive Biindel.

Mit Hilfe der lokalen Trivialisierungen ¢; von FE erhilt man lokale Trivialisierungen
S’Ei : ]P)(E)‘U1 — Ul X qul’

und die kann man zu dem globalen Biindel P(E) zusammenkleben.

Uber jeder Faser des projektiven Biindels hat man ein tautologisches Biindel. Alle diese Biindel zusammen
ergeben ein Geradenbiindel L(E) = Op(g)(—1) iiber P(E).

Literatur dazu: (A-9), (A-5), leider etwas diinn. Man muss wohl selber rechnen.

L(E) ist Unterbiindel von P(E)x E := {(p,v) € P(E) x E : 7(p) = m(v)}. Die Inklusion induziert eine
biholomorphe Abbildung
o: L(E)\P(E)— E\ Zg,

wenn man den Nullschnitt (oder genauer das Bild des Nullschnittes in E) mit Zg bezeichnet.
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Fasermetriken und positive Biindel (Roitzsch, 19.06.)

Literatur: (A-4)

Definition: Sei 7 : E — X ein komplexes Vektorbiindel. Ein Fasermetrik auf E ist eine differenzierbare
Abbildung h : E ® FE — C, die auf jeder Faser F, ein hermitesches Skalarprodukt induziert. Man nennt
FE dann ein hermitesches Vektorbiindel.

Lokale Beschreibung: Ist ¢ : E|y — U x C? eine lokale Trivialisierung, so gibt es eine differenzierbare
Abbildung H, : U — GL4(C), so dass fiir alle x € U gilt:

1. Hy(z)" = Hy,(z).

2. hy(p;t (V)7 (pgl(w)) =v'. H,(x)w.
Ist eine Uberdeckung von X durch Trivialisierungen ¢; : E|y, — U; x CY gegeben (mit Ubergangs-
funktionen g; : U; N Uy — GL4(C)) und h durch ein System von Matrix-Funktionen H;, so gilt iiber

Ui N Uk:
Hy(2) = gir(x) " « Hi(x) * gix ().

Satz: Ist m: E — X ein beliebiges komplexes Vektorbiindel, so gibt es auf E eine Fasermetrik.

Beweis: Benutze Uberdeckung durch Trivialisierungen und dazu eine Teilung der Eins (e;). Das Standards-
kalarprodukt auf dem C? induziert Fasermetriken h; auf E|y,. Dann ist h := ). e;h; eine Fasermetrik
auf F.

Beispiel: Berithmt ist die Fubini-Study-Metrik auf dem P™. Die kann man als Fasermetrik auf dem 7T'(P™)
einfiithren. Sei U; = {[z] € P" : z; # 0}, ¢; : U; — C™ die Karte, die durch

20 Zi z
wilzo: ... 2y) = (;,,j,,f)
(3 (2 1

gegeben wird. Wir schreiben t;, := z,/z; fiir die lokalen Koordinaten. Sei f; : U; — R definiert durch

filzo: oot zp) = ln(Z|tW|2>.
v=0
Dann kann man h; : T(P")|y, @ T(P™)|y, — C definieren durch
hi([z]a v, w) = LeV[z] (fl)(va w)'

Man rechnet leicht nach, dass so eine globale Fasermetrik eingefiihrt wird.

Sind auf Biindeln E, E;, Ey Fasermetriken h, hq, ho gegeben, die durch Matrizensysteme (H;), (Hi(l))
und (HZ@) beschrieben werden, so erhélt man

(1)

1. Eine Fasermetrik auf £; & F5, mit Matrizen ( H, (22) ),
0 H;

2. eine Fasermetrik auf E*, mit Matrizen (H, )~!.

Definition: Sei 7 : E — X ein Vektorbiindel, i eine Fasermetrik auf £ und zy € X. Eine Trivialisierung
v : Ely = U x C? (mit zy € U) heiit normal in z( beziiglich h, falls h beziiglich der Trivialisierung ¢
durch eine Matrixfunktion H, : U — GL,(C) beschrieben wird, so dass gilt:

H,(zo) = E4 (Einheitsmatrix) und (0H,)s, = 0.

Tatséachlich kann man diese Situation immer herstellen:

Ausgangspunkt ist eine beliebige Trivialisierung g iiber U. Sei Hy die hermitesche Matrixfunktion, die
h beziiglich g beschreibt. Weil ;FIO(xo) eine positiv definite hermitesche Matrix ist, gibt es eine Matrix
A € GL,(C) mit AT « Hy(xg)+ A = E,. Sei F4 : C? — C? die lineare Abbildung mit F4(z) := A.z.
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Setzt man ¢ := (idy x F, 1) o o, so gilt fiir die Matrix H, die h beziiglich ¢ beschreibt, die Gleichung
H(zo) = AT « Hy(z0) » A = E,. Als nichstes wird R : U — M,, ,,(C) definiert durch

"~ OHy,
Rig(x) = 0ip — ) 8; (0)2,,
v=1 v

wobel z1,...,z, lokale Koordinaten auf U mit z,(x¢) = 0 fiir v = 1,...,n sind. Dann ist R(zg) = E,
(und 0.B.d.A. R(z) € GL,4(C) fiir z € U). Jetzt definiere man die Tr1v1ahslerung p durch ¢ := ® o ¢,
mit ®(z,v) := (z, R(z)~'+v). Die hermitesche Matrix H beschreibe h beziiglich . Dann ist H(z) =
OH,
62)\
Definition: Sei 7 : E — X ein Vektorbiindel, Zgp C F der Nullschnitt. E heiflt negativ, falls es auf FE
eine Fasermetrik A gibt, so dass x5 (mit xp(v) := h(v,v)) auf E\ Zg 1-konvex ist. Das Biindel heifit
positiv, falls E* negativ ist.

R(z)T « H(z)+ R(x), also H(xg) = E,. Und man rechnet leicht nach, dass (0) = 0 fiir alle ¢, k, A ist.

Sei x9 € X und ¢ eine Trivialisierung, die in zp normal beziiglich h ist. Ist v € E,, so kann man E, als
Untervektorraum von T, (E) auffassen. Die biholomorphe Abbildung ¢ : E|y — U x C? induziert einen
Isomorphismus Ty, : Ty (E) — Ty (U x C9) = T, (X) @ C9, der E,, auf {0} x C? abbildet. Es sei B
das Urbild von T}, (X) x {0} unter T, ¢.

Satz: E ist genau dann positiv, wenn es eine Fasermetrik h auf E gibt, so dass fir jeden Punkt xo € X
und jede in xo beziglich h normale Trivialisierung ¢ : E|ly — U x CY gilt:

Fiir v € Eyy \ {0} ist Levy,(xn) auf BY) negativ definit.
BEWEIS: Sei h* eine Fasermetrik auf E*, so dass xp~ auf E* \ Zpg- 1-konvex ist. Sei zyp € X und
©* 1 E*|y — U x CY eine Trivialisierung mit g € U, sowie H* die Matrix, die h* beziiglich ¢* beschreibt,

und H := (H *T)*l. Es sei ¢* dual zu einer in zy normalen Trivialisierung ¢ von E. Dann beschreibt
H die Fasermetrik h beziiglich ¢, und ¢* ist ebenfalls in z(y normal. Man rechnet nach: Ist v € E,,

o(v) = (zo,v), v* € B, und ¢*(v*) = (zo, W), sowie n = (n',7") € T,(E) und § = (£',¢") € T (E¥), s0
ist
/

Z|5”|2 + Z (Z 0, a* Ot )8,

v,u=1 i,k=1

q
0% H; _ _
Leve-(xa-)(n,m) = ZIn}’I Z(Zazgi iwk)n’yn;
=1 v

v,u=1 4,k=1

LeV'u (Xh)(fv g)

Daraus folgt die Behauptung des Satzes.

Lev,(xn) hat in Faserrichtung immer ¢ positive Eigenwerte. Das Biindel heifit positiv, wenn Lev, (xp)
auf E\ Zg in ,horizontaler Richtung® die maximale Zahl von negativen Eigenwerten (also n) besitzt.
Der Grund fiir die Bezeichnung ,,positiv* kann hier nicht erldutert werden.

Beispiel: Das Hyperebenenschnittbiindel & (1) auf dem P wird durch die Ubergangsfunktionen gij =

z;/z; beschrieben. Auf U; = {(z0 : ... : z,) € P" : z; # 0} sei h; definiert durch
. . o |Zz|2 _ 2 -1
= J#i
fiir t; := zj/2;. Dann ist h;|g;;|*> = hj, also wird durch das System der h; eine Fasermetrik auf /(1)
definiert.
Sei zo € U;. Mit Hilfe einer orthogonalen Koordinatentransformation kann man erreichen, dass
2g=(0:...:1:...:0) ist. Dann ist h;(z¢) = 1, und die Ableitungen
8hl _— 2 -
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verschwinden im Punkt xg. Also ist die Trivialisierung ¢; : €(1)|y, — U; x C in x normal beziiglich der
konstruierten Fasermetrik h. Man rechnet nun leicht nach, dass
0%h;
ot, 0t

(xO) = _61/“

ist. Also hat Lev (,, ) (xn) fiir jedes v # 0 die maximale Anzahl negativer Eigenwerte. Das bedeutet, dass
O (1) positiv ist.

Definition: Das Biindel E heifit r-positiv, wenn Lev, (x) fir jedes v € E'\ Zg in horizontaler Richtung
hochstens r — 1 Eigenwerte > 0 (also mindestens n — r + 1 Eigenwerte < 0) besitzt, wenn also fiir jedes
v # 0 die hermitesche (n x n)-Matrix

q 2 IT.
(Z ;g];k (0)v; Tk V,ﬂzl,...,n)
ik=1 "VTTH

n —r + 1 negative Eigenwerte besitzt.

Bei Schneider heifit ein Biindel metrisch r-konvez, wenn es eine Fasermetrik h auf E gibt, so dass xj, auf
E\ Zg r-konvex ist. Das Biindel heiit metrisch r-konkav, falls E* metrisch r-konvex ist. In diesem Falle
gibt es auf E* eine Fasermetrik h*, so dass Lev(xp+) hochstens r — 1 Eigenwerte < 0 besitzt. Also stimmt
,metrisch r-konkav® mit ,r-positiv* iiberein.
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Der Satz von Schneider fiir Hyperflichen (Roitzsch, 26.06.)

Literatur: (A-8)

Sei o E — X ein Geradenbiindel und ¢; : E|y, — U; x C eine Uberdeckung durch Trivialisierungen
mit Ubergangsfunktionen g¢;;. Eine Fasermetrik auf E ist gegeben durch ein System (h;) von Funktionen
hi : Uz — R+ mit hj = hz’|gij|2 auf U,' N Uj. Dann ist

log hj = log h; + log gij + log g,
also Lev,(log hj) = Lev,(log h;) auf U; N Uj;.

Es ist
1 1
Lev,(log h;)(€, ) = —WK@hi)x(@\Z + mLeVa:(hi)(&f)-
Liegt also eine in ¢ normale Trivialisierung vor, so ist Lev,,(logh;)(&, &) = Levy, (hi)(£,§). Das Gera-
denbiindel ist demnach genau dann r-positiv, wenn Lev, (log h;) fiir jedes ¢ und jedes = € U; mindestens
n —q + 1 Eigenwerte < 0 hat.

Satz: Sei X eine kompakte komplexe Mannigfaltigkeit und Y C X eine abgeschlossene 1-codimensionale
komplexe Untermannigfaltigkeit. Ist das Normalenbiindel von'Y in X q-positiv, so ist X\Y eine g-konvezxe
Mannigfaltigkeit.

Zum BEweEeIs: Mit L := [Y] ist Ly = Nx(Y). Die Positivitit von Nx(Y) liefert eine Fasermetrik
g (gegeben durch Funktionen g;), die man mit einer Teilung der Eins zu einer Fasermetrik h auf L
fortsetzen kann. Ist Y NU; = {f; = 0}, so ist h durch ein System von Funktionen h; mit

|fil®
|f51?
gegeben. Nach Voraussetzung hat Lev, (log g;) fiir € Y NU; mindestens n — g = (n — 1) — ¢+ 1 negative
Eigenwerte. Das gilt dann auch fiir Lev,(log h;) in den Punkten z € Y N U;.

Sei ¢ > 0und ; := h;/(1+c|f;|*hi) auf U;. Weil p;| fi|? = ;| ;1% auf U;NUj ist, wird durch f|y, := @il fi
eine globale differenzierbare R -wertige Funktion f auf X definiert, die auf Y verschwindet.

hj = h;

und h;lu,ny = i

| 2

Sei zg € Y NU; fest gewédhlt. Man kann lokale Koordinaten z1, ..., z, um xy wahlen, so dass gilt:
1. fi = zn,
A1 0
2. Levy, (hi)(€,m) = €T e Aoy, mit A = und Aq, ..., Ap—g <O0.
0 An

Es ist ¢;(1 + c|z,|?h;) = hi, also logoh;(21, ..., 2,-1,0) = logow;(21,...,2,-1,0) und

9*(log O%‘)( )= 9*(log th)( ) — 0 fiir v,p <nund v #p,
02,0%,, T0) = 02,0%,, TN firl<v=p<n-—1.
L 0?(logoh;)  9*(logow;)  c-hi+ c|z,|*0%h;/(02,0%y)
t t A, = = , al
Weiter is 92,07, 92,07, + 1+ czn Py also
9?(log op;)
m(l’o) = A — ¢ hi(zo).
. ore 1 ., O(logoh; O(log oy,
Schliellich ist %n)(zl, ey Zn—1,0) = (ang@)(zl, ey Zn—1,0), also
02 (log oyp;) _ 02 (log oh;)

_ C0firl<y<mn_L
92,07, (o) 02,07, (zo) =0firl<v<n-1

Wahlt man ¢ geniigend grof3, so hat Lev,, (log ;) mindestens n — ¢+ 1 negative Eigenwerte. Das gilt dann
noch in einer kleinen Umgebung, und weil Y kompakt ist, gibt es eine offene Umgebung V =V (V) C X,
so dass Lev,(log ;) fiir z € V NU; immer n — ¢ + 1 negative Eigenwerte hat.
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Jetzt sei ¢ := —log(f|x\y). Das ist eine differenzierbare Ausschopfungsfunktion fiir X \ Y. In der Néhe
von Y ist Lev,(¢) = —Lev,(log f) = —Lev,(logp; + log f; + log f;) = —Lev,(logy;). Also ist ¢ dort
g-konvex und X \ Y eine ¢-konvexe Mannigfaltigkeit.
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Der o-Prozess und das Aufblasen von Untermannigfaltigkeiten (Sera, 03.07.)

Literatur: (A-5), (A-3)

Fiir z € C"!\ {0} sei {(z) = Cz die Gerade durch z und den Nullpunkt und [z] der zugeordnete Punkt
im P". Betrachte F := {([z], w) € P" x C"™! : w € {(z)} (man nennt so etwas eine , Inzidenzmannigfal-
tigkeit“) mit den beiden Projektionen

m=pr;: F—P" und o:=pry:F —C"",

Es ist 7~ ([z]) = {[z]} x £(2), = beschreibt also das tautologische Biindel &/(—1). Dies ist ein Unterbiindel
des trivialen Biindels P* x C"*!: Uber U; = {[z] € P" : z # 0} definiere man die Trivialisierung
W Uy x C*TE — U; x C*H durch

Vi (2], w) = ([Z}, (uo([z],w),...,un([z],w))),

mit
ui([z),w) :=w; und wu,([z],w):=w, — iizy fiir v # 1.
Fiir [z] € U; ist {Z%_z,eo, ..., ...,€,} eine Basis des C"*! und dann
1/J¢_1([Z]7 (ug, .. . ,un)) = ([z],uiei + ;(uy + Z—zzy)ey),
also
U7 ({2} x Cer) = {(2)w) : w, = e, fiir v £ )
= {([z],w) : wyz f;)izl, =0firv=0,...,n}

= {([zl,w) : we Cz} = O(-1).

Die Hopf-Abbildung o : F — C"*! hat folgende verbliiffende Eigenschaft: Ist w # 0, so ist 0~ 1(w) =
{[w], w} eine 1-punktige Menge, wihrend c=1(0) = P" x {0} = P" ist. Setzt man F := 0~1(0), so ist die
Abbildung o : F'\ E — C"*!\ {0} biholomorph. Also entsteht F' aus dem C"*!  indem man an Stelle
des Nullpunktes einen n-dimensionalen projektiven Raum einsetzt. Als Biindelraum eines komplexen
Geradenbiindels iiber P™ ist F' wieder eine Mannigfaltigkeit! Man spricht vom o-Prozess oder sagt, dass
der C**! im Nullpunkt aufgeblasen wird. Man kann diesen Prozess auf Mannigfaltigkeiten iibertragen.
Ist X eine n-dimensionale komplexe Mannigfaltigkeit und o € X, so verstehen wir unter B,,(X) die
Mannigfaltigkeit, die man gewinnt, wenn man an Stelle von xg einen (n — 1)-dimensionalen projektiven
Raum einsetzt.

Ein kleines Spiel: Sei xg := (0 : ... : 1). Projiziert man P"*1\ {z} auf Hy = {[z] : 2,41 = 0}, so erhilt
man das Hyperebenenschnittbiindel & (1) iiber Hy (wie man leicht durch Betrachten lokaler Trivialisie-
rungen und der zugehorigen Ubergangsabbildungen sieht). Entfernt man den Nullschnitt (also Hy), so ist
der Rest isomorph zu C"*™1\ {0} (kann man sich leicht iiberlegen, aus den Fasern des Biindels werden die
Geraden durch den Nullpunkt). Blist man im Nullpunkt auf, so bildet man eigentlich die Mannigfaltigkeit
B, (P"1\ Hy). Dabei erhiilt man ein Geradenbiindel iiber dem neu entstandenen projektiven Raum, das
sich als das tautologische Biindel €/(—1) erweist. Nimmt man H, wieder hinzu, so fiigt man jeder Faser
noch einen unendlich fernen Punkt hinzu, bekommt also ein projektives Biindel. Dieses Biindel enthélt
sowohl €(1) (nach Entfernen des Nullschnittes) als auch &(—1) (nach Entfernen des unendlich fernen
Schnittes. (Literatur hierfiir und fiir das Folgende: (A-3), Seite 237/238, (A-5), Seite 98 - 100, (A-2), I,
Seite 179, (B-6), Seite 515, evtl. (B-2), Seite 162. Etwas ausfiihrlicher ist (B-13), Seite 71 - 74.

Ist G C C" ein Gebiet und A = N(fo,..., fx) eine (k + 1)-codimensionale regulire analytische Menge,
sowie f = (fo,..., fx), S0 setze man
X = {(w,z) € GxPF: f(w)clz)}
= {(w,[2)) € G x P : 2ifj(w) — 2z fi(w) =0 Vi, j},
und p := pr; : X — G. Dann nennt man (X, p) die monoidale Transformation von G mit Zentrum A,

und E := p~1(A) die exzeptionelle Menge. Es ist p : X \ E — G\ A biholomorph, und fiir wg € A ist
—1 ~ Dk
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Auch diesen Prozess kann man verallgemeinern. Sei X eine n-dimensionale komplexe Mannigfaltigkeit
und Y C X eine Untermannigfaltigkeit der Codimension k& + 1. Unter der monoidalen Transformation
von X mit Zentrum Y versteht man eine n-dimensionale komplexe Mannigfaltigkeit X, zusammen mit
einer Hyperfliche E und einer holomorphen Abbildung p : X — X, so dass gilt:

1. p: X\ E — X \ Y ist biholomorph.
2. E=P(Nx(Y)).

Die monoidale Transformation existiert und ist bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt. E wird auch
hier als exzeptioneller Divisor bezeichnet, und man sagt, X entsteht aus X durch Aufblasen lings Y.
Der Divisor E definiert ein Geradenbiindel L = [E] auf X mit Llpy,) = Op(n,)(—1). Nach der ersten
Adjunktionsformel (vgl. Vortrag 5) ist L|p = Ng(E).

Definition: Sei X eine kompakte komplexe Mannigfaltigkeit. Ein Vektorbiindel 7 : F — X heilit schwach
negativ, falls es eine streng pseudokonvexe relativ-kompakte Umgebung U des Nullschnittes Zg gibt, so
dass Zg maximale kompakte Teilmenge von U ist. E heifit schwach positiv, falls E* schwach negativ ist.

Man kann zeigen: Jedes positive Biindel ist schwach positiv. Ein Geradenbiindel ist genau dann positiv,
wenn es schwach positiv ist. Ein Biindel F ist genau dann schwach negativ, wenn es durch Aufblasen
entstanden ist und der Nullschnitt der exzeptionelle Divisor ist. Allerdings kann es sein, dass der aufzu-
blasende Raum Singularitidten hat (Beweise konnen hier nicht vorgefiihrt werden).

Satz: Ist E' — E"” — 0 eine exakte Sequenz von Vektorbiindeln und E' positiv, so ist auch E" positiv.
Der Beweis wird einfach durch Ubergang zur dualen Sequenz gefiihrt. (vgl. (A-4))

Satz: Sind E' und E" zwei positive Vektorbiindel, so ist auch E' & E" positiv.

Folgerung: Das Tangentialbiindel T'(P") ist positiv.

BEWEIS: ¢(1) ist positiv, und man hat die Euler-Sequenz ¢/(1)®("+1) — T(P") — 0.

Folgerung: Ist Y C P" eine Untermannigfaltigkeit, so ist Np»(Y") positiv.
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Der Satz von Schneider im allgemeinen Fall (Sera, 10.07.)

Literatur: (A-8) ,,g-positiv¢ = ,metrisch ¢g-konkav“ (vgl. Vortrag 7)

Lemma: Sei X eine komplexe Mannigfaltigkeit. Ist E ein q-positives holomorphes Vektorbindel vom
Rang k iber X, so ist L(E) ein (k + q — 1)-positives Geradenbiindel iber P(E).
BEWEIS: Man benutzt £\ Zg = L(E) \ Z1(g), vermoge v +— ([v],v). Es sei p : P(E) — X die kanonische
Projektion. Sei h die Fasermetrik auf E, beziiglich der E ¢-positiv ist. Dann definiert man h auf L(E)
durch _

h([z]; v, w) == h(p([z]); v, w).

Sei zp € X, ¢ : Ely — U x CF eine beziiglich h in xy normale Trivialisierung von E. Dann wird h

durch eine hermitesche Matrix(funktion) H = (hqg) beschrieben. z1,. .., z, seien lokale Koordinaten fiir
X nahe g, &1, ..., & Faserkoordinaten auf E,,.
p~1(U) wird durch die Mengen U,, := U x {(& : ... : &) : & # 0} iiberdeckt, x = 1,...,k. Man hat

Trivialisierungen ¢, : L(E)|5 — U, x C mit

((x,(§1:...:§k)) (61 gk))'—>(($7(51:...:£k)),)\>.

[T
Nun ist
ﬁ((l’,(ﬁl . 6)) €K(€1a'~'7€k)76%(51’"'7516)) -
= ( gﬁ(glw"7§k)7é~%(§17’”7§k))
A\l _
— ﬁ.g.}[(@.g
Al
= |€:|l2 Zhaﬁ gagﬂ

a,B

h wird also beziiglich ¢, durch die Funktion

1 —
h,{ : (fL'7 (61 e é‘k)) = W . E h/aﬁ(x)gagﬁ
ap

beschrieben.
Sei nun yo € P(E),,, 0.B.d.A. yo = (xo,(O ... 0 1)), also k = k. Ist n, 1= £,/&, so ist Ek =
Z hap(2)nals. Weil hap(20) = 6ap und (Ohap)z, = 0 ist, erhilt man

9% (hy,) %
= fiir all
azyazu (yO) 821/82“ (‘TO) ( ur alle v, :LL)a
02 (i) 02 (i)
= = 0 (fir alle v, u, v,
0,01, (yo) 91007, (yo) (fiir alle v, p, a, 3)
02 (h)
d = s fiir alle «, ).
un a5 (Yo) g (fur alle o, §)
. ey aZhocB — s
Nach Voraussetzung ist E ¢-positiv. Also hat (Z —— (20)UaTg | V, b = 1,...,n) flir jedes v =
" 02,0%Z,
2
(v1,...,v5) # 0 mindestens n — ¢ + 1 negative Eigenwerte. Insbesondere hat dann ( P akzk (mo)) min-
'S

destens n — g + 1 negative Eigenwerte, und letzteres gilt dann auch fiir die Levi-Matrix von hy in yg. Es
ist
n—q+l=(Mn+(k-1)—(k+q—1)+1=dimP(E) - (k+q—1)+1.
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Also ist L(E) (k + g — 1)-positiv.

Satz: Sei X eine kompakte komplexe Mannigfaltigkeit und Y C X eine abgeschlossene k-codimensionale
komplexe Untermannigfaltigkeit mit q-positivem Normalenbiindel. Dann ist X \Y eine (k+q—1)-konvezxe
Mannigfaltigkeit.

BEWEIS: Man blist X ldngs Y auf. Sei X’ dieso erhaltende monoidale Transformation und Y’ C X’ der
exzeptionelle Divisor. Sei 7 : X/ — X die zugehorige holomorphe Abbildung, so dass 7 : X'\ Y’ — X\Y
biholomorph ist, sowie Y/ = P(Nx(Y)). Sei N = Nx(Y). Dann ist L(N) (k + g — 1)-positiv. Es ist
L(N) = Nx:(Y") (siehe Vortrag 9). Nach dem Hyperflachenfall (vgl. Vortrag 8) ist dann X'\Y”’ (k+¢—1)-
konvex, also auch X \ Y.

Folgerung: Sei X eine kompakte kompleze Mannigfaltigkeit und Y C X eine abgeschlossene k-codimen-
sionale komplexe Untermannigfaltigkeit mit q-positivem Normalenbiindel. Dann gilt fir jede kohdrente
analytische Garbe F auf X \'Y :

dime H/(X \ Y, Z) <oo fiiri>k+q— 1.

Man braucht dazu die Andreotti/Grauert-Theorie (Vortrag 3).

Folgerung: Sei X eine kompakte kompleze Mannigfaltigkeit undY C X eine abgeschlossene k-codimen-
sionale komplexe Untermannigfaltigkeit mit positivem Normalenbiindel. Dann ist X \'Y eine k-konvezxe
Mannigfaltigkeit.

Klar, denn 1-positiv bedeutet ,,positiv¢ (Vortrag 7).

Folgerung: Sei Y C P" eine abgeschlossene k-codimensionale komplexe Untermannigfaltigkeit. Dann ist
P*\'Y eine k-konvexre Mannigfaltigkeit.

Das folgt aus der Positivitit des Tangentialbiindels des P™.
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Ersatztermin (17.07.)
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