Differentialgeometrie von Kurven und Flichen

3 Geoditische (Vortrag Nr. 11)

Sei S eine Fliche und « die ausgezeichnete Parametrisierung einer Kurve auf S, p = a(t) € S
und T := o/(t). Auerdem sei N der (durch die Orientierung der Fliche festgelegte) Normalen-
vektor in p. Weil {N, T, N x T'} eine ON-Basis des R? ist und (o’ , o’) = 0, gibt es Koeffizienten
kp und kg, so dass gilt:
a’(t) = knN + K4g(N x T).

Dabei liegt N x T in T,(S).
Sei N, der Hauptnormalenvektor zu « in p (siehe Vortrag iiber Raumkurven) und x = ||’ (t)||
die Kriimmung der Kurve «. Dann ist

K2 =(a"(t), " (t)) =kl + K, und KN, =a"(t),

also
Kkn = <O/,(t)aN>:’i'<NavN>
= K-cos,

wobei 1 der Winkel zwischen N, und N ist. Mit dem Satz von Meusnier folgt, dass k,, = Ky
die schon bekannte Normalenkriimmung ist.

kg = (" (t), N x T) heiit geoddtische Krimmung. Die Kurve a heifit eine Geoddtische,
falls k, = 0 ist. Das ist genau dann der Fall, wenn «’(t) parallel zu N ist (also = 0 oder
senkrecht zu S ist). Zum Beispiel ist jede Gerade eine Geodéitische. Und auch der Schnitt von
S mit einer zu T,(S) senkrechten Ebene ist eine Geodétische. Damit werden Grofikreise auf der
Sphire erfasst.

Satz von Minding: Die geoditische Krimmung ist intrinsisch.

Satz: Ist a eine ausgezeichnet parametrisierte Kurve, so dass ithre Linge zwischen zwei Punkten
immer die kiirzest-mdogliche ist, so ist a eine Geoditische.

Der BEWEIS wird mit Variationsrechnung gefiihrt.
Wenn noch Zeit bleibt, kann das Folgende behandelt werden:

Sei S eine Fliache, a : I — S eine parametrisierte Kurve. Ein Vektorfeld ldings « ist eine
Abbildung w : I — R* mit w(t) € Ty (S) fiir alle ¢ € I. Man kann schreiben:

w(t) = a(t)pu(a(t)) + b(t) @y (a(t))-

Dann ist

w'(t) = d)pulalt)) +b'(t)e.(a(t)
+a(t) [puu(a(t) @y (t) + puv(a(t))as(t)] + b(t) [pun (a(t)) ) (t) + pou(alt))as(t)]-
Schreibt man @qq, @uw und @,, jeweils wieder als Linearkombination von ¢,, ¢, und N und
fasst man alle Terme bei ¢,, und ¢, zusammen, so erhilt man die tangentiale Komponente von
w'(t). Die nennt man kovariante Ableitung und schreibt dafiir % Ist iiberall % =0, so
nennt man w parallel (oder parallelverschoben).

/

el 0 ist, wenn also o’ (t) verschwindet oder auf

« ist genau dann eine Geodétische, wenn
S senkrecht steht (s.o.).




4 Kartenprojektionen (Vortrag Nr. 12)

Sei R C S? eine offene Teilmenge (in der Relativtopologie). Ein Diffeomorphismus p: R — U C
R? ist eine ,jideale Kartenprojektion, falls p Langen, Winkel und Flidcheninhalte erhilt.

Satz: Es gibt keine ideale Kartenprojektion.

Zum Beweis betrachte ein Dreieck auf der Sphére, dessen Seiten Grofikreise, also Geodétische
sind.

Sei S eine Fliche. Der Winkel zwischen zwei Kurven o, 3 : (—¢,+¢) — S mit «(0) = 3(0) ist
der Winkel zwischen den Vektoren o/(0) und £’(0). Ein Diffeomorphismus F : S; — Sy heifit
konform, falls er winkeltreu ist, falls also immer der Winkel zwischen F' o o und F o 8 mit
dem Winkel zwischen o und f iibereinstimmt. Die Abbildung F' heifit flichentreu, falls sie
Flacheninhalte erhélt.

Satz: Ein Diffeomorphismus F : S1 — Ss ist genau dann konform, wenn es eine positive
Funktion X : S1 — R gibt, so dass fiir alle p € S1 und v,w € T,(S1) gilt:

I,(v,w) = Xp) - Ipp) (Fkpv, Fipw).
Sei ¢ : (—m,m) x (—7/2,7/2) — S? definiert durch
©(1),0) := (cos ) cos f,sin 1 cos @, sin 6).

Dabei beschreibt ¢ die geographische Lénge (von Greenwich aus gemessen) und 6 die geogra-
phische Breite (vom Aquator aus gemessen). In diesen Koordinaten ist E = cos?#, F = 0 und
G=1.

Satz: p : R — R? sei eine Kartenprojektion, und E,f,é seien die metrischen Koeffizienten
der Karte p o ¢ fiir den R2. Gibt _es eine positive Funktion A, so dass £ = X - cos? 0, F =0 und
G = ) ist, so ist p konform. Ist EG — F? = cos? 6, so ist p flichentreu.

Hier folgen nun einige wichtige Beispiele:

1. Die stereographische Projektion.

Die Sphire S = {(z,y,2 + 1) : 22 +y? + 22 = 1} wird vom Nordpol 7' = (0,0, 2) aus auf
die Ebene {(z,y,z) : z = 0} projiziert. Das ergibt die Abbildung p : (z,y, z) — (u,v,0) =

2 2y 1.
(1_2, 1_Z,0), und man erhéilt:

4cos? 0
(1 —sin6)2’

4

E(,0) =

Dann sieht man: p ist konform, aber nicht flichentreu.

2. Die Mercator-Projektion.

Lingenkreise (zwischen Nord- und Siidpol, ) = const.) heilen Meridiane, Breitenkreise
oder Parallelkreise sind durch 8 = const. gegeben. Eine Kurve, die mit allen Meridia-
nen einen festen Winkel bildet, heifit Loxodrome. Diese sind in der Navigation besonders
beliebt. Mercator konstruierte eine Kartenprojektion mit den folgenden Eigenschaften:

a) Die Bilder von Meridianen und Parallelkreisen sind orthogonal zueinander.

b) Loxodrome werden auf Geraden abgebildet.



Damit eine Kurve auf der Sphére eine Loxodrome ist, muss sie eine gewisse Differenti-
algleichung erfiillen. Die Bedingungen (a) und (b) schrinken weiter ein. Die Mercator-
Projektion pys : S? — R? muss die Gleichungen

dv

pym o (¥, 0) = (,v(0),0) und = o

(mit einer Konstanten b)
erfiillen. Sie ist genau dann konform, wenn b = +1 ist. Lost man die Differentialgleichung,
so erhélt man eine explizite Beschreibung der Mercator-Projektion.

. Lamberts Zylinder-Projektion.

Projiziert wird von der Mittelachse aus auf einen Zylinder, der der Sphére umbeschrieben
ist. Dann wird der Zylinder zu einer Ebene ausgerollt. Daher ist die Zylinder-Projektion
pz : S? — R? gegeben durch pz o ¢(v,0) = (1,sin6,0). Dann folgt sehr leicht, dass pz
flichentreu ist. Auflerdem werden Meridiane auf vertikale und Breitenkreise auf horizon-
tale Geraden abgebildet.



