Differentialgeometrie von Kurven und Flidchen

1 Hilfsmittel

1.1 Erinnerung an die Analysis 2

f: B — R heit in x¢ (total) differenzierbar, wenn es eine Linearform L : R” — R und eine
Funktion r : B — R gibt, so dass gilt:

1. f(x) = f(x0) + L(x — x¢) + 7(x — X0).

. r(h)
. lim =
h—0 [/h|

Die Linearform Df(xg) := L nennt man die (totale) Ableitung von f in xo. Es gibt einen
Vektor a € R™, so dass Df(xg)(h) = a«h ist. Man nennt diesen Vektor Vf(xo) := a den
Gradienten von f in x¢. Es gilt:

Vf(xo)z(g—i(xo),...,%(xo)), also Df(xo)(h):Zhl,aifu(xo).

Aus der totalen Differenzierbarkeit folgt die Stetigkeit. Aus der stetigen partiellen Differenzier-
barkeit folgt die totale Differenzierbarkeit.

Ist @ : I — R™ eine differenzierbarere Abbildung (also ein parametrisierter Weg, vgl. niichster
Vortrag) und f eine differenzierbare Funktion auf R", so gilt folgende (spezielle) Kettenregel:

(foa)(t)=Vf(a(t)) /(1)
Gelegentlich braucht man den Mittelwertsatz:

Sei B C R™ offen und konvez, f : B — R eine differenzierbare Funktion. Dann gibt es zu je
zwei Punkten a,b € B eint € (0,1) mit

f(b) — f(a)= Vf(a—i—t(b—a)) «(b—a).

Ist also K C B eine kompakte, konvexe Teilmenge und f auf B sogar stetig differenzierbar (also
alle partiellen Ableitungen stetig), so gibt es eine Konstante C' > 0, so dass gilt:

[£(b) — f(a)| < C- b —al|.

Das folgt mit Hilfe der Ungleichung von Cauchy-Schwarz und der Tatsache, dass stetige Funk-
tionen auf kompakten Mengen beschréinkt bleiben.

Sei B C R™ offen. Eine Abbildung f = (f1,..., fm) : B — R™ heifit in a € B differenzierbar,
falls alle Komponentenfunktionen f1,..., f,, in a differenzierbar sind.

Die durch Df(a)(v) := (Dfi(a)(v),...,Dfm(a)(v)) gegebene lineare Abbildung
Df(a): R" - R™

heifit die Ableitung von f in a.

Die Matrix Je(a) € My, »(R), die Df(a) (beziiglich der Standardbasen) beschreibt, nennt man
die Funktionalmatriz oder Jacobi-Matrix von f in a. Arbeitet man mit Zeilenvektoren, so
ist

Df(a)(v) =veJe(a)'.



Ist m = 1, so ist Jy(a) = Vf(a). Ist n = 1, so ist Je(a) = f'(a)’. Fiir differenzierbare
Abbildungen gilt die allgemeine Kettenregel:

Sei B C R™ offen, f : B — R™ in xo € B differenzierbar, U C R™ offen, f(B) C U und
g: U — R inyg = f(xo) differenzierbar. Dann ist gof : B — R¥ in xq differenzierbar und es
gilt:

D(gof)(xo) = Dg(f(x0)) o Df(x0) bzw. Jgor(x0) = Jg(f(x0)) - Je(x0).

Es seien nun G1,Go C R™ zwei Gebiete. Eine differenzierbare Abbildung f : G; — G heifit
ein Diffeomorphismus, wenn f bijektiv und f~' : Go — G ebenfalls differenzierbar ist. In
diesem Zusammenhang ist der Satz von der Umkehrabbildung wichtig:

Sei M C R™ offen, £ : M — R"™ stetig differenzierbar. Ist xo € M, £(xq) = yo und det Jg(xq) #
0, so gibt es offene Umgebungen U(xo) C M und V(yo) C R™, so dass gilt:

1. det Jg(x) # 0 fiir allex € U.
2. £:U — V ist bijektiv.
3. £71:V — U ist wieder differenzierbar.
4. Firx e U undy = f(x) ist Df “1(y) = (Df(x))"!.
Aus dem Satz von der Umkehrabbildung folgt der Satz iiber implizite Funktionen:

Auf dem Gebiet G C R" = RF x R™ sei das Gleichungssystem f(x,y) = 0 gegeben. Ist
f(x0,y0) = 0 und die Matriz

0 0
i(:c("),...,xﬁf)) i(91:(10),..., 5?))
of O0Tp41 Okt
?(X()»YO) = : : € Mym(R)
Y of of
m (z(o),...,a:ﬁ?)) n (zgo),...,xéo))
Oxf+1 0Tk ym

regulir, so gibt es Umgebungen U(xq), V(yo) mit U x V C G und eine stetig differenzierbare
Abbildung g : U — V', so dass gilt:

1. g(x0) = yo.
2. Fir (x,y) e U xV gilt: f(x,y)=0 <= y=g(x).
Insbesondere ist £f(x,g(x)) =0 firx e U.
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3. Es ist Jg(x) = — (%(x,g(x))) : %(x,g(x)) auf U.

Dabei wird folgende Aufteilung der Jacobi-Matrix benutzt:

sxy) = (Gexw) | Gox))

Typisches Beispiel: Sei f : R® — R gegeben, f (0,0, 20) = 0 und g—f(zo, Yo, 20) # 0. Dann gibt
x

3
es eine offene Umgebung U von (zg, Yo, 20), so dass die Menge M := {(x,y,2) : f(z,y,z) =0}
lokal (in U) wie der Graph einer Funktion g aussieht:

MOU={(z,y,2) : 2= g(z,y)}

Das ist das typische Modell einer Fliche im 3-dimensionalen Raum.



1.2 Differentialgleichungen

Sei G C R x R™ ein Gebiet und F : G — R eine stetige Abbildung. Unter einer Ldsung der
Differentialgleichung

y' =F(t,y)
versteht man eine Abbildung ¢ : I — R"™ mit folgenden Eigenschaften:
1. I C R ist ein Intervall, und der Graph {(¢, (t)) : t € I} liegt in G.
2. o ist stetig differenzierbar, und es ist ¢’(t) = F (¢, ¢(t)) auf I.

Es handelt sich eigentlich um ein System von Differentialgleichungen:

yi = Fl(t7y17"‘7yn)a
yr = Fo(tyi,....yn).
R~
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Ist ¢ eine Losung von y’ = F(t,y) und ¢(tg) = xo, so sagt man, ¢ erfiillt die Anfangsbe-
dingung (to,Xo). Die Losung heifit mazimal, wenn sie sich nicht zu einer Losung mit groferem
Definitionsbereich fortsetzen lisst. Man sieht sofort:

Ist ¢ Lésung der DGL y' = F(t,y) und F k-mal stetig differenzierbar, so ist @ (k + 1)-mal

stetig differenzierbar.

BEWEIS: Definitionsgemif} ist ¢ einmal stetig differenzierbar, aber ¢'(t) = F(t, (1)) ist
auch wieder stetig differenzierbar. Also muss ¢ sogar zweimal stetig differenzierbar sein. Dieses
Argument kann man so lange wiederholen, bis der Differenzierbarkeitsgrad von F erreicht ist. m

Sei G C R x R"™ ein Gebiet. Eine stetige Abbildung F : G — R" geniigt auf G einer Lipschitz-
Bedingung mit Lipschitz-Konstante k, falls gilt:

|F(t,x1) — F(t,x2)|| < k- ||x1 — x2f|, fiir alle Punkte (¢,x1), (¢,x2) € G.

F geniigt lokal der Lipschitz-Bedingung, falls es zu jedem (tp,x0) € G eine Umgebung U =
U(tg,x0) C G gibt, so dass F auf U einer Lipschitz-Bedingung geniigt.

Letzteres ist z.B. der Fall, wenn F = F(t,z1,...,2,) auf G stetig und nach den Variablen
T1,...,T, stetig partiell differenzierbar ist.

Lokaler Existenz- und Eindeutigkeitssatz: Sei G C R xR"™ ein Gebiet, F : G — R" stetig.
Geniigt F lokal der Lipschitz-Bedingung, so gibt es zu jedem (to,yo) € G eine > 0, so dass auf



I:= 1ty —e,to + €] genau eine Lisung @ der Differentialgleichung y’ = F(t,y) mit ¢(to) = yo
existiert.

Nun betrachten wir das globale Verhalten von Losungen einer DGL y’ = F(t,y) auf einem
Gebiet G C R x R™. Die Abbildung F' geniige lokal der Lipschitz-Bedingung.

1. Schritt: Losungskurven enden nicht!

Ist ¢ : [tg,t1] — R™ eine Losung, so gibt es ein to > t; und eine Losung @ : [tg,t2) — R™ mit
‘ﬂ[to,tl] = p.

BEwEIs: Nach dem lokalen Existenz- und Eindeutigkeitssatz gibt es ein ¢ > 0 und eine
eindeutig bestimmte Losung ¢ : (t1 — &,t1 + £) — R™ mit 1(¢1) = ¢(¢1). Aulerdem ist

Y'(t1) = F(t1,¥(t1)) = F(t1, 0(t1)) = &' (t1).
Also ist @ : [to,t1 +¢) — R™ mit

5(t) = p(t) firto <t <ty
PE= 0 0t fiirty <t <t +e.

stetig differenzierbar und damit eine Losung iiber [tg,t1 + ). ]
2. Schritt: Losungen mit gleicher Anfangsbedingung sind eindeutig!
Sind p, 1 : [to,t1) — R™ zwei Losungen mit p(tg) = ¥(to), so ist ¢ = 1.

BEwEIs: Nach dem lokalen Eindeutigkeitssatz gibt es ein e > 0, so dass ¢(t) = ¥(t) fiir
to <t <tg+eist. Ist ¢ =1 auf ganz [tg,t1), so ist nichts mehr zu zeigen. Andernfalls sei

t* = inf{t € [to,t1) : @(t) #¥(t)}.

Dann ist tg < t* < t1, und es muss @(t*) = ¢ (t*) sein, denn die Menge aller ¢ mit (t) # ¥(¢)
ist offen. Wegen der lokalen Eindeutigkeit wire dann aber auch noch in der Néhe von t* die
Gleichheit von ¢(t) und 1 (t) gegeben. Das ist ein Widerspruch zur Definition von ¢*. ]

Zusammengenommen ergibt das den globalen Existenz- und Eindeutigkeitssatz:

Zu vorgegebener Anfangsbedingung (t9,yo) € G gibt es Zahlen t_,¢, € R mit t_ < tg < t;
und eine Losung ¢ : (t—,%1) — R™ mit folgenden Eigenschaften:

L. (o) = yo.
2. ¢ lasst sich auf kein grofleres Intervall fortsetzen.
3. Ist ¢ : (t—,t1) — R™ eine weitere Losung mit ¢ (tg) = yo, so ist ¢ = ).

4. Die , Losungskurve® ®(t) := (¢, p(t)) lduft in G ,,von Rand zu Rand* : Zu jeder kompakten
Teilmenge K C G mit (tg,y0) € K gibt es Zahlen ¢y, t5 mit

o <t <tg <ty <ty,

so dass ®((t—,t1)) C G\ K und ®((t2,t4)) C G\ K ist.



1.3 Beispiele von Differentialgleichungen

1) Die ,,Hundekurve*
Y

a? —

7 _ 2
Suche y = y(z) mit y(a) = 0. Dann ist ' = —tana = YT TP Dann st
x

y(x):—/#dx.

Es muss nur das Integral berechnet werden. Zunéchst ergibt die Substitution = 1/t (mit
dr = —dt/t?):

1 dt

2

1 1 a2 — 2 _
——In(t+ /P —1/a?) + C = —Elnw+07

/ dx
zva? — z2

T

wobei man Folgendes benutzt: Schreibt man t? — ¢? = (u — t)?, so ist u? + ¢ = 2ut, also

t = (u? +¢?)/(2u) und dt = ((u® — ¢)/(2u?)) du. Daraus folgt:

dt du
_ _ _ 2 _ 2
/ tz_CQf/ufln(u)+C’fln(t+\/t ).
Zusammen erhilt man:

/\/aQ—xQd a® — 2?2 d
— | ——dx — | —dx
x a2 — 22
rdr

dx
9
¢ /x\/a2—x2 * va? — 2
N )
a.ln(w)_,/a2_m2+a
T

Die Anfangsbedingung y(a) = 0 liefert C' = 0. Setzt man x = asinf, so ist y =

2) Differentialgleichungen mit getrennten Variablen:

Unter einer Differentialgleichung mit getrennten Variablen versteht man eine Differentialglei-
chung der Form

Y = flx)g(y),

wobei f: I — R und g : J — R stetige Funktionen auf geeigneten Intervallen sind.

Wir wollen das Anfangswertproblem 16sen, d.h., wir suchen eine Funktion ¢ mit ¢(z¢) = yo
und ¢'(z) = f(z) - g(p(2)).



1. Fall: Ist g(yo) = 0, so ist fiir jedes zp € I die konstante Funktion ¢(x) = yo eine Losung mit
¢(xo) = yo.

2. Fall: Sei Jy C J ein offenes Intervall, auf dem g keine Nullstellen hat, und yo € Jy. Ist ¢
eine Losung auf T mit ¢(xg) = o, so ist g(p(z)) # 0 nahe 25 und

Also ist

/m: f(t)dt = /ﬂ: gg(”;((?)) dt = /:(x) ﬁdu.

Sei nun F' eine Stammfunktion von f auf I und G eine Stammfunktion von 1/g auf Jy. Dann
ist Fl(xz) — F(x0) = G(e(z)) — G(yo). AuBerdem ist G'(x) = 1/g(x) # 0 fiir z € Jy, also G dort
streng monoton. Damit ist G umkehrbar und

p(x) = GT(F(2) = F(xo) + G(yo))-

Die Probe zeigt sofort, dass ¢ tatséchlich die DGL 16st.

|
|
|
I |
0 | ©
yo ....... | A :

y(t) = y2 (Nullstelle von g)

Bemerkung: Die Physiker haben — wie immer — eine suggestive Schreibweise dafiir:

%—f( J9ly) = 0 fz)d

Ay _ x) dx
= =/ @a
= Gy)=F(z)+c
— y=G YF(z)+c).

Damit y(xg) = yo ist, muss man ¢ = G(yo) — F(xo) wihlen.

1
Als konkretes Beispiel nehmen wir die DGL ¢ = zy?. Hier ist f(x) = x, also F(z) = 5332,

1

sowie g(y) = y?, also G(y) = —— (auf jedem Intervall .J, das nicht die Null enthlt). Dann
Y

erhalten wir die Losungen

12
22/24+c¢  2c+a2?

ye(x) = GTH(F(z) +¢) =

Hinzu kommt die konstante Losung y(xz) = 0, die sich aus der einzigen Nullstelle von ¢(y)
ergibt.



3) Lineare Differentialgleichungen:

Eine allgemeine lineare DGL 1. Ordnung iiber einem Intervall I hat folgende Gestalt:
y' + a(x)y = r(z), mit stetigen Funktionen a,r : I — R.

Ist r(x) = 0, so spricht man vom homogenen Fall. Dann ist auf jeden Fall die Funktion
y(z) = 0 eine Losung. Suchen wir nach weiteren Losungen, so kénnen wir voraussetzen, dass
y(x) # 0 fiir alle z € I ist, und es gilt:

(gl (@) = L& = _a(a).

Ist A(x) eine Stammfunktion von a(z) iiber I, so ist

y(x) = c. e A,

mit einer Integrationskonstanten c¢, die auch < 0 sein darf.

1.4 Das Vektorprodukt

Im R?3 ist es niitzlich, sich des Vektorproduktes zu bedienen.
Sind v, w zwei linear unabhéngige Vektoren des R?, so ist die Zuordnung
a— det(a,v,w)

eine Linearform # 0. Deshalb gibt es einen eindeutig bestimmten Vektor u, so dass det(a, v,w) =
a-u fiir alle a € R? gilt. Diesen Vektor u nennt man das Vektorprodukt von v und w und
bezeichnet ihn mit v x w. Allgemein ist also

as(vxw)=det(a,v,w) fiir alle a € R".

Setzt man fiir a nacheinander die Einheitsvektoren ey, es, e ein, so erhélt man die drei Kom-
ponenten des Vektors v X w und damit die Gleichung

VXW = (det(el,v,w),det(eg,v,w),det(eg,,v,w))

= (vow3 — V3Wa, VW — VIW3, V1 W2 — VoW1 ).

Aus den Eigenschaften der Determinante folgt:
Das Vektorprodukt ist bilinear, es ist w x v=—-v xwund ve (v x w) =we (v x w) = 0.

Ist {aj,as,a3} eine positiv orientierte Orthonormalbasis des R3, also eine ON-Basis mit
det(ay,az,a3) =1,

so gilt:
a; X ag = ag, as X ag = a; und ag x a; = ao.

Das folgt daraus, dass v = (aj *v)a; + (az *v)ag + (az * v)as fiir jeden Vektor v € R? gilt.



2 Kurven

Ausgezeichnete Parametrisierung (P. nach der Bogenldnge): ||o/(t)|| = 1.

Lemma: Ist n(t) = 1, so ist n/(¢) +n(t) = 0.

¢
Bogenlinge: s(t) := / |l (u)|| du.
to

Ist a regulér (also o' (u) # 0), so ist s differenzierbar und s'(t) = ||&/(¢)||. Jede regulidre Kurve
besitzt eine ausgezeichnete Parametrisierung.

Sel « eine ausgezeichnet parametrisierte Kurve. Dann ist x(s) = [|o/(s)| die Krimmung bei

a(s).

1 X /
Ist a beliebig regulér, so ist Kk = M

[le/]?

Bei ebenen Kurven ist man noch genauer. Identifiziere R? mit C. Sei @ ausgezeichnet para-
metrisiert, T := o/, N := i -T. Dann ist o = T" orthogonal zu T', also parallel zu N. Die Basis
{T, N} heifit , begleitendes Zweibein“. Definiere die orientierte Kriimmung r, durch

o =k, N.
Dann ist 7"« N = k, und k = |k,|. Zu jeder Funktion g : I — R gibt es eine ausgezeichnete
Parametrisierung o : I — R? mit Kriimmung x, = ¢. Es gelten die Frenet’schen Formeln:

T'(s) = Ko NN,
N'(s) = —k,T

Sei ko(s) # 0. Betrachtet man si, s2, s3 nahe s, so liegen die drei Punkte x; = «(s;) nicht
auf einer Geraden und bestimmen eindeutig einen Kreis. Lésst man die s; gegen s streben, so
streben die zugehorigen Kreise gegen den ,,Schmiegkreis® mit Mittelpunkt ¢(s) auf der Normalen
und Radius 1/k(s).

Raumkurven: Sei o : I — R? eine ausgezeichnet parametrisierte Raumkurve, T = o. Weil T"

1
senkrecht auf 7' steht, nennt man N := —71" den Hauptnormalenvektor.
K

B := T x N heifit Binormalenvektor. Dann ist {T', N, B} eine positiv orientierte ON-Basis des
R3, das , begleitende Dreibein“. Die von T und N aufgespannte Ebene heifit ,,Schmiegebene®, die
von T und B aufgespannte Ebene die , rektifizierende Ebene“ und die von N und B aufgespannte
die ,Normalenebene“. Es gelten die Frenet’schen Formeln:

T'(s) = Ko,
N'(s) = —roT +7B,
B'(s) = —TN

Der Faktor 7 = N’ B heifit die Torsion. Es gibt Formeln fiir 7', N, B und 7 im Falle beliebiger
reguldrer Kurven. Sind Kriitmmung, Torsion und Anfangswerte fiir 7', N, B gegeben, so gibt es
dazu eine eindeutig bestimmte Kurve.

Ist die Kriimmung konstant und die Torsion = 0, liegt ein Kreis vor

Globale Eigenschaften von Kurven:

Eine einfach geschlossene Kurve ist durch eine periodische Parametrisierung o : R — R?
mit kleinster Periode a > 0 gegeben. Man spricht von einer , Jordan-Kurve“. Dafiir gilt der
Jordan’sche Kurvensatz: Das Komplement von C = «(R) besteht aus zwei Zusammen-
hangskomponenten (dem Inneren I(C) und dem AuBeren A(C)), C ist gleichzeitig Rand von



I(C) und von A(C). Der Satz wird im Seminar nicht bewiesen. Im Folgenden geht es um
einfach-geschlossene Kurven.

1. Die isoperimetrische Ungleichung: Sei ¢ die Linge der Kurve und F' der Flicheninhalt
von I(C). Dann ist 2 —47F > 0, und die Gleichheit gilt genau dann, wenn die Kurve ein Kreis
ist.

Das bedeutet, dass bei fester Lange der Kreis diejenige Kurve ist, die das Gebiet mit grofftmogli-
chem Flacheninhalt berandet.

2. Der Vier-Scheitel-Satz:

a(t) heiit Scheitel, wenn r,(t) = 0 ist. Das bedeutet in der Regel, dass &, dort ein Maximum
oder Minimum hat

Es gilt: Eine einfach geschlossene, ebene, konvexe Kurve hat mindestens vier Scheitel.
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