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2.Teil: Hilbertraum und Quantisierung

Es gibt einen heuristischen und einen axiomatischen Zugang zur Quantenphysik.
Hier ist nicht der Platz, die Grundziige der Quantenmechanik aus Experimen-
ten und physikalischen Untersuchungen spezieller Systeme herzuleiten, zumal das
auch nur in eingeschrinktem Mafle moglich ist. Tatséchlich hat man, motiviert
durch experimentelle Erkenntnisse, eine axiomatische Quantentheorie aufgestellt,
die sich bew&hrt hat. Viele Ergebnisse dieser eher mathematischen Theorie konnten
nachtréglich physikalisch bestéatigt werden. Dazu muss noch gesagt werden, dass es
auch unterschiedliche axiomatische Ansétze gibt (ich gehe hier z.B. nicht auf die
Gelfand-Segal-Konstruktion der Observablen-Algebra als x-Algebra ein), dass aber
letzten Endes immer die gleiche Theorie herauskommt. Im Folgenden beschreibe
ich den in den Lehrbiichern am héufigsten verwendeten Zugang.

Das klassische Konzept der Bahn eines Teilchens wird in der Quantenphysik durch
den zeitabhdngigen Zustand ersetzt, und dieser Quantenzustand wird durch eine
Wellenfunktion 1(x,t) beschrieben, wie man sie schon aus der Elektrodynamik
kennt. Da es jetzt aber um Partikel geht (im Sinne des Teilchen-Welle-Dualismus),
spricht man auch von Materiewellen. Einfachster Typ einer Welle ist die ebene,
monochromatische Welle

P(x,t) = e kx|

Das ist eine Schwingung mit der Frequenz w, die sich mit konstanter Geschwin-
digkeit in Richtung des , Wellenvektors® k ausbreitet. Jede allgemeine Welle ist
Uberlagerung von solchen ebenen, monochromatischen Wellen. Jede Frequenz w
liefert iiber die Gleichung £ = hw eine wohlbestimmte Teilchenenergie.

Um Teichen durch Wellen von begrenzter Ausdehnung beschreiben zu kénnen, muss
man sogenannte Wellenpakete einfiithren:

h(x,t) = 3/2/f el (kx=90) k

Das ist eine raumliche Fourier-Transformation, die man sich als Uberlagerung eines
ganzen Kontinuums von monochromatischen Wellen vorstellen muss. Die Funktion
f bestimmt die Gestalt des Wellenpakets. Die Funktion v soll zumindest quadra-
tintegrabel sein (was uns zum Hilbertraum-Konzept fiihrt), in gewissen Fillen auch
hinreichend oft differenzierbar.

Die Wellenfunktion (x,t) bezeichnet man als Wahrscheinlichkeitsamplitude fiir
den Aufenthalt des betrachteten Teilchens. Die GroBe |1 (x,)|? interpretiert man
als Wahrscheinlichkeitsdichte.

Nun postuliert man, dass die Wellenfunktion eines Quantensystems seinen dynami-
schen Zustand bestimmt, dass sich also aus der Kenntnis der Funktion x +— 1)(x, t)
(zu einem festen Zeitpunkt ¢) alle Vorhersagen iiber das kiinftige dynamische
Verhalten ableiten lassen (sofern solche Vorhersagen iiberhaupt gemacht werden
konnen).
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Man muss also eine (Differential-)Gleichung fiir die Ausbreitung der Welle ¢ ken-
nen. Man kann hier Plausibilititsiiberlegungen anstellen, die Gleichung kann aber
nicht wirklich deduktiv hergeleitet werden. Die Bewegungsgleichung muss postu-
liert werden, so wie man das aus anderen Bereichen der Physik kennt (z.B. im Falle
der Newtonschen Bewegungsgleichung ,, Kraft = Masse - Beschleunigung = zeitliche
Anderung des Impulses“). Es gibt allerdings ein paar Indizien: Da man fiir die
Wellen ein Superpositions-Prinzip haben mochte, muss die Gleichung (homogen-)
linear sein. Und damit die spétere Entwicklung eines Systems aus der Kenntnis
eines Anfangszustandes hergeleitet werden kann, muss es sich um eine Differenti-
algleichung erster Ordnung in Bezug auf die Zeit handeln. Schlieflich muss eine
formale Analogie zu klassischen Bewegungsgleichungen bestehen, das besagt das
Korrespondenzprinzip:

Da die klassische Physik ,makroskopisch richtig® ist, muss die Quantentheo-
rie fir den Grenzfall grofler Quantenzahlen asymptotisch in die klassische
Theorie tiibergehen.

Alles zusammen fiihrte schliellich zu der bekannten Schrddinger-Gleichung fiir ein
Teilchen mit Masse m in einem Potential V:
0 h?

i haw(x, t) = —%Aw(x, t)+ V(x,t)(x,t).

Dabei ist A = §%/0x* + 9?/0y* + §?/02* der Laplace-Operator. Der Operator

h2
H=——A+V(x,t
oA T V(x,t)
wird aus Griinden, die weiter unten zur Sprache kommen werden, amls2 Hamilton-
Operator bezeichnet. Er soll der klassischen Hamilton-Funktion H = - +V eines

mechanischen Systems entsprechen. Das macht nur Sinn, wenn man den Operator

: .0 .. o0 .0
P.——IhV—(—Ih%,—Iha—y,—lha)

als Impuls auffasst.

Wieso werden jetzt klassische Beobachtungsgrofien zu Operatoren? Das héngt mit
folgender Feststellung zusammen:

Jede Messung im mikroskopischen Bereich verdndert den Zustand des Sys-
tems. Deshalb sind die Observablen (beobachtbare Grifen) in der Quanten-
physik lineare Operatoren auf dem Hilbertraum der Zustinde.

Auf den genauen Mechanismus, wie den makroskopischen Gréflen quantenphysi-
kalische Observablen zuzuordnen sind, gehe ich spéater noch ein. Der Hamilton-
Operator misst die Energie des Systems. Da sich herausgestellt hat, dass nur die
Eigenwerte von H als Messergebnisse von Energiezustédnden auftreten, fordert man
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ganz allgemein, dass die Messergebnisse von Observablen unter deren Eigenwerten
zu suchen sind. Da die Messergebnisse reell sein miissen, sollten die Observablen
hermitesche Operatoren sein. Kann eine Grofle exakt gemessen werden, so miissen
die Werte im diskreten Spektrum des entsprechenden Operators liegen. Kann fiir die
Werte nur ein bestimmter Bereich angegeben werden, so liegt dieser im kontinuierli-
chen Spektrum (zur Spektraltheorie von hermiteschen Operatoren im Hilbertraum
vgl. Anhang E).

Definition.
Ein quantenmechanisches System ist durch ein Paar (¢, H) gegeben, welches
den folgenden vier Axiomen geniigt:

1. S ist ein separabler (komplexer) Vektorraum. Die Zustdnde des Systems
werden durch die 1-dimensionalen Unterrdume (sogenannte Strahlen) re-
préasentiert. P(#°) bezeichne die Menge der Zusténde.

2. Die Observablen des Systems werden durch die (dicht definierten) selbst-
adjungierten Operatoren auf J¢ reprisentiert. & bezeichne die Menge der
Observablen.

3. Der Hamilton-Operator H ist eine Observable und bestimmt die Dynamik
des Systems in folgendem Sinne: Ist ¢y € P(J#) ein Zustand des Systems,
der durch fy € 2 mit || fo|| = 1 représentiert wird, so wird die zeitliche
Verdnderung ¢; des Zustandes représentiert durch die eindeutig bestimmte
Losung f(t) der Differentialgleichung

f1(t) = =i H(f(1)),
mit der Anfangsbedingung f(0) = fo.

4. Sei ¢ € P(H) ein Zustand des Systems, der durch f € 2 mit ||f|| = 1
repréasentiert wird, sowie 7" eine Observable mit Spektralschar (E)). Fiir ein
Intervall J = (a, b] ist dann

P, T, J) = / A1 EfI1)

die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ein Messwert der Observablen T im Zu-
stand ¢ im vorgegebenen Intervall J liegt.

Bemerkungen:

1) Dass man einen separablen Hilbertraum wéhlt, hat eher praktische Griinde. Die
Menge P(s#) der ,Strahlen“ ist der dem Vektorraum ¢ zugeordnete projektive
Raum. Da man jeden Zustand i € 5 auf die Lange 1 normieren kann, versteht
man unter den Strahlen manchmal auch nur Mengen der Gestalt {¢) = e'7 - ¢ :
7 € R}. Vollig eindeutig kann man die Zustidnde allerdings nicht machen, denn
der Phasenfaktor €' kann nicht gemessen werden. Leider wird die Theorie unnétig
kompliziert, wenn man mit Strahlen an Stelle von Vektoren arbeiten muss. Deshalb
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arbeitet man in der Praxis doch mit den Vektoren in . (und bezeichnet diese
Vektoren als Zustdnde). Die dadurch entstehende Mehrdeutigkeit muss man im
Kopf behalten.

2) Den Mathematiker interessieren keine physikalischen Konstanten. Deshalb taucht
in der obigen Schrédinger-Gleichung kein A mehr auf.

3) Das Quadrat des Skalarproduktes (¢|))? zweier Elemente ¢, 1) € . interpretiert
man als Ubergangswahrscheinlichkeit von ¢ nach . Das Skalarprodukt soll linear
im zweiten Faktor und antilinear im ersten Faktor sein (anders als im Anhang E)!

Der Dirac-Kalkiil

Nach Dirac versteht man unter einem Ket einen Vektor x des Hilbertraums ¢,
und man schreibt = | Name). Durch den Namen wird das Ket néher bezeichnet,
das ergibt Symbole wie

|¢>7 |S0>a |90n,p>7 |k‘,],m+1> etc.

Ein Bra (Name| ist eine Linearform auf .7. Auch hier findet man Symbole wie

(pl, @[, (eal (1] ete.

Bekanntlich wird jedem Vektor x € J¢ eine stetige Linearform A, zugeordnet,
mit A, (y) := (z]y). Ist z = |¢), so wird A, mit (¢)| bezeichnet. Im Dirac-Kalkiil
bleiben leider alle Definitionen etwas vage. Es scheint zunéchst so, als kénne ein
Bra eine beliebige Linearform sein. Aber nur stetige Linearformen kénnen durch
einen Vektor beschrieben werden. Jedes Ket definiert ein Bra, aber nicht umgekehrt
(die Delta-Distribution 1 — 1)(xg) ist z.B. ein Bra ohne Ket). Dirac selbst scheint
nur Bras von der Gestalt A, betrachtet zu haben, er nennt (¢| den zu dem , Ket-
Vektor“ |4) konjugierten , Bra-Vektor®. Dann ist der Hilbertraum ¢ der Raum
der Ket-Vektoren und der Raum L(7#,C) der stetigen Linearformen auf ¢ der
Raum der Bra-Vektoren.

Ist ¢ € C, so wird die konjugiert-komplexe Zahl ¢ im Dirac-Kalkiil mit ¢* bezeichnet.
Man beachte, dass die Zuordnung |¢) — (| (also x +— A,) antilinear ist. Das
bedeutet: Ist [¢) = ¢ |p), so ist (| = ¢* - (p| (denn es ist A\ (y) = (cxly) =

¢ (zly) =¢- Aa(y)).

Ist 2 = |¢) und y = |¢), so wird die Zahl A\, (y) = (z|y) mit (p|e)) bezeichnet
(,Skalarprodukt“ oder ,Bracket®). Klar: Ein Bracket besteht aus einem Bra und
einem Ket. Sind | ¢) , | 1) zwei Ket-Vektoren, so erklart Dirac deren Skalarprodukt
als das Skalarprodukt (p|¢). Das Skalarprodukt erfiillt die tiblichen Regeln:

Ist | 1o) = ¢ | 1), so ist

(plo) = c-(plY)
und (iolp) = - (Ylp).
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AuBlerdem ist
(plY)" = (Ylp) -

Sei nun A ein linearer Operator auf 2. Wir wissen (Anhang E, ab Seite 18), dass
man sehr sorgfiltig zwischen beschréankten und unbeschriankten Operatoren unter-
scheiden muss. Das geschieht beim Dirac-Kalkiil normalerweise leider nicht, obwohl
viele Observablen durch unbeschrinkte Operatoren beschrieben werden miissen.
Im folgenden wollen wir immer stillschweigend voraussetzen, dass die betrachteten
Kets im Definitionsbereich der betrachteten Operatoren liegen, und dass auflerdem
alle vorkommenden Bras stetige Linearformen sind.

A ) steht fur das Bild A(]¢)) des Kets | ) unter dem Operator A. Umgekehrt
soll (¢| A die Linearform (p| o A bezeichnen. Hier ergibt sich ein Problem: Ist A
kein beschrénkter Operator, so ist (p| A kein Bra-Vektor im engeren Sinne. Wir
miissen also entweder bei beschriankten Operatoren bleiben (was physikalisch nicht
sinnvoll ist) oder doch Kets zulassen, die keine Ket-Vektoren im Diracschen Sinne
sind.

Ist (p| = Az und |¥) =y, so ist (p| A=A, 0 A und A|y) = A(y). Der Ausdruck

(@lAlh) == Ay 0 A(y)

kann also auf zweierlei Weise interpretiert werden. Die Bedeutung ist jedoch in
beiden Fillen die gleiche. Es ist ({p] A)(|¥)) = (@] (A|)).

Ein spezieller Operator ist A := | ¥) (¢|. Was soll das sein? Ist x = |¢) und y = | ¢),
soist Az = (x - A\y)(2) = (y|z) -« Ist x =y, so ist Az = (z|z) - « die orthogonale
Projektion von z auf die durch = festgelegte Gerade. Ist | 1) normiert, so schreibt
man:

Py = 1¢) (4]
Ist etwas allgemeiner ein ON-System . = {| ¢1),...,| ¢, } gegeben, so ist

q
Py = Z\%‘) (il
i=1

die orthogonale Projektion auf den von . aufgespannten Untervektorraum.

Der Vorteil der Dirac-Notation besteht darin, dass man in einem Ket-Symbol aller-
lei Bezeichnungen unterbringen kann, z.B. | n,n + 1,2). Wahrscheinlich kann man
auch — wenn man nicht dariiber nachdenkt — ganz nett damit rechnen. Sobald
man aber iiber die Bedeutungen genauer nachdenkt, erweist sich diese Notation als
schwer durchschaubar, eher schwerfillig und altmodisch. Dank Bourbaki hat sich
in der heutigen Mathematik ein ganz anderer Umgang mit Mengen, Vektoren und
Abbildungen durchgesetzt.

Ich denke, dass Dirac zu seiner Zeit (1930) an die Matrizenrechnung ankniipfen
wollte. Um das zu erlautern, betrachten wir den endlich-dimensionalen Raum C”.
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Wie iiblich sei C" der C-Vektorraum, der als abelsche Gruppe mit C" iiberein-
stimmt, bei dem aber die Multiplikation mit Skalaren durch u(c,z) := ¢z erklart
wird. Dann liefert ¢(z)(w) := (z|w) einen Isomorphismus ¢ : C° — (C")*, denn es
gilt:

p(ulc,z))(w) = (czlw) = c- (z|w) = ¢ p(2)(W).
Damit wird z € C" mit der Linearform w ~ z-w' identifiziert. Das legt in diesem
Falle folgende Interpretation von Ket- und Bra-Vektoren nahe:

X1
(x| =X=(F1,...,Tp) und |xX)=x' =1z = I
Tn
sowie (xly) = X-y' = Y, T,y,. Ein Operator kann im endlich-dimensionalen

Fall durch eine (hermitesche) Matrix A beschrieben werden. Dann machen die
Bezeichnungen (x| A und A |x) auch etwas mehr Sinn, es ist

(x|A=%-A und A|x)=A-x".

Weil A hermitesch ist, ist X- A = %A =x-AT. Also ergibt sich kein Widerspruch,
und insbesondere ist

(xAly)=%-A-y".
Doch nun zuriick zum Hilbertraum der Quantenphysik!

Der adjungierte Operator wird in der Dirac-Notation mit A" bezeichnet und wie
folgt definiert:

Wenn es zu dem (verallgemeinerten) Bra (p| A ein konjugiertes Ket gibt, so bezeich-
net man dieses mit At | ). Ublicherweise wird die Problematik der unbeschrénkten
Operatoren verschwiegen. Genauer muss man — geméfl Anhang E — folgendermafien
vorgehen:

Sei ¥ C s der Definitionsbereich von A und Z* C 5 die Menge der Ket-Vektoren
| ), fiir die (| A stetig auf 2 ist. Nur fiir solche | ) kann AT | ) definiert werden.
Es gibt dann ndmlich ein | p4) € 7, so dass das (stetige) Bra (4| eine Fortsetzung
von (p| A auf ganz # ist. Man setzt AT |p) :=|pa).

Behauptung: Fiir [¢) € Z und |¢) € 2" ist (Y| AT|p) = (p|A[¢)".

BEWEIS: Es ist

(WlAe) = (¥lpa)
= (paly)”
= {{pal ()}
= {{pl (A]¥)}"
= (plA[Y)".

In moderner Schreibweise haben wir gezeigt:
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)\I(ATy) = (x|ATy) = (Azly) = (y|Az)" = {\,(4x)}".
Jeder moge selbst entscheiden, was er besser findet. "

Ein Operator A heilt hermitesch oder selbstadjungiert, falls A = A ist. Diese
Definition stimmt mit der von Anhang E iiberein.

Der Erwartungswert (A), einer Observablen A im Zustand [¢) ist der Mittel-
wert aller Ergebnisse, die man erhélt, wenn man sehr viele Messungen von A an
Systemen im Zustand | ) vornimmt. Da man bei gegebenem | ) die Wahrschein-
lichkeiten fiir das Auftreten aller moglichen Resultate kennt, ist (4),, vorhersagbar.
Man kann durch Untersuchung des Spektrums von A zeigen, dass (4),, = (¢[A[¢)
1st.

Die GroBe (AA)? := <(A - <A)w)2>¢ nennt man die Standardabweichung. Sie misst

die Streuung der Ergebnisse im Vergleich zum Mittelwert. Es ist

aa=J(via— a0,

6.1 Satz (Heisenbergsche Unschirferelation). Wenn P und QQ Observablen
mit Kommutator [P,Q] =i sind, so ist AP-AQ > 1.

BEWEIS:  Sei | ¢) ein fester normierter Zustand (auf den sich die Erwartungswerte
beziehen), ¢ € C und |¢) := (Q + i cP)|¢). Dann gilt:

0 < (elp) = WIQ—icP)(Q+icP)y)
= (WIQ) + (Wi cQ, PllY) + (] P?|)
= (@) +ic((Q,P]) +c*(P?)
= (@) et (PY).
Die Diskriminante des so erhaltenen quadratischen Polynoms in ¢ muss also < 0
sein. Das bedeutet:

- 4(P?) (@) <0, also (P)(@) > .

Sei nun P := P—(P) und Q' := Q — (Q). Weil ein skalarer Operator k = k-id mit
jedem anderen Operator vertauschbar ist, ist [P, Q'] = [P,Q] = i. Daraus folgt,
dass auch ((P')?) ((@')?) > 1 ist, also AP - AQ > 1. .

Zwei Operatoren heiflen kompatibel, wenn sie gleichzeitig scharf messbar sind.
6.2 Folgerung. Sind zwei Operatoren kompatibel, so muss thr Kommutator ver-

schwinden.

Unter einem vollstindigen Satz kommutierender Observablen versteht man ein Sys-
tem von Observablen A, B, C, ..., so dass gilt:
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1. Die Observablen vertauschen paarweise.

2. Es gibt eine (bis auf die Phase) eindeutig bestimmte Hilbertbasis aus gemein-
samen Eigenvektoren dieser Observablen.

Man nimmt an, dass es so etwas immer gibt.
Quantisierung

Einfache Quantensysteme erhélt man, indem man entsprechende klassische Syste-
me nach einem festen Verfahren , quantisiert. Um das zu verstehen, miissen wir
einen kurzen Ausflug in die klassische (makroskopische) Mechanik machen.

Wir beginnen mit der Mechanik eines Massenpunktes. Wir betrachten ein punktfor-
miges Teilchen mit der Masse m in einem Kraftfeld. Es sei t — r(t) die Bahnkurve
des Teilchens im R3. Der Tangentialvektor v(t) = r'(t) wird als Geschwindigkeit
des Teilchens bezeichnet, das Produkt p(t) := m - v(t) als Impuls.

Das Kraftfeld wird durch ein Vektorfeld F(x,t) beschrieben. Das Newton’sche Ge-
setz der Bewegung besagt:

F(r(t),t) = p'(t) = m-a(t),

wenn a(t) = r”(t) die Beschleunigung des Teilchens bezeichnet. Ist F(x,t) = 0
(man spricht dann von einem ,freien“ Teilchen), so ist p(¢) konstant. Das ist der
Impulserhaltungssatz.

Den Vektor L(t) := r(t) x p(t) nennt man den Drehimpuls.

Ist etwa r(t) = (rcost,rsint,0) eine um die z-Achse kreisende Bewegung, so ist
L(t) = (rcost,rsint,0) x (—mrsint, mrcost,0) = (0,0, mr?).
Der Drehimpuls zeigt in diesem Falle in die Richtung der Drehachse,und er wichst

quadratisch mit dem Radius der Drehbewegung.

Ist dagegen r(t) = xg + tw eine geradlinige Bewegung, so verschwinden Impuls
und Drehimpuls.

Den Vektor N(t) :=r(t) x F(r(t),t) = r(t) x p/(t) nennt man das Drehmoment des
Teilchens um den Nullpunkt. Dann ist

L/(t) = /() x (m- () +1(t) x (m-r"(t)) = N(t).

Ist N(t) = 0, so ist L(t) konstant.

Im allgemeinen wird der Zustand eines Systems in der klassischen Mechanik durch
einen Punkt im Konfigurationsraum beschrieben (i.a. ist das eine n-dimensionale
differenzierbare Mannigfaltigkeit A). Lokale Koordinaten gq,...,q, werden als
Ortskoordinaten aufgefasst. Im Tangentialbiindel T'(M) (dem Phasenraum) hat
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man dann 2n Koordinaten ¢, ..., ¢, c.h, e ,c.]n. Die Lagrange-Funktion L =T —
V' (Differenz aus kinetischer und potentieller Energie) wird als Funktion auf
T(M) x R aufgefasst. Das Prinzip der kleinsten Wirkung besagt, dass sich das
System nur entlang von Wegen « : [t1,ts] — M bewegt, fiir die das Wirkungs-
Funktional S|a] = fttf L(a(t),d/(t),t) dt minimal wird. Daraus ergeben sich die
Euler-Lagrange-Gleichungen

% <aL (q(t),c}(t),t)) - gi (q(t),q(), ) =0,i=1,....n.

04,
Unter bestimmten Voraussetzungen gibt es einen Diffeomorphismus D : T'(M) —

T*(M) (die ,Legendre-Transformation), mit (g, &) — (q,p), unter dem sich die
Euler-Lagrange-Gleichungen in die Hamilton-Gleichungen transformieren:

. OH 4 3 OH
=_— un =——)

= k=1,...,n.
Opr

Dabei steht die Hamilton-Funktion H fir die Energie des Systems.

Eine geeignete Voraussetzung fiir die Existenz der Legendre-Transformation ist die

,Legendre-Bedingung*
2L
det ( ? . ) #0.
aqjaqz‘

In lokalen Koordinaten ist dann

aL [ ] [ ] [
Di = a_. und H(qla «v5Qqn,P1,y - - 7pn>t> = szqz - L(q1a <oy Qns .- 7qn7t)'
4q; i
Beispiel.

Betrachtet man einen Massenpunkt in einem Potentialfeld U, so geht es um
die Lagrangefunktion

° m e
L(g,q) = 5 al* = U(a).
Die Bewegung des Punktes wird durch die Lagrange-Gleichungen beschrie-
ben: 5U
d'(t) = — t =1,2,3.
m-g/(t) = ~5(a). i=1.2

Das sind einfach die Newtonschen Bewegungsgleichungen.

Weiter sind p; = méi die Impulskoordinaten, und es ist

H(p,a) =m- 307 ~ (21 - U(@) = 5~ Il + Ula)

(2
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Die Mannigfaltigkeit 7*(M) (auch Impulsraum genannt) tragt eine sogenann-
te symplektische Struktur, gegeben durch die Liouwville-Form X, eine 1-Form auf
der Mannigfaltigkeit 7*(M). Ist w € T (M) und v € T,(T*(M)), so setzt man
A(v) == w(mw), wenn 7 : T*(M) — M die kanonische Projektion ist. In lokalen

Koordinaten ist .
A= sz' dg;.
i=1

Die auf T%(M) gegebene 2-Form

W= —d\ = idqi A dp;

i=1

ist geschlossen (d.h. dw = 0) und nicht ausgeartet (d.h., die durch v — (w —
wy (v, w)) gegebene lineare Abbildung 7., (T*M) — T} (T*M) ist fiir jedes x € T*M
ein Isomorphismus. Wir kennen diese Situation von symmetrischen Bilinearformen,
hier liegt nun eine alternierende Bilinearform vor.

Ist f eine differenzierbare Funktion auf 7*M, so gibt es ein Vektorfeld V*f auf
T*M, so dass w(Vef, &) = df () fir alle Vektorfelder £ auf T*M gilt. Wir kénnen
Vef als ,alternierenden Gradienten“ von f bezeichnen. Man kann nachrechnen,
dass folgendes gilt:

. af d af d
V= Zﬁpuaqu VZ:@qu@pu'

Definition.
Die Funktion {f, g} := —(V°f)(g) nennt man die Poissonklammer von f und g.

Offensichtlich ist

a a _ - ag a a a
B af 9y of 39
- Z dq, Op, Z dp, g,
= {f, g}

Man kann zeigen: €*°(T*M) wird mit der Poissonklammer zu einer Liealgebra.
Und die Hamiltonschen Gleichungen bekommen die folgende Gestalt:

z]z‘ = {qia H} und 1.71 = {pia H}

Jetzt konnen wir sagen, was man unter der kanonischen Quantisierung eines klas-
sischen Systems versteht.
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Gegeben sei ein ein Hamiltonsches System (P, H), mit Impulsraum P und Hamilton-
Funktion H, sowie eine Menge &/ C €*°(P;C) von klassischen Observablen. H
gehore zu den Observablen. Eine Quantisierung dieses Systems ist eine Abbildung
0: 4/ — O in die Menge der Observablen auf einem Hilbertraum 7, so dass gilt:

L [o(f),0(9)] =1 0({f.g}) fir f,g € & mit {f,g} € &.
2. o(1) =idy, falls 1 € .

Speziell gilt dann fiir die ,,kanonischen Koordinaten* ¢; und p; und die zugeordneten
Operatoren Q; := 0(g;) und P; := o(p;) :

[Qi; Qj] = [Pw PJ] =0 und [le PJ] = idij :

Das sind die kanonischen Vertauschungsregeln, die schliesslich zur Heisenbergschen
Unschérferelation fithren.

Es gibt verschiedene Maglichkeiten, die Operatoren @; und P; zu definieren. Ublich
ist die folgende kanonische Quantisierung :

Als Hilbertraum nimmt man den Raum ¢ der quadratintegrablen komplexwerti-
gen Funktionen in den Variablen ¢, ..., q,, mit dem Skalarprodukt

(ol == / Fudq.

Der Operator @); ist gegeben als Multiplikation mit der Variablen ¢;, der Operator

P; ist definiert durch 5

dq;
Die Motivation dafiir ergibt sich aus der Theorie der Fouriertransformationen, auf

die Details kann ich hier nicht eingehen. Offensichtlich gelten bei dieser Festlegung
die kanonischen Vertauschungsregeln.

P, = —i

Der Hamiltonoperator wird nun definiert als
H:=H(Q,....QnP,....P,).

Wie man sieht, kann H nicht immer eindeutig definiert sein, weil man ja nicht-
kommutierende Operatoren an die Stelle der kommutierenden Koordinaten ¢; und
p; einsetzt. In einfachen Féllen, etwa bei der Quantisierung eines Massenpunktes
im Potentialfeld, tritt diese Schwierigkeit nicht auf.

Wir kénnen jetzt auch den Drehimpuls quantisieren. Wir schreiben x = (xy, 29, x3),
p = (p1,p2,p3) und L = (L4, Lo, L3). Die Gleichung L = x x p liefert dann

Ly = xy-p3—x3-po,
Ly = x3-p1—x1-p3
und L3 = x1-pr—T2-p1-



166 KAPITEL 2 SPIN-STRUKTUREN

Bei der kanonischen Quantisierung benutzen wir die Ubergénge
T+ X1, Tor>To- und x3+— T3-,

sowie
. ) .0
pi— —i=——, par>—i=— und p3r> —i-—

8x1 ’ 3x2 8x3 ’

Aus den Komponenten des Drehimpulses werden damit die Operatoren

I, = —i (wi_%i),

(9.1'3 8x2
~ : 0 0
L2 = —I (.Z'ga—xl — xla_:lj'g)
-~ : 0 0
und L3 = —I (l’la—xz — SCQa—Il> .

Man kann nun die Poisson-Klammern der L; ausrechnen. Zunéchst ist
{xip;» xkpl} = 0P — 5jk$ipz .
Ist nun (4, j, k) eine zyklische Vertauschung von (1,2, 3), so ist
{Li, Lj} = {xjpr, — xpj, xkpi — Tipr} = vipj — Tpi = L.
Daraus folgt:
[Zi, E]] =i Ly, fiir jede zyklische Vertauschung (i, j, k).

Taucht irgendwo ein System von drei Operatoren auf, das diesen Vertauschungs-
regeln geniigt, so spricht man von verallgemeinerten Drehimpuls-Operatoren und
bezeichnet die Operatoren mit Jy, Jo, Js. Der Operator J? := J?+J2+ J2 vertauscht
mit allen drei J; und spielt daher eine besondere Rolle.!

Man fithrt auch noch die sogenannten Leiteroperatoren ein,
Jpy=h+iJy und J_:=J —iJs.

Sie sind nicht hermitesch, sondern zueinander konjugiert. Bei Mehrteilchensyste-
men dienen sie als Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren. Es ist [J,, J_] = 2J;,
[J+, Jg] = —J_|_ und [J_, Jg] =J_.

Weil J2 und J3 vertauschen, gibt es eine ON-Basis aus gemeinsamen Eigenvektoren.
Sei nun | 1) ein gemeinsamer Eigenzustand von J? (zu einem Eigenwert \) und von
J3 (zu einem — eventuell von A verschiedenen — Eigenwert m). Man schreibt dann
gerne auch |\, m). Es ist

LJ? ist ein sogenannter Casimir-Operator, der nicht zur Liealgebra der Observablen gehort,
sondern zur einhiillenden Algebra (vgl. Aufgaben-Teil) der Liealgebra.
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J2(J+ | )\,’Iﬂ)) = J+(J2 ‘ A7m>) = )‘(J+ ’ )‘7m>)
Weiter ist J3 J, = Jy J3+ J4 = J4 (J3 +id) und daher
Jo(Te [N m)) = Jo (s +id) [ A m) = (m+ 1) J, [ Am)

Das bedeutet, dass J, | \,m) immer noch ein gemeinsamer Eigenzustand von J?
und J3 ist, jetzt aber zu den Eigenwerten A und m + 1.

Analog ist J_ | \,m) gemeinsamer Eigenzustand von J? und J3 zu den Eigenwerten
A und m — 1. Diese Eigenschaften fithrten zu der Bezeichnung ,, Leiteroperatoren‘.
Die Operatoren fiithren jeweils in einen héheren oder niedrigeren Quantenzustand
iiber. Da es nur endlich viele Quantenzustiande gibt, bewirken die Leiteroperatoren
am Ende der ,Leiter“ Erzeugung oder Vernichtung.

Die 2. Quantisierung

Sind Hy, Hy zwei Hilbertrdume, so wird das Tensorprodukt H; ® Hs zu einem
Prihilbertraum,? mit dem Skalarprodukt

(71 ® 22lyr ® y2) := (T1]y1) - (T2]12) -

Die Vervollstéandigung von H; ® Hy nennt man das hilbertsche Tensorprodukt von
Hy und H,. Es wird mit H;®H, bezeichnet.

S"™(H) und A™(H) seien die symmetrischen und antisymmetrischen Tensorpotenzen
eines Hilbertraumes H. Jeder Tensor aus 7"(H) kann in einen symmetrischen und
einen antisymmetrischen Anteil zerlegt werden. Auch hier muss man wieder zur
Vervollstandigung iibergehen, um Hilbertrdume zu erhalten.

Sei nun 7 der Hilbertraum der Einteilchenzustinde einer bestimmten Teilchen-
sorte. Handelt es sich um Bosonen, so ist S™(.¢) der ,,Bosonen-Fock-Raum* der
n-Teilchensysteme. Handelt es sich um Fermionen, so ist A”(J#) der ,,Fermionen-
Fock-Raum*® der n-Teilchensysteme.

Um das starre Schema von n-Teilchensystemen verlassen zu koénnen, fithrt man
den ,, Vakuum-Zustand“ | 0) und Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren ein, die
zur Erhohung bzw. Erniedrigung der Teilchenzahl fithren. Im Falle von Bosonen
kommutieren diese Operatoren, bei Fermionen antikommutieren sie. Wechselwir-
kungen werden durch Vernichtung und Erzeugung beschrieben, so wie z.B. der
Farbaustausch von Quarks mit Hilfe von Gluonen.

Fiir eine addquate Beschreibung dieser Theorie sollte man Quantenfeldtheorie be-
nutzen. Weil dann die Quantisierung von Feldern eine Rolle spielt, hat man —
etwas missverstéandlich — den Begriff von der 2. Quantisierung geprégt. Es ist leider
unmoglich, hier auf die Einzelheiten einzugehen.

2Das Tensorprodukt unendlich-dimensionaler Vektorrdume muss etwas anders als im endlich-
dimensionalen Fall erklért werden. Wir kénnen hier nicht ndher darauf eingehen.



