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§4 Spin-Gruppen
Wir betrachten eine Clifford-Algebra C'(V, ¢) und erinnern an die getwistete adjun-

gierte Darstellung Ad : C*(V,q) — Aut(C(V,q)) (mit Avdx(v) = a(r)vr~!) und
die Clifford-Gruppe

[(V,q) :={x e C*(V,q) : a(z)- V-2~ CV}.

L'(V,q)t :=T(V,q) N C(V,q)° nennt man spezielle Clifford-Gruppe. Der Kern der
getwisteten adjungierten Darstellung ist die Gruppe £*.

Die Spinor-Norm N(z) = 27 induziert einen Homomorphismus N : I'(V, ¢) — k*,
und das Bild von T'(V, q) unter der getwisteten adjungierten Darstellung Ad in

Aut(V) ist in der orthogonalen Gruppe O(V,q) enthalten. Es gibt eine exakte
Sequenz

1— k> —T(V,q) 25 0(V,q) — 1.
_ 2b(z,v)

Dabei ist A\am v) =0
®) q()

x, firx e'(V,q)NV.

Definition.
Unter der Spin-Gruppe versteht man die Gruppe

Spin(V,q) :={x € T(V,q)" : N(z) =1}.
AuBlerdem definiert man Pin(V, q) := {x € I'(V,q) : N(z) = 1}.

Wir wollen diese Gruppen noch etwas anders beschreiben. Sei z € I'(V,q), s :=
A\(Ji(x) € O(V,q). Dann gibt es Spiegelungen s, ..., s,, so dass s = s; 0...0 s, ist.
Und weiter gibt es Elemente vy,...,v, € V mit ¢(v;) = £1 und //gi(vz) = g; fir
i=1,...,r. Das bedeutet, dass x = c- vy -+ - v, ist, mit ¢ € k*. Weil N(x) =1 ist,
muss ¢ = %1 sein. Im Falle &k = R ist dann ¢ = £1, im Falle k = C ist ¢ = 1
oder = +i. Also ist

Pin(V,q) ={v1---v. € I'(V,q) : q(v;) = £1}

und
Spin(V,q) = {vy---v, € Pin(V,q) : r gerade }.
Weiter gilt:

4.1 Satz. Sei F' =7y (im Falle k = R) bzw. F' = Zy (im Falle k = C). Dann
sind die folgenden Sequenzen exakt:

1 — F — Spin(V, q) Ad, SO(V,q) — 1

und N
1— F—Pin(V,q) 2% O(V,q) — 1.
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BeweEls: Im Falle £ = R ist ' = {£1}, im Falle k = Cist ' = {£1,+i }.
Ist z = v+ -v, € Spin(V,q) und Ad(z) = 1, so ist z € k*, also 2* = N(z) =
N(vy) -+ N(v,) = £1. Dann muss x in F liegen. .
Ist V = R" und ¢q(x) = —||x||?, also C(V,q) = C,, so schreibt man Spin(n) :=
Spin(V, q) und erhélt die exakte Sequenz

1 — Zy — Spin(n) — SO(n) — 1.

Dies zeigt, dass Spin(n) eine 2-blittrige Uberlagerung von SO(n) ist. Wir wissen
schon, dass SO(n) zusammenhéngend ist. Sei nun {ey,...,e,} eine ON-Basis von
R™ und

Y(t) = cos(2t) + sin(2t) - eqeq
= (cos®t —sin®t) + (2sintcost) - ejeq
= ((cost)er + (sint)es) - (—(cost)es + (sint)es).

Offensichtlich ist 7 eine differenzierbare Kurve in Spin(n), mit y(0) = 1 und
v(m/2) = —1. Damit ist auch Spin(n) zusammenhéngend. Man kann sogar zei-
gen, dass Spin(n) einfach zusammenhiingend, also die universelle Uberlagerung
von SO(n) ist.

Wir interessieren uns auch fir die Gruppen Spin(r,s) := Spin(R"*%, ¢.,). Die
Gruppen SO(r, s) bestehen aus zwei Zusammenhangskomponenten (im Falle der
Lorentz-Gruppe haben wir das in Kapitel 1, §1, gesehen). Es sei Spin(r, s)° die Zu-
sammenhangskomponente der Eins. Dann haben wir z.B. folgende exakte Sequenz:

1 — Zy — Spin(3,1)° 24 2l — 1

Auch hier liegt eine 2-blittrige Uberlagerung vor. Genauere Auskiinfte zur Topo-
logie der Spin(r, s)-Gruppen erhélt man in [Bau]. Allerdings werden die Clifford-
Algebren C, 5 dort mit C,,;, bezeichnet.

Im Folgenden sei immer k£ = R.

Ansonsten sei V' beliebig und ¢ eine beliebige nicht-entartete quadratische Form
auf V. Die Gruppe C*(V,q) der invertierbaren Elemente der R-Algebra C(V,q)
ist eine Liegruppe mit Liealgebra C'(V, q). Die Lieklammer ist durch [z,y] := zy —
yx gegeben. Die Exponentialabbildung Exp : C(V,q) — C*(V,q) wird durch die
gewohnliche Exponentialreihe beschrieben.

4.2 Satz. Die Gruppe Spin(V,q) C C*(V,q) ist eine Lie-Untergruppe mit Lie-
Algebra
spin(V,q) = L(Spin(V, q)) = @Reiej :
i<j

wenn {ey, ..., e,} eine ON-Basis von V' ist, also e;e; + eje; = 2b(e;, ej) = £26;;.
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BEWwEIS:  Als abgeschlossene Untergruppe ist Spin(V, ¢) auch Liegruppe. Ist ¢(e;)-
q(ej) = 1, so verlauft die Kurve

v(t) = qle;) - ((cost)e; + (sint)e;) - ((— cost)e; + (sint)e;)
= cos(2t) + sin(2t) - q(e;) - e;e;
in Spin(V, ¢), und es ist 74 (0) = 1 und (v4)'(0) = 2q(e;)eze;-
Ist q(e;) - q(e;) = —1, so verlauft die Kurve
_(t) = qle;)- ((cosht)e; + (sinht)e;) - ((— cosht)e; + (sinht)e;)
= cosh(2t) 4+ sinh(2¢) - ¢(e;) - e;e;

in Spin(V, ¢), und es ist 7_(0) = 1 und (7-)"(0) = 2q(e;)e;e;-
Also liegen alle Produkte e;e; in L(Spin(V, ¢)). Andererseits ist dim(Spin(V, q)) =
dim(SO(V, ¢)) = 272 = "0 = dim A*(V). .

-2 2

)
o]

Es ist L(SO(V,q)) = {A € M,(R) : AT = —A}. Offensichtlich ist dieser Raum
isomorph zu A?(V). Das war auch zu erwarten, Spin(V,q) ist lokal isomorph zu
SOV, q).
Man sieht auch:
N cos(t) +sin(t)e;e;  falls g(e;)q(e;) =1,
exp(teic;) = { cosh(t) + sinh(t)e;e; falls g(e;)q(e;) = —1.
(Man berechne dazu die Exponentialreihe und beriicksichtige (e;e;)? = —q(e;)q(e;)).

Bevor wir einige Beispiele betrachten, wollen wir noch ein Ergebnis iiber Clifford-
Algebren nachtragen, das wir implizit schon in Kapitel 1 (z.B. im Beweis zu Satz
5.12 in §5) mitbewiesen und benutzt haben.

4.3 Satz. Sei C =C(V,q) =C%V,q) & C*V,q) eine Clifford-Algebra. Ist xo €
V, q(zo) # 0 und H := (kxzo)t, soist V =kxo® H.

Setzt man ¢°(y) = —q(x0)q(y) fiir y € H, so erhdlt man eine nicht-entartete qua-
dratische Form auf H, und die Abbildung h : H — C° mit h(y) := y - zo induziert
einen Isomorphismus h : C(H,q") — C°(V, q).

BEWEIS: Die symmetrische Bilinearform 0°(y, z) := —q(xo) - b(y, z) gehort zur
quadratischen Form ¢°. Sei y € H. Ist °(y,z) = 0 fiir alle 2 € H, so ist auch
b(y,z) =0, also y € H+ = kxy. Dann muss y = 0 sein.
Weil h(y)? = (yxo)* = yzoyro = —y*x3 = —q(y)q(xo) = ¢°(y) ist, induziert h einen
Homomorphismus von Algebren h : C(H,¢") — C°. Dabei ist

~ B B (=1)°q(xo)®yy -+ -y fur r = 2s,

hyr - yr) = (yaz0) - (Yr o) = { (=1)%q(z0)°y1 - - - yrwo fiir r =25+ 1.
Deshalb bildet h die Basiselemente von C (H, q") bijektiv auf die Basiselemente von
C° ab. Also ist h ein Isomorphismus. .
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Beispiele.

1. Esist Cy = Cpo = H, wobei der R? dem von i und j aufgespannten Unterraum
entspricht. Es ist CY = R @ Rk , also

{recC): Nax)=1}={a+dk cH : a* +d*=1}.
Fiir solche Elemente x = a + dk gilt:

(a+dk)-i-(a+dk)™" =

( )
( )

und (a+dk)-j-(a+dk)™ = (a+dk)-j-(a—dk)
(a® = d?)

Also ist
Spin(2) = {a+dk € H : a®> +d* =1} =2 S* =2 SO(2) = U(1).
Die adjungierte Darstellung
Ad : Spin(2) — SORi &R j) =5S0(2)

- d? —2ad

2ad a® — d?
22 = (2% — y?) + 2zyi. Daraus erkennt man, dass die Uberlagerung Ad :
Spin(2) = S* — SO(2) = S! durch z — 2% gegeben wird.

bildet a + dk auf<a )ab.lstz:m—l—iye(c,soist

2. Esist C3 = C(0,3) = H®H. In dem oben bewiesenen Satz haben wir gesehen,
dass C9 = Cy = H und daher {z € CY : N(z) =1} ={¢eH : ||q]| =1} =
S3 ist.

Die adjungierte Darstellung liefert einen surjektiven Homomorphismus o :

5% — SO(3) mit Kern Zy. Also ist Spin(3) = SU(2) = S% = Sp(1).

3. Wir kennen schon den Isomorphismus

7R Hy={X € My(C) : X' =X}

mit
T4+ T3 T1 — 1Ty )

7(@1, 2, 5, 24) 1= ( T1+1Ty T4— T3

Hier ist det(7(x)) = —g31(x).

Auflerdem ist C59 = Cyo®Ch1 = Ma(R)®@C = M,(C), wobei der Vektorraum

R? durch
(l’ oo 1 ) s T3 1 — 1Ty
1,22 .
23 T1+ i T9 —T3
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in Cs eingebettet werden kann. Dann ist N(X) = det(X) -1 (mit det(X) =

2 2 2

Nun verwenden wir noch einmal den obigen Satz. Wir betten R?® durch
(21,9, 23) — (T1,22,73,0) in den R?* ein. Weil g3;(eq) = —1 ist, induziert
die Abbildung y — vy - e4 einen Isomorphismus h Cso— C’gl, mit e; — e;ey,
eje; — e;e; und ejeges — ejegeses. Daher ist

Spin(3,1)’ = {z € C§; : N(z) =1} = {X € M,(C) : det(X) =1} = SL(2,C).

Die Abbildung Ad : Spin®(3,1) — SO(3,1)° := Z] mit Ad(Y)X = YXY !
kennen wir schon. Dies ist ein Beispiel einer nicht-kompakten Spin-Gruppe.

Wir erinnern an die Darstellungen der Clifford-Algebren.

Ist n = 2r, so gibt es eine Zerlegung C" = N & P in zwei total isotrope Unterrdume.
S := A(N) ist ein Linksideal in C' := C¢, und die linksregulére Darstellung o : C' —
End¢(S) ist die einzige irreduzible treue Darstellung von C' (weil C' einfach ist).
Der Spinor-Raum S wird iiblicherweise mit A,, bezeichnet. Durch Einschréinkung
von g auf Spin(n) erhdlt man eine Darstellung der Spin-Gruppe.

Ist n = 2r + 1, so ist C¢ nicht einfach, aber (C<)° = C%, ist einfach. Es gibt
genau eine irreduzible Darstellung von (C¢)° auf dem 2"-dimensionalen Spinorraum
Agy1 := Ay, Weil Spin(n) C C° C (C¢)° ist, ldsst sich diese Darstellung auf
Spin(n) einschréinken.

Ist n = 2r, so setzt man A} := A, N(CS.)° und A, := A, N(CS,)'. Weil Spin(2r) C
CY C (C5.)° ist, ldsst Spin(2r) die 2"~ !-dimensionalen Unterriume A' und A
invariant.

Definition.
Die oben beschriebenen komplexen Darstellungen Spin(n) — Autc(A,,) nennt
man die Spin-Darstellungen.

Im Falle n = 2r nennt man die Darstellungen Spin(2r) — Autc(Aj,.) und
Spin(2r) — Autc(As,) die Halbspin-Darstellungen. Die Elemente der Darstel-
lungsriume AL nennt man positive und negative Weyl-Spinoren.

4.4 Satz.  Die Spin-Darstellungen sind treu.

BEWEIS: a) Ist n = 2r, so ist die links-reguldre Darstellung ¢ : C,, — End¢(A,)
treu (Kap. 1, Satz 5.4), und das gilt auch fiir die Einschrédnkung auf Spin(2r).

b) Ist n = 2r + 1, so ist C? = Cy, und A, = A,,. Dann ist folgendes Diagramm

kommutativ:
Spin(2r) 25 Aute(Ay)

l |
Spin(2r 4+ 1) EEREN Autc(Agy)
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Sei K := Ker(09,41). Wegen (a) ist K N Spin(2r) = {1}.

Weil der Uberlagerungs-Homomorphismus 7 : Spin(2r +1) — SO(2r + 1) surjektiv
ist, ist 7(K) ein Normalteiler in SO(2r + 1). AuBerdem ist 7(K) N SO(2r) = {1}.

Sei nun A € 7(K) C SO(2r + 1). Weil das charakteristische Polynom von A
ungeraden Grad hat, muss es eine reelle Nullstelle haben. Es gibt also einen reellen
Eigenwert A und einen zugehorigen Eigenvektor vy. Weil SO(1) = {1} ist, ldsst A
die Gerade durch vy punktweise fest. Das bedeutet, dass es ein B € SO(2r + 1)
gibt, so dass BAB™! € SO(2r) liegt (genau genommen im Bild von SO(2r) in
SO(2r 4+ 1)). Weil 7(K) ein Normalteiler ist, liegt mit A auch BAB™! in 7(K).
Weil 7(K) N.SO(2r) = {1} ist, muss BAB™! =1 sein, also auch A = 1.

Damit kann K selbst hochstens = {1} oder = {+1, —1} sein. Aber —1 liegt in
Spin(2r), und weil K N Spin(2r) = {1} ist, kann —1 nicht in K liegen. Also ist
02r+1 treu. m

4.5 Satz.  Die Halbspin-Darstellungen von Spin(2r) sind irreduzibel.

BEWEIS: Wir haben Spin(2r) C CY C CS5. = Endc(Ay) = Ende(A] @
A3,), denn die linksregulére Darstellung der Clifford-Algebra ist treu, und es ist
dime (C5) = 2% = (27)2 = dimc(Ende(Ay,)), weil dim(A,,) = 27 ist.

Wir nehmen nun an, es gébe einen Spin(2r)-invarianten echten Unterraum W C
A3, der # 0 ist. Da alle Produkte e;e; (mit ¢ < j) in Spin(2r) liegen, ist W
invariant unter allen e;e; und damit auch unter (C%.)° = Cf . Das ergibt eine
Darstellung o : (C§,)° — Ende(W).

Wir haben gezeigt (Kap. 1, Satz 4.9), dass C§,_, = C5 _, & C5,._, ist, und C§,._,
ist isomorph zu End¢(Ag,.—1). Die Einschriankung von o ergibt nun eine Dar-
stellung o : Endc(Ag—;) — Endc(W). Weil dim(W) < dim(Aj,) = 27! und
dim(Ag,_1) = 2" ist, muss p trivial sein (siche nachfolgendes Lemma). Dann ist
die Einschrankung der Halbspin-Darstellung von Spin(2r) auf W trivial. Das kann

aber nicht sein, da die Spin-Darstellung treu ist. "

4.6 Lemma. VW seien komplexe Vektorraume mit dim(W) < dim(V'). Dann
ist jeder C-Algebra-Homomorphismus ® : End(V) — End(W) trivial (also = 0).

Beweis:  End(V) und End(W) sind einfache Algebren (Kap. 1, Satz 5.9). K :=
Ker(®) = {f € End(V) : ®(f) = 0} ist ein (zweiseitiges) Ideal in End(V'), muss
also = 0 oder = End(V') sein.

Ist K = 0, so ist ® injektiv. Das ist aber aus Dimensionsgriinden nicht moglich.
Also ist K = End(V) und ®(f) = 0 fiir alle f. .

4.7 Satz.  Die Spin-Darstellung von Spin(2r + 1) ist irreduzibel.
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BEWEIS: Der Beweis verlduft dhnlich wie bei den Halbspin-Darstellungen.

Es ist Spln(27’+1) C (C§T+1)O C 020r+1 = End(A2T+1)@EHd(A2T+1). Ist W C A2T+1
ein echter invarianter Unterraum, so erhélt man eine Darstellung

0:(C5,0)" = C5, = End(Ay,) — End(W),

und es folgt auch hier, dass o trivial ist. Widerspruch! "

Wir betrachten hier und im Folgenden nur die kompakten Spin(n)-Gruppen, denn
nur in diesem Fall konnen wir die Darstellungstheorie kompakter Liegruppen an-
wenden. Den Fall der nicht-kompakten Gruppe Spin(3,1) werden wir am Schluss
des Paragraphen gesondert untersuchen.

Wir suchen nun nach einem maximalen Torus in Spin(n). Es sei n = 2r oder
=2r+ 1 und {ey,...,e,} eine ON-Basis von V = R" beziiglich ¢(z) = —||z]*.

Fir k=1,...,7r seil ¢ : U(1) — Spin(n) definiert durch
or(e'’) == (cost) + (sint)egp_1e9.

Dann ist ¢y, ein injektiver Gruppen-Homomorphismus, und fiir A = e'* ist
Pr(=A) = pr(e! ) = —pp(N).
Es sei p : Spin(n) — SO(n) die kanonische Uberlagerung und
T(r) :={A(R(t1),...,R(t,)) : t, € R}

der maximale Torus in SO(n). Wir definieren nun ¢ : 7" := U(1)" — Spin(n)
durch
P(AL, - A =1 (M) (M)

und setzen

[n/2]
T(r) :=@(T") = {H ((costy) + (sinty)egg_1€0k) : tx ERflir k=1,...,r}.
k=1

Behauptung: 7'(r) ist ein maximaler Torus in Spin(n), mit p(T'(r)) = T'(r).
BEwEIs:  Offensichtlich ist T(r) eine Untergruppe von Spin(n), und weil ¢ stetig

und 7" kompakt und zusammenhéngend ist, ist auch 7'(r) kompakt und zusam-
menhéngend, also ein Torus.

Es bleibt zu zeigen, dass f(r) maximal ist. Das folgt aber aus der Gleichung
p(T(r)) = T(r). Ist nimlich z € Z(T(r)) und A = p(A) € T(r) (mit A € T(r)),
soist A-x =ux-A, also A-p(z) = p(z) - A. Damit liegt p(z) in Z(T(r)) = T(r),
und es gibt ein y € T(r) mit p(y) = p(z). Das bedeutet, dass x = +y ist. Weil
—1=(=1,1,...,1) € T(r) ist, liegt auch x in T(r), der Torus ist maximal.
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Wir miissen noch den Beweis der Gleichung p(7'(r)) = T'(r) nachtragen.

Sei x = (cost) + (sint)e;eq Dann ist a(x) = x und z7! = (cost) — (sint)e;eq, also

Ady(e1) = ax)-e; -2t
= ((cost) + (sint)ejes) - €1 - ((cost) — (sint)ejes)
= [(cost)e; + (sint)es] - [(cost) — (sint)e;es]
= [(cost)® — (sint)?]e; + 2(sint)(cost)ey
= cos(2t)e; + sin(2t)eq

und
Ad,(es) = ((cost)+ (sint)ejes) - ey - ((cost) — (sint)ejes)

= [(cost)ey — (sint)eq] - [(cost) — (sint)ejes]

= [(cost)? — (sint)*]ey — 2(sint)(cost)e;

= —sin(2t)e; + cos(2t)es.
Das zeigt:

poy(e™ ... ') = A(R(2ty),..., R(2t,)).

Also ist p(e(U(1)")) = T'(r). .

4.8 Satz. FEs ist L(f(r)) = @Re%,legk.
k=1

BeEwEers:  Fir k= 1,...,r ist v,(t) := (cost) + (sint)eg,_1e9x jeweils eine Kurve
in T'(r), mit 7,(0) = 1 und 74,(0) = eax_1€2%. Also gehoren die Elemente eg,_qeax

zu L(T(r)). Da sie andererseits eine r-dimensionale abelsche Unteralgebra von
L(Spin(n) erzeugen, folgt die Behauptung. n

Da die Uberlagerungsabbildung p : Spin(n) — SO(n) ein lokaler Diffeomorphismus

ist, besteht natiirlich auch die Isomorphie L(T'(r)) = L(T'(r)).

Bemerkung. Die oben definierte Abbildung ¢ : T" — T(r) ist nicht injek-
tivl Sei X = (e',... e'"") € Ker(p). Dann ist natiirlich auch po p(X) = 1 =
A(R(0),...,R(0)). Weil R(2t) = R(0) genau dann gilt, wenn ¢ € 7Z ist, folgt: ¢, =
epm mod 27, mit g, € {0,1} fiir k =1,...,r. Also ist X = ((—1)*,...,(—1)*)
und

p(X) = (=17 - (=17 = (=1)7 T

Damit X tatséchlich in Ker(y) liegt, muss nun € +--- +¢, =0 mod 2 sein. Das
bedeutet:

Ker(¢) ={((=1),...,(=1)*") : ey € Zyund &1 + --- + ¢, = 0}.

Das sind 2"~ ! Elemente.
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Man kann auch eine bijektive Abbildung finden. ¢ : T" — N(n) sei definiert durch

Bt e = () [ o= 2)a()
k=2
Dann ist
pod(e™, ... ') = A(R(2t, — itk)’ R(t3),..., R(t.)).
k=2
Offensichtlich ist auch ¢ ein Homomorphismus. Sei nun X = (e'’,... e'!") €

Ker(p). Dann ist auch po o(X) = 1, also

tr, = 2mey, (mit g, € Z), sowie 2t; — Ztk =2mm, m € Z.
k=2
Dannist ¢ty =em, mite =m+es+---+¢, € Z, also

X = (elem e2rice | e2miery = ((—1)5,1,...,1).

Daraus folgt wiederum, dass p(X) = (—1)¢ ist. Weil X im Kern von ¢ liegt, muss
e =0 mod 2 sein, also sogar X = (1,1,...,1). Das zeigt, dass ¢ injektiv ist. Man
iberlegt sich leicht, dass ¢ auch surjektiv und deshalb ein Isomorphismus ist.

4.9 Satz. Die Weylgruppen von Spin(n) und SO(n) stimmen tberein.

BewEers: 7 = T(r) und T = T(r) scien die maximalen Tori von Spin(n) und

SO(n), auBerdem sei N := Ngo)(T') und N := Ngpin(n) (f)

1) Es ist p(T) = T, also auch T C p~Y(T). Ist umgekehrt = € p~(T), so liegt
p(x) in T = p(T). Es gibt also ein 2’ € T mit p(x) = p(z'). Weil jede Faser von
p : Spin(n) — SO(n) isomorph zu Z, ist, muss ¢’ = £ sein. Und da —1 in T liegt,
ist auch z € T, also p~1(T') =T.

2) Istu € N , SO ist uTut = T. Jetzt kann man auf beiden Seiten der Gleichung p
anwenden und erhélt: p(u)Tp(u)~t = T. Das zeigt, dass p(u) in N liegt und p eine
Abbildung von N nach N induziert.

Diese Abbildung ist surjektiv. Ist nimlich ein v € N gegeben, so ist vTv™! = T.
Wir kénnen ein beliebiges Element « € Spin(n) mit p(z) = v wéhlen. Dann ist

p(aTa™') = p(a)Tp(z) ™ = vTv™' =T = p(T).
Zu jedem y € f muss es also ein ' € T mit g;ya:_l = £’ geben. Wie oben folgt,

dass zyz~! € T ist. Das bedeutet, dass z zu N und v zu p(N) gehért.
3) Die Abbildung projop : N — N/T ist surjektiv (nach (2)), und ein v € N liegt

genau dann im Kern, wenn p(u) € T ist, also u € p~'(T') = T' (nach (1)). Daraus
folgt die Isomorphie W (Spin(n)) = N/T = N/T = W (SO(n)). n
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Beispiel.
Wir betrachten die Spin-Darstellung der Gruppe Spin(3) = SU(2) = S3.

Es ist C3 = Cp3 = C(R3,qp3). Wir erhalten einen Isomorphismus h : Cy —
CY mit
1—1, ejr—ee3, eyt ese3 und ejes — eqés.

Die Zuordnung ejes +— i, eses — | und ejes — k identifiziert C’g mit H.
Spin(3) C CY = H ist die Menge der Quaternionen vom Betrag 1.

Nun ist C§ = H® C = M5(C), wobei die Einbettung

w~|—zj»—>< v i)
—Z w

Die Spin-Darstellung ist nichts anderes als die Einschriankung der linksre-
guldren Darstellung P : M5(C) — Endc(Asg) auf Spin(3), wobei Ay C M;(C)
ein minimales Linksideal und P(A)X := A - X ist. Als ein solches Linksideal

kann man die Menge Ay = {A = ( 21 0 ) . 21,29 € C} benutzen.
2

gegeben ist durch

0

Identifiziert man Spin(3) mit SU(2) C Ms(C), so steht auch noch die
Standard-Darstellung o : SU(2) — Autc(C?) mit o(A)z = z - AT zur
Verfiigung. Wir vergleichen die beiden Darstellungen. Definiert man

J:C* — A,

durch J(z) := (z",07), so erhélt man fiir jedes A = ( _w_ ; ) € SU(2) =
Spin(3) folgendes kommutative Diagramm:

cz 49, ¢z

J | 1 J

A, 29 A,
Denn es ist

J(o(A)z) = J(z-AT) = J(z1w + 2z, —21Z + 250)

21w+ 292 0
—z1Zz4+ 2w 0

-
< ()

- J(z) = P(A)(J(2)).
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Nachdem J ein Isomorphismus von C-Vektorraumen ist, folgt, dass die beiden
Darstellungen P und p dquivalent sind. So erweist sich die Spin-Darstellung
von Spin(3) = SU(2) auf Az = Ay = C? als die Standard-Darstellung.

Die Cliffordalgebra C3 = C'(R?, gp3) wird von den Elementen
1,e1,e9,€3,€1€9, €1€3, €2€3, €1€2€3
erzeugt, und es ist
Spin(3) = {a + bejes + cezes + dejey 1 a® +b* + & +d* = 1},
mit Liealgebra spin(3) = R(e;e3, eze3, €1€2) = Im(H).

Die Abbildung ¢ = ¢ : T! = U(1) — Spin(3) mit ¢(e'!) = (cost) +
(sint)ejey bildet U(1) bijektiv auf einen maximalen Torus

T =T(1) = {D, = (cost) + (sint)eres : t € R}

ab, mit Liealgebra L(T) = Rejey. Daher ist ¢’ : iR = L(U(1)) — T gegeben
durch ¢'(it) = tejes.

Unter der Identifikation Spin(3) = SU(2) entspricht dem Element
D; = cost +sintejes = (cost) - 1+ (i sint)-j € T

cost i sint

die unitare Matrix A(t) := ( i sint  cost

>. Nun ist aber
(1,1)-At)" =€'*(1,1) und (1,-1)-A@t)" =" (1,-1).

Die Spin-Darstellung liefert also die beiden Gewichte oy (D;) = e'! und

o_(Dy) = e 't

Das Bild von A(t) in SO(3) unter der Projektion p : SU(2) — SO(3) berech-
net man, indem man die Basis-Matrizen von Im(H) = S_ (also dem Raum
der schiefhermiteschen Matrizen mit Spur Null, vgl. Kapitel 1, §3 und §4),

(i 0 (0 1 (0
B= o =) 2=\ 1 o) ™= o)

mit A(t) konjugiert. Dabei wird (b,c,d) € R® mit br3 + ¢ + dry € S_
identifiziert.

Beriicksichtigt man, dass A(t)™! = A(t)T ist, so erhélt man:

Alt) - 13- At)™Y = cos(2t)7s + sin(2t) 7y,
Alt) -1 At)™Y = —sin(2t)73 + cos(2t) 7y
und A(t) -7 - A = 7.
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Also erhilt man als Bild p(A(t)) die Drehmatrix < R(()Qt) ? >

In der Literatur ist es iiblich, die infinitesimalen Gewichte von Darstellungen
von Spin(n) mit Hilfe der Projektionen ¢, : L(Tso(n)) — iR auszudriicken.
Zur Erinnerung: Es ist L(Tso(2r41)) =

t7 O 0
= [A(S(t),...,S(t)) = i, eR)
0 —t.] 0
. 010
0 0 -+ 0 0 1

Dann setzt man €,(A(S(t1),...,S(t,)) == it,.

Als komplexe infinitesimale Gewichte der Spin-Darstellung erhélt man so die
beiden Gewichte j:%al. Genauer sind das die Gewichte aq mit

ai(teleg) =+4it = ﬂ:%Sl(A(S(Qt») = i%El(pl(t€162)).

Mit der gleichen Notation erhélt man bei den allgemeinen Spin-Gruppen
Spin(2r) und Spin(2r + 1) die Gewichte 3(+ey e+ ... £ ¢,) (vgl. [Ad2],
Proposition 4.2).

Wir kénnen die maximalen Tori von Spin(3) und SO(3) beide mit U(1) iden-
tifizieren, und ihre Liealgebren mit t = i R. Ist p : Spin(3) — SO(3) die
kanonische Uberlagerung, so ist p'(h) = 2h, fir h € t. Jede Darstellung
0:S0(3) — Aut(F) ldsst sich zu einer Darstellung pop : SU(2) — Aut(E)
Sliften“. Sei v = 27i A ein infinitesimales Gewicht der Darstellung o. Dann
ist o'(h)v = a(h) - v, fir h € tund v € E, also (pop)(h)v = o (2h)v =
a(2h) - v = 2a(h) - v. Das bedeutet, dass § := 2« ein infinitesimales Gewicht
von g o p ist.

Sei nun I' = 277Z das Gitter des Torus. Dann ist a(I") C 2aZ und §(I") € 4nZ.
Fiir die Gewichte oy der Spin-Darstellung gilt aber: o (I') = 1&,(4ni Z) =
27i Z. Also kann die Spin-Darstellung nicht von einer Darstellung von SO(3)
herkommen.

In der Physik werden Spin-Darstellungen oft als ,,mehrwertige“ Darstellungen
der orthogonalen Gruppen bezeichnet.

Zum Schluss dieses Abschnittes wollen wir die Gruppe Spin(3,1)° betrachten.
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Dazu ein paar Bemerkungen zu den Beziehungen zwischen reellen und komplexen
Liegruppen:

Definition.
Sei g eine komplexe Liealgebra. Unter einer Konjugation auf g versteht man einen
R-Algebra-Homomorphismus ¢ : g — g mit o(c-2z) =¢-o(z) fir c € C, x € g,
so dass 0% = id, ist.

Eine reelle Lie-Unteralgebra f C g heifit eine reelle Form von g, falls es eine
Konjugation o auf g gibt, so dass h = {x € g : o(z) = z} ist.

Man kann leicht zeigen: Ist h C g eine reelle Form, so ist h @ C = g.

Definition.
Sei G eine komplexe Liegruppe und G'g) die zugrunde liegende reelle Liegruppe.
Ist s ein Automorphismus von G(g), s> = idg und ¢ := s’ eine Konjugation auf
L(G), so heifit die zusammenhéngende abgeschlossene Untergruppe H = {g €
G : s(g) = g}° eine reelle Form von G und umgekehrt G eine Komplezifizierung
von H.

Beispiele.

1. Sei G = C* = C\ {0} und s : G — G definiert durch s(z) := z~!. Das
ist ein Automorphismus von (C*)g), und ¢ = s’ mit o(w) = —w ist eine
Konjugation auf L(G) = C. Also ist S' = {z € C* : s(z) = z} eine reelle
Form von G.

2. Sei G := SL(n,C). Fir A € G sei A* := A" und s(A) = (A")~1. Auch
hier ist s ein Automorphismus der reellen Gruppe. Auflerdem ist o(A) =
s'(A) = —A* ein Konjugation auf L(G) = {A € M, (C) Spur(A) = 0}. Also
ist SU(n) = {A € SL(n,C) : A- A* =1} eine reelle Form von G.

Die eigentlich orthochrone Lorentzgruppe .£! = SL(2,C)/Z, ist eine komplexe

Liegruppe. Sie ist isomorph zur Mo6biusgruppe .# aller biholomorphen Transfor-
az+b

cz +

mationen von C, also Transformationen der Gestalt z — . Man kann zeigen,

dass SO(3) eine reelle Form von &/ ist.
4.10 Satz (Weyl’s unitirer Trick).

1. Jede komplexe halbeinfache Liegruppe G enthdlt eine kompakte reelle Liegrup-
pe K, die eine reelle Form von G 1ist.

2. Jede kompakte halbeinfache Liegruppe K besitzt eine (halbeinfache) Komple-
zifizierung G. Durch o — 9|k erhdlt man eine bijektive Zuordnung zwischen
den Darstellungen von G und denen von K. Insbesondere besitzt jede halb-
einfache komplexe Liegruppe eine treue (kompleze) Darstellung.
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3. Sei G Komplezifizierung von K. Ist f eine holomorphe Funktion auf G und
flxk =0, soist f =0.

Auf den BEWEIS miissen wir hier verzichten.

Die Darstellungen von 2] und Spin(3,1)° = SL(2,C) sind also im Prinzip die
gleichen wie die von SO(3) und Spin(3) = SU(2). Es scheint allerdings so, dass
dieser Zusammenhang in der Praxis kaum genutzt wird.

Ist 0 < r,s <8 und entweder r = s oder r = s+ 2, so ist C} 3 = Myn/2(R) (mit
n =r+s). Den Isomorphismus

0:C31 — My(R) = Endg(R*)
nennt man die Majorana-Darstellung, den davon induzierten Isomorphismus
0°: C§, — My(C) = Endc(CY)

die Dirac-Darstellung. Ist {ei,...,es} eine ON-Basis von R* (beziiglich ¢31), so
liefern die Bilder v; := p(e;) ein System von Dirac-Matrizen. Aufierdem setzt man
meist noch 75 := o(ejesezeq). Es ist 42 = —id. Sei nun L := %(id — i) und
R := 1(id 4+ i75). Da vys = —vsv fiir alle Vektoren v € R* und somit zv; = 5z
fiir alle Elemente von Spin(3, 1) gilt, ist auch o(z)L = Lo(z) und o(x)R = Ro(x).

Also zerfdllt die durch Einschrankung von ¢ auf Spin(3,1) gewonnene Darstel-
lung in zwei Teildarstellungen. Die Elemente der beiden (2-dimensionalen) Dar-
stellungsrdume nennt man Weyl-Spinoren oder chirale Spinoren. Im Reellen ist
diese Zerlegung nicht mdoglich.



