20 KAPITEL 1 CLIFFORD-ALGEBREN

§3 Die Clifford-Algebra

Definition.
Sei (V,q) ein quadratischer Raum {iiber dem Korper k. Unter einer Clifford-
Algebra fur (V,q) versteht man ein Paar (C, j) mit folgenden Eigenschaften:
1. C = C(V,q) ist eine assoziative k-Algebra mit Eins-Element.

2. 7:V — (C ist k-linear, und es gilt:
j(x)* = q(z) - 1, fiir alle 2 € V.

3. C wird von j(V) als Algebra erzeugt.

4. Ist A irgend eine assoziative Algebra mit Eins-Element 1, und v : V — A
eine k-lineare Abbildung mit u(x)? = q(x) - 14, so gibt es einen Algebra-
Homomorphismus u : C' — A mit u = u o j.

Derartige Algebren wurden zuerst 1878 von William Kingdon Clifford beschrieben.
Ist b die zur quadratischen Form ¢ gehérende symmetrische Bilinearform, so gilt
fiir x,y € V:

J(@) - j(y) + i) - j(z) = 2b(z,y) - 1.
Das folgt sofort, wenn man j(x + y)? berechnet.

3.1 Satz.

a) Zu jedem quadratischen Raum (V,q) gibt es eine (Za-graduierte) Clifford-
Algebra.

b) Sind (C,j), (C',5") zwei Clifford-Algebren zu (V,q), so gibt es genau einen
Algebra-1somorphismus f : C'— C" mit foj=j.

BEWEIS: a) Sei [ = I(q) C T(V) das zweiseitige Ideal, das von den Elementen
r@x—q(z)-1, x€V,

erzeugt wird. Sei ¢ : V — T(V) die kanonische Injektion. Wir setzen C(V,q) =
T(V)/I und j := poi, wobei p : T(V) — T(V)/I die kanonische Projektion ist.
Da das Ideal I Zy-graduiert ist (denn es wird von Elementen aus Tp(V') erzeugt),
ist C = C(V,q) eine Zs-graduierte assoziative k-Algebra und j eine k-lineare Ab-
bildung. Weiter ist

j(@)* = pli(x))* = pli(x)*)
= plr®z) = p(g(z)-1+ Element von [
= q()- 1.

Da T (V) von i(V) erzeugt wird, wird auch C von j(V') erzeugt.
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Sei A eine beliebige Algbra, u : V' — A linear und u(z)? = ¢(z) - 14 fir z € V.
Dann gibt es einen Algebra-Homomorphismus ug : T(V) — A mit

Up(1 @ ... @ Tyy) = ulxy) -+ - ulxyy,).

Es ist up(x @ z — q(z) - 1) = u(z)? — q(z) - 1a = 0. Also liegt I in Ker(uy),
und ug induziert eine lineare Abbildung @ : T(V)/I — A mit ug = @ o p, also
UWoj =uyoi=u. Mit ug ist auch u ein Algebra-Homomorphismus.

b) Es seien zwei Clifford-Algebren (C,j), (C',j") fir (V,q) gegeben. Wegen der
universellen Eigenschaft gibt es Algebra-Homomorphismen f : C' — C’ mit foj =
j und g : " — C mit g o j' = j. Daraus folgt, dass f ein Isomorphismus und
g = 1 ist. Die Eindeutigkeit folgt wie iiblich. u

3.2 Satz. Sei {ey,...,e,} eine Basis von V. Dann wird C(V,q) (als Vektor-
raum) von 1 und den Produkten j(e;,)---j(e;,), 1 < iy < ... <1, < n, erzeugt.
Insbesondere ist dimg(C(V, q)) < 2™.

BEWEIS: Esist klar, dass C' = C'(V, ¢) von den Produkten j(e;, ) - - - j(e;,) erzeugt
wird. Weil j(e;) - j(er) +j(er) - j(es) = 2b(es, ex) -1 und j(e;)* = q(e;) - 1 ist, braucht
man nur die Falle 1 <1, < ... < i, < n zu betrachten. Davon gibt es hochstens
ko (3) =2 "
Die lineare Abbildung —j : V' — C(V, q) erfiillt die Eigenschaft (—j(z))? = j(z)? =
q(z), also gibt es einen Algebra-Homomorphismus « : C' — C' mit o j = —j. Es

ist coaoj=—aoj=—(—j)=7,also aoa=idc. Man nennt « die kanonische
Involution. Offensichtlich ist

C(V,q) = C°(V.q) @ C'(V.q),
mit
C'V,q) :={ze€C : az)=z}und C'(V,q) ={z € C : a(z) = —x},

(x — a(x)) zerlegt.

N =

indem man z € C'in 2° = $(z 4+ a(z)) und z' =

Ist z =p(x; ®...® x,,), so ist

a(z) = (=j(z1) - (=i (@m)) = (=1)"5(21) -+ j(wm) = (=1)"a.

Also ist C°(V,q) = p(Ty) und CY(V,q) = p(Ty), d.h. wir erhalten genau die Z,-
Graduierung.

Sind A = A’ @ A' und B = B° @ B! zwei (endlich-dimensionale) Z,-graduierte
Algebren, so definiert man ihr graduiertes Tensorprodukt durch

A®B := (A®B)’ @ (A®B)",
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mit
(ARB)" := (A°® B") @ (A' ® B') und (A®B)! := (A°® BY) @ (A' ® BY).

Die Multiplikation in A® B wird wie folgt festgelegt: Ist u € A, a; € A%, v € B und
b; € B, so ist B

(e b)) - (@ ®0) = (~1)%(ua;) @ (byo).
Die etwas seltsame Vorzeichenregel stellt sicher, dass man eine assoziative Algebra
erhilt (was natiirlich auch bei (a ® b) - (¢’ ® V') = (ad’) ® (bV') der Fall gewesen
wére).

3.3 Satz.

a) Sei u eine Isometrie zwischen quadratischen Riumen (V,qy) und (W, qw).
Dann induziert u einen Algebra-Homomorphismus u : C(V, qy) — C(W, qw),
der die Zso-Graduierung respektiert.

b) Sind f: A— C und g : B — C Homomorphismen zwischen Zs-graduierten
Algebren, die die Graduierungen respektieren, und ist

f(@)-gly) = (=1)"g(y) - f(x), firallex e A" undy € B,

so gibt es einen Algebra-Homomorphismus h : AQB — C mit hzr ®vy) =
f(x) - g(y).

BEWEIS: a) Seien jy : V — C(V,qy) und jy : W — Cy die kanonischen Inklu-
sionen. Dann ist ugy := jw ou: V — C(W, qw) linear und ug(2)* = (jw (u(z)))? =
qw (u(x)) = qv(x). Also induziert ug einen Algebra-Homomorphismus u : C(V, ¢y ) —
C(W, qw) mit @ o jy = ug. Also ist

uo jy = jwou.

Weil jetzt u(jy (z1) -« - jv(xm)) = jw(u(xy)) - - jw (u(z,,)) ist, respektiert u die Zo-
Graduierung.

b) Die bilineare Abbildung i : A x B — C mit h(z,y) = f(z) - g(y) induziert
eine lineare Abbildung h : A® B — C mit h(z ® y) = f(x) - g(y). Dabei ist zu
beachten, dass A @ B und A®B als Vektorrdume iibereinstimmen. Man rechnet
leicht nach, dass h die Z,-Graduierung respektiert. Es bleibt zu zeigen, dass h ein
Algebra-Homomorphismus ist. Aber fiir x € A, y € B, 2; € A" und y; € B gilt:

(=D)Yh((zz;) @ (y:y))
(=17 f(x2;) - 9(yiy)
= (=1)7f(x)- f(x;)- 9(vi) - 9(y)
f(@) - g(yi) - f(25) - 9(y)

) -

= hx®y)-h(z; Ry).

h(z@yi) - (z;®@y)) =
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Damit ist alles gezeigt. "

3.4 Satz. Ist'V = Vi @&V, eine orthogonale Zerlegung und q; = q
C(V.q) = C(Vi,q1)®C(V2, g2).

Vi, SO st

BEWEIS: Betrachte die lineare Abbildung u : V; & Vo — C(‘/i,ql)@C’(Vg,qQ),
gegeben durch

uz+y) =) @1+1® 5 (y).

Dann ist

uwz+y)? = (z@1+10y)?
= @e1)P+@el)- 1oy +(1ey) (z01)+(1ey)’
= 2°Q1+21Qy—2Qy+1x®y?
= (@) +q@y) 101 = qx+y)- 1

Also induziert u einen Algebra-Homomorphismus @ : C(V, q) — C(Vi, q1)@C(Va, ¢2)
mit u o j = u.
Wir konstruieren nun eine Umkehrabbildung: Sei iy : V), — V jeweils die kanonische

Injektion und 7, : C(Vy,q\) — C(V,q) die induzierte Abbildung zwischen den
Clifford-Algebren.

Istx € Viundy € Va,s0ist by(x,y) = 0, also j(i1(x))-j(ia(y))+7(i2(y))-7(i1(z)) =0
(wenn j : V. — (C(V,q) die kanonische Abbildung ist). Daraus folgt: Fir = €
C(Vi,q1)" und y € C(Va, gz’ ist

n(z) - w(y) = (_1)2‘@2@) “u(z).

Also gibt es einen Algebra-Homomorphismus h : C(Vi, q.)®@C(Va, qa) — C(V, q)
mit h(x @ y) =7 (z) - 22(y).

Firz e Viist hotuojoiy(zr) =houoi(z) =h(ji(x)®1) =2j1(x)) = joii(x).
Analog ist howo jois(y) = jois(y) fiir y € V,. Da V' (als Vektorraum) von (V)
und iy(V3) erzeugt wird, ist hou = id.

Das Tensorprodukt C(Vi,q)®C(Va,qz) wird (als Algebra) von den Tensorpro-
dukten ji(z) ® 1 und 1 ® jo(y) (fir z € Vi und y € V,) erzeugt. Nun ist
uoh(ji(x) ®1) =u(t1(ji(z))) =uojoiy(r) =uoii(r) = ji(x) ® 1 und analog
uoh(l® ja(y)) =1® ja(y). Also ist wo h = id. n

3.5 Folgerung. Sei (V,q) ein quadratischer Raum tber k und {eq, ..., e,} eine
Orthonormalbasis von V' (d.h. by(e;,e;) = 0 fiir i # j und q(e;) = £1 oder = 0).
Dann bilden 1 und die Produkte j(e;,)---j(e;,), 1 <4y < ... <1, < n, eine Basis
von C(V,q). Also ist dimy, C(V,q) = 2" und j : V — C(V, q) injektiv.
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BEWEIS: a) Sei V ein 1-dimensionaler k-Vektorraum mit Basis {e}, ¢ eine qua-
dratische Form auf V und k := ¢(e) € k. Die Tensoralgebra T'(V') hat die Basis

{l,e,e®Re, e®Re®e, ...}

Offensichtlich ist T'(E) = k[X], mit e — X. Dabei wird das Ideal I(¢q) auf das
Ideal J = (X? — k) abgebildet. Somit ist die k-Algebra k[X]/J ein Modell fiir
die Cliffordalgebra C(V,q). Die Abbildung j : V' — k[X]/J ist durch j(e) := X
mod J gegeben.

Ist k = 0,s0ist C(V,q) = k[X]/(X?) = {a+b-c : a,b € k} (mit e = 0) der ,Raum
der dualen Zahlen* (iiber k), mit Basis {1,e}. Die Abbildung j : V' — C(V, ¢) mit
j(e) = ¢ ist offensichtlich injektiv.

Ist s # 0 ein Quadrat in k, etwa xk = 02, so bilden mit 1 und j(e) auch die Vektoren

wimg (14250) wd w122 50)

ein Erzeugendensystem von C(V,q) mit
a-a; =ay, as-as = as und aj - as = as - a; = 0.

Man rechnet leicht nach, dass durch (§,17) — £a; + nag ein Isomorphismus
k* — C(V,q) definiert wird. Er ist ein Algebra-Isomorphismus, wenn man die
Multiplikation auf k? definiert durch

(&1,m) - (&25m2) = (§162, mm2)-

Dann bilden aber 1 und j(e) sogar eine Basis, und j ist injektiv.

Ist Kk kein Quadrat in k, so ist
C(V,q) = k[X]/(X* — k) = k(Vk)
eine quadratische Korpererweiterung, mit

(a1 + bl\/E)(az + bzx/@ = (ayag + bibok) + (arby + b1az)\/E-

Es ist klar, dass 1 und j(e) = \/k eine Basis bilden und j injektiv ist. Ist z.B. k = R
und k = —1, so ist C(V,q) = C (als R-Algebra).

b) Ist {ey,...,e,} eine ON-Basis von V' also V = ke; L ... L ke,, so folgt per
Induktion (mit ¢; := qlke, ):

C(V,q) = C(key, ql)(§> o @C’(k:en, In)-

Die Produkte j(e;,)---j(e;,) stellen eine Basis dar, mit j(e;)* = ¢(e;) und

jlei)jler) + jlex)j(e;) = 0 fiir i # k.
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Ist ¢ = 0, so ist jede Basis eine ON-Basis, und C(V,q) = A(V) (als Algebra). Ist
q beliebig, so ist C'(V, q) als Vektorraum isomorph zur d&uBeren Algebra, allerdings
nicht als Algebra.

Weil dimy, C'(ke;, q;) = 2 ist, fur alle ¢, folgt: dimy C(V,q) = 2". Weil die Bilder
j(e;) der Basiselemente von V' linear unabhéngig in C'(V, q) sind, ist die kanonische
Abbildung j : V — C(V, q) injektiv. u

Wir kénnen nun die Struktur einiger einfacher Clifford-Algebren genauer bestim-
men. Dabel unterscheiden wir oftmals nicht zwischen den Vektoren v € V und

ihren Bildern j(v) in C(V,q).
Ist k=R, V=R"und n =r + s, so sei

2 2_ 2 2
Gs(T1,. @) =i+ X, — X — T

A) Sei V = R? (mit Basiselementen i := (1,0) und j := (0,1)) und
q(x1,22) = qoa(21, T2) = —af — 3.

Dann ist C(V,q) = C(Ri )®C(Rj) ein 4-dimensionaler R-Vektorraum, mit Basis
{1,i,j,k =ij} Esist
i2=j?=—1lundij+ji=2b,(i,j)=0.
Dann ist auch
k?=(ij)(ij)=—(1)Gj) =1
Durch diese Algebra-Struktur ist C'(V, q) = H der (Schief-)Kérper der Quaternio-
nen! Wir werden H weiter unten genauer untersuchen.

B) Sei V = R? und
g1, 2) = qool(a1, 22) = 2] + 73,
Ist {e;,e,} die Standardbasis des R?, so ist C(V,q) = C(Re;)®C(Rey) = (R @
Re;)®(R @ Re,). Das ist wieder eine 4-dimensionale R-Algebra, mit Basis
{]_:1@1,&:61@17 b:1®e2,c:ab:e1®e2}

und einer offensichtlichen Zs-Graduierung.

Die Algebra Ms(R) der 2-reihigen quadratischen Matrizen besitzt eine Basis
{1, A, B,C'} mit

(0 0) A= ) e (1)

und
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Dann ist A2 = B? = 1 und C? = (AB)(AB) = —A?B? = —1. Aufierdem
ist AC = B und BC = —A. So erhilt man eine Z,-Graduierung auf Ms(R).
Die Elemente 1 und C' sind ,gerade“, die Elemente A und B ,ungerade®. Die
Matrizen-Multiplikation respektiert die Graduierung. Nun haben wir Algebra-
Homomorphismen

f:C(Re;) — My(R) und g:C(Rey) — My(R)
mit

s+u 0 B (T
0 . u ) und g(t+vey) = t-1+v-B = ( v 1 ) :

f(stuey) = s 14u-A = (
Es ist
fler) -glez) = A-B=—B-A=—gles)- fler)

Also gibt es einen (graduierten) Algebra-Homomorphismus : C(V, ¢) — M(R) mit
h(z ® y) = f(x) - g(y). Da alle Basiselemente im Bild vorkommen, ist h surjektiv,
also ein Isomorphismus.

C) Sei nochmals V = R?, jetzt aber

q(z1, ) = Q1,1($1,$2) = xf - f%
Das ist der einfachste Fall eines ,,Minkowski-Raumes“. Hier gibt es eine Basis
{1,u,v,uv} mit v?> = 1, v2 = —1, uwv = —vu und (ww)? = —u?v? = 1. Ein Modell
liefern die Matrizen

0 1 0 1 -1 0
o (0 ) (0 Doy (30 )eanm,

denn die lineare Abbildung ¢ : V. — My(R) mit p(e;) := U, ¢(ez) := V und
2
o(x1,29)? = - 0 . e gxz = q11(z1,22) - Ey induziert einen Algebra-
1— T2
Homomorphismus @ : C(V,q1,1) — M>(R) mit o j = ¢. Da die Bilder ¢(1) = Ej,
pler) = U, p(es) = V und p(e; - ey) = UV = W die ganze Matrizenalgebra
erzeugen, ist @ surjektiv. Aus der Gleichheit der Dimensionen folgt, dass @ ein
Isomorphismus ist.

Jetzt soll die Algebra der Quaternionen niher untersucht werden.

Ist x = a+bi +c¢j +dk € H, so nennt man Re(z) := a den Realteil von x und
Im(z) :=bi +¢j +dk den Imagindrteil von x. Quaternionen ohne Realteil nennt
man manchmal auch reine (oder rein imagindre oder vektorielle) Quaternionen.

3.6 Satz. Seix=a+bi +cj +dk € H.

1. x st genau dann reell, wenn xy = yx fir alle y € H gilt.
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2. x ist genau dann rein imagindr, wenn x* eine reelle Zahl < 0 ist.

BeEwers: 1) Die Richtung ,, = “ ist klar. Sei umgekehrt z mit allen y € H
vertauschbar. Dann ist x insbesondere mit i vertauschbar, also

ai —b+ck —dj =ix=2xi =ai —b—ck +dj.

Daraus folgt, dass 2(ck — dj) = 0 ist, also ¢ = d = 0. Aber z ist auch mit j
vertauschbar, d.h., es ist

aj —bk =jxr=x] =aj +0bk.

Daraus folgt b = 0, und x ist reell.

2) Sei x = bi + ¢j + dk rein imaginédr. Dann ist
= —(b++d*) +bck —bdj —bck +cdi +bdj —cdi = —(b* + %+ d*) <0.

Ist = beliebig, so ist 2% = a® + 2a(bi +¢j +dk )+ (bi +¢j +dk)?* =a* —V* — 2 —
d? + 2a(bi + ¢j + dk). Ist 2% reell, so muss entweder a = 0 (und z rein imaginr)
sein, oder b = ¢ = d = 0. Im letzteren Fall ist 22 = a?. Ist auBerdem 2? < 0, so
muss sogar z = 0 sein. "

Ist A eine k-Algebra, so nennt man Z(A) = {z € A : xy = yz fiir alle y € A} das
Zentrum von A. Wir haben oben gezeigt, dass Z(H) = R ist.

Ist z = a+bi +¢j +dk € H, so setzt man T := Re(x) —Im(z) = a —bi —¢j —dk.
Die Konjugation x +— T ist ein R-Algebra-Anti-Automorphismus, d.h.:

r+y = T+Y,
r-x = r-zfirreR
und 7y = yY7T.

Zum Beweis und auch zu anderen Zwecken ist es giinstig, die Quaternionen durch
Matrizen zu beschreiben. Dazu sei

Dann ist ( u_ E ) . ( iuz c ) = ww = vz uz U_w ) und daher 7

v u w —uzZ —vw uw — vz
eine assoziative R-Unteralgebra von M,(C), allerdings keine C-Algebra! Auflerdem

y ) eine Injektion C — .7 (als Unteralgebra).

liefert die Zuordnung w ( _
0 w

Die R-lineare Abbildung f : R? — J# mit f(s,t) = ( i't _ii ) erfiillt die

Gleichung
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o= (% SN L) = (T L) —asoe

mit F = ( (1) ? > und q(s,t) = —s? — t2.

Wegen der universellen Eigenschaft der Clifford-Algebren gibt es einen Algebra-
Homomorphismus f : C(R%*¢q) = H — 2, mit 1 — E, i — [ := f(1,0) =

(IO _0i>,jr—>J::f(O,1):<_01 é)undkHK::[J:(? 6)

Dann ist
a + bi c+di )

f(a+b|+q+dk):(_c+di 0 bi

Jedes Element z € H kann eindeutig in der Form
r=w+zj, w,z € C,

geschrieben werden. Dabei ist es wichtig, dass j von rechts heranmultipliziert wird,
und es ist zu beachten, dass zj = jZ ist. Der Isomorphismus H = 7 wird nun

noch offensichtlicher.

—~ 1T __ T
Esist7 = w—2j und f(7) = f(z) . Weil X -V =Y -X ' ist, folgt die Gleichung

Ty =YT.
Weiter ist det f(w + 2z} ) = |w|? + |2|? und Spur(f(w + zj )) = 2 Re(w).

Wir schreiben jetzt Quaternionen in der Form x = Re(z )—1-5 wobei To = Re( ) €
R und x = J]ll + 29) + 3k der vektorielle Teil ist. Dannist -y = —z ey + X ¢,
wobel T ® y = x1y1 + Tays + 23y3 das euklidische Skalarprodukt und

T X Z = (zoys — x3y2)i + (x3y1 — x1y3)] + (T1y2 — 22y1)k

das Vektorprodukt ist. Man sieht sofort, dass = x z = 0 ist.

Sind z = xy 4+ = und y = yo + y beliebige Quaternionen, so ist
Re(z - y) = zoyo — T ey = ToYo — Tiy1 — TaYo — T3Y3
das Minkowski-Skalarprodukt, so wie es gerne von den Physikern definiert wird.

Weil 7 = 2o — T ist, folgt: <z, y> = Re(z -Y) = xoYo + T1y1 + T2y + x3ys3 ist das
euklidische Skalarprodukt im R*. Insbesondere ist

T T=(ro42) (wg—x)=a—[-zer+zxz]|=0l4|z|° =<z, 2>

Jetzt kann man auch sehen, dass jedes Element z # 0 in H ein multiplikatives

Inverses besitzt:
_1 1 _
A = —X.
TT

Die Zahl |z| := /2T nennt man den Betrag oder die Norm von z.
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3.7 Satz. Firxz,y e H ist |x-y|=|z|- |yl

BEWEIS: Esist |zy|* = 2y -7y = 2y -y = (27)(yy) = |z|? - |y|>. Daraus folgt die
Behauptung. u

S3:={x € H : |z| = 1} ist die ,3-Sphire* im R*. Beziiglich der Quaternionen-
Multiplikation ist S* eine Untergruppe von H* = H \ {0}.
Behauptung: Ist z € H*, so wird durch

—

0.(x):=z- 727!

eine orthogonale Abbildung o, : Im(H) — Im(H) definiert.

BEWEIS: Esist (zz27 12 = zz2 ' 2227t = 2(2)%27" = (2)? reell und < 0, also
0.(z) wieder rein imaginir. Offensichtlich ist g, linear und |o,(z)| = |zz27!| =
2| - |z] - |2| 7! = |x|. Also ist o, orthogonal. -

3.8 Satz. Die durch z — g, gegebene Abbildung o : S — SO(3) ist ein surjek-
tiver Gruppenhomomorphismus mit Kern Zs.

BeEwEls: a) Fiir 2z € Im(H) sei 0.(z) := —z22". Das ist eine orthogonale Ab-
bildung mit g.(z) = —z. Ist y € Im(H) und z e y = 0, so ist
I 1
0= <z, y>=Re(zp) = ;[7 + y2] = —[ey +yz],

1 1

also zy = —yz und o0,(y) = —zyz~
Ebene H = (Rz)* C Im(H).

b) Offensichtlich ist o, 0 0y, = 0,0 = 02 © Ow-

=yzz~ " =y. Also ist ¢, die Spiegelung an der

¢) Ist + = 29+ x € H beliehig und y € Im(H), y # 0 und z ey = 0, so ist
Ty =1xoy+ T y=xey+ T Xy rein imaginir undx:(xoy—l—zxy)y_l?vvobei

y = —% -y ebenfalls rein imaginér ist. Damit ist jedes x € H Produkt zweier

vektorieller Quaternionen und jede Transformation o, Produkt zweier Spiegelungen
und damit ein Element aus SO(3).

Klar ist, dass p ein Gruppenhomomorphismus ist. Da jede Drehung Produkt von
Spiegelungen ist und jede Spiegelung in der Form o, geschrieben werden kann, ist
o : H* — SO(3) surjektiv. Weil gy, = g ist, ist auch ¢ : S* — SO(3) surjektiv.

Sei nun z € H*. Dann gilt

0. =1id <= zxz ' = fiir alle z € Im(H)
— zx=uzzfirallex e H
— zeZH)=R-1

Offensichtlich ist (R-1) N S? = {£1} = Z,. n



