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§2 Die Tensor-Algebra

Sei V' ein endlich-dimensionaler k-Vektorraum, aq,...,a, € V linear unabhéngige
Vektoren, aq,...,q, € k. Dann gibt es eine lineare Abbildung f : V — k mit
fla;) = ; fir i = 1,...,r. Bilden die a, sogar eine Basis von V, so ist f eindeutig
bestimmt.

Diese Aussagen lassen sich auf multilineare Abbildungen verallgemeinern. Sind
V,Vi,...,V,, endlich-dimensionale k-Vektorrdume, so bezeichnen wir mit

L(Vi,....Vii; V)

den (ebenfalls endlich-dimensionalen) k-Vektorraum der m-fach k-multilinearen
Abbildungen f: V) x ... xV,, = V.

Wir betrachten hier nur den Fall V' = k. Ist {agi), . ,aﬁf}} eine Basis von V;, fiir
i=1,...,m, so gibt es eindeutig bestimmte Elemente f,, , € L,(Vi,..., Vi k)

mit
1 fallsy,=u; firi=1,....m
(1) (m)y — i = M y e M
for e (@5 ay) {O sonst.

Diese Elemente bilden eine Basis von L,,(Vi, ..., V; k).

Im Falle eines einzelnen Vektorraumes V' mit Basis {ai,...,a,} erhdlt man auf
diesem Wege die duale Basis {a',...,a"} des Dualraumes V* = Homy(V, k), mit
a”(ay) = Ouy-

2.1 Satz. Die Abbildung vy : V — V** = Homg(V*, k) mit vy (z)(f) = f(x) fir
x eV und f € V* ist ein Vektorraum-Isomorphismus.

Die Abbildung vy ist ,kanonisch® in dem Sinne, dass man zu threr Definition kei-
ne Basis bendtigt. Sie ist auch ,natirlich® in folgendem Sinne: Zu jeder linearen

Abbildung ¢ : V. — W gibt es eine lineare Abbildung o™ : V** — W** so dass
folgendes Diagramm kommutiert:

[
vl L™
WL W

Man kann deshalb V' und V** miteinander identifizieren.

Die Abbildung ¢y existiert auch bei unendlich-dimensionalen Vektorrdumen, aller-
dings ergibt sich dann i.a. kein Isomorphismus.

Unter dem Tensorprodukt zweier Linearformen f,g € V* versteht man die Biline-
arform f® g mit (f ® g)(z,y) := f(z)-g(y). Dies und die Identifikation V' = (V*)*
liefern die Idee zu Folgendem:

Definition.
Vi,...,V,, seien endlich-dimensionale k-Vektorrdume. Unter einem Tensorpro-
dukt von Vi, ..., V,, versteht man ein Paar (V,7y) mit folgenden Eigenschaften:
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1. V ist ein endlich-dimensionaler Vektorraum.

2. ny Vi x ...V, — V ist m-fach multilinear.

3. Die Elemente ny (21, ..., x,) mit z; € V; erzeugen V.

4. Ist U ein beliebiger (endlich-dimensionaler) k-Vektorraum und

o:Vix...xV,—=U

m-fach multilinear, so gibt es eine lineare Abbildung h : V — U, so dass

homny = ¢ ist.
2.2 Satz.
a) ZuVi,...,V,, existiert immer ein Tensorprodukt.

b) Sind (V,ny) und (W,nw) zwei Tensorprodukte von Vi, ..., Vy,, so gibt es einen
eindeutig bestimmten Isomorphismus @ : V. — W mit ® ony = nw.

BeEwEIls: a) Wir setzen V' := L, (V{*,...,V*; k) und definieren ny : Vj x ... X
V., — V durch

(@1, ) (f1s s f) = fi(@n) - fon(Tm).

Es ist klar, dass dies eine multilineare Abbildung ist. Fiir ¢« = 1,...,m sei nun
{a{?,...,a\))} eine Basis von V; und {oz%i), ..., o)} die dazu duale Basis von V™.
Dann ist
ﬁv(@(ull)a <e a(lr(/:))(a?lly < 70/(‘;;)) = Oéﬁl) (al(/11)> o 'Oém)(a(yz))

= 6V1M1 o .5Vmﬂm

= S Q)0
wobei die f7 ,  eine (wie oben konstruierte) Basis von L,,(V}", ..., V,:; k) bilden.
Also wird V von den Elementen ny (z1, ..., z,,) erzeugt.
Sei schliellich ¢ : V} x ... x V,, — U m-fach multilinear. Dann definieren wir

h:V — U durch
h(fp ) =p(al), ... al™).

,,,,,

Weil f7 ., = T]V(al(,?, . ,al(,z)) ist, folgt (aus der Multilinearitét der beteiligten

Abbildungen), dass h o ny = ¢ ist.

b) Sind zwei Tensorprodukte (V,ny) und (W, nw) gegeben, so gibt es lineare Ab-
bildungen ® : V. — W mit ® ony =y und ¥ : W — V mit ¥ o ny = ny, also
PoVony = Pony = ny. Weil die Bilder von ny bzw. ny die Tensorproduktraume
V bzw. W erzeugen, folgt: ® o ¥ = idy,, und analog ¥ o & = idy,. Also ist ® ein
Isomorphismus und ¥ = ®~!. Durch die Gleichung ® o 7y = ny ist @ auf einem
Erzeugendensystem von V' (und damit auf ganz V') eindeutig festgelegt. "
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Definition.
Das (im Wesentlichen eindeutig bestimmte) Tensorprodukt von Vi, ..., V,, wird
mit V; ® - - - ®V,, bezeichnet, und die Elemente ny (z1, ..., z,) mit £; ® ... ® z,,.

Man beachte, dass die ,zerlegbaren Tensoren® z; ® ... ® x,, lediglich ein Erzeu-
gendensystem des Tensorproduktes bilden. Sie sind i.a. nicht linear unabhéngig

(zB.ist (2] +2))@20@ .. Q0 =201 0100 ... QT +2] Q120 ... Q 1y, )

und es sind auch nicht alle Tensoren zerlegbar. Ist allerdings {agi), . ,aﬁfi)} eine

(m)

Basis von Vj, so bilden die Tensorprodukte a( )® .®a; " eine Basis von V1®. .. V.

Sind F; : V; — W, lineare Abbildungen, fiir i = 1,...,m, so definiert man
(FA®..0F,):V=V®..V, =W =W...W,
durch (F1® ... F,) (21 ® ... @ xp) = (Fi(x1)) ® ... ® (Fn(xm)).
Dann ist (F1 ® ...® F,,) : V. — W die lineare Abbildung, die tiber die Gleichung
(FAl®...0 F,)ony =¢

der multilinearen Abbildung ¢ : V; x ... x V,,, = W mit

o1,y xm) = (F1(21) @ ... @ (Fiu(xm))
zugeordnet ist.
2.3 Satz. FEsist V* @ W = Homy(V, W), vermége f @ w: v — f(v)w
BeweEls:  Die bilineare Abbildung ¢ : V* x W — Homy(V, W) mit ¢(f,w)(v) :=
f(v)w induziert die lineare Abbildung ¢ : V* @ W = Homg(V, W) mit
Ponyew = .

Sei nun {ay, ...,a,} eine Basis von V und {a!,..., a"} die dazu duale Basis von
V*. Dann definieren wir 6 : Homy(V, W) — V* @ W durch

= Za” ® flay,).

Es ist @ o 6(f )():Z pla”, flay))(v) = 2, a”(v)fla,) = f(v) und 6 0 5(f @
w) = 0(p(f,w)) = Y ® (al,)w =, fla)a”) @w = f ®w. Also ist  ein
Isomorphlsmus und 6 = cﬁ L .

Ubungsaufgabe: (V @ W)* = V* @ W*.

Unter einer k-Algebra versteht man einen (nicht notwendig endlich-dimensionalen)
k-Vektorraum A, zusammen mit einer k-bilinearen Abbildung m: A x A — A. An
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Stelle von m(z,y) schreiben wir x - y. Erfiillt diese Multiplikation das Assoziativ-
gesetz, so spricht man von einer assoziativen Algebra.

Ist FF C A ein Untervektorraum und liegt das Produkt zweier Elemente von F
wieder in F', so spricht man von einer Unteralgebra.

Ein Untervektorraum I C A heifit ein Links- bzw. Rechts-Ideal in A, falls gilt: Fiir
x € Aund y € I liegt z -y (bzw. y - z) wieder in I. Gilt beides, so spricht man von
einem zweiseitigen Ideal.

Beispiele.

1. Jeder Korper k ist auch eine k-Algebra. Dariiber hinaus ist z.B. C eine R-
Algebra.

2. Der Raum M,, ,,(k) der n-reihigen Matrizen tiber k ist eine k-Algebra. Ist Xy
eine feste Matrix, so ist [ = {A- Xy : A € M, ,(k)} ein Links-Ideal.

3. Sei V ein k-Vektorraum mit Basis {ay, ..., a,}. Dann ist 7™ (V') das m-fache
Tensorprodukt von V' mit sich selbst: 77(V) = V ® ... ® V (m-mal). Nun
sei T(V) = @TW(V), mit 7°(V) := k. Das ist ein k-Vektorraum. Er wird

m2>0

zu einer Algebra durch die Multiplikation
(21®..9x),[ 1 @ ...QUR)) — 1R ... T, QY ... R Y.

Aus der universellen Eigenschaft ergibt sich, dass T'(V') assoziativ ist. Aufler-
dem wird T'(V') (als Algebra) von V' erzeugt, d.h., jedes Element ist endliche
Summe von Produkten von Elementen aus V.

Behauptung: Ist f: V' — A eine lineare Abbildung in eine k-Algebra A, so
gibt es genau einen Algebra-Homomorphismus f : T'(V) — A, der f fortsetzt.

BEWEIS dafiir: Definiere f,, : T™(V) — A durch

Tl ® ... @ am) o= flz1) - f(2m).

Alle fm zusammen ergeben den gewiinschten Homomorphismus. Die Eindeu-
tigkeit folgt aus der Tatsache, dass T'(V') von V erzeugt wird.

4. Sei f : A — B ein k-Algebra-Homomorphismus. Ist f(x) = 0, so ist auch
fla-x-b) = f(a)- f(z)- f(b) =0, fiir a,b € A. Also ist Ker(f) ein zweiseitiges
Ideal.

Definition.
Sei L eine (additiv geschriebene) kommutative Halbgruppe (mit neutralem Ele-
ment 0) und A eine k-Algebra. Eine Graduierung auf A vom Typ L ist eine
Familie (Ay)xer von k-Untervektorrdumen, so dass gilt:
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1. Esist A = @A,\.
XEL
2. Istx € Ayundy € A, soist v -y € Ak

Man nennt A in diesem Fall eine graduierte k-Algebra vom Typ L. Ein Element
x € A heiBt homogen vom Grad A, falls es in A, liegt.

Jedes Element © # 0 in A besitzt eine eindeutig bestimmte Zerlegung in eine
Summe von homogenen Elementen. Gibt es in A ein Eins-Element, so hat dieses
den Grad 0.

Beispiele.

1. Der Polynomring R[z] ist eine Ny-graduierte kommutative und assoziative R-
Algebra mit Eins-Element. Dabei ist R[z], = {az" : a € R}, fiir n € N. Man
kann R[z] auch als Z-graduierte Algebra auffassen, indem man R[z], = 0
setzt, fir n < 0.

2. Die Tensoralgebra T'(V') ist Np-graduiert. Wir haben auf 7'(V') aber auch eine
Zo-Graduierung. Dazu setzen wir

To(V) := éTQM(V) und Ty (V) = éT2“+1(V).

Dann iStT:To@Tl, TO'TO CTo, Tl'Tl CTO und To'T1 CT1

Definition.
Sei A eine graduierte k-Algebra vom Typ L. Ein Ideal I C A heifit graduiert,
falls I = @ I N A, ist, falls also mit einem Element x € I auch alle homogenen

XeL
Komponenten von = zu I gehoren.

2.4 Satz. FEin Ideal I C A ist genau dann graduiert, wenn es von homogenen
Elementen erzeugt wird.

BEwEIls: Ein Ideal I C A wird von einer Teilmenge E C A ,erzeugt”, falls jedes
Element z € I als endliche Summe z = ) a,e, mit a, € Aund e, € E geschrieben
werden kann.

a) Sei I graduiert. Ist x € I, so gibt es eine eindeutige Zerlegung z = >, =, mit
) € INA,. Fiihrt man die Zerlegung fiir alle z € I durch, so bildet die Gesamtheit
aller dabei auftretenden x, ein Erzeugendensystem von homogenen Elementen.

b) Sei umgekehrt I durch homogene Elemente erzeugt, etwa durch eine Familie
von Elementen (e,),c;. Es sei n, = deg(e,). Jedes Element x € I kann als endliche
Summe x = ZLE s a6, geschrieben werden, mit a, € A. Nun sei a, , die homogene
Komponente vom Grad A von a,. Dann gilt:
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=Y (Z ) = (Z ) S

teJ \)X€EL AeL \.eJ el \ (A\)eLxJ
An,=p

Das ist die Zerlegung von z = > | ser Tp in homogene Komponenten, und alle Kom-
ponenten gehoren wieder zu . Daraus folgt, dass I graduiert ist. "

2.5 Satz. Sei A eine graduierte k-Algebra vom Typ L und I C A ein graduiertes
(zweiseitiges) Ideal. Dann ist auch A/l eine graduierte Algebra vom Typ L (mit
(A/D)\ = Ax/(INA)), und die Multiplikation ist gegeben durch q(x)-q(y) = q(x-y)
(wobei q : A — A/I die kanonische Projektion ist).

BEWEIS: Seiu:=x—2a' € [ und v:=y —y € [. Dann folgt:

z-y=(2"+u) (y+v)=2Y+ ('v+uy +w) =2"y mod I.
Also ist die Multiplikation in A/I wohldefiniert. Die Algebra-Eigenschaften sind
schnell nachgerechnet.

Sei (Ay)xer die Graduierung von A und j, : Ay — A die kanonische Injektion.
Dann ist A)/(I N Ay) = q(A,), vermoge (x mod I N Ay) — ¢(z). Die Abbildung
ist offensichtlich wohldefiniert und linear. Ist x € Ay und ¢(z) = 0, so liegt = in
I N A,. Also ist die Abbildung injektiv. Die Surjektivitét ist klar.

Wir behaupten, dass A/I = @q(AA) ist. Es ist klar, dass A/I = Zq(A,\) ist.

A A
Sind nun z\ € Ay mit >, ¢(zy) = 0, dann ist >, xy € I. Aber weil I graduiert
ist, miissen die x) sogar in I N A, liegen, und das bedeutet, dass ¢(z,) = 0 ist, fiir
alle X\. Also ist die Summe direkt.
Ist z) € Ay und z, € A, soist q(z)) - q(x,) = q(xy - ) in ¢(Axriy). Also ist A/T
graduiert vom Typ L. "

Sei J C T'(V) das (zweiseitige) Ideal, das von allen Elementen z®@x, x € V, erzeugt
wird. Dann besteht J aus allen endlichen Summen der Gestalt

Y tereues, 3V, tseT(V)

Weil (z+9y)Q (r+y)—2Qr—yQy=2Qy+yzist, wird J auch von den
Elementen z ® y + y ® x erzeugt.

Da J von den homogenen Elementen z ® = (vom Grad 2) erzeugt wird, ist J ein
graduiertes Ideal.

Definition.
Die duflere Algebra tiber V ist die Algebra A(V) := T(V')/J, wobei J das von
den Elementen x ® x erzeugte zweiseitige Ideal ist.
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Bemerkung.  Weil J ein graduiertes Ideal ist, ist A(V) eine graduierte k-
Algebra, mit

m

AWV) = (NV))wm =T"(V)/T(V) N J.
Weil TO(V)NJ =TYV)NJ =0 ist, ist A°(V) =k und \' (V) =V.

2.6 Satz. Sei E eine beliebige k-Algebra und f :V — E eine lineare Abbildung,
so dass gilt:

f(x)> =0 firallex €V.

Dann gibt es genau einen k-Algebra-Homomorphismus f: AV) — E, der [ fort-
setzt.

BeEwers: Die Eindeutigkeit folgt aus der Tatsache, dass A(V) von V erzeugt
wird. Zur Existenz benutzen wir die eindeutige Fortsetzung fr : T'(V') — E von f.
Ker(fr) ist ein zweiseitiges Ideal, das auf jeden Fall die Elemente z ® = enthilt.

Das bedeutet, dass J C Ker(fr) ist. Wir kénnen also f(t mod J) := fr(t) setzen.

Definition.
Das Produkt zweier Elemente u,v € A(V) vom Grad > 1 wird mit u A v bezeich-
net (Dachprodukt).

Die Elemente von A™(V) sind also Summen von Produkten u; A ... A wu,, mit
u; € V. Man nennt solche Produkte auch m- Vektoren.

Definition.
Fiir ¢ € N setzen wir

AN V) :={p:V x...xV — k : pist g-fach multilinear und alternierend}.

2.7 Hilfssatz. FEs seien M, N k-Vektorriume und U C M ein Unterraum. Dann
15t

{f € Homy(M,N) : U C Ker(f)} = Homy(M/U, N).

BewEIs: Ist f € Homg(M,N) und fly = 0, so ist f € Hom,(M/U, N) durch
f(z mod U) := f(x) wohldefiniert. Ist umgekehrt g € Homy(M /U, N) gegeben
und p : M — M /U die kanonische Projektion, so ist g := gop € Homy(M, N) und
glu = 0. Man sieht, dass diese beiden Zuordnungen zueinander invers sind. .

Nun folgt unmittelbar:

Homy,(/\"(V), k) = {f € Homy(T%(V), k) : f|; = 0}.
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2.8 Satz. Seig:V x...xV — k q-fach multilinear und alternierend (also ein
Element von A4(V)). Dann gibt es genau eine lineare Abbildung g : N'(V) — k
mat

gl Ao Ny) =@z, ..., ).

BEwEIs: Die Eindeutigkeit folgt daraus, dass A?(V') von den ¢-Vektoren z1 A. . . A
x4 erzeugt wird. Wegen der Existenz sei daran erinnert, dass es zu der multilinearen
Abbildung ¢ genau eine lineare Abbildung h : T%(V) — k mit h o nyey = @ gibt.
Weil ¢ alternierend ist, verschwindet h auf JNT9(V). Seinunp : T1(V) — AY(V) =
TV)/(JNT9(V)) die kanonische Projektion. Dann gibt es eine lineare Abbildung
g: N (V) — kmit gop=h. Es ist

g N Axy) = gp(r1®...0x,))
= M1 ®...01,)

= @(z1,...,24).

2.9 Satz.
1. Esistxr Ax=0undx ANy=—y Az firx,y€cV.

2. Sind xy,...,x, €V und ist o € S, eine Permutation, so ist

To) N oo N Toimy = sign(o) -z Ao A Ty,

3. Ist {ey,...,e,} eine Basis von V, so bilden die Elemente
€i1/\.../\€ip, 1§i1<...<ip§n,

eine Basis von \'(V'). Insbesondere ist dim AP(V) = (Z) fiir 0 <p <n und
A‘(V) =0 fir g > n.

4. Istu e N'(V) undv e NY(V), so istuhv = (—1)PvAu (man spricht deshalb
auch von einer alternierenden graduierten Algebra).

BEWEIS: 1) ist trivial.

2) Aus (1) folgt: Enthdlt =1 A ... A x,, zwel gleiche Vektoren, so verschwindet
das Produkt. Vertauscht man zwei aufeinanderfolgende Faktoren, so wechselt das
Vorzeichen. Per Induktion folgt die Behauptung.

3) Wegen (2) ist klar, dass die Elemente e;; A... Ae;, 1 < i) < ... <1, <n,ein
Erzeugendensystem von A”(V) bilden. Wir miissen nur noch zeigen, dass sie linear
unabhéngig sind.
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a) Wir beginnen mit dem Fall p = n. Zu der alternierenden Multilinearform

det: Vx.. xV—=k
—_———

n-mal

gibt es eine lineare Abbildung § : A"(V) — k mit
My Ao Axy) =det(z, ..., 2,).

Ist nun c-e; A ... Ae, =0, so ist det(c-eq,...,e,) = 0. Das bedeutet, dass die
Vektoren c-eq, e, ..., e, linear abhéngig sind. Aber das ist nur méglich, wenn ¢ = 0
ist.

b) Sei nun 1 < p < n und Z Coneyy N - Ny, = 0.

1< <..<vp<n

Zu festem (A1,...,\,) mit Ay < ... <\, wihlen wir py, ..., ftn—p, so dass gilt:
Ay A iy e it = {1, ..., n}.

Dann ist
0 = euN...Ney, , N0
= Z Copp€puy N oo Ny, Ney NoooNey,
1 <..<vp

= O N ANey,  Nex Ao A ey

P

= .1 N A ey
Also ist ¢y,..», = 0, und die e,; A ... Ae,, sind linear unabhéngig.

4) folgt leicht fiir Basiselemente e;, A ... Ae;, und e;; A... Aej, mit {iy,... 3} N
{j1,--.,Jq} = @. Daraus ergibt sich dann die allgemeine Aussage. n

2.10 Satz. Esist AY(V) = (AYV))*.

BEWEIS: Jedem ¢ € A%(V) wird die Linearform f, € Hom(A?*(V), k) zugeord-
net, mit f,(z1A. .. Az,) = @(21,...,2,). Ist umgekehrt g € (A?(V))*, so kann man
ein ¢ € AY(V) definieren, durch ¢(zy,...,2,) := g(z1 A ... A z;). Dazu braucht
man die Eigenschaften des Dachproduktes aus dem obigen Satz. Offensichtlich sind
die beiden Zuordnungen zueinander invers. "

Umgekehrt kann man auch einen Isomorphismus A?(V*) — A%(V') angeben, etwa
vermoge

NN foe | @, mg) Y sign(o) filzom) -+ fol@o)

o€Sy

Man nennt die rechte Seite auch den alternierenden Anteil von f1 ®...® f,. Er ist
nicht eindeutig festgelegt, hiufig wird noch durch ¢! geteilt.



