Kapitel 1 Clifford-Algebren

81 Innere Produkte

Sei k € {R,C}, V stets ein endlich-dimensionaler k-Vektorraum. Fehlende Beweise
finden sich in der Literatur ([Artl], [Boul], [Brie], [Cohn]).

Definition.
Ein inneres Produkt in V ist eine symmetrische Bilinearform b:V xV — k.

Eine quadratische Form auf V ist eine Abbildung q : V' — k, so dass gilt:

1. glaz) = o?q(z) fira € kund x € V.
2. by(z,y) == 3la(z + y) — q(z) — q(y)] ist eine Bilinearform auf V.

Jede symmetrische Bilinearform b definiert eine quadratische Form ¢ durch

q(z) == bz, x).

Umgekehrt ist die einer quadratischen Form zugeordnete Bilinearform automatisch
symmetrisch. Ein Vektorraum mit einer quadratischen Form heifit auch ein qua-
dratischer Raum.
Beziiglich einer gegebenen Basis {ay, ..., a,}seiz =Y 1 2'a; und x := (2!,... 2"
Dann wird eine symmetrische Bilinearform b durch eine symmetrische Matrix
B € M, (k) beschrieben:

br,y) =x-B-y'.

Bei einem Basiswechsel x = x’ - P (mit einer invertierbaren Matrix P) erhélt man:

b(z,y) =x'-B' -y, mit B = PBP".

Definition.
Sei (V,q) ein quadratischer Raum. Zwei Elemente z,y € V heiflen orthogonal,
falls b,(z,y) = 0 ist.

Ist S C V eine beliebige Teilmenge, so nennt man den Untervektorraum
Sti={zx eV :blx,y) =0 fir alle y € S}

das orthogonale Komplement zu S. Speziell heifit Rad(V) := V+ das Radikal von
V. Die quadratische Form ¢ (bzw. das innere Produkt b,) heiflt nicht entartet,
falls Rad(V') = {0} ist. Den Raum nennt man dann einen requldren quadratischen
Raum, andernfalls nennt man ihn singuldr.
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Durch ¢, : V' — V* mit y(2)(y) := b(x,y) wird eine lineare Abbildung definiert.
Offensichtlich ist Ker(g,) = Rad(V), also ¢, genau dann injektiv (und dann so-
gar ein Isomorphismus), wenn b nicht entartet ist. Wird b beziiglich einer Basis
{e1,...,en} von V durch die Matrix B beschrieben, so wird ¢, beziiglich dieser
Basis und der dazu dualen Basis von V* durch B" = B beschrieben. Das innere
Produkt b ist also genau dann nicht entartet, wenn die zugehorige Matrix B regulér
ist. In diesem Falle gilt fiir jeden Unterraum U C V':

dimU +dimU*=n und U =U.

Im allgemeinen versteht man unter dem Rang von b den Rang der linearen Abbil-
dung . Es gilt die Gleichung

rg(h) = n — dimy, (V7).

Es gibt eine orthogonale Zerlegung V = V, L V+, wobei b auf Vj nicht entar-
tet ist. Aulerdem kann man V; in eine orthogonale Summe von 1-dimensionalen
Unterrdumen zerlegen.

Definition.
Sei (V,q) ein quadratischer Raum. Ein Vektor x € V heift isotrop, falls  # 0
und ¢(z) = 0 ist. Ein Unterraum U C V heifit total isotrop, falls jeder Vektor
z € U \ {0} isotrop ist.

Ein Unterraum U C V ist genau dann total isotrop, wenn by = 0 ist. Ist U ein
beliebiger Unterraum, so heifit Rad(U) := U N U+ das Radikal von U. Es ist dann
U = Rad(U) L W, mit einem nicht entarteten Unterrraum W. Rad(U) ist total
isotrop.

Auch ein nicht entarteter Raum kann isotrope Vektoren enthalten.
Definition.

Ein 2-dimensionaler Unterraum U C V heifit eine hyperbolische Ebene, falls b auf
U nicht entartet ist und U isotrope Vektoren enthélt.

1.1 Satz. Ein Unterraum U C V ist genau dann eine hyperbolische Ebene, wenn
es eine Basis {x,y} von U gibt, so dass gilt:

q(x) = q(y) = 0 und by(z,y) = 1.

BEWEIS: Die eine Richtung ist klar. Ist U eine hyperbolische Ebene, so gibt es

2b(u, €)

———— und
q(e)

ein u # 0 mit g(u) = 0 und ein e mit g(e) # 0. Wir setzen \ :=
v :=u — Ae. Dann folgt:

4b(u, e)*

q(v) = b(u — Xe,u — Xe) = N2q(e) — 2\b(u, e) = ole)?
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Wiire u ein Vielfaches von v, oder umgekehrt, so wire g(e) = 0. Also sind v und v
linear unabhéngig. Wire b(u,v) = 0, so wére g(z) = 0 fiir alle x € U. Da dies nicht
der Fall ist, muss b(u,v) # 0 sein. Multipliziert man v noch mit einem geeigneten
Faktor, so erhélt man b(u,v) = 1. .

Ist U C V eine hyperbolische Ebene und {z,y} eine Basis wie im Satz, so kann
man eine weitere Basis {u, v} bilden, mit

- + dov:= !
u=grtyundv:=gr—y.
Dann ist ¢(u) = 1, ¢(v) = —1 und b,(u,v) = 0, also {u,v} eine ,ON-Basis“. Die
Menge aller isotropen Vektoren

K={2€U :q(2)=0}={z=au+pvelU: a®—p>=0}

ist offensichtlich die Vereinigung der Geraden ov = +(. Die Menge {z€U :qz)=
—1} besteht aus zwei Hyperbel-Asten.

N2

Ist (V,q) ein reguldrer quadratischer Raum und e € V isotrop. Dann gibt es ein
x € V mit b,(z,e) # 0, und in der hyperbolischen Ebene H = R(e, z) kann man —
wie im obigen Beweis — einen isotropen Vektor f finden, so dass {e, f} eine Basis
von H und b,(e, f) = 1 ist. Per Induktion erhélt man so eine Zerlegung

A

V=H1..1H LW,

mit hyperbolischen Ebenen H; und einem reguldren Unterraum W ohne isotrope
Vektoren.
Fallbeispiel Minkowski-Raum:

Sei M =R*, b(x,y) = 2191 + Toys + T3y3 — T4ys. Dann ist
B(x) = (21)% + (22)% + (23) — (22)*.

Die Menge K := {(x/,z4) : q(x',24) = 0} der isotropen Vektoren bezeichnet man
als Lichtkegel. Setzt man x, = ct (mit der Lichtgeschwindigkeit ¢), so erfiillen alle
Punkte (x/,z4) € K die Gleichung

(21)* + (22)% + (23)* = 2.
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Das ist die Gleichung der Wellenfront eines sich vom Nullpunkt ausbreitenden
Lichtblitzes. Die Elemente v € K nennt man daher lichtartige Vektoren. Der Ke-
gel K teilt den Raum in das zusammenhédngende Gebiet {x : ¢y (x) > 0} der
raumartigen Vektoren und in zwei weitere Zusammenhangskomponenten

Zy={x:qx) <0und 24 >0} und Z_={x: ¢(x)<0und x4 <O0}.

Die Elemente von Z = Z, U Z_ nennt man zeitartige Vektoren. Z, ist der soge-
nannte , Zukunftskegel“, Z_ der , Vergangenheitskegel“. Man iiberlegt sich leicht,
dass b(x,y) # 0 fir alle x,y € Z, ist. Aus Zusammenhangsgriinden muss dann
sogar b(x,y) < 0 fiir alle x,y € Z, sein. AuBerdem gilt: Mit x,y € Z, ist auch
Xx+y€eZ,mitxe Z, und A > 0ist \x € Z,.

BEWEISs dafiir: Ist ¢(x) < 0 und ¢(y) < 0, sowie x4 > 0 und y, > 0, so ist auch
Tya+ys >0und g(x+y) = q(x) + q(y) + 2b(x,y) < 0. Der zweite Teil ist trivial.

Die Kausal-Ordnung auf M wird definiert durch
X<y : <<= y—X€Z,.

Diese Beziehung bedeutet: ,x kann y kausal beeinflussen®. Liegt nun x im Zu-
kunftskegel und ist y von x kausal beeinflussbar, so muss auch y im Zukunftskegel
liegen.

Ist  : I — M die ,,Lebenslinie“ eines materiellen Teilchens und C.Jt(t) der Tangen-

tialvektor (= Geschwindigkeitsvektor), so muss g,(c(t)) < 0 sein, weil sich nichts
schneller als das Licht bewegen kann.

Ist {e},eq, e3,€,4} die Standardbasis des R?, so sind die Vektoren u = e; — e, =
(0,0,1,—1) und v = e3 + e, = (0,0,1,1) isotrop, und der davon aufgespannte
Raum U = R(es, e4) ist eine hyperbolische Ebene H. Das orthogonale Komplement
R(ey, e2) ist nicht entartet und enthélt keine isotropen Vektoren mehr.

Ist (V,q) ein quadratischer Raum, so versteht man unter der zugehérigen ortho-
gonalen Gruppe O(V,q) die Gruppe der Isometrien von (V,q) (das sind alle k-
Isomorphismen f : V — V mit ¢(f(x)) = q(z) fiir alle z € V). Ist f € Endg(V)
eine beliebige k-lineare Abbildung von V' auf sich, so wird durch f*q(x) := q(f(x))
eine neue quadratische Form f*q auf V' definiert. Fiir jede Isometrie f ist f*q = q.
In Matrizen-Schreibweise ist

O(V,q) ={X €GL,(k) : X-B-X" =B},

wobei B wie iiblich die Matrix zu dem inneren Produkt b bezeichnet. Ist (V,q)
reguliir, so ist (det X)? =1, also det X = +1.

Unter der speziellen orthogonalen Gruppe versteht man die Gruppe

SO(V,q) == {f € O(V,q) : det(f) = 1}.
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Isometrische Rdume haben isomorphe orthogonale Gruppen.

Wir betrachten einen nicht entarteten quadratischen Raum V. Ist U C V ein Un-
terraum, so gibt es eine orthogonale Zerlegung V = U L U*. Unter der Spiegelung
an U versteht man die lineare Abbildung sy : V. — V mit sy(x) = z fir v € U
und sy (y) = —y fiir y € UL. Weil ¢(—y) = q(y) ist, handelt es sich offensichtlich
um eine orthogonale Transformation. Aulerdem ist s, eine Involution, d.h., es ist
sy © sy = idy. Umgekehrt ist eine Involution o € O(V) mit ¢ # idy immer eine
Spiegelung an U, := {x € V : o(z) = x}. Man kann zeigen, dass jede orthogonale
Transformation ein Produkt von hochstens dim(V') Spiegelungen ist.

b(a,x)
q(a
mit A\,(a) = 1 definiert. Dann ist U = Ker(\,) = {z € V : b(a,z) = 0} eine
Hyperebene, und umgekehrt hat jede Hyperebene diese Gestalt. Durch oy (x) =

T — 2XM,(x) - a wird die Spiegelung an U gegeben.

1.2 Satz von Witt. st (V,b) nicht entartet, U C V ein Unterraum und ¢ :
U — V ingektiv und isometrisch, so gibt es eine (bijektive) Isometrie ¢ : V. — V
mit lu = .

Ist @ # 0 nicht isotrop, so wird durch A\,(z) := eine Linearform auf V/

1.3 Folgerung. Alle maximalen total isotropen Unterrdume U C V haben die
gleiche Dimension.

BEWEIS: Seien F,F’ C V maximal total isotrop, 0.B.d.A. sei dimy(F) <
dimy(F"). Ist f : F' — F’ eine beliebige injektive lineare Abbildung, so ist f auch
eine Isometrie (Well q auf F' und auf F’ identisch verschwmdet) Nach Witt gibt es
eine Isometrie f V — V mit f|F = f. Der Raum F” := f L(F") ist total isotrop,
und es ist F' C F”. Wegen der Maximalitdt von F' muss F' = F” sein. Weil fein
Isomorphismus ist, ist dimy(F) = dimg(F"). .

Definition.
Ist £ = R und ¢,(x) > 0 (bzw. < 0) fiir alle x # 0, so nennt man b (oder g,) positiv
definit bzw. negativ definit. Im ersteren Falle nennt man b ein Skalarprodukt.

1.4 Tragheitssatz von Sylvester. Ist k = R und (V,b) ein beliebiger Raum
mit innerem Produkt, so gibt es Unterrdume V., V_ C V', so dass gilt:

1. V=Rad(V) LV, LV_.
2. b ist positiv definit auf V. und negativ definit auf V_.

Die Dimensionen ng, ny und n_ der Unterrdume Rad(V'), Vi, und V_ sind Inva-
rianten von b.
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Man nennt das Tripel (ng, ny,n_) die Signatur von (V,b).

Beispiele.
1. Das euklidische Skalarprodukt auf V = R™ ist durch
(X,Y) ::X'y—r =211+ Tpln

gegeben. Die zugehorige quadratische Form ist

T 2 2

gx)=x-x =az7+ -+,

die zugehorige orthogonale Gruppe ist
On) ={Ae€GL,(R) : A-AT = E,}.

Bekanntlich sind die folgenden Aussagen iiber eine Matrix A € M, ,,(R) dqui-
valent:

(a) A ist eine orthogonale Matrix.
(b) Die Spalten von A bilden eine ON-Basis von V.
(c) Die Zeilen von A bilden eine ON-Basis von V.

Die Elemente der speziellen orthogonalen Gruppe SO(n) = {A € O(n) :
det(A) = 1} bezeichnet man als Drehungen. Jede orthogonale Matrix ist
eine Drehung oder das Produkt einer Drehung und einer Spiegelung an einer
Hyperebene.

CoS (v sin o

Speziell ist SO(2) = {A = A, = . a € [0,27]}. Durch

—sina  cosa
X — X - A, wird eine Drehung der Ebene um den Winkel v im mathematisch
™

positiven Sinne beschrieben. Die Drehung um o = 7 wird durch die Matrix

I = ( _01 (1] ) beschrieben und entspricht der Multiplikation mit i in

der komplexen Ebene C. Deshalb bilden die Matrizen A = ( _ab 3 ) ein
Modell fiir C.

Eine Drehung des 3-dimensionalen Raumes kann beziiglich einer geeigneten
ON-Basis durch eine Matrix der Gestalt

1 0 0
A= 0 CoS o sin «
0 —sina cosa

beschrieben werden. Dann ist o der Drehwinkel und die z-Achse die Drehach-
se. Offensichtlich ist Spur(A) = 1 4+ 2 cosa. Weil die Spur einer Matrix eine
Invariante der zugehorigen linearen Abbildung ist, folgt allgemein: Durch
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cos o = %(Spur(A) —1)

wird bei einer Drehmatrix A der Drehwinkel o gegeben. Die Drehachse ist
durch einen Eigenvektor von A zum Eigenwert 1 gegeben.

2. Die Signatur des Minkowski-Raumes M ist (0,3, 1). Die orthogonale Gruppe
Z = O(3,1,R) des Minkowski-Raumes nennt man die Lorentzgruppe. Das
(spezielle) Einsteinsche Relativitédtsprinzip besagt, dass physikalisch sinnvolle
Grofen und Gesetze so definiert und formuliert sein miissen, dass sie invariant
unter der Lorentzgruppe sind.!

Die zum Minkowski-Produkt b gehérende Matrix ist

1 00 0
010 0
000 -1

Ist A = (\;;) ein Element der Lorentzgruppe ., so ist det A = £1. Auflerdem
gilt (weil A- G- AT = G ist):

3
~1=(A-G ANy = Z MigijAag = Z A — A,
i=1

,J

also A2, = 1+ 322 A2, > 1 und damit |\y| > 1. Das zeigt, dass . in vier
Zusammenhangskomponenten zerfillt, ndmlich

2l = {AeZ : detA=1und Ay > 1} (die Komponente der 1),
L= {Ae ¥ : detA=—1und \y > 1},
.i”i = {AeZ :detA=1und \y < -1}

und iﬂl = {AeZ :detA=—1und \y < —1}.

Dabei heif3t .,iﬂl die eingeschrdnkte oder eigentlich orthochrone Lorentzgruppe.
Dass es sich tatsdchlich um eine Untergruppe von . handelt, zeigen wir
weiter unten.

Behauptung: Ist A = ()\;;) € fl, so liegt auch A=' in .i”l, und es ist
(A" s = Aaa

BeEWEIS: Ist y = (y1,y2,¥3,ys) € V, so ist y, = —b(ey, y), also insbesondere

—b(e4, €y - A) = )\44.

'Tm affinen Raum muss man die Poincaré-Gruppe betrachten, die auch noch die Translationen
enthélt.
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Ist A € 2], 50 liegt A~! zumindest in .2, und natiirlich ist auch det(A~") = 1.
Auflerdem ist

(A_1)44 = —b(e4,e4 . A_l) = —b(e4 . A, 64) = )\44 > 0.
Behauptung: Sei A € £, det(A) =1 und f(x) :=x-A. Dann gilt:
Ne¥l == flz,)cz,..

BEWEIS:
,<="“ Da ey € Z, ist, muss auch f(es) € Z, sein. Aber dann ist

g = —b(e4,e4 . A) = —b(e4, f(e4)) = (f(e4))4 > 0.

, =" Sel A € .,?JI und x = (x/,z4). Liegt x in Z,, so ist x4 > 0 und
q(x) < 0, also ||x'||* < z3. Wir miissen zeigen, dass auch y = x-A in Z, liegt.
Weil ¢(x - A) = ¢(x) < 0 ist, miissen wir nur zeigen, dass y4 > 0 ist. Dazu sei
z:=e; - A1 = (Z/,\yy). Dann ist ||2/||* = 2% + q(2z), mit q(z) = q(es) = —1.

Mit der Ungleichung von Cauchy-Schwarz folgt jetzt:

Yyg = —b(e4, X - A)

—b(e4 . Ail, X)
_b((zlv >‘44)> (X/> $4))
—(2',x") + x4 a4

—lZ1 - X + 24 Aaa

v

V

—Ty )\?14 -1 + 1’4)\44

£L'4(>\44 — )‘4214 — 1) > 0.

Folgerung: ,%I ist eine Untergruppe von .Z.

BEWEIS: Offensichtlich ist 1 € .,%I Aus der vorangegangenen Aussage ergibt
sich, dass das Produkt zweier Elemente von fl wieder in fl liegt. Die nétige
Aussage iiber das Inverse haben wir schon weiter oben bewiesen. "

-1 1
: -1 1 .
Sei P = q und 7' = 1 . Man spricht von
1 -1
der Raumspiegelung und der Zeitumkehr. Es ist PT' = TP = —1. Daher ist
Go := {1, P,T, PT} eine Untergruppe von .Z.

Behauptung: Jede Lorentz-Matrix A kann eindeutig in der Form A = A’ Aq
geschrieben werden, mit A’ € .i”l und Ag € Gy.
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BEWEIS: Die Existenz ist einfach zu zeigen. Ist z.B. A € £ soist A-P € .i”l
Man hat dann A = (A - P) - P. Die anderen Félle werden analog behandelt.
Nun zur Eindeutigkeit: Ist A’ - Ag = IV - Ty, so ist (A')™1- TV = Ay - T;' €
2 NGy = {1}. Also muss I" = A’ und Ty = A sein.

Nun wollen wir noch .,%JI néher untersuchen. Typische Elemente sind die

0
. . A 0 )
rdumlichen Drehungen 'y := 0 (mit A € SO(3))
0O 0 0|1
10 0 0
. o lon 0 0 .
und die , Lorent-Boosts* A, := 0 0 cosha snha (mit @ € R).
0 0| sinha cosha

Man rechnet leicht nach, dass
Gi={T4: A€ SO@B)} und Gy={A,: aeR}
Untergruppen von .,%I sind.

Behauptung: Zu jeder Matrix A € .Z] gibt es Matrizen A, B € SO(3) und
ein a € R, sodass A =T4- A, - T3 ist.

BEWEIS: Sei A = (\;;) € £, det A = 1 und Ay > 1. Wir bezeichnen die
Zeilen von A mit zq,...,2z4. Dann ist ey - A = z4, und es gilt:

e, AN=e¢e; <— A:FAfurelnAESO(3)

Sei z4 = (Z/, \yy) mit z’ € R®. Man kann eine ON-Basis {by, by, b3} des R?
so wihlen, dass b; und b, die zu 2z’ orthogonale Ebene im R? aufspannen.
Dann bilden b ,bj,b] die Spalten einer Matrix B € SO(3). Nun ist

B 0
e4-A-FB = (Z/,)\44)'(0 1)
= (2 -b],7z -by,7 -b;, )
- (070787)\44)7
mit —1 = g(es) = g(es - A -T'g) = s — \3,. Also gibt es ein a € R, so dass
s = sinh a und Ay = cosh « ist. Dann folgt:

1 0[] 0 o0
01 0 O

€y - A- FB . A,a = (O, O, S, )\44) . 00 )\44 s = €e4.
0 0| —s )\44
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Also gibt es ein A € SO(3), so dass A -T'p - A_, = I'4 ist. Damit ist A =
Ly Ay -TH

Man beachte, dass I'z' = I'z ist.



