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Anhang G - Bemerkungen zur Weylgruppe

Sei G eine kompakte zusammenhéngende (halbeinfache) Liegruppe, T C G ein
maximaler Torus, W = Wr(G) = Ng(T')/T die zugehorige Weylgruppe. Weiter sei
g = L(G) die Liealgebra von G, t = L(T), sowie

gc=9g®rC=g+ig
die komplexifizierte Liealgebra, b = tc.

Die adjungierte Darstellung lasst sich auf die Komplexifizierung erweitern:
Ad®1 : G — Aute(ge), mit g — Ad(g) @ 1.
Die Ableitung ist die Darstellung
ad®1 : g — Endc(ge), mit v — ad(u) ® 1.
Sei I'r C L(T') das Gitter zum Torus T', so dass T'= L(T')/T'r ist. Die Menge
Ii={ et : \I'r) CZ}

nennt man das duale Gitter. Eine (infinitesimale) Wurzel von G ist eine R-lineare
Abbildung « : t — iR der Gestalt a = 27i A mit A € I (also ein Element von
2mi I C (t9)c), so dass gilt:

1. a#0.
2. Es gibt ein Element x € b, x # 0, so dass ad(u)z = a(u) - z fir alle u € t ist.

Sei A das System der endlich vielen Wurzeln. Dann ist

gc=hoPga.

acA
mit g, = {x € gc : ad(u)z = a(u) - x fir alle u € t}.

Nun sei die Abbildung ¢ : gc — gc definiert durch ¢(y + i z) := y — i z. Dann ist
g={r€gc:clx)=z}. Firuectundex=y+iz € gc ist

[U,C(l’)] - [U,y] — [u7 Z]
= e(uy]+ifmA]) = e[ a)).
Ist © € ga, 80 ist [u, c(z)] = a(u) - c(z) = —a(u) - ¢(x), also g_n = ¢(ga)-
Wir halten nun eine Wurzel a = 27i A € A fest, sowie ein Element z, € g,. Dann
setzen wir
Yo = Ta + (o) und 2z, =i (24 — c(x4)).

Da ¢(yo) = Yo und c(z,) = z, ist, liegen y, und z, in g, genau genommen in
(g0 ® g_a) N g. Insbesondere liegt dann 7Y := [y,, 24 in t.
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Fiir u € tist
[, Yo| = [u, To] + [u, c(x4)] = a(u) - (x40 — c(xa)) = —1a(u) - 2o = 27N (u) - 24
und

[u’ Za} =i ([uv xa] - [u’ C<xa>]) = iOé('LL) ) (xa + C(xa)) = ia(“) “Ya = _27T)‘(u) *Ya
Ist Exp : Endg(g) — Autr(g) durch die Exponentialreihe gegeben, so ist
Exp(ad(u)) = Ad(exp(u)), fiir u € t
(vgl. die Beweise zu Satz 2.16 und 2.17). Also ist
(Ad(exp(u)) @ 1)(xa) = (Exp(ad(u)) @ 1)(xq) = €2 - 2, = "W . g
Daraus folgt:
Ad(exp(u))ya = (Ad(exp(u)) ® 1)(za + ¢(za))
R S I
= (cos(2mA(u)) + i sin(2wA(u))) - 24
+ (cos(2mA(u)) — i sin(27wA(u))) - ¢(xq)
= cos(2m\(u)) - Yo + sin(2wA (1)) - 24,

und analog

Ad(exp(u))ze = —sin(2wA(u)) - yo + cos(2mA(u)) - zq.

G.1 Satz. Ista € A und x, € go, x # 0, so bilden die Elemente 1o, zo und h®
die Basis einer Lie-Unteralgebra €, C g, die isomorph zu su(2) ist. Auflerdem ist
—ia(h) reell und > 0. Desweiteren gibt es eine zusammenhingende, abgeschlossene
Lie-Untergruppe K, C G mit L(K,) = ., die lokal isomorph zu SU(2) ist.

BEWwEIs:  Wir versehen g mit einem G-invarianten Skalarprodukt (...,...). Dann
gilt fiir u € t:

(u, hg) = (U [Yar 20]) = (v,2ad(Ya)za)
= —(ad(Ya)t; 2a) = ([¥;Yal, 2a)
27 (u) - (2o, 2a) -

Weil z, # 0 ist, ist auch (24, 24) # 0. Weil aulerdem \ = %a auf t nicht identisch
verschwindet, muss h2 # 0 sein.

Setzt man u = hY ein, so erhélt man i (h2, 1Y) = a(h?) - (24, 2a), also a(h?) # 0
und —ia(h) = (ho ho)/(za,za) > 0.

o’ o
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Sei nun a, := —i«a(hY) und
~ 2 ~ 2 2
he —aho Yo := aya und  zZ, = i Zg
Dann ist
~ 4
homNa - hO? «
[hevs Yo aa@[ o Yo
4
= 27 AR - 2,
A AR -
4
= _ ho) -z,
|aa\/@a( o)z
4
= . ZO(
VAR
= 2Z,,

und analog B B
Moy Za) = —2Ys  und  [Ya, Za] = 2ha, .
Bildet man nun die Basis {i H, U, V'} von su(2) (vgl. Kapitel 2, Anfang von §3)

auf {Aa, Ja, Za} ab, so erhiilt man einen Algebra-Isomorphismus von su(2) auf eine
Unteralgebra £, von g. Offensichtlich wird &, von kY, y, und z, erzeugt.

Zu der Liealgebra €, gibt es eine zusammenhéngende, abgeschlossene Untergruppe
K, € G mit L(K,) = &,. Natiirlich ist K, eine kompakte Liegruppe. Da eine
Liegruppe in der Néhe der Eins durch ihre Liealgebra bestimmt wird, ist K, lokal
isomorph zu SU(2). Damit ist rg(K,) = 1. Man kann zeigen, dass dann K, =
SU(2) oder = SO(3) sein muss (vgl. [Bro-tDie], chapter V). n

G.2 Satz.  FEs gibt ein Element r, € K,NNg(T), so dass das dadurch definierte
Element w, € W(Q) auf t die orthogonale Spiegelung an der Hyperebene H, :=
{uet: alu) =0} induziert. Insbesondere wird dabei h® in —h® dberfiihrt.

BeEwEIs:  Wir machen den Ansatz r, = exp(ty,), mit einem noch zu bestimmen-
den Faktor ¢ € R. Dann ist

o0

tn
Ad(r,) = Exp(t - ad(ya)) Zﬁ (ad(ya))" (in End(g)).
n=0
Ist u e Hy, = a 1(0) C t, so ist
ad(Ya)t = [Ya, u] = =, Yo] = —27A(0) - 2o = 1 a(u) - 24 = 0,

also Ad(r,)u = u (wenn man die vorige Zeile in die Exponentialreihe einsetzt).

Wir benutzen die Zahl a,, := —ia(h?) > 0. Dann ist
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ad(ya)h = —[h2, ya] = i (h) - 24 = —aq - 2 und ad(ya)za = h.
Per Induktion folgt:

ad(ya)*ho = (—aa)"hq

und  ad(y.)* A = (—aq)" 2.
Daraus ergibt sich:
0 0 t?k . 0 t2k+1 fi1
Ad(ry)h, = —aq)"h —(—a, o
(ro)he Zk_o ki) “Zk_o CUESTA

= cos(y/aat) - hY — ag sin(y/aat) - 24
Setzen wir ¢ := m//aq,, so erhalten wir Ad(ry)hd = —hY.

Offensichtlich ist t = H, & RAY. Die Summe ist sogar orthogonal, weil (u,h?) =
—ia(u) - (za, 2o) = 0 ist, fiir u € H, (siche Beweis zu Satz G.1). Da t von Ad(r,)
invariant gelassen wird, gehort r, zum Normalisator Ng(7'), entspricht also einem
Element der Weylgruppe. Es ist klar, dass Ad(r,)|¢ die orthogonale Spiegelung an
Ha ist. ]

Die Bedeutung dieses Satzes liegt darin, dass gezeigt wurde, dass die Spiegelungen
an den Hyperebenen H, zur Weylgruppe gehoéren. Man kann sogar zeigen, dass die
Weylgruppe von diesen Spiegelungen erzeugt wird.
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Anhang H - Cohomologie-Gruppen

Sei X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und G eine abelsche Gruppe (ein Z-
Modul, also z.B. Z, Zy oder einer der Korper Q, R oder C). Ist U C X offen, so
verstehen wir unter I'(U, G) die Menge aller lokal-konstanten Funktionen auf U mit
Werten in G.

Ist U zusammenhéngend, so ist jedes Element von I'(U, G) konstant, also I'(U, G) =
G. Im allgemeinen ist I'(U, G) ein Z-Modul.

Sei % = (Uy)aca eine offene Uberdeckung von X. Fiir einen Multi-Index I =
(w0, a1,...,0q) € AT sei |I| =g+ 1, Uy = Uy = Usg N ... N Uy, und

CU%.G) ={f = (fi)ieasnr : fr €T(Ur,G)}.
Dann ist z.B.
CU%,G) = {f=(fa)aca : fa €T(Ua,G) }
und CH %, G) = {9=(gap)iapea : ap € I'(Uap, G)}.
Die Abbildung 8, : C%(%,G) — C9 (%, G) sei definiert durch

q+1

5q(f>aomaq+1 = Z(_]')ifﬂéo---a\i---a’q«kl|Uo¢0maq+1 .
=0

Dann ist speziell

50<f>aﬂ = (fﬁ - fOé>|Uocﬁ
und (51(9)0457 - (goaﬂ - ga’Y + gﬁ’Y)anﬁ'y'

Definition.
Ein ¢-dimensionaler Cozykel (zur Uberdeckung %) mit Werten in G ist ein Ele-
ment f € CU%,G) mit 6,(f) = 0. Die Menge aller dieser Cozykel wird mit
ZU ,G) bezeichnet.

Die Elemente von BY(% ,G) = 6,.1(CT (% ,QG)) werden als Corinder bezeich-
net, fiir ¢ > 1. Aufierdem setzt man B%(%,G) = 0.

Auch CU% ,G), ZU(% ,G) und BY(% ,G) sind Z-Moduln, §, ist ein Homomorphis-
mus, Z9(% ,G) = Ker(6,) und BY(% ,G) = Im(6,-1). Speziell ist

Z°%,G) = TI'(X,G) und
Zl(%aG) = {9="(9ap) € CO(%7G) ! Goy = Gap + gpy aut Uaﬁv}'

Man rechnet nach, dass 6, 0 0,1 = 0 ist, also BY(%,G) C Z9%,G).



ANHANG H - COHOMOLOGIE-GRUPPEN 37

Definition.
HY (% ,G) = Z9(%,G)/BY%,G) heiBt g-te Cohomologiegruppe von X zur
Uberdeckung % mit Werten in G.

Offensichtlich ist H%(%,G) = I'(X,G). Die ,,Cohomologieklassen* in HY(% , Q)
sind Aquivalenzklassen von Elementen g = (ga3) € Z1(% , G), wobei zwei Elemente
g und g genau dann dquivalent genannt werden, wenn es ein f = (f,) € C%(%,G)
gibt, so dass g = g + do f ist, also Gap = gup + f3 — fo auf Uygs.

Bemerkung. Das obige Konzept lidsst sich verallgemeinern. Ist p : P — X ein
Faserbiindel, so ist

(U, P) = {s: U — P (differenzierbar), mit po s = idy}

der Raum der Schnitte in P iiber U. Mit solchen Schnitten kann man genau wie
oben die Cohomologiegruppen H%(% , P) definieren. Ist P ein Prinzipalbiindel mit
endlicher (abelscher) Strukturgruppe G, so erhilt man wieder die oben beschrie-
benen Cohomologiegruppen. Das trifft zum Beispiel im Falle von Z,-Biindeln, also
zweifachen Uberlagerungen zu.

Die obige Theorie hat einen Schonheitsfehler: Alles hingt von der Uberdeckung
% ab. Es soll nun kurz angedeutet werden, wie man sich von dieser Abhéngigkeit
16sen kann.

Eine Uberdeckung ¥ = (Vj,)neny von X heift eine Verfeinerung von %, falls es
eine Abbildung 7 : N — A (die , Verfeinerungsabbildung“) gibt, so dass V,, C
Ur(ny ist, fiir alle n € N. Die Verfeinerungsabbildung induziert Abbildungen 79 :
CUU,G) — CUV,G) durch 79(f); := fr(s). Weil § o 79 = 7971 0§ ist, wird nun
fiir jedes ¢ eine Abbildung 7* : H4(% ,G) — H9(Y',G) induziert. Man kann zeigen,
dass 7" wohldefiniert und von der Verfeinerungsabbildung unabhéngig ist.

H.1 Satz. Die Abbildung 7 : HY(% ,G) — HY(V,G) ist injektiv.

BEWEIS: Sei g ein Cozykel beziiglich % und 7'(g) = §f, fiir ein f € C°(¥, Q).
Wir miissen zeigen, dass g schon selbst ein Corand ist.

Auf V,,,, N U, ist
9r(n)r(m) = Ir(n)a + Gar(m) = Gar(m) — Gar(n)-
Da grmyrm) Vi = (fn = f) [V 156, folgt:
Gar(m) — fm = Gar(n) — [n auf Vo, N U,.

Nun kann man h, auf U, definieren, durch h.|u,qv;, := gar(n) — fn. So erhélt man
ein Element h = (h,) € C°(%,G), und auf U, NV, gilt:

hﬁ - ha = (gﬁr(n) - fn) - (gaT (n) fn) 9pr(n) + Ir(n)a = 9Ba-
Das bedeutet, dass g = 6(—h) ist. n
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Man kann also H'(% , G) als Untergruppe von H'(¥', G) auffassen. Bildet man nun
die Vereinigung aller Cohomologiegruppen H'(%,G) (iiber alle Uberdeckungen
%), so erhilt man die Cohomologiegruppe H'(X, ), die 1. Cohomologiegruppe
von X mit Werten in G.

Leider funktioniert diese Konstruktion nicht mehr fiir hoheres ¢. Man behilft
sich dann mit der Konstruktion des induktiven Limes. Zwei Cohomologieklassen
£ € H(%,G) und n € HY(¥,G) heiflen dquivalent, falls es eine gemeinsame Ver-
feinerung # von % und ¥ (mit Verfeinerungsabbildungen 7 und o) gibt, so dass
gilt:

PE) =a') (i HI(,G)).

Aus den Aquivalenzklassen bildet man die Cohomologiegruppe

HY(X,G) = lim HY(%,G).

Diese Konstruktion (die auch schon von der Definition von Funktionskeimen her
bekannt ist) ist nicht so kompliziert, wie es aussieht. Man nennt eine Uberdeckung
U = (Uy,) azyklisch, falls HY(U,,G) = 0 ist, fiir alle .. Solche azyklischen Uberde-
ckungen kann man — wenn X eine Mannigfaltigkeit ist — immer finden. Allerdings
ist das nicht trivial. Nun gilt der beriithmte Satz von Leray: Ist % azyklisch, so ist
HY%,G) = H(X,G).

Es ist unmoglich, hier eine komplette Cohomologie-Theorie zu entwickeln. Ein
Aspekt soll aber noch erwahnt werden:

Sei F': X — Y eine stetige Abbildung. Dann erhélt man induzierte Abbildungen
F*: HI(Y) — H9(X) wie folgt: Ist % = (U,) eine offene Uberdeckung von Y, so ist
F-Y%) = (F~Y(U,)) eine offene Uberdeckung von X . Man erhélt nun Abbildungen
F1:CY % ,G)— C1HFY%),G) durch

(qu)[ = £[OF . Fﬁl(U[> — (.

Da dies mit dem Corand-Operator ¢ vertraglich ist, werden Abbildungen F* :
HY%,G) — HY(F~Y(%), Q) induziert, und schliefilich geht man noch zum induk-

tiven Limes tiber.

Ist zB. j : M — X die Einbettung einer Untermannigfaltigkeit in X und x €
HY(X,G), soist j*x € HY(M,G) die , Einschrankung von x auf M*“.



