Aufgaben zu Kapitel 2

Afg. 29: Sei X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, x € X und v = o/(0) €
T,.(X). Ist f eine in einer Umgebung von z definierte differenzierbare Funktion, so

setzt man v[f] ;= (f o a)’(0). Zeigen Sie, dass v[f - g| = f(z) - v[g] + g(z) - v[f] ist.

Sei p = (x',...,2") ein lokales Koordinatensystem. Bestimmen Sie einen Tangen-
tialvektor v = /(0), so dass gilt:

olf) = A28 g ),

Bezeichnen Sie dann den Tangentialvektor v mit DY,

Ist g eine (beliebig oft) differenzierbare Funktion auf einer Umgebung U = U(0) C
R™, so gibt es eine Umgebung V' = V(0) C U und differenzierbare Funktionen g,

auf V, so dass gilt: g(x) = ¢(0) + >_""_, 2,6,(x) auf V und g,(0) = (,fxg (0), fiir

v = 1,...,n. Benutzen Sie dieses Resultat, um zu zeigen, dass {Dfp), e ,fo)}

eine Basis von T, (X) ist. Beweisen Sie auflerdem: o/(0) = Z(m” oa)(0)D¥.

v=1
Ist & : X — X ein Diffeomorphismus, so ist ®,.a/(0) = (® o «)’(0). Beweisen Sie
die Formel ®,v[f] = v[f o P].

Afg. 30: Sei G eine Liegruppe und ¢ ein differenzierbares Vektorfeld auf G.
Zeigen Sie:

(Zef)(g) = &lf], fiir g € G,
Sei p = (x',...,2") ein Koordinatensystem fiir G in e mit p(e) = 0. Zeigen Sie,
dass fiir das Koordinatensystem ¢ = @ o Lt = (y',...,y") gilt:

(Ly)«DY¥) = DWW fir v =1,...,n.
Ist £ ein (zunéchst nicht notwendig differenzierbares) Vektorfeld auf G und Z; f €
¢ (G) fir alle f € €°(G), so ist ¢ ein differenzierbares Vektorfeld.

Afg. 31: Die Operatoren L; : €°(R?) — €>~(R?), j = 1,2,3, sind definiert
durch

_ aof of _ of _ 9f
e L B L R
und (Lsf)(x,y,2) = - ( gi y%) Zeigen Sie, dass der von den L, aufge-
spannte Raum von Operatoren mit [L;, L;|] = L; o L; — L; o L; eine Liealgebra

bildet, und berechnen Sie die Lieklammern [L;, L;] fir i < j.
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Afg. 32: Bestimmen Sie die Liealgebra der Lorentz-Gruppe .i”l

Afg. 33: SeiG eine Liegruppe, f € €°°(G) und € ein differenzierbares Vektorfeld
auf G mit globalem Fluss ®. Zeigen Sie:

(L) (g) = lim L2 gy ~ f(g)

t—0

, fiir g € G.

Afg. 34: Sei E := ¢>*(R), H die von den Operatoren P, ) und id erzeugte
,Heisenberg-Algebra“, mit

Qf(a) = f(a), Pf() =S f(@) wndidf(z) = f(x).

Berechnen Sie alle Kommutatoren (Lieklammern) und zeigen Sie, dass H eine Lie-
algebra ist. Berechnen Sie [a, a*] fiir a := \%(Q + P) und a* := \%(Q — P).

Afg.35: a)Esseik € {R,C}, o eine beliebige k-Algebra. Eine Derivation in o
ist ein § € Endy(«7) mit d(zy) = d(x)y+x0(y) (Reihenfolge beachten!). Zeigen Sie,
dass die Menge Dery (o) aller Derivationen in <7 eine Unteralgebra von Endy (<)
ist. Enthélt o7 eine Eins, so ist (1) = 0.

b) Sei & := k[z]. Zeigen Sie: Ist § € Dery(&), so ist (x™) = nz""'§(x). Beweisen

Sie, dass die Derivation &, := - eine Basis von Der, (<) darstellt.

Afg. 36: Sei L eine beliebige abstrakte Liealgebra iiber k. Fiir z,y € L sei
adz(y) = [x,y]. Zeigen Sie: adx € Endg(L) ist eine Derivation und Ker(ad) ein
Ideal in L.

Afg. 37: Sei L eine beliebige abstrakte k-Liealgebra. FEine assoziative k-Algebra
Z mit 1 hei3t universelle einhiillende Algebra von L, falls es eine k-lineare Abbil-
dung j : L — % gibt, so dass gilt:

L j([z,y]) = 3(2)j(y) = 5(y)i(x).

2. Ist & irgend eine assoziative k-Algebra mit 1 und h : L — &/ eine k-lineare
Abbildung mit A([z,y]) = h(z)h(y) — h(y)h(x), so gibt es genau einen k-
Algebra-Homomorphismus ¢ : % — &/ mit (1) =1 und h = p o j.

Zeigen Sie: Ist L endlich-dimensional, T'(L) die Tensoralgebra von L und J C T'(L)

das von den Elementen x ® y — y ® © — [z,y|, z,y € L, erzeugte Ideal, so ist
% = T(L)/J eine universelle einhiillende Algebra von L.

Afg. 38: Sei p: G — Auty(FE) die Darstellung einer Liegruppe, ¢ : L(G) —
Endy(FE) ihre Ableitung. Zeigen Sie: Ist U C E ein G-invarianter Unterraum, so ist
U auch invarianter Unterraum beziiglich ¢'. Ist ¢ irreduzibel, so auch g.
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Afg. 39: Sei p: G — GL(E) eine endlich-dimensionale Darstellung, ¢o* : G —
GL(E*) die kontragrediente Darstellung mit o*g(f)(v) = f(o(g) 'v) fiir v € E und
f € E*. Zeigen Sie: Ist g irreduzibel, so ist auch ¢* irreduzibel.

Afg. 40: SeiV, C C[z, 23] der Unterraum der homogenen Polynome v. Grad n.

a) Zeigen Sie, dass durch (p4p)(z) := p(z - A) (fiir p € V,,, A € SU(2) und z € C?)
eine Darstellung der Gruppe SU(2) auf V,, gegeben wird.

b) Fiir a € C? sei pa(z) := (z-a')". Definieren Sie auf V,, ein hermitesches Skalar-
produkt (...,...), so dass gilt: (pa, pp) = nl<a, b>, wobei <a, b> das kanonische
hermitesche Skalarprodukt auf dem C? ist. Zeigen Sie, dass ¢ dann eine unitéire
Darstellung ist.

c) 01, 09,03 seien die Pauli-Matrizen. Zeigen Sie, dass X; := 501, Xg 1= —503 und

X3 := Lo eine Basis von su(2) bilden. Berechnen Sie die Lieklammern [X;, X5],
[ X2, X5] und [ X35, X1], sowie exp(tX;) fir i =1,2,3.

d) Fiir k = 0,1,...,n sei (21, 2) := 28257%. Beweisen Sie:

i
(O X)er = §(k¢k—1 + (0 — k)prs1),

; 1
(0 Xo)or = 5(/?%71 —(n = k)or1)

2k —n .

und (o' X3)pr = 5Pk

e) Berechnen Sie die Matrizen der Endomorphismen ad X; (mit ad X;(Y) = [X;,Y])
von su(2) beziiglich der Basis { X1, Xo, X5}

Afg. 41: Sei g eine Liealgebra {iber k. Zeigen Sie, dass die Killing-Form B :
g X g — k, definiert durch B(v,w) := Spur((adv) o (adw)), eine symmetrische
Bilinearform ist. Beweisen Sie mit Hilfe von 42e¢), dass die Killing-Form von su(2)
nicht entartet ist.

Afg. 42: Unter einem infinitesimalen Erzeugendensystem von SU(n) versteht
man eine Basis {Hy,..., Hy} des Raumes der n-reihigen hermiteschen Matrizen
mit Spur 0. Die Matrizen A, := exp(itH,) erzeugen dann SU(n). Warum? Welcher
Zusammenhang besteht zur Liealgebra su(n)? Bestimmen Sie ein solches System
fiir SU(2) und SU(3).

Afg. 43: Es wird die komplexe Liealgebra g := s((3,C) = {A € M;(C)
Spur(A) = 0} betrachtet.

a) Zeige Sie, dass b = {H = A(z1,29,23) : 21 + 22 + 23 = 0} eine abelsche
Lie-Unteralgebra von g ist.
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b) Eine Abbildung « : h — C wird Wurzel von g genannt, falls es ein Element
E, € g\ {0} (einen Wurzelvektor) gibt, so dass fiir alle H € b gilt:

ad(H)(E,) = a(H) - E,.

Zeigen Sie, dass o automatisch C-linear ist.

c) Sei {E;; : 1 <i,j <3} die Standardbasis von M3(C), sowie
Eo = FEy, Eg = Eo3, B, = FE3, E_, = FEy, E_g=FExpund E_, = E3;.

Bestimmen Sie Wurzeln +o, &3, £, fiir die E4,, Eip, F1, Wurzelvektoren sind.
Zeigen Sie, dass o + 3 = 7 ist.

d) Zeigen Sie: Zu jedem A € h* = Homg(h,C) gibt es ein Hy € h mit \(H) =
Spur(H - H)).
e) Fassen Sie die Wurzeln von g als Vektoren von R? und die Zahlen <o, u> :=

Spur(H, - H,) als euklidische Skalarprodukte auf und zeichnen Sie das zugehorige
» Wurzeldiagramm* auf. Leiten Sie daraus einen Dynkin-Graphen ab.

Afg. 44: Zeigen Sie, dass die Killing-Form von SU(n + 1) durch B(X,Y) =
2(n + 1) Spur(X - Y) gegeben wird.

. . R(t) 0"
Afg. 45: Sei G = SO(3) und T' = {R*(t) = N 1 :t € R} C G der
. . cost —sint
maximale Torus (mit R(t) = ( sint  cost ))
0 -1 0 0o 0 -1
a) Zeigen Sie: Die Matrizen U = | 1 O oJ|,v={(0 0 0 und
0 0 0 1 0 0
0 0 0
W=1| 0 0 —1 | bilden eine Basis von L(G), und U liegt in L(T).
0 1 0

b) Berechnen Sie alle Lieklammern von U, V und W, sowie alle Wurzeln von G.

b) Sei Z := A(—1,1,—1). Zeigen Sie: Ng(T) = T U (Z - T'). Bestimmen Sie die
Weylgruppe W(G).

(8% aq

Afg. 46: Die Liegruppe GG hat den Dynkin-Graphen o——9

Es gebe ein Skalarprodukt auf L(Gs), so dass |ai| = 1 ist. Bestimmen Sie alle
Wurzeln von G und das Wurzel-Diagramm, sowie |as| und Z(aq, as).



