3 Integration auf Mannigfaltigkeiten

3.1 Der Differentialformenkalkiil

Detfinition

X und Y seien differenzierbare Mannigfaltigkeiten der Dimension n bzw. m,
® : X — Y eine differenzierbare Abbildung. Dann wird jeder ¢-Form w € Q4(Y')
eine ¢-Form ®*w € QI(X) zugeordnet, durch

(P*wW)a(V1, - -, Vq) 1= Waa) (Pugr, .., Puztyg).

3.1.1. Satz
Die ,Liftung® ®* : Q1Y) — Q4(X) hat folgende Figenschaften:

1. ®* ist R-linear.

2. Ist f eine C®-Funktion auf Y und w € QUY), so ist
O*(f-w)=(fo®) **(w).

3. Ist f eine C™-Funktion auf'Y, so ist ®*(df) = d(f o ).

4. Ist o € QP(Y) und ¢ € QI(Y'), so ist P*(p A1) = (P*p) A (D).

BEWEIS: Die ersten beiden Eigenschaften folgen sofort aus der Definition, die
dritte Eigenschaft haben wir am Ende von Abschnitt 1.4 bewiesen. Insbesondere
ist *(dy;) = d®;, wenn in lokalen Koordinaten ® = (®q,...,P,,) ist.

Sind wy, ..., w, Pfaffsche Formen auf Y, so ist

(w1 ® -+ @ P'wy)z(v1,...,0y) =
(P w1)x(v1) - - (P wy)a(vy)
= (W)a@) (Puav1) - (Wg)a(e) (PuzVy)
= (W1 ® - ®We)a@)(Puatrs- .. Puaty).

Daraus folgt, dass ®*(wy A ... Aw,) = (P*wi) A ... A (P*w,) und dann allgemein
(P A1) = (D7) A (P9) ist. -
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3.1.2. Folgerung 1

Sei ¢ = (x1,...,x,) ein Koordinatensystem auf U C X, ¥ = (y1,...,Ym) €in
Koordinatensystem auf VCY, ®(U) CV und ®; :==y; 0 firi=1,...,m.

Ist w € QUY) und wly = Z iy.ig AYiy N - .. N dy;,, 50 ist

1<i1<...<ig<n

(®*w)|y = Z (@iy..iy © D) dDs, A ... A dD;,.

1<i1<...<ig<n

3.1.3. Folgerung 2

Ist n = m, so gilt mit den Bezeichnungen von Folgerung 1:

P*(ady A ... ANdy,) = (a0 ®) - ((det Jyodop-1) 0 @) - dxy A ... Adxy,.

BEwEIS: Es ist

AP, N ... NdD,, =
= Z Z e Z((@l o go_l)xil o) ((Prop s, 0p)dryy A... Aday,
— Z sign(o) ((<I>1 o 90_1)xc,(1>) e (((IDn o ‘P—l)xa(n)) dxy A ... Ndzx,
oESy
= ((det Jpodop-1) © gp) dxy N ... N\dz,.

3.1.4. Satz

Sei X eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit. Zu jeder offenen Teilmenge U C X
gibt es eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung d = dy : QU(U) — QITH(U)
mit folgenden Figenschaften:

1. Ist f € Q°U) eine Funktion, so ist df das schon bekannte Differential.
2. Istw € QP(U) und ¢ € QI(U), so ist

dw A @) =dwAp+ (—1)Pw A dp.

3. Es ist stets ddw = 0.

Bewels: 1) Eindeutigkeit:
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Ist w = Z iy, Ay N ... N dx,, so folgt:

1<i1<...<ig<n

dv = Z d(ailmiq dl’il VANIRAN dilfiq)

1<ii<...<ig<n

- > (daiy, Adwi, Ao AN dag, + 4, d(da, AL A dag,))

1<i<...<ig<n

= Z dail,_iq/\dxil /\.../\d!L‘iq,

1<i1 <...<ig<n

denn es ist d(dz;, A ... Adz;,) = 0, wie ein simpler Induktionsbeweis (unter Ver-
wendung der Eigenschaften (1), (2) und (3)) zeigt.

Existenz:

Wir definieren d durch die oben gewonnene Gleichung. Das ist moglich, wegen der
eindeutig bestimmten Basisdarstellung der Differentialformen. Es ist klar, dass d
dann linear ist, und dass df das Differential von f ist.

Wir benutzen eine abgekiirzte Schreibweise:
Ist w=aydr; und p = b;dxy, so ist
dlwA @) = d(arbydry Adxy)
= d(a[b])/\dl'[/\dl’J
= [(dar)by + a;(dby)] A dzy A dzy
= (da[/\dx])/\(deI‘J)—i—de/\(CL[d.T[)/\dIJ
= dw A+ (—1)’w Adep.

Weiter gilt in lokalen Koordinaten ¢ = (x1,...,2,):

aif = d(3((fow o) dn)

= Zd((f op 1), 0 gp) A dz;
= Z((f o go_l)mim]. o cp) dx; N\ dx;

= Z(((f o (p_1>zizj —(fo ‘P_l)xjmi) o <p> dx; N\ dz; = 0,

j<i
wegen der Vertauschbarkeit der zweiten Ableitungen, und daher

dd(a[ de’]) = d(da[/\dl'[>
== dda[/\dI] —da]/\d<d$[) = 0.
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Bemerkung: Ist V C U offen und w € QI(U), so ergibt sich sofort aus der
Definition:

d(wlv) = (dw)lv-

3.1.5. Satz
Ist & : X — Y eine differenzierbare Abbildung und w € Q4(Y"), so ist

d(®*w) = " (dw).

BEWwEIS: In lokalen Koordinaten sei w = ady;, A ... A dy;, . Dann ist

d(®*w) = d((ao®)d®; A...AdD;,)
= d(ao®)ANd®; A...NdD;, + (a0 ®)d(dP;, A...NdD;,)
O*(da) N O*(dys, ) N ... NP (dys,)
O*(da Ndy;, N ... Ndy;,) = P (dw).

3.1.6. Satz
O: X Y und VU : Y — Z seien differenzierbare Abbildungen, w € QI(W).

Dann st
(Vo d)w=d"(V'w).

BEWEIS:

((\IJ o @)*W)x(vla o ,Uq) — W\I/ovl>(x) ((\IJ o) @)*7961)1, RN (\If o) @)*,zvq)
= (V'W)e (CI)*@UI, ey (I)*,qu)
(®*(T*w)) (01, ..., v,).

3.1.7. Lemma von Poincaré

Sei U C R™ offen und sternformig beziiglich 0. Ist w € QUU) und dw = 0, so
gibt es eine Differentialform o € QI7Y(U) mit dp = w.

BEwWEIs:  Wir benutzen folgende Idee: Es gibt eine Abbildung
I:QUU) — QY U) mit w=I(dw)+ d(Iw).

Ist dann dw = 0, so ist w = d({w).
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Es reicht, Formen vom Typ w = adx;; A ... A dx;, zu betrachten. Dann setzen wir

Tw = (/Oltq ! (tx)dt> in.iq (X)),

mit
q —_—
N /\dl’lj/\/\diﬁzq
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Damit folgt:
1
d(Iw) = d / t7 ta(tx) dt)/\PZl iy (X)
0

I ( / 97 (tx) dt) dP;, . i, (x)

_ ( / 1 4 1 (tx) dt) dz; A Py, 4, (%)

=1

+</ gt "a( txdt>
0
— (/ tqDatxdt>d Pi,..i,(x)
0
) -

+</ qt a(tx) dt
0

dw = Z(Dja) dry Ndxy, N ... Ndx,.
j=1

.

dry, A ... Ndx,

dry, A ... Ndzy,.

Weiter ist

Ist {j,i1,.. .0} = {k1,.. . kg mit 1 <k <...<kg1 <mn,so ist
dr; Ndxy, N ... Ndx;, = 0(j,01, ..., 1) dog, Ao Ndog,
also

Prykg(X) = zjdrg AL N da,

v=1

Daraus folgt:
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(/ t'(Dja)(tx) dt>$] dxy, N ... Ndx,
=1 o
—i—ii (/qu Da)(tx)dt)xzydx]/\d:v“ ./\d/xZ/\.../\dwiq
=1
= /1 (tq i(D a)(tx)xj> dt - dx;, N... Ndx,
0

-3 ( /0 1 t9(D;a)(tx) dt) daj A Py, iy ().

=1
Zusammen erhalt man:

d(Iw) + I(dw) =

n

1
= / (qtq_la(tx) +17- Z(Dja) (tx)xj> dt - dx;, A ... Ndx;,
0

=1
n

+ Z(/l t'D;a(tx) dt) dwj A Py, (X)

Jj=1

_Z</ t(Dja)( tx)dt)dxj/\P“ iq (%)

Ld
_ /_(tqa(tx)) dt - dug, A ... Ndz;, = w.
o dt ’

Definition

Eine Differentialform w vom Grad p heifit geschlossen, wenn dw = 0 ist. Sie
heilt exakt, wenn es eine Differentialform ¢ vom Grad p — 1 mit dy = w gibt.

3.1.8. Satz
Auf einer Mannigfaltigkeit X ist jede exakte Differentialform geschlossen.

Ist w eine geschlossene Differentialform auf X, so gibt es zu jedem Punkt x € X
eine offene Umgebung U = U(x) C X, so dass w|y exakt ist.

Der BEWEIS ist klar.
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3.2 Orientierungen

Definition

Zwei geordnete Basen (ay,...,a,), (b1,...,b,) eines n-dimensionalen Vektor-
raumes V' heiflen gleichorientiert, falls der durch T'(a;) = b; gegebene Auto-
morphismus von V' eine positive Determinante besitzt.

Die Menge der geordneten Basen von V' wird durch die Relation , gleichorientiert*
in zwei Aquivalenzklassen zerlegt. Basen in zwei verschiedenen Klassen gehen durch
einen Automorphismus mit negativer Determinante auseinander hervor. Die Aqui-
valenzklasse der geordneten Basis (aq, ..., a,) bezeichnen wir mit [ay, . .., a,]. Eine
,Orientierung® von V ist durch die Auswahl einer geordneten Basis und damit
durch die Auswahl einer der beiden Klassen gegeben.

Definition

Sei V' ein n-dimensionaler R-Vektorraum. Mit Or(V) bezeichnet man die Men-
ge der beiden Aquivalenzklassen von geordneten Basen von V. Ihre Elemente
bezeichnet man als die beiden Orientierungen von V.

Ist € Or(V) eine Orientierung von V', so nennt man die andere Orientierung
die entgegengesetzte Orientierung und bezeichnet sie mit —f.

Weil (T'ay) A ... A (Ta,) = (detT) - ay A ... A ay, ist, zeichnet jede Orientierung
von V eine Halbgerade in dem 1-dimensionalen Raum A" (V') := A™(V*) aus, kann
also durch einen nicht-verschwindenden n-Vektor reprasentiert werden. Die Klasse
lai, ..., a,] wird durch den n-Vektor a; A ... A a, représentiert.

Normalerweise kann keine der beiden Orientierungen ausgezeichnet werden. Der R”
hat hier eine Sonderstellung inne. Eine Basis des R™ heifit positiv orientiert, wenn
sie in der Orientierungsklasse der (in natiirlicher Weise geordneten) Standardbasis
(e1,...,e,) liegt. Die positive Orientierung des R™ wird also durch den n-Vektor
e, N\ ... A e, repriasentiert.

Zum Beispiel reprisentiert e; Aes Ae; die positive Orientierung des R3, e; Ae; Aes
aber die negative Orientierung.

3.2.1. Satz

Ist V' ein n-dimensionaler orientierter Vektorraum mit Skalarprodukt, so gibt es
genau eine alternierende n-Form y, so dass

Qv(ay,...,a,) =1

fiir jede positiv orientierte ON-Basis (aq, ..., a,) von V ist.
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BeEwEIls:  Wir wihlen eine spezielle positiv orientierte ON-Basis (a4, ..., a,) und
die dazu duale Basis {a!, ..., a"}. Dann setzen wir

Qu :=a*A... A

Offensichtlich ist Qv (aq,...,a,) = 1. Ist (by,...,b,) eine andere (ebenfalls positiv
orientierte) ON-Basis, so geht sie aus (ay, ..., a,) durch eine Transformation 7" mit
det(T) = 1 hervor (vgl. Lineare Algebra). Andererseits gilt allgemein:

o' AN (Tay,. .., Tay) =det(T) - o' A...Aa"(aq, ..., ap).
Also ist auch Qy(by,...,b,) = 1. n

Definition

Die n-Form €2y heifit die durch die Orientierung und das Skalarprodukt bestimm-
te Volumenform von V. Speziell wird die durch das euklidische Skalarprodukt
und die positive Orientierung des R™ bestimmte Volumenform A als Determi-
nantenform bezeichnet.

Ist {e!,...,&"} die duale Basis zur Standardbasis {es,...,e,} des R", so ist
A=c' A ANE™
Ist M eine (n,n)-Matrix mit den Zeilenvektoren x, .. .,X,, so ist

A(xq,...,x,) = det(M).

Es sei weiterhin V' ein n-dimensionaler orientierter R-Vektorraum mit Skalarpro-
dukt. Dann gibt es einen kanonischen Isomorphismus zwischen V' und V*. Jedem
Vektor a € V' wird die durch A,(v) = (a, v) bestimmte Linearform A, € V* zu-
geordnet. Die Zuordnung hingt nur vom Skalarprodukt ab, die Orientierung spielt
dabei keine Rolle. Das Skalarprodukt muss auch nicht unbedingt positiv definit
sein. Es reicht, dass eine nicht entartete Bilinearform vorliegt (z.B. das Minkowski-
Produkt im R*: (z, y),, := 21y1 + Tovs + T3Y3 — Ta¥a)-

Wir wollen nun den Raum A"~ (V') untersuchen. Dabei brauchen wir nicht nur das
Skalarprodukt, sondern auch die Orientierung. Es sei A = {ay,...,a,} eine positiv
orientierte Orthonormalbasis und {a?, ..., a"} die zugehérige duale Basis.

Eine Basis von A"~!(V) bilden die n (n-1)-Formen
W' ::ozl/\.../\oAzi/\.../\oz”, 1=1,...,n,

wobei das Dach iiber o bedeutet, dass dieser Faktor weggelassen werden soll. Man
erhélt also die Formen

w=a2A o na", W=al AP A A, L W =at AL AT
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3.2.2. Satz (Die kanonische (n — 1)-Form zu einem Vektor)

Es gibt zu jedem Vektor v € V' genau eine (n — 1)-Form A, € A""1(V), so dass
qilt:

e NN, =) Qy, firalegpeV*.
In Koordinaten: Ist {ay,...,a,} eine positiv orientierte ON-Basis und
{at, ..., a"} die dazu duale Basis, sowie v = via; + - -+ + Uy, S0 ist

n
A, = Zvi(—l)”lal ANoooANaEAN L ANQ".
i=1

BEwEIS: Der Eindeutigkeitsbeweis liefert auch gleich die Formel:

n

Wenn es eine Form A, = Z c;w; mit der geforderten Eigenschaft gibt, so muss fiir
j=1
v =wvia1 + - -+ + v,a, gelten:
v; - QV = ai(v) . QV
= a'AA,

n
= cho//\al/\.../\aj/\.../\a”
j=1

= C;- (—1)Z+1 . QV

Also ist dann A, = Zvi(—l)”lal AAGEA. A"

i=1
Da jede Linearform ¢ eine Linearkombination der of ist, folgt ganz leicht, dass die
so definierte Form A, die gewiinschte Eigenschaft hat. "

Speziell gilt: Ist A\, die durch A\,(v) = (a, v) gegebene Linearform, so ist

A AN, = (a, v)Qy.

3.2.3. Beispiel

Sei V' = R3. Wir benutzen das euklidische Skalarprodukt und als Orthonor-
malbasis die Basis {e;, ey, €3} der Einheitsvektoren. Ist a = (ay, as, a3) € R3,
SO ist

Aa = ar1e’ + aze? + age?

und
Aa = a182 N2 + ase® AN el + age! A2
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Daraus folgt:

Aa(v,w) = ay(vaws — vsws) + az(vswy — viws) + az(viwy — vaws )
= A(v,w,a).

Auferdem ist Ay A Ap = (a+b)A.

3.2.4. Satz

Sind v,w € R3, so0 gibt es genau einen Vektor v x w € R3, so dass

(vxw)ea=A(v,w,a) = Aay(v, W)

fiir alle Vektoren a € R3 gilt.

BEWwWEIS: Durch a — A(v,w,a) wird eine Linearform gegeben. Es muss also
einen (eindeutig bestimmten) Vektor z € R? geben, so dass \,(a) = A(v, w, a) ist.
Wir setzen dann v X w := z. n

Man nennt v x w das Vektorprodukt von v und w.

3.2.5. Satz (Eigenschaften des Vektorproduktes)

1. v X W = (vqws — U3Ws, U3W) — VW3, V1We — Vol ).
2. (v,w) +— v X w ist bilinear und alternierend.
3. ve(vxw)=we(vxw)=0.

4. Ist {a;,a9,a3} eine positiv orientierte ON-Basis des R3, so gilt:
g

a; X ap =ag, apxXag=a; unda; X ag = —ao.

BeweEls: 1) Die Komponenten von v x w sind die drei Zahlen (v X w)ee; =
Ae,(v,w), i =1,2,3. Dabei ist Ao, =c* Ae? A, =3 A und Ag, = &' A &2

2) ergibt sich aus den Eigenschaften der Determinantenform.

3) Es ist
ve(vxw)=A(v,v,w) =0

und analog auch we (v x w) = A(w,v,w) = 0.

4) Aus (2) ergibt sich, dass v x w auf v und w senkrecht steht. Sei nun A =
{a;, as, a3} eine ON-Basis des R?, also a;+a; = d;;.

A ist genau dann positiv orientiert, wenn A(a;,as,az) > 0 ist. Weil die a; die
Zeilen einer Orthogonalmatrix bilden, muss dann sogar A(aj, as, a3) = 1 gelten.
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Es muss a; X as = ¢yo - ag sein, mit einem geeigneten Faktor c¢;5 € R. Dann ist
C12 = C12 * (33'3.3) = (a1 X ag) * A3 = A(al,aQ,ag) =1.

Die beiden anderen Fille gehen genauso. "

3.2.6. Satz
Aa A Ab = Aaxp-

BEwEIS:  Wir rechnen die Formel ,,zu Fu* nach:

3 3
/\a A )\b = (Z az‘€i> A (Z bj&j)
i=1 j=1
= Z CLZ'b]fi VAN €j

(]
= (agbg — a3b2)52 AN 83 + (a3b1 — a1b3>€3 VAN 81 + ((lle — a2b1)51 A\ 82
Aa><b~

3.2.7. Satz

1. (wa)-(xxy):det( vexoovey )

WeX Wey

2. (vxw)xu=(veu)-w—(weu)-v.

BEwEIs: 1) Es ist

(V X W) ¢ (X X Y) = Avxw(xv Y)

= (AWAA)(XY)

= A(X) Aw(y) = Aw(x) - Av(y)

— (vex) - (Wey) = (Wex) - (vey)

= det(V.X V'y>.

WeX Wey

2) Sind v und w linear abhéngig, so kommt auf beiden Seiten Null heraus. Seien
also v und w linear unabhéngig. Wendet man darauf das Schmidtsche Orthogo-
nalisierungsverfahren an, so erhdlt man eine ON-Basis {a,b} des von v und w

aufgespannten Unterraums. Mit ¢ := a x b erhélt man eine ON-Basis {a, b, c} des
R3, und es gibt Konstanten o, 3, 7, € und 6, so daf gilt:

v=|v|]-a, w=a-a+3-b und u=~vy-at+e-b+d-c
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Auflerdem ist

_ e 9 asa a-b \
A(a,b,c) = (ax b)sc=|ax b _det(b-a b-b>_1’

also c x a=Db und c x b = —a. Damit folgt:

(vxw)xu=(|lv|s-c)x (y-a+e-b+d-c)=([|v]F) (v -b—e-a),

sowie
(vew)w = ([[v[v)-(a-a+3-b)
= ([vllha)-a+([v]5) - (v b)
und
(wew)v = (ay+fe)-(||lv[-a)
= (Ivlva)-a+([[v[B) - (¢ - a).
Zusammen ergibt das die gewiinschte Formel. "
Definition

Sei X eine n-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit. Unter einer Ori-
entierung p von X versteht man die Wahl von Orientierungen p, fiir jeden
Tangentialraum 7,(X), so dass es zu jedem Punkt xzy € X eine offene Umge-
bung U = U(z) C X und differenzierbare Vektorfelder &y, ..., &, auf U gibt, so
dass fiir alle x € U gilt:

Eine Mannigfaltigkeit X heit orientierbar, falls fiir X eine Orientierung
gewdhlt werden kann.

Definition

Sei p eine Orientierung auf X. Eine Karte (U, ¢) mit Koordinaten zi,...,x,
heifit positiv orientiert, falls fiir alle x € U gilt:

0

x,...,awn

0
(]|

T

3.2.8. Satz

FEine Mannigfaltigkeit ist genau dann orientierbar, wenn es einen Atlas fir X
gibt, bei dem alle Kartenwechsel orientierungserhaltend sind (also positive Funk-
tionaldeterminante haben).
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BEWEIS: 1) Sei p eine Orientierung von X. Man kann einen Atlas finden, der
nur aus positiv orientierten Karten besteht. Da dann alle Karten (U, ¢) mit x € U
auf T, (X) die gleiche Orientierung induzieren, miissen die Kartenwechsel positive
Funktionaldeterminante haben.

2) Sei umgekehrt ein Atlas (U,, o) von X gegeben, so dass det J%o%l > 0 auf

w3(Us N Up) ist. Dann definieren alle Karten (U,, p,) mit x € U, auf T,(X) die
gleiche Orientierung, die wir mit p, bezeichnen. Durch p : x — p, wird eine
Orientierung auf X gegeben, denn auf jeder Kartenumgebung ist sie durch ein
n-Tupel differenzierbarer Vektorfelder festgelegt. u

Sei w eine n-Form auf X. Sei (U, ¢) eine Karte und w, = a, dz' A... Ada™. Es ist
wy = 0 genau dann, wenn a,(p(x)) = 0 ist. Diese Bedingung ist unabhéngig von
den Koordinaten. Wir schreiben dafiir w(z) = 0.

Ist f eine differenzierbare Funktion auf X, so wird durch

eine n-Form f - w auf X definiert. Dabei ist (f - w), = (fo ™) - w,.

3.2.9. Satz

Eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit X st genau dann orientierbar, wenn es
auf X eine nirgends verschwindende stetige n-Form gibt.

BEWEIS: 1) Sei wy eine nirgends verschwindende n-Form auf X, (U, ¢,).cs €in
Atlas fiir X. Dann gibt es zu jedem ¢ € I eine nirgends verschwindende stetige
Funktion h, auf B, = ¢,(U,) C R, so dass (wp), = h,dax' A ... A dz™ ist. Indem
man notfalls die Koordinate ™ durch —z™ ersetzt, kann man erreichen, dass stets
h, > 0 auf B, ist.

Nun ist

hedz' A ... Adx™ = (wo),. = det(J,

pop

Jw, = det(J,

eobocpgl) chodzt AL A d2™

Also muss det(.J

pop-t) > 0 sein, der Atlas ist orientiert.

2) Jetzt sei vorausgesetzt, dass X orientierbar ist, und (U,, ¢,) sei ein orientierter
Atlas. Weiter sei (f,),er eine Teilung der Eins zur Uberdeckung (U,),c;. Fiir jedes
¢ € I induziert da' A ... A dz™ eine n-Form w, auf U,. Auf U, N U, ist w, = d,,. - w,
mit d,,, = det(J, 1) 0, > 0. Die Form f, - w, ist eine n-Form auf X mit Trager

PLOPx
wp = E fo-w,.

in U,. Wir setzen
el

Sei x € X, I die endliche Menge aller ¢+ € [ mit = € Tr(f,) und ¢y € Iy. Dann gilt:
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(wo)z = Zfb(x) (W)a

vely
= (X 1@)due(@)) - (@)
LEIy
Weil f.(z) >0, >, fu(z) =1 und d,, () > 0 ist, folgt: (wo). # 0. n

Ist X zusammenhéngend, so nennt man zwei nirgends verschwindende n-Formen
w1, ws aquivalent, falls es eine iiberall positive stetige Funktion f auf X gibt, so
dass w; = f - ws ist. Eine Orientierung von X entspricht der Auswahl einer Aqui-
valenzklasse.

Es ist relativ leicht, Beispiele von orientierbaren Mannigfaltigkeiten anzugeben.
Schwieriger ist es, die Nicht-Orientierbarkeit einer Mannigfaltigkeit zu beweisen.
Da hilft der folgende kleine Satz:

3.2.10. Satz

Sei X eine orientierbare Mannigfaltigkeit, (U, p) und (V,v¢) zwei Karten. Sind
U und V' zusammenhdngend, so kann det Jyo,—1 auf o(UNV') nirgends das Vor-
zeichen wechseln.

BEWEIS:  Sei p eine Orientierung auf X. Die Koordinaten auf U bzw. V' seien mit
0
T1,...,%, bzw. y1,...,y, bezeichnet. Auflerdem sei &, := 5 auf U und n, := 3
Ty Yu
auf V.

Weil U zusammenhéngend ist, ist (&1 (x), . .., &, (z)) entweder in jedem Punkt z € U
positiv orientiert oder in jedem Punkt negativ orientiert (denn &;(z) A ... A&, (x)
ist stetig und hat keine Nullstellen). Eine entsprechende Aussage gilt fiir V' und die

M-

Sei f := signdet Jyo,—1 auf ¢(U N V). Sind beide Karten positiv orientiert oder
beide negativ orientiert, so ist f(x) = 1. Sind sie entgegengesetzt orientiert, so ist
f(x) = —1. Auf jeden Fall ist f konstant. .

3.2.11. Beispiele
A. Wir wollen zeigen, dass die Sphire S™~! orientierbar ist.

Auf dem R™ sei eine (n — 1)-Form wq definiert durch (wp)x := Ax. Dann ist
(wWolx = 3 _ @i~ day AL Adx; A A day.
i=1

Istx € S" 'und (vy,...,v, 1) eine Basis von Ty (S" 1), soist (x,vy,..., Vv, 1)
eine Basis des R™ und daher
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(Wo)x(V1yevey V1) = det(x, Vi, ... ,Vn,l) £ 0.

Also ist wy|gn-1 eine nirgends verschwindende (n — 1)-Form und S"~! damit
orientierbar.

B. Sei X = RP?, mit den Karten

z Tz x
wolr:y:z2):= (g, —), o1(xy:z) = <—, —) und po(z:y:2) = (—, Q) )

x Yy 2z
Die Definitionsbereiche Uy = {x # 0}, Uy = {y # 0} und Uy = {z # 0} sind
alle diffeomorph zum R? und damit zusammenhingend.

1

t
Es ist 1 00y (s,t) = 1(1:s5:1) = <—, —), also
s's

_ —1/s? 0 _ 3
det J,, o,—1(s,t) = det ( _t/s? 1/s ) =—1/s".
Diese Funktion nimmt auf po(Uy N Uy) = {(s,t) € R? : s # 0} zwei verschie-
dene Vorzeichen an. Also ist RP? nicht orientierbar.

Sei X eine n-dimensionale orientierbare Mannigfaltigkeit und ¥ C X eine k-
dimensionale Untermannigfaltigkeit. Fine transversale oder dujflere Orientie-
rung von Y in yy € Y ist eine Orientierung auf (Nx(Y)),,. Eine innere Orien-
tierung von Y in yp ist eine Orientierung auf 7,,(Y).

Hat man auf X eine feste Orientierung gewéhlt, so bedingen sich innere und
transversale Orientierung gegenseitig. Wie, das kann willkiirlich festgelegt wer-
den. Man hat sich auf folgende Konvention geeinigt: Sei {v1,...,v,} eine Basis
von Ty,(X), so dass die Restklassen Uji1,...,7, eine Basis von (Nx(Y)),, =
Ty, (X)/T,,(Y) und die Vektoren vy, . .., vj eine Basis von T, (Y") bilden. Die trans-
versale Orientierung [Ux41, ..., 0,) entspricht der inneren Orientierung [vy, ..., v,
falls [Ug41, ..., Un,v1,. .., die positive Orientierung von T, (X) ist.

Der Zusammenhang ist nicht spiegelungsinvariant. Kehrt man die Orientierung von
X um, behélt aber die von Y bei, so dndert sich die Richtung der transversalen
Orientierung.

3.2.12. Satz

Sei X eine orientierbare Mannigfaltigkeit undY C X eine Untermannigfaltigkeit.
Ist Nx(Y') trivial, so ist auch Y orientierbar.

BEwEIs:  Sei dim(X) = n und ¢ := codim(Y, X). Dann gibt es globale Schnitte
vi,...,vg € I(Y,Nx(Y)), die das Normalenbiindel in jedem Punkt y € Y erzeugen.

Sei ¢ : T(X)|y — Nx(Y) die kanonische Projektion. Es gibt eine offene Uberde-
ckung (U,) von Y in X und Schnitte N! € T'(U,, T(X)) mit (N (y)) = v;(y)
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fiir y € U, NY. Ist (ey) eine Teilung der 1 zur Uberdeckung (U,), so setzen wir
Ni:=3" e,Nily. Dann ist N' € T(Y, T(X)|y) fir i = 1,...,q, und

e(N'() = Y _ea)e(NL() = > ealy)vily) = vi(y)-

« «

Sei w eine nirgends verschwindende n-Form auf X. Dann sei die (n — ¢)-Form wy
auf Y definiert durch

(Wo)y(V1, .oy Uney) i= wy(Nl(y), o NYy), v, ve—y) # 0.

Offensichtlich ist dies eine nirgends verschwindende differenzierbare (n — ¢)-Form
auf Y: Damit ist Y orientierbar. n

Ein Spezialfall ist die folgende Situation: Sei B C R" eine zusammenhéngende
offene Menge, f : B — R eine differenzierbare Funktion, c € R und Y := f~1(c) #
. Ist Vf(x) # 0 fiir alle x € Y, so ist Y eine orientierbare Untermannigfaltigkeit.
Das Gradientenfeld von f definiert ein nirgends verschwindendes Normalenfeld auf
Y. Das liefert z.B. auch eine Orientierung auf S™!.

Sei X eine beliebige n-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit,

X = U Or(T,(X)), p:X — X die kanonische Projektion.

rzeX

Ist (U, ) eine Karte fiir X, so induziert ¢ auf jedem Tangentialraum 7,(X), z € U,
eine Orientierung p, (). Sei

U:={(x,pa(¢)) :2€U} und @:=gop:U—R"

Offensichtlich bildet ¢ die Menge U bijektiv auf die offene Menge ¢(U) C R" ab,
und die Menge solcher U iiberdeckt X (denn zu jeder Karte gibt es eine entspre-
chende mit entgegengesetzter Orientierung.

Seien nun zwei Karten (U, &) und (V,4) gegeben. Ist (g, ) € U NV, so ist
tao(0) = fo = pizy(¥), d.h., die Karten ¢ und ¢ sind in xy gleichorientiert, es
ist det Jop-1(¢(20)) > 0. Dann gibt es eine offene Umgebung W = W (¢(x¢)) C
Y(UNV), auf der det Jyop—1 > 0 ist. Also ist p,(¢) = p,(¢) fir x € = 1(W).

Damit liegt W auch in w(ﬁ N ‘7), und diese Menge ist offen.
AuBerdem ist ¢ o @f/}l = po~! auf {/;(ﬁ N \N/)

Man erhélt eine Mannigfaltigkeitsstruktur auf X. Die Hausdorft-Eigenschaft zeigt
man ahnlich wie bei den Vektorbiindeln, das zweite Abzahlbarkeitsaxiom ist erfiillt.

AuBlerdem ist p : X — X eine zweiblittrige Uberlagerung, zu jedem = € X gibt es
eine Umgebung U = U(x) C X, so dass p~}(U) diffeomorph zu U x Z, ist. Man
nennt X die Orientierungsiberlagerung von X.
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3.2.13. Satz

FEine zusammenhdngende Mannigfaltigkeit ist genau dann orientierbar, wenn X
nicht zusammenhdngend ist.

BEWwWEIS: 1) Sei X orientierbar und w eine nirgends verschwindende n-Form auf
X, wodurch eine Orientierung p festgelegt wird. Dann induziert w eine stetige
Abbildung s : X — X mit pos = idy, und s(X) ist zusammenhéngend. Die Abbil-
dung s ist ein lokaler Homéomorphismus (denn wenn (U, ¢) eine positiv orientierte
Karte ist, dann ist s(z) = (2, 1) fiir € U, also s|y = (p|)~"). Damit ist s offen.
Sei nun (y,) eine Folge in s(X), die in X gegen einen Punkt gy, konvergiert, sowie
x, € X mit s(z,) = y,. Aus Stetigkeitsgriinden konvergiert x, = po s(x,) = p(y,)
gegen p(yo), und y, = s(z,) gegen s o p(yo). Damit liegt yo = s o p(yo) in s(X),
d.h., s(X) ist abgeschlossen. Es folgt, dass s(X) eine Zusammenhangskomponente
von X ist. Weil s(U) eins der beiden Blitter von p~!(U) ist, ist s(X) # X, also X

nicht zusammenhéngend.

2) Sei X nicht zusammenhédngend, X; C X eine Zusammenhangskomponente.
Dann ist p|x, : X1 — X ein Diffeomorphismus (denn p|x, ist eine Uberlagerung,
also p(X;) = X, und diese Uberlagerung ist einbléttrig). Die Umkehrabbildung

s: X — X; C X definiert wie folgt eine Orientierung auf X :

Sei s(z) = (x, ). Dann gibt es in x eine Karte ¢, die die Orientierung p, induziert.
Wegen der Stetigkeit von s stimmen die durch ¢ bzw. s bestimmten Orientierungen
in einer ganzen Umgebung iiberein. Der Wechsel zwischen zwei solchen Karten hat
offensichtlich positive Funktionaldeterminante. Also ist X orientierbar. "
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3.3 Integration

Definition

Sei B C R" offen und w = fdz! A ... A da™ ein stetige n-Form mit kompaktem
Tréger auf B. Dann setzt man

/Bw:—/Bf(x)dxl...dxn.

3.3.1. Satz

Sei ® : U — V ein Diffeomorphismus zwischen offenen Mengen im R"™, w eine
n-Form mit kompaktem Trager auf V. Dann ist

/@*w:signdet(Jq>)/w.
U v

BEWEIS: Sei w = fdy' A...Ady" Die Transformationsformel liefert:

/U(I)*w = /U(fo<I>)-det(J<p)d:B1/\.../\dx”
_ /Uf(@(x))~detj¢(x)dx
= signdet(s) - [ FDG)- [det Jo(x)| dx
— signdet(a) - [ 1(3)dy
_ signdet(h)-/w.

\%4

Definition

Es sei X eine n-dimensionale orientierte Mannigfaltigkeit, (U, ) eine positiv
orientierte Karte und w eine stetige n-Form auf X mit kompaktem Triger in U.

Dann setzen wir
/ W= / (o™ H*w.
X »(U)

Die Definition hingt nicht von der gewihlten Karte ab. Ist (V1)) eine weitere
positiv orientierte Karte mit Tr(w) C V, so ist
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/w L = /¢ X
- / (o) (W) w
p(UNV)

= [ e = [ @
e(UNV) @(U)

Es sei jetzt (U, ,).er ein orientierter Atlas fiir X und (f,),e; eine dazu passende
Teilung der Eins.

Definition

Ist w eine stetige n-Form mit kompaktem Trager auf X, so setzen wir

g [

el

Wir miissen uns erst mal iiberlegen, dass diese Definition sinnvoll ist.

1) Nach Voraussetzung ist K := Tr(w) kompakt. Zu jedem x € K gibt es eine
offene Umgebung U = U(z), die nur fiir endlich viele ¢ den Tréager von f, trifft. Da
man K mit endlich vielen solchen Umgebungen iiberdecken kann, ist die Summe
in der Integraldefinition endlich.

2) Sei (V,))ven ein weiterer (gleich-orientierter) Atlas und (g,),en eine dazu pas-
sende Teilung der Eins. Dann ist f,g, = 0 fiir fast alle (¢, v), und es gilt:

S [ = S (Sone = S [ ot
- Y [ (L ha = X [ e

3.3.2. Eigenschaften des Integrals

Sei X eine orientierte Mannigfaltigkeit, sowie w, wy und we n-Formen mit kom-
paktem Trager auf X : Dann gilt:

1. Sind c1,c9 € R, so ist fX(clwl + cows) = ¢4 wal + ¢ wag.

2. Ist X~ die gleiche Mannigfaltigkeit mit entgegengesetzter Orientierung, so
15t fX,w = —wa.

3. Ist ® 'Y — X ein orientierungserhaltender Diffeomorphismus, so ist
Jxw= [, ®w.
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Der Beweis ist trivial.

Unter einer Nullmenge im R" verstehen wir eine Lebesgue-Nullmenge.

3.3.3. Satz

Sei Q C R™ ein (achsenparalleler) Quader. Eine beschrdnkte Funktion f : Q) — R
ist genau dann (Riemann-)integrierbar, wenn {x € Q : f nicht stetig in x} eine
Nullmenge 1st.

BEWEIS: Siehe Analysis 2. n

Eine beschrankte Menge M C R™ soll Integrationsbereich heiflen, wenn ihr
Rand eine Nullmenge ist. Jede beschrinkte stetige Funktion auf M ist (Riemann-
)integrierbar (denn die Menge der Unstetigkeitsstellen der trivialen Fortsetzung
von f ist in OM enthalten).

3.3.4. Satz

Set U C R" offen und K C U kompakt. Dann gibt es einen kompakten Integrati-
onsbereich M mit K C M C U.

BEWEIS: Man iiberdecke K durch endlich viele offene Kugeln By, ..., By, deren

abgeschlossene Hiillen in U enthalten sind. Dann kann man M := By U...U By

setzen. L]
3.3.5. Satz

Sei U C R™ offen, A C U eine Nullmenge und F : U — R" eine differenzierbare
Abbildung. Dann ist auch F(A) eine Nullmenge.

BEWEIS:  Siehe Analysis 2. "

3.3.6. Folgerung

Ist U C R™ offen, m < n und F : U — R" differenzierbar, so ist F(U) eine
Nullmenge 1m R™.

BEwEs:  Sei U := U x {0} C R" und F : U x R"™ — R" definiert durch
F(x',x") := F(x'). Dann ist U eine Nullmenge, F differenzierbar und F(U) = F(U).
Die Behauptung folgt aus dem obigen Satz. "

Definition

Sei X eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit. Eine Teilmenge N C X heifit Null-
menge, falls o(N N U) fiir jede Karte (U, ) eine Nullmenge im R™ ist
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Wegen der obigen Ergebnisse ist die Definition nicht von gewihlten Karten abhéngig.
Das Komplement einer Nullmenge ist dicht in X.

3.3.7. Satz

Sei X eine n-dimensionale orientierte differenzierbare Mannigfaltigkeit.
G1,..., Gy seien (offene) Integrationsbereiche im R™, Uy, ..., Uy offene Mengen
in X und g; : G; — X differenzierbare Abbildungen, so dass gilt:

1. U; = ¢i(G;) ist kompakt und OU; ist eine Nullmenge, firi=1,... k.

2. ¢; + G; — U, ist ein orientierungserhaltender Diffeomorphismus, fir ¢ =

1.,k
3. FUTZ#] iStUiﬂUj :6U108U]

k
/Xw:;/Gigpiw

fiir jede n-Form w auf X mit kompaktem Triger in U; U ... U Uy,.

Dann ist

Zum BEWEIS setze man alle vorangegangenen Ergebnisse zusammen.

3.3.8. Beispiel

Sei a > 1. Lisst man den Kreis (21 — a)? + 23 = 1 um die x3-Achse rotieren,
so entsteht ein ,, Torus“ X, eine 2-dimensionale kompakte (und orientierbare)
Untermannigfaltigkeit des R®. Der Torus kann parametrisiert werden durch

Y(u,v) := ((a + cosv) cosu, (a+ cosv)sinu, sinv).

Dabei sei ¢ auf Q := {(u,v) € R? : 0 < u < 27,0 < v < 27} definiert.
Dann ist

o

X Q

Sei etwa w = x1 dxs A dxs — xo dxy A dxs + w3 dry A dre (Worunter eigentlich
die Einschrankung dieser Differentialform auf X zu verstehen ist). Dann ist

fiir jede 2-Form w auf X.

Y*(dzy ANdxy) = (a4 cosv)sinvdu A dv,
Y*(dxs Ndzy) = (a+ cosv)sinucosvdu A dv
und " (dxy A dxs)

(a+ cosv)cosucosvdu A dv.

also
Y*w = (a + cosv)(1l + acosv)du A dv
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und

2 27
/ w= / (/ [a(1 + cos®v) + (1 + a®) cos v] du) dv = 67%a,
b 0 0

denn es ist

27 2 2w
/ cosv dv =0, / dv = 27 und / cos’ vdv = .
0 0 0

Bemerkung: Es gibt auch eine Integrationstheorie fiir nichtorientierbare Man-
nigfaltigkeiten.

Ist X eine beliebige Mannigfaltigkeit und p : X — X die Orientierungsiiberlage-
rung, sowie 7 : & — X ein Vektorbiindel, so verstehen wir unter einem azialen
Schnitt in E eine Abbildung s : X — E mit mos = p. Dadurch wird jedem Punkt
x € X und jeder Orientierung p, in x ein Element s(u,) € E, zugeordnet.

Auf diese Weise kann man ,axiale“ (also orientierungsabhéngige) Differentialfor-
men definieren. Ist (U, ) eine Karte fir X und w eine axiale n-Form auf X, so
definiert man die n-Form w,, auf U durch

NN I
Wy i= W YRRl e b

Damit ist klar, wie eine axiale n-Form mit Trédger in einer Kartenumgebung zu
integrieren ist. Da in der Transformationsformel nur der Betrag der Funktional-
determinante zum Einsatz kommt, ist die Integraldefinition unabhéngig von der
Karte. Bei einer beliebigen axialen n-Form benutzt man wie {iblich eine Teilung
der Eins.

Ist X eine orientierbare Mannigfaltigkeit, so erhélt man auf diese Weise ein orien-
tierungsunabhéngiges Integral. In der Literatur wird zu diesem Zweck oftmals der
Begriff der ,,Dichte* eingefiihrt.
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3.4 Der Satz von Stokes

Es sei H" := {x = (21,...,2,) € R" : z,, > 0}. Dann ist
OH" = {(z1,...,2,) € R" : x, =0}.

Tn

H’I’L

Der Halbraum H"™ werde mit der Relativtopologie versehen.

Definition

Ein topologischer Raum X heifit topologische Mannzigfaltigkeit mit Rand,
falls gilt:

1. X ist ein Hausdorflraum und erfiillt das zweite Abzahlbarkeitsaxiom.

2. Zu jedem Punkt zy € X gibt es eine Umgebung U = U(z() C X, eine offene
Teilmenge W C H" und eine topologische Abbildung ¢ : U — W. Man
spricht dann von einer Karte fiir X.

Sei U C H" offen. Eine Funktion f : U — R heifit differenzierbar, falls es eine
offene Menge W C R" mit U C W und eine differenzierbare Funktion f: W — R
gibt, so dass f|y = f ist.

Definition

Sei X eine topologische Mannigfaltigkeit mit Rand. Zwei Karten (U, ¢) und (V, v)
fiir X heiBlen differenzierbar vertrdglich, falls o= : (UNV) — p(UNV)
differenzierbar ist.

X heifit differenzierbare Mannigfaltigkeit mit Rand, falls es fiir X einen
Atlas mit paarweise differenzierbar vertriaglichen Karten gibt.

Ein Punkt a € X heifit innerer Punkt von X, falls eine Karte (U, ¢) mit a € U
existiert, so dass ¢(U) eine offene Teilmenge des R™ ist. Ist a kein innerer Punkt,

so nennt man a einen Randpunkt von X. Es sei Int(X) die Menge der inneren
Punkte und 06X die Menge der Randpunkte von X.
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3.4.1. Satz

Ist X eine Mannigfaltigkeit mit Rand, a € Int(X) und (U, ) eine Karte fir X
mit a € U, so gibt es eine offene Umgebung W = W (a) C U, so dass p(W) offen
im R"™ ist.

BEwEIS: M := ¢(U) ist eine offene Umgebung von xy := ¢(a) in H", und
o 1 M — U ist eine differenzierbare Abbildung im oben definierten allgemeineren
Sinne. Es gibt also eine offene Menge N C R™ mit M C N und eine differenzierbare
Abbildung ¢ : N — X mit o[y = ¢ L.

Sei (V, 1) eine Karte fiir X mit a € V und (V') offen im R”. Dann ist
(boo)o(pov™)=vo(oop)oy™ =yoy =id,

also D(¢op)(p(x))oD(pop™1)(¢(x)) = id und damit D(potp~1)(¢(x)) invertierbar,
fiir alle x € U NV. Nach dem Umkehrsatz gibt es offene Umgebungen P von 1(a)
und @ von p(a) (jeweils im R™), so dass poyp~H(P) = Q ist. W := ¢~1(P) ist dann
eine offene Umgebung von a in U NV, so dass ¢(WW) offen im R" ist. "

Der Satz zeigt, dass die Unterscheidung zwischen inneren Punkten und Randpunk-
ten eindeutig ist.

3.4.2. Satz

Ist X eine Mannigfaltigkeit mit Rand, so ist bX leer oder eine (n — 1)-
dimensionale Mannigfaltigkeit. Insbesondere ist bbX = @.

BEWwWEIS: Ist zg € bX und (U, ¢) eine Karte fiir X, so liegt ¢(xg) in OH". Insbe-
sondere ist bX NU = ¢~ H(OH" N ¢(U)).

Sei m, : R" — R"! die durch 7, (x1,...,2,) = (z1,...,2,_1) definierte Projekti-
on. Dann ist 7,0 : bX NU — R" ! eine Karte fiir bX. Alle diese Karten ergeben
einen Atlas fiir X. .

Wir nennen die betrachteten Karten ,angepasst*.

3.4.3. Beispiele

A. X := B,(0) C R™ ist eine Mannigfaltigkeit mit Rand, mit bX = 0B,.(0).

B. Ist Xy eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit, so ist X := Xy x [0, 1] eine
(n + 1)-dimensionale Mannigfaltigkeit mit Rand. Dabei ist

bX = (Xo x {0}) U (Xo x {1}).

Sei X eine Mannigfaltigkeit mit Rand und a € bX. Mit C (a) bezeichnen wir die
Menge der Paare (U, f) mit folgenden Eigenschaften:
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1. U ist eine Umgebung von a in X und f eine differenzierbare Funktion auf U.

2. f(a) =0und f(z) >0 fir alle x € U.

Definition

Ein Tangentialvektor v € T, (X) heifit positiv oder innerer Normalenvektor,
falls v(f) > 0 fiir jedes f € Cy(a) gilt, und v(f) > 0 fiir wenigstens ein f €
C+(CL).

3.4.4. Satz
Sei X eine Mannigfaltigkeit mit Rand, a € bX und (U, @) eine angepasste Karte
fir X in a. Sind die lokalen Koordinaten beziiglich @ mit x4, ..., x, bezeichnet

0
und ist v ein positiver Tangentialvektor in a, so ist v = Z cy—— mit ¢, > 0.

oz,

v=1

BEwEIs: 1) Sei p(a) =0 und W = ¢(U) C H". Ist f > 0 auf W und f(0) =0,

o o7 £(0,..,0.h) ~ f(0,....,0)
_ ) ) - ; ) >
Oxy, (0) hll%l+ h =0

2) Sei g(x1,...,25_1) = f(21,...,2,_1,0). Dann hat g im Nullpunkt ein lokales
Minimum, und es ist g,,(0) =0 firv=1,...,n — 1.

Ist v € To(R™), v = Cv > 50 ist v(f) = ¢n - fr,(0). Ist also v positiv, so

T,
v=1

muss ¢, > 0 sein. Ist umgekehrt ¢, > 0, so ist allgemein v(f) > 0 uns speziell
v(x,) = ¢, > 0, also v positiv. .

3.4.5. Satz

Sei X eine Mannigfaltigkeit mit Rand und a € bX. Sind vy,ve € T,(X) positiv,
so gibt es ein A > 0 mit vy — Avy € T,(bX).

BEwEIS: Man beschreibe beide Tangentialvektoren in lokalen Koordinaten, ¢,

bzw d,, sei jeweils der Koeffizient bei i Dann sind beide Zahlen > 0, und man

o,
kann ein A > 0 finden, so dass ¢, — A\d,, = 0 ist. Dann ist v; — A\vy Linearkombination
0 0
von o B liegt also in T, (b.X). .

Sei No(bX) := T,(X)/T,(bX) und ¢, : T,(X) — N,(bX) die kanonische Projek-
tion. Fiir zwei positive Tangentialvektoren vy, vs € To(X) gibt es ein A > 0, so
dass e€(v1) = A - €(vg) ist. Die von einem positiven Tangentialvektor v induzierte
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Orientierung [e(v)] von N,(bX) ist demnach eindeutig bestimmt. Man orientiert
nun bX transversal so, dass —[e(v)] positiv orientiert ist.

Ist ¢ eine angepasste positiv orientierte Karte mit Koordinaten z, ..., x,, so ist
0/0x, ein positiver Tangentialvektor. Nun gilt:
g 0 0 } iy 1)n[ 0 0 0 ]
oxr, 0xy " Orp_1l Oxy 0w,y Ox, 1

Also ist

0 0
(=15 |
8$1 Oxn_l
die innere Orientierung von b.X, die der kanonischen transversalen Orientierung ent-
spricht. Fortan sei bX immer so orientiert. Dies entspricht nur dann der Standard-
Orientierung des R"™!, wenn n gerade ist (also z.B. im Falle n = 2).

! .

1

Orientierung des Randes

3.4.6. Satz von Stokes

Sei X eine orientierte n-dimensionale Mannigfaltigkeit mit Rand, j : bX — X
die natiirliche Einbettung, w eine (n — 1)-Form mit kompaktem Trager auf X.

Dann st
/ j*w:/ dw.
bX X

BeEwEIs: 1) Sei (U, ¢,).er €in positiv orientierter angepasster Atlas, (o,),es eine
dazu passende Teilung der Eins. Dann ist w = ), w, mit w, := gw, und es ist dw =
>, dw, und j*w =37, j*w,. Gilt schon fiir jedes ¢ die Gleichung [, j*w, = [ dw,,

so ist
/ j*w:Z/ j*wL:Z/de:/dw.
bX o1 JbX ol /X X

Es geniigt also, den Fall zu betrachten, dass es eine Karte (U, ¢) fiir X mit Trw CC
U gibt.

n

Sei w = Zai dry A ... Ndxz; N\ ... N\ dx, die Darstellung von w beziiglich der
i=1

Koordinaten x4, ..., z, zur Karte ¢. Dann ist
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n

(¢ Yw=> (a09 dx A... Adzi A ... Ada,

=1

und
(™) (dw) = d((¢™!)'w) = Z(—l)i‘la(a%xf) dzy A ... Adz,,

Schlieflich sei noch @ = [a,b]" C R" ein Quader mit Tr((¢~!)*w) CC Q.

2) Fall (a): Es sei bX NU = @. Dann ist / Jj*w =10 und

[ o - / L)

= / Z(—l)FlM dry A ... Ndx,
SO(U) i=1 aml

_ zn:(_ni—l/ Naiov™) gy . da,

i=1 o O
n b b ) -1

= Z(—l)i_l/ / %dwl...dxn = 0.
=1 a a 3

Das folgt aus dem Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung, da a; o
ot auf Q verschwindet.

Fall (b): Nun sei bX NU # @. Dann ist p(U) C H" und

eU)Nn{xeH" : z, =0} # .

: - - 0(a; 097"
Es ist / dw =" (-1) 1/ —————dxy ... dz,,
X ; o) 0%

d(a; o pt
undfﬁrizl,...,n—list/ Md:pl...dxn:(),
o) OFi
das folgt mit dem gleichen Argument wie oben.
—1
Fiir i = n ist M nur auf [0, 00) erkldrt und
Tn
O(ay, o p? O(ay, o p~t
/ del...dxn = / Mdarl...dxn_ldxn
e(U) Oy R7=1x[0,00) Oxy

-1
= —/ an o (x1,...,Tp_1,0)dxy...dx, 1,
Rn—1

also

/dw=(—1)”/ an o @ (21, Xp1,0)day ... dr,_y.
X ]Rn—l
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Ist ¢ := ¢lpxnv : bX NU — OH" N ¢(U) die induzierte Karte fiir den Rand und
J : OH" — H" die natiirliche Einbettung, so ist

joF =gt ol

und

/ Jfw = / (@71)*(‘7%)) = / (jo @71)*(,0 = / (gpfl oJ)w.
bX C(bXNU) C(bXNU) (bXNU)

Es ist

x; firi=1,...,n—1,

pr;o J(z1,...,xp—1) = pry(z1,...,2,-1,0) = { 0 fiiri—n

und damit

de; firi=1,...,n—1,
0 firi=n.

(o) da, = (9~ oJ ) di: = d(xso0"0J) = d(pr,oJ) = {

Daraus folgt:

dey N ... Ndzx,—; fallsi=n,

- ~—1\* /\' _
(jop )(dxl/\.../\dxz/\.../\dxn)—{ 0 const

und
(jop ™ Vw=a,00 Y21,...,20_1,0)dxy A ... Adry_,.

Da sich definitionsgeméf die Orientierung von bX von der kanonischen Orientierung
des R"™! um den Faktor (—1)" unterscheidet, folgt:

/ jrw = (—1)"/ an o9 (1, ..., Ty_1,0)dzy ... dT, 1.
bX Rn—1

Damit ist alles gezeigt. "

3.4.7. Folgerung

Ist X eine orientierte n-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit (ohne

Rand) und w eine (n — 1)-Form mit kompaktem Trager auf X, so ist / dw = 0.
X
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Erginzung: Uberlagerungen

Definition

Eine differenzierbare Abbildung p : X — Y heiBt differenzierbare Uberlage-
rung, falls gilt:

1. X und Y sind zusammenhédngende Mannigfaltigkeiten.
2. p ist surjektiv.

3. Zu jedem Punkt y € Y gibt es eine zusammenhéngende offene Umgebung
V =V (y) CY,sodass jede Zusammenhangskomponente von p~! (V) durch
p diffeomorph auf V' abgebildet wird.

3.4.8. Satz

Istp: X — Y eine differenzierbare Uberlagerung, so ist p offen und lokal diffeo-
morph. Alle Fasern p~(y) haben die gleiche Kardinalitit. Ist p zusdtzlich injektiv,
so ist p ein Diffeomorphismus.

BeweEls: 1) Ist g € X und yo := p(z0), so gibt es eine offene Umgebung V' =
V(yo), so dass die Zusammenhangskomponente U von xq in p~!(V) diffeomorph
auf V' abgebildet wird. Also ist p lokal diffeomorph.

2) Ist M C X offen, so ist M Vereinigung von offenen Teilmengen U,, ¢ € I, die
diffeomorph auf offene Mengen V, C Y abgebildet werden. Dann ist p(M) = {J, V.
offen. Also ist p eine offene Abbildung.

3) Sei y € Y. Dann gibt es eine offene Umgebung V' = V(y) C Y, so dass fiir die
Zerlegung p~ (V) = J,.; U, in Zusammenhangskomponenten gilt: Fiir jedes ¢ € I
ist p|y, : U, — V ein Diffeomorphismus. Es gibt also zu jedem ¢ € I genau ein
x, € U, mit p(x,) = y. Damit ist durch ¢ — =z, eine bijektive Abbildung von I auf
p~(y) gegeben. Also haben I und p~!(y) die gleiche Kardinalitéit. Das gilt fiir alle
y € V. Weil Y zusammenhéngend ist, gilt es sogar fiir alle y € Y.

4) Nach Voraussetzung ist p surjektiv. Ist p sogar injektiv und damit bijektiv, so
folgt aus (1), dass p ein Diffeomorphismus ist. n

3.4.9. Satz

X undY seien zusammenhdngende Mannigfaltigkeiten, p : X — Y eine eigentli-
che differenzierbare Abbildung. Ist p lokal diffeomorph, so ist p eine differenzier-
bare Uberlagerung.
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BeweEIls: 1) Weil p lokal diffeomorph ist, ist p eine offene Abbildung. Sei A C X
abgeschlossen. Es soll gezeigt werden, dass auch p(A) in Y abgeschlossen ist. Sei
(y;) eine Folge in p(A), die gegen ein yo € Y konvergiert, y; = p(x;) mit z; € A.
Sei V' eine kompakte Umgebung von y, in Y. Fiir ¢ > 1 liege y; in V. Weil p
nach Voraussetzung eigentlich ist, ist p~' (V) kompakt. Die Folge der Punkte z;,
i > ig, besitzt eine konvergente Teilfolge (;, ), mit Grenzwert xg € p~ (V). Weil
A abgeschlossen ist, muss zo in A liegen. Da p stetig ist, konvergiert y;, = p(x;,)
gegen p(xo). Offensichtlich muss p(xy) = yo sein, d.h. y, liegt in p(A).

2) Weil p eine offene und abgeschlossene Abbildung ist, ist p(X) offen und abge-
schlossen in Y, also = Y. Damit ist p surjektiv.

3) Sei yo € Y beliebig vorgegeben. Zu jedem x € p~1(yo) gibt es eine offene Umge-
bung U = U(z) C X und eine offene Umgebung V' = V(y), so dass p|ly : U — V
ein Diffeomorphismus ist. Dann ist U N p~t(yy) = {x}, also p~(yo) eine diskre-
te Teilmenge von X. Weil p eigentlich ist, ist p~(yo) zudem kompakt, also eine
endliche Menge, etwa = {x1,...,z.}.

Zu jedem i gibt es eine Umgebung (71 von z;, die diffeomorph auf eine Umgebung
V' von y, abgebildet wird. Man kann annehmen, dass U; N U; = @ fiir ¢ # j ist.
Sei V :=ViN...N Vg Die Menge A := X \ ((71 Uu...U ﬁk) ist abgeschlossen in
X, also ist auch p(A) abgeschlossen in Y. Da yy & p(A) ist, kann man V' durch
V' \ p(A) ersetzen, also annehmen, dass p~}(V) € U, U...UU, ist. Geht man noch
zu der Zusammenhangskomponente von yo in V' iiber, so kann man erreichen, dass
V zusammenhiingend ist, V' C V; fiir alle ¢ und immer noch p~(V) C U;U...UUy
ist.

Sei U; == p"Y(V)N U, fiir i = 1,..., k. Dann ist p~2(V) = Uy U... U Uy. Es ist
plu, : U; — V ein Diffeomorphismus und U; zusammenhéngend. Also haben wir die

Zerlegung von p~1(V) in Zusammenhangskomponenten gefunden. Damit ist p eine
Uberlagerung. .

3.4.10. Lemma

Seip: X — Y eine stetige Abbildung zwischen Hausdorffriumen und s 1Y — X
ein stetiger Schnitt (mit p o s = idy ). Dann ist s eigentlich.

BEWEIS: Sei K C X kompakt, y € s71(K). Dann ist y = po s(y) € p(K). Da K
in X abgeschlossen ist, ist s7!(K) abgeschlossen in Y. Und wie wir gezeigt haben,
ist s71(K) in der kompakten Menge p(K') enthalten, muss also selbst kompakt sein.
Das zeigt, dass s eigentlich ist. "
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3.4.11. Die universelle Eigenschaft des Faserproduktes

Gegeben seien zwei differenzierbare Abbildungen f : E — X und g : FF — X.
Das Faserprodukt E X x F' ist gegeben durch

Exx F:={(z,y) e ExF : f(x)=g(y)}

P EXx F— FE undpy : E xx F'— F seien die kanonischen Projektionen.
Ist Z eine weitere Mannigfaltigkeit und sind ¢ : 7 — E und ¢ : Z — F zwei
differenzierbare Abbildungen mit f o o = g o1, so gibt es eine differenzierbare
Abbildung F : Z — E xXx F mit pyo F = ¢ und pyo F' = 1.

BeEwels: Trivial: Man setze F(2) := (¢(2), ¥ (2)). ]



