2 Vektorbiindel

2.1 Lokale Trivialisierungen

Definition

Sei X eine (n-dimensionale) differenzierbare Mannigfaltigkeit. Ein Vek-
torbiindel vom Rang q iiber X ist eine differenzierbare Mannigfaltigkeit F,
zusammen mit einer surjektiven differenzierbaren Abbildung 7 : F — X, so dass
gilt:

1. Fiir jedes z € X trigt die Faser E, := 7 '(x) die Struktur eines g-
dimensionalen Vektorraumes.

2. Zu jedem z € X gibt es eine offene Umgebung U = U(x) C X und einen
Diffeomorphismus ¢ : 771(U) — U x R? mit folgenden Eigenschaften:

(a) Fiir jedes z € U ist ¢, := ¢|g, : E, — R? ein R-Isomorphismus.
(b) pryo¢@ = auf 77 1(U).

Die Abbildung ¢ nennt man eine lokale Trivialisierung, die Abbildung =
nennt man Biindelabbildung. Die Mannigfaltigkeit X heifit Basts, E heifit
Totalraum des Biindels.

2.1.1. Satz

Sei m . E — X eine surjektive differenzierbare Abbildung (zwischen Mannig-
faltigkeiten). E ist genau dann ein Vektorbiindel vom Rang q iber X, wenn

es eine offene Uberdeckung % = (Uy)aca von X und lokale Trivialisierungen
|

Vo : T HUy) — Uy x RY mit pry 0 9, = 7 gibt, so dass gilt:
Zu jedem Paar (o, 3) € I x I gibt es eine differenzierbare Abbildung
9op : Ua MUz — GLy(R)  mit o095 (2, v") = (2, gap(x) +v')

fiirx € Uyp :=U,NUz und v € CI.

BEWEIS: 1) Sei E ein Vektorbiindel iiber X. Dann gibt es eine Uberdeckung
U = (Uy)aca von X und lokale Trivialisierungen ¢, : 71 (U,) — U, x R? mit
pr; o g, = m. Sei

Aop = @q 0 gogl :Unp x CT — Uypg x C1,

Dann ist (Anp)s @ C? — C? fiir jedes © € U,p ein R-VR-Isomorphismus, der
beziiglich der Standardbasen durch eine Matrix g,5(x) € GL,(R) beschrieben wird.
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Weil (gap)vu(x) = pr,(Ans(z)(e,)) ist, folgt auch, dass gag differenzierbar ist.

2) Sei umgekehrt ein System von lokalen Trivialsierungen mit differenzierbaren
Ubergangsfunktionen g.s : Uss — GL,4(R) gegeben. Dann kann man auf diesem
Wege jede Faser E, mit einer Vektorraum-Struktur versehen, so dass die Triviali-
sierungen faserweise Vektorraum-Isomorphismen sind. "

2.1.2. Konstruktionslemma

Sei X eine n-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit und q € N. Zu jedem

x € X sei ein q-dimensionaler R-Vektorraum E, gegeben, es sei B := ], .y E,
und m : E — X die kanonische Projektion. Weiter sei % = (Uy)aca eine
offene Uberdeckung von X. Zu jedem o € A gebe es eine bijektive Abbildung
Vo : T HU,) — Uy x R? mit pry o p, = 7, die auf jeder Faser einen R-VR-
Isomorphismus induziert, zu jedem Paar (o, 3) € A x A mit U,g # & gebe es
eine differenzierbare Abbildung gop : Uag — GL4(R), so dass gilt:

Pa 00y (2,v) = (2, gap(x) e v ).

Dann gibt es auf E eine (eindeutig bestimmte) differenzierbare Struktur, so dass
E ein Vektorbiindel vom Rang q tber X mit Biindelprojektion m und lokalen
Trivialisterungen @, 1st.

BEwEIS: Man kann annehmen, dass A abzdhlbar ist und dass es lokale Karten
Yo : Uy — B, C R™ gibt. Dann ist

Go T H(Uy) = By X RY mit @ 1= (g X id) 0 g
eine Karte fiir . Die Kartenwechsel

5o 35" = (1 x id) 0 00 0 93" 0 (1 x id)”!
sind Diffeomorphismen.

E wird mit einer Topologie versehen, indem man Produktumgebungen als Elemen-
tarumgebungen benutzt. Das ist eine Hausdorff-Topologie: Seien p,q € E, p # q.
Liegen beide Punkte in einer Faser F,, so liegen sie in der gleichen Koordinatenum-
gebung, und es gibt natiirlich disjunkte Umgebungen. Ist p € £, und ¢ € E, (mit
T # ), so gibt es disjunkte Umgebungen V = V(z) und W = W (y), und 7= (V)
und 7~ (W) sind disjunkte Umgebungen von p und ¢. Dass F das zweite Abzihl-
barkeitsaxiom erfiillt, folgt daraus, dass dies fiir den R™ gilt und die Uberdeckung
abzahlbar ist. Damit ist E tatséchlich eine differenzierbare Mannigfaltigkeit.

Weil ¢y oo @1 (x,vT) = 1q0pry o (11 xid) = x ist, ist 7 eine differenzierbare
Abbildung. Damit ist alles gezeigt. u
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2.1.3. Beispiel

In jedem Punkt z einer Mannigfaltigkeit ist der (n-dimensionale) Tangential-

raum 7}, (X) gegeben. Nun sei T'(X) := |, 7%(X). Uberdeckt man X durch
lokale Koordinaten (U,, %, ), so erhilt man Trivialisierungen ¢, : 7= *(U,) —
U, x C" durch

) = (z, (ay, ... ,an)T).

T

Dann ist
Pa © 90[;1(377 VT) = (il?, J@aowgl ’ VT)'

Das so beschriebene Vektorbiindel 7'(X) nennt man das Tangentialbiindel
von X.

Definition

Ein Vektorbiindel-Homomorphismus (zwischen Vektorbiindeln E und F
iiber einer Mannigfaltigkeit X) ist eine differenzierbare Abbildung ® : £ — F|
so dass gilt:

1. mpo® =mpg.
2. Fiir alle z € X ist &, : E, — F, eine R-lineare Abbildung.

Ist ® zusitzlich bijektiv und auch ®~! ein Vektorbiindel-Homomorphismus, so
spricht man von einem (Vektorbiindel-) Isomorphismus.

2.1.4. Satz

FEine Abbildung ® : E — F (zwischen Vektorbindeln iber X ) ist genau dann ein
Vektorbiindel-Homomorphismus (bzw. -Isomorphismus), wenn es zu jeder offenen
Teilmenge U C X, zu der es Trivialisierungen ¢ : 5" (U) — U x R? und
Y 7 (U) — U x RP (im Fulle eines Isomorphismus mit p = q) gibt, eine
differenzierbare Abbildung h : U — M, ,(R) (bzw. H : U — GL,(R)) gibt, so
dass gilt:

Yvodop Nz, v') = (z,h(z)sv").

BEwEIs: 1) Sei & : E — F ein Vektorbiindel-Homomorphismus. Dann ist

prioyodoy iz, v') = mpodoypTi(z,v')

= oy 'z, v') =z

und fir festes z € U ist
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vl pryogo®op (1, v) =1, 0@ 00, (V)
eine lineare Abbildung, die man in der Form v +— h(z)«v' mit h(z) € M, ,(R)
schreiben kann.

2) Ist das Kriterium erfiillt, so gibt es eine offene Uberdeckung % = (Un)acas
Trivialisierungen ¢, von F und v, von F und differenzierbare Abbildungen h,, :
Uy — M, 4(R), so dass gilt:

e 0 @ o (m, VT) = (2, ho(x) 'VT).

Dann ist
-1 TN _ -1 T
tro®og (z,v') = mpot (x,ha(z)eVv
= prl(x,ha(x)-vT) =1 = mgo ¢;1(x,VT),
also mp 0o ® = . Dass ® auf jeder Faser linear ist, ist ebenfalls klar. n

Bemerkung: Wir iibernehmen die Bezeichnungen aus dem zweiten Teil des Be-
weises. Die Ubergangsfunktionen von £ seien mit g, bezeichnet, die von F' mit
Yag- Dann ist

(@, ha(2)ev') = PaoPop (z,v")

Yoo tpz) othgo® ozl o (pgop,t)(z, v
a0 thy') othg o ® oyt (x, gap(x) Tt ev )
Yo 0 51 ) (@, ha(x) ¢ gap(x) e vT)

2, Yo (1) « hg(x) e gag() " evT),

o~ o~ o~ —~

also
Yap(T) * hg(z) = ha(2) * Gap ().

2.1.5. Satz

Das System der Ubergangsfunktionen Jap €ines Vektorbindels zur Uberdeckung
U = (Uy)aca erfillt die folgende ,Cozykel-Bedingung*:

903(2) 2 g3y(2) = gary(2) fiir v € Uppy == U, NUz N U,.

BEWwWEIS: Die Behauptung folgt unmittelbar aus der Beziehung

Pa 00, = a0 (05 ops) ot = (paowy')o(psowll),

die iiber U,gpy gilt. n
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2.1.6. Existenzsatz

Sei X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, U = (Uy)aca eine offene Uberde-
ckung von X und g.p ein System von Ubergangsfunktionen zur Uberdeckung % ,
das die Cozykel-Bedingung erfillt.

Dann gibt es ein Vektorbindel @ : E— X vom Rang q mit Trivialisierungen
Yo : T HUy) — Uy x R? und Ubergangsfunktionen go5. Das Biindel ist bis auf
Isomorphie eindeutig bestimmit.

BeEwEIs: Auf E := U U, x {a} x R? wird eine Aquivalenzrelation erklirt:
acA
(z,0,v) ~ (y,3,w) : <= z=yund w' = gg.(v)-v'.

Es sei E := E/ ~ die Menge der Aquivalenzklassen und 7 : E — X definiert
durch 7([z, @, v]) := z. Diese Projektion ist wohldefiniert, und die Fasern haben
die Struktur g-dimensionaler Vektorrdume. Fiir a € A sei ¢, : 71 (U,) — U, x RY
definiert durch [z, a, v] = (z,v). Das ist offensichtlich eine wohldefinierte bijektive
Abbildung. Uber U,z gilt:
pao g (1, w') = oz, 8, w])

= ¢o([z,a,v]) (mit w= gga(z) evh)

= (2,v) = (,gap(z) oW ").
Seien zwei Biindel F und F vom Rang ¢ mit den gleichen Ubergangsfunktionen g,s
gegeben, mit Trivialisierungen ¢, und v,. Dann sei h, : U, — GL,(R) definiert
durch ¢ 0 o (2, v") = (2, ho(x)sv') und ® : E — F durch

Oy (@, v1)) =95 (, ha(@) oV 7).

Ist € Ugg und o' (z,v") = 5" (z,w'), so ist

Vg (@, ha(w) e w') =95t o (Yo p5!) (W) = 5t (z,v).

Also ist @ ein wohldefinierter Vektorbiindel-Isomorphismus. .

Definition
Ein Vektorbiindel E heifit trivial, falls £ = X x RY ist.

2.1.7. Satz

Das Biindel E sei (beziiglich der Uberdeckung % = (U,)) durch Ubergangsfunk-
tionen go5 gegeben. E ist genau dann trivial, wenn es differenzierbare Funktionen
he : Uy — GL4(R) gibt, so dass gilt:

9op(2) = ho(x) e hg(x) ™" fiir v € Uyp.




6 2 Vektorbiindel

BewEIs: Die Einheitsmatrix dient als Ubergangsfunktion fiir das triviale Biindel.
Die Behauptung folgt dann aus der lokalen Beschreibung von Vektorbiindel-
Isomorphismen. .

Wir wollen nun zu einem Vektorbiindel E das ,duale Biindel E* konstruieren.
Dazu zunéichst etwas Lineare Algebra: Ist f : V' — W eine lineare Abbildung zwi-
schen (endlich-dimensionalen) Vektorrdumen, so wird die duale lineare Abbildung

f*: W* — V* definiert durch f*(\) :== Xo f.

Nun seien {ay,...,a,} eine Basis von V und {by,...,b,} eine Basis von W. Es
gibt dazu die dualen Basen {ay,...,a,} von V* und {f,..., 5.} von W* mit
ai(a;) = 6;; und Bi(b) = du-

f wird beziiglich der Basen durch eine Matrix A = (a,,) beschrieben,

f((ll,) = Za/wb,ua

pn=1
und f* wird beziiglich der dualen Basis durch eine Matrix A* = (a;,,) beschrieben,

n

£ =3 a0

v=1

Dabei ist
ay, = (f*Bu)(an) = (Buo fila) = au,
also A* = AT.

Ist nun £ ein Vektorbiindel iiber X mit lokalen Trivialisierungen ¢, : Ely, —
U, x RY, so beschreibt fiir © € U, die Matrix g,5(z) € GL,(R) den Isomorphis-
mus (@q)e © (g), " : R? — R (beziiglich der Standardbasis). Die Matrix g};5(z)
beschreibe nun (((pa);)_l o(pp)k: (R?)* — (R?)* (beziiglich der zur Standardbasis
dualen Basis von (R?)*). Dann ist g ;(7) = (gafg(:c)T)_1

Es gibt einen kanonischen Isomorphismus ¢ : R? — (R9)* mit «(v)(w) = vew.
Dabei wird v = (vy, ..., v,) auf die Linearform Ay : (z1,...,24) — 121+ -+ 0,24

abgebildet.

Das duale Biindel E* ist definiert als E* := U E7. Trivialisierungen ¢, gewinnt

zeX

man durch
1

(&a)z =10 ((@a)i)i .

Ubergangsfunktionen sind die Funktionen g,(z) = (gaﬂ(q:)T)_l

= gﬁa<x>T-

Das Cotangentialbiindel T*(X) ist das duale Biindel zum Tangentialbiindel
T(X).
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Definition

Sei f : X — Y eine differenzierbare Abbildung (zwischen Mannigfaltigkeiten), 7 :
E — Y ein Vektorbiindel vom Rang ¢. Dann versteht man unter dem tnversen
Bild von E iiber X das Biindel

ffE=Xxy E={(z,e) e X xE : f(zx)=mn(x)}.

Die Biindelprojektion 7 : f*E — X ist gegeben durch 7(z,e) := z.

Die Faser von f*E iiber x € X ist gegeben durch (f*E), = Ey). Daher ist das
geliftete Biindel“ (das inverse Bild von F) trivial iiber den Fasern f~!(y).

Man hat folgendes kommutative Diagramm:

ffE = E
Tl | 7
x Ly

Ist % = (Uy)aca eine offene Uberdeckung von Y, so dass F iiber U, trivial ist.
Dann ist % := {U, == f~(U,) : a € A} eine offene Uberdeckung von X, so dass
f*E iiber ﬁa trivial ist: Ist ¢, : Ely, — U, X RY eine Trivialisierung von F, so
kann man eine Trivialisierung @, : f*FE)| b, [7& x R? definieren durch

Bal@,€) = (2, (a) 1) (€))-

Sei (gap) das System der Ubergangsfunktionen von E. Dann ist

~1

@oe o 905 (m7WT) = (I‘, (Qoa)f(x) o (Qpﬁ);(lgf;)(w—r) = (xagaﬁ(f<m)) 'WT)7
also gas o f Ubergangsfunktion von f*E.
Sei 7 : Y — X die Einbettung einer Untermannigfaltigkeit Y in eine Mannigfaltig-

keit X. Ist E ein Vektorbiindel iiber X, so ist E|y := j*E die Einschrénkung von
E auf Y.
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2.2 Schnitte
Sei 7 : £ — X ein Vektorbiindel vom Rang q.

Definition

Sei U C X offen. Ein stetiger (bzw. differenzierbarer) Schnitt in E iiber
U ist eine stetige (bzw. differenzierbare) Abbildung s : U — E mit g o s = idy.

Die Menge aller differenzierbaren Schnitte in E {iber U wird mit I'(U, E) be-
zeichnet.

2.2.1. Satz

Sei (pa) ein System von Trivialisierungen fir E und (g.3) das zugehorige System
von Ubergangsfunktionen.

Ist s € T'(X,E), so gibt es ein System von differenzierbaren Funktionen s, :
U, — R? mat
Vo 0 8(x) = (2, 54())  fir x € U,.
Uber U, ist dann
sa(®)" = gap(z) *sp(2) "
Jedes System von Funktionen s, das die zweite Bedingung erfillt, bestimmt (tiber
die erste Gleichung) einen differenzierbaren Schnitt in E.

Bewels: Die Existenz der Funktionen s, (mit s,(x) = pry o ¢, 0 s(z)) ist klar.
Und dann ist

(z,50(2)") = @aos(x) = (paops')opsos(z)
= (paops")(z,55(x)")
= (2, gap(w) +55(x)").
Ist umgekehrt das System der s, mit der obigen Ubergangsbedingung gegeben, so

wird durch
s(z) == o, (z,54(x)) (iiber U,)

der Schnitt s definiert. Die Wohldefiniertheit folgt wie iiblich aus der Ubergangs-
bedingung. "
2.2.2. Beispiel

Sei E' = T'(X) das Tangentialbiindel von X. Ist £ ein Vektorfeld auf X, so wird
jedem Punkt p € X der Tangentialvektor &, = > a,(p)(0/0z,) € T,(X)
zugeordnet. Sei ¢ : T(X)|y — U x R™ eine von einer Karte (U, 1) induzierte
Trivialisierung. Dann ist



2.2 Schnitte 9

#(&) = oYX apr) = (. (@) ) )

v

Also definiert £ einen Schnitt in 7°(X) (und umgekehrt definiert jeder Schnitt
ein Vektorfeld).

Definition

Sei m : E — X ein Vektorbiindel vom Rang ¢, U C X offen. Ein System S =
{s1,...,84} von Schnitten in E {iber U heiit ein Rahmen oder eine Basis iiber
U, falls {si(z),...,s,(z)} fir jedes x € U eine Basis von E, ist.

Ist ¢ : E|y — U x R? eine Trivialisierung, so erhilt man durch
si(x) =@ N, e) fiiri=1,...,q

einen Rahmen fiir F iiber U.

Ist umgekehrt ein Rahmen {sy,...,s,} iiber U gegeben, so kann man eine Trivia-
lisierung ¢ : E|y — U x RY definieren durch

go(z aisi(x)) = (z,(a1,...,a,)").

Viele Konstruktionen, die es bei Vektorrdumen gibt, lassen sich auf Vektorbiindel
iibertragen. Wir kennen das schon von den Dualrdumen und den dualen Biindeln.
Nun betrachten wir die direkte Summe.

g — X und mp : F — X seien zwei Vektorbiindel vom Rang p bzw. ¢. Dann
nennt man

EoF:=|)EoF={0vwcExF : o) =rp(w)} = ExxF
zeX

die direkte Summe oder Whitney-Summe von E und F. Wir fiihren die Vek-
torbiindel-Struktur auf F & F schrittweise ein:

1) Sei E = X xR? und F = X x R% Dann ist £ @ F = X x RPY? mit der
offensichtlichen Biindel-Struktur.

2) Es gebe globale Biindel-Isomorphismen ¢ : E — X x RP und ¢ : FF — X x RY.
Dann kann man ¢ Xx ¢ : E® F — X x RPT? definieren durch

© Xx ¥(v,w) = (x,pry 0 p(v), pry o P(w)) fir (v,w) € E, & F,.

Das induziert auf E® F' eine Biindelstruktur, so dass ¢ X x 1 ein VB-Isomorphismus
ist.
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3) Es seien ¢ : E — X x RP und QZ : ' — X x R? andere Trivialisierungen. Dann
gibt es differenzierbare Abbildungen ¢; : X — GL,(R) und ¢> : X — GL,(R) mit

Fop av) = (w.gi(x)ev) wd oMz, w!) = (z,0:() W),

und es gilt:

@ xx D)o (o v ) =G (247 0w
0 92()
4) Sind E und F beliebige Vektorbiindel, so gibt es eine offene Uberdeckung % =
(Uy) von X und Trivialisierungen ¢, : Ely, — Uy X RP und 9, : F|y, — U, x R%
Die Trivialisierungen ¢, Xy, ¥, liefern dann wegen (1), (2) und (3) die gewiinschte
Vektorbiindel-Struktur auf £ ¢ F.

Nach diesem Schema geht man immer vor, wenn man Vektorraum-Konstruktionen
auf Biindel iibertragt. Das wird z.B. am Ende des néchsten Abschnittes angespro-
chen.
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2.3 Tensorfelder

Sei V' ein n-dimensionaler R-Vektorraum, V* = L(V,R) sein Dualraum und V** =
L(V*,R) der Bidualraum. Es gibt eine kanonische Abbildung

Jj: V=V mit j(v)(¢) == ¢(v).

Offensichtlich ist j linear, und wenn j(v) = 0 ist, so ist ¢(v) = 0 fiir alle Linearfor-
men @ € V™.

Schreibt man v = vyay + - - - + v,a,, mit einer beliebigen Basis {ay, ..., a,} von V,
und ist {a!, ..., a"} die dazu duale Basis von V*, so ist 0 = of(v) = v; fiir alle 1,
also v = 0. Das zeigt die Injektivitdat, und aus Dimensionsgriinden ist 7 dann ein
Isomorphismus. Auf diese Weise kann man V und V** miteinander identifizieren.

Definition
Eine Abbildung
p: (V)P xV1—R,

die in jedem Argument linear (insgesamt also (p + ¢)-fach multilinear) ist, heifit
ein p-fach kontravarianter und g-fach kovarianter Tensor (iiber V). Die
Menge aller dieser Tensoren sei mit 7?(V') bezeichnet.

2.3.1. Beispiele
A. Eine Linearform ¢ € V* ist ein 1-fach kovarianter Tensor.

Der Vektorraum T, (V) aller g-fach kovarianten Tensoren wird auch mit
L,(V;R) bezeichnet (Raum der g-fachen Multilinearformen iiber V).

Im Falle V= R" wird jedem Vektor a = (aq,...,a,) € R" auf kanonische
Weise eine Linearform A, zugeordnet, mit

Aa(X)i=aex=a12) + - apt, =a-x'.

Die Zuordnung a — A, definiert eine lineare Abbildung von R" auf (R™)*. Ist
Aa = 0, s0 ist a; = A\a(e;) = 0 fiir alle 4, also a = 0. Damit ist die Zuordnung
ein Isomorphismus.

Leider 148t sich diese Zuordnung zwischen Vektoren und Linearformen nicht
so ohne weiteres auf einen beliebigen endlich-dimensionalen Vektorraum V

iibertragen. Ist allerdings ein Skalarprodukt (..., ...) auf V gegeben, so
kénnen wir jedem Vektor a € V' genau wie oben eine Linearform A, zuordnen,
durch

Ao(2) = (a, x).
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B. Ein 1-fach kontravarianter Tensor ist ein Element des Bidualraumes V** und
kann deshalb auch als Vektor aufgefasst werden.

Definition

Sind fi,. .., f; Linearformen auf V', so wird deren Tensorprodukt f1®...®f, €
L,(V;R) definiert durch

(fi®...0 f)(v1,...,0y) := fi(vy) -+ fy(v,).

2.3.2. Satz

Ist {ay,...,a,} eine Basis von V und {a',...,a"} die dazu duale Basis, so
bilden die Tensorprodukte o @ ... ® o't mit 1 < iy, ... g < n eine Basis des
Raumes L,(V;R). Insbesondere ist dim L,(V;R) = nq.

BeEwEIs: 1) Lineare Unabhéngigkeit:

Sei Z cil,,,iqozil ® -+ ®a' = 0. Setzt man ¢g-Tupel (aj,, ... ,aj,) ein, so erhélt

man c;,._;, = 0 fir alle ji,..., g

2) Ist ¢ eine beliebige g-fache Multilinearform, so setzen wir

W)= Z (@i, .. a;,)a" @ ® a.

Dann ist (¢ — ¢)(aj,,...,a;,) = 0 fir alle ji,...,j, also (¥ —¢)(vi,...,v4) =0
fiir alle vy, ..., v,, und damit ¢ = 1. "

Definition

Eine Multilinearform ¢ € L,(V;R) heifit alternierend oder schiefsymmetrisch,
falls fir e =1,...,q — 1 gilt:

(X1, Ty gy - Bg) = —@(T1, oo Ty, Ty o, Ty).

Da man beliebige Permutationen aus Vertauschungen zusammensetzen kann, folgt:

2.3.3. Satz

1. o(To1), -+, Tog)) = sign(o) - (z1,...,x,4) fir alle Permutationen o € Sy.

2. ¢(z1,...,24) =0, falls zwei Argumente gleich sind.
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Definition

Es sei AY(V') C L,(V; K) der Unterraum aller alternierenden q-fachen Multiline-
arformen auf V.

Speziell ist A°(V) =R, A (V) =V* und AY(V) = 0 fiir ¢ > n.

Definition

Sind Ay,...,A\; € V* Linearformen, so setzt man

MALLA /\q = Z Sign(a))\a(l) ®... )\J(q).

0ESy

2.3.4. Satz

Es ist
MA AN (V1Y) :det<)\i(vj) ) i,] = 1,...,q).

Die Behauptung folgt sofort aus der Definition der Determinante.

2.3.5. Folgerung
A A LA A st alternierend, und fiir o € Sy ist

Ao) A oo A Ag(q) = sign(o) - A AL A A

BEwWEIS: Die Determinante

)\1 VANV /\q(Ul, R ,Uq) = det()\z(v]) Z,j = ]_, e ,q)
ist alternierend in den Zeilen (also den );) und den Spalten (also den v;). n
Fir 1 <iy,...,i; < nseid(iy,...,1i,) das (eindeutig bestimmte) Vorzeichen der-

jenigen Permutation, die (iy,...,1,) auf (ji,...,j,) mit 1 < j; < ... < j, < n
abbildet.

2.3.6. Hilfssatz 1

Ist {a!, ..., a"} die duale Basis zu A = {ay,...,a,} und 1 < j; <...<j, <n,
S0 15t

11 lq . . — ) ) bq ) yJq S
At AN (g ) {(5(i1,...,iq) falls {i1, ..., 0.} = {j1,-- -, Jq}-
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BEWEIS:  Ist {i1,...,4q} # {J1,.--.Jq}, SO ist @70 ® ... ® @@ (ay,,...,a;,) =0
fir jedes o € S,. Sei daher {iy,...,i,} = {j1,...,Jq}. Dann ist

AN (ag,, . ag,) = 0. i)ajl/\ /\ajq(ajl,... aj,)
= O(ig,...,10 Z sign(o)a (aj, ) -+ a’(ay, )
0€Sy
= 0(i1,..., 1)
Von der Summe bleibt nur der Summand mit ¢ = id {iibrig. "

2.3.7. Hilfssatz 2
Ist o € AYV), A={ay,...,a,} eine Basis von V und

o(ai,...,a;,) =0 firl <i; <...<ig<n,

s0 15t p = 0.

BEwEIS:  Ist {i1,...,45.} = {j1,.-.,Jgt mit 1 <j; < ... <j, <n,soist

o(ai,...,a;,) =0(i1,..., 1) - plaz,...,a;) =0.

Sind nun z; = xj101 + - -+ + Tjpan, j = 1,...,¢q, beliebige Vektoren, so ist
o(x1,..., 24 Z T1gy - TaigP(@iys - 05,) = 0.
7'17 Jq

2.3.8. Satz
Die Formen o™ A.. . Ao’ mit1 <i; < ...< i, <n bilden eine Basis von AY(V).

Insbesondere ist dim(A4(V)) = (n)
q

BEwEIS: 1) Lineare Unabhéngigkeit: Sei

Z Cirig@ A A @' = 0.

1<ii<...<ig<n
Dann ist

0= < Z Cilmqu[il /\.../\aiq>(aj1,...,ajq) = Cjy..jq fir jl < ... <jq-

1<i1<..<ig<n

2) Erzeugendensystem: Sei ¢ € A4(V'). Dann definieren wir ¢ € A4(V) als
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)= Z (i a;,)a AL A Al

1<i1<...<ig<n

Dann sieht man sofort: ¢ = .

Die Dimension von AY(V) ist die Anzahl der ¢-Tupel (i1,...,4,) mit 1 < i; <

. < iqg < n. Jedes solche g-Tupel bestimmt genau eine g-elementige Teilmenge
von {1,...,n}, und zu jeder der Mengen gibt es nur eine zuldssige Anordnung der
Elemente. "

2.3.9. Satz

Sei W ein beliebiger Vektorraum und h : V* x ... x V* — W eine q-fach mul-
tilineare, alternierende Abbildung. Dann gibt es genau eine lineare Abbildung

D AYV) — W mit

RN ALY =h(fi - L)

BEWEIS: Die lineare Abbildung h wird durch Festlegung auf den Elementen einer
Basis definiert. Das ergibt auch schon die Eindeutigkeit. Wir miissen nur sehen, dass
die gewiinschte Eigenschaft erfiillt ist. Ist {a!,..., a"} eine Basis von V*, so gilt
fiir Elemente f, =3, a,,,a"

E(fl/\.../\fq) = h(Z al,il"'aq,iqail/\.../\Oziq)

AT
P 11 7,
= E A, - Ggi h(a™, ... a')
U1,00q

2.3.10. Satz
Es gibt genau eine bilineare Abbildung ® : AP(V') x AY(V) — APTU(V') mit

Q(fin... ANy, iAo Ng) =[N AN NG A NGy

BEwEIs:  Firu= (ui,...,u,) € (V)P sei gy : (V*)? — APT(V) definiert durch

Gu(wy, ..., wy) =ug A AUy Awy AL A,
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Weil g, g-fach multilinear und alternierend ist, gibt es eine eindeutig bestimmte
lineare Abbildung g, : AY(V) — APT9(V) mit

Gu(wi A A wy) = gulwy, ..., wy).

Die Abbildung h : (V*)P — L(AY(V), APT4(V)) mit h(u) := g, ist p-fach multi-
linear und alternierend. Also gibt es eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung

h: AP(V) — L(AY(V), APP9(V)) mit A(us A ... Aup) == Ga.
Fiir w € AP(V) und ¢ € AY(V) sei ®(w, 1)) := h(w)(1)). Offensichtlich ist ® bilinear

und (durch die Werte auf Basis-Elementen) eindeutig bestimmt. Es ist

AN NG A AN Ge) = Giprnt) (G A A Gg)
= g(f1 ..... fp)<gla"'7gq)
= [N ANLAGN. NG,

So erhélt man das Dachprodukt
AP(V) x AUV) 5 APPI(V), mit (@, ) > @ A = D(p, ).
Dieses Produkt hat folgende Eigenschaften:
L WAQ)AY=wA (pAD).
2. wAhp=(—1PlpAw firwe AP(V), ¢ € AY(V). (Antikommutativgesetz).
3. Fiir Linearformen ¢, € V*ist p A =90 @9 — Y ® .

Die Eigenschaften (1) und (2) folgen ganz leicht fiir Basisformen und dann wegen
der Bilinearitét fiir beliebige Formen.

Sei nun X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und

TP(X) = U T, (T,(X)).

zeX

Wie iiblich kann man auf T?(X) die Struktur eines differenzierbaren Vektorbiindels
einfithren.

Definition

Ein p-fach kontravariantes und q-fach kovariantes Tensorfeld auf X ist
ein differenzierbarer Schnitt T € I', X, T?(X)). Die Menge solcher Tensorfelder
bezeichnet man mit JP(X).
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Bemerkung: Die Tensorfelder iiber X bilden einen Modul iber € (X).

Analog bildet man das Vektorbiindel AY(X) := U ANTH(X

rzeX

Definition

Eine g-dimensionale Differentialform (kurz: g-Form) ist ein differenzier-
barer Schnitt im Biindel A%(X). Man setzt Q4(X) := ['(X, A4(X)).

Ist w € QP(X) und ¢ € QI(X), so wird wAp € QPT(X) definiert durch (wAp), =
We N\ Py

Es ist Ty (X) = T(X) und TY(X) = T*(X). Die Schnitte sind jeweils Vektorfelder
oder 1-Formen. Ist (U, ¢) eine Karte fiir X mit Koordinaten x1,...,z,, so haben
. —1} bzw. {dzy,...,dz,} von F(U) bzw. F(U). Ein
Tensorfeld T hat uber U die Darstellung

wir die Basen {—
0z,

Tly = Z T ”’—® .®

Jr--Ja 9 o ® dmjl ®...® dqu?

P

,,,,,

mit differenzierbaren Funktionen lel ;”

Eine g-dimensionale Differentialform w hat iiber U die Darstellung

LU|U = Z Cljlqu dle A\ .../\dl’jq,

0<j1<...<jg<n

mit differenzierbaren Funktionen a;, ;. .
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2.4 Unterbiindel und Quotientenbiindel

Definition

Sei m : £ — X ein Vektorbiindel vom Rang ¢. Eine Teilmenge F' C E heifit
Unterbiindel vom Rang p, falls es einen p-dimensionalen Untervektorraum W C
RY gibt, so dass gilt:

Zu jedem Punkt z € X gibt es eine offene Umgebung U = U(z) C X und eine
Trivialisierung ¢ : E|y — U x R? von FE iiber U mit ¢ /(U x W) = Fly (:=
FN(Ely)).

2.4.1. Satz

Sei E ein Vektorbindel tiber X. Eine Teilmenge F C E ist genau dann ein
Unterbiindel (vom Rang p), wenn gilt:

1. Fiir jedes x € X ist F, C E, ein p-dimensionaler Unterraum.

2. Zu jedem xy € X gibt es eine offene Umgebung U = U(zy) C X und ein
Rahmen {s1,...,s,} C I'(U, E), so dass {s1(x),...,sp(x)} fir x € U eine
Basis von F, ist.

BEWwEIS: 1) Sei F' C E ein Unterbiindel, ¢ : E|y — U xR eine angepasste Trivia-
lisierung. Dann ist F,, = ¢, (W) ein Unterraum von E,, fiir x € X. Man wihle eine
Basis {ay,...,a,} von W und ergénze diese zu einer Basis {ai, ..., a,, ay41,...,a4}
von R?. Die Schnitte s; mit s;(z) := ¢~ '(z, a;) liefern das Gewiinschte.

2) Sei umgekehrt das Kriterium erfiillt. Die Schnitte s4,...,s, € I'(U, E) eines
angepassten lokalen Rahmens liefern eine Trivialisierung ¢ fiir £ iiber U. Dann ist
posi(z) = (z,el) fiir alle 4, und es ist F|y = o 1(U x (R? x {0})). Also ist F ein
Unterbiindel. n

Klar ist, dass ein Unterbiindel eine Untermannigfaltigkeit und selbst ein Vek-
torbiindel ist.

Sei F ein Vektorbiindel vom Rang ¢ iiber X und F' C E ein Unterbiindel vom
Rang r, sowie

E/F = U E,/JF, und 7T:E/F — Xsowiep: FE — E/F

rzeX

die kanonischen Projektionen. Wir wollen E/F so mit der Struktur eines Vek-
torbiindels versehen, dass p ein Biindel-Homomorphismus ist.

Sei {si1,...,8,} ein Rahmen fiir E iiber einer offenen Menge U C X, so dass
S1,..., 5, das Unterbiindel F' {iber U erzeugen. Dann erzeugen s,,1, ..., s, ein wei-
teres (triviales) Unterbiindel Q C E|y. Fiir x € U ist {p(s,41(x)),...,p(s4(x))}
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eine Basis von E,/F,. Damit ist p, : Q, — E,/F, fiir jedes x € U ein Isomorphis-
mus, und (E/F)|y erhélt die Struktur eines trivialen Biindels.

Nun sei eine offene Uberdeckung durch Vektorbiindel-Karten ¢, : E|y, — U, x RY
gegeben, so dass Fly, = ¢, (U, x (R” x {0})) ist. Sei Qn = ¢, (U, x ({0} x
R97")). Dann induziert p eine Abbildung p, : Q. — (E/F)|y,, die faserweise ein
Isomorphismus ist.

Sei 1 = @al|r : Flu, — Us x (R” x {0}). Die Ubergangsfunktionen zu den ¢, und
den 1), seien mit Gy, bzw. g,3 bezeichnet. Dann gilt:

Gosla) (gi) _ <gaﬂ($.w>’

o) = (37 k)

mit differenzierbaren Funktionen h,g : Uys — GL,—(R).

Ist 0 : UxRYI — U x R definiert durch o(x, (v/,v")") := (z,(v")") und j, :
Q. — E|p, die kanonische Injektion, so werden durch g, := 0 0, 0 j, 0 Pt :
(E/F)|y, — Uy x RT" Trivialisierungen fiir E/F gegeben, mit

also

00005 (1,w") = oopsojeop, opgo(oopgos)(z,wh)
70 9a0jaop, opopy (x,(0,w)")
= 00@a0jaop, opop, (z,Gagl(z)(0,w)T)
= o(x, (4, hap(x) s w")) = (2, hap(x)ew "))

Damit ist alles gezeigt, E//F ist ein Vektorbiindel mit Ubergangsfunktionen hag.

Definition

Sei f: & — F ein Vektorbiindel-Homomorphismus. Dann setzt man

Ker f := U Ker(f, : E, — F})
zeX

umd  Tmf = (JIm(f,: B, — Fy).
zeX

2.4.2. Satz

Sei X eine zusammenhdngende differenzierbare Mannigfaltigkeit, f : E — F
ein Homomorphismus zwischen Biindeln tiber X. Dann sind folgende Aussagen
daquivalent:
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1.z — rg(f,) ist konstant.
2. Ker f C F ist ein Unterbiindel.

3. Im f C F ist ein Unterbiindel.

BEWEIS: OBdA sei E=X xR, F =X xR?und f(z,v") = (2, A(x)+vT). Ist
Ker f oder Im f ein Unterbiindel, so muss offensichtlich x — rg(f,) konstant.

Sei umgekehrt rg( f,) konstant, etwa = r. OBdA kann man annehmen, dass es eine
Basis {ay, ..., a,} von R? und eine Basis {by,...,b,} von R? gibt, so dass die Ele-
mente f(x,a;),7=1,...,r, eine Basis von Im(f,) bilden und Im( f,) komplementér
zu dem von b,4q,..., b, erzeugten Raum ist.

Die Schnitte t;(z) := f(z,a;), 4 = 1,...,r, und t;(x) := (x,b;), j =7+ 1,...,4q,
bilden dann einen Rahmen fiir F'. Deshalb ist Im f ein Unterbiindel.

Es gibt Funktionen «;j, so dass gilt:
q
f(z,a;) = Zozij(x)bj, firi=1,...,p.
j=1

Setzt man A'(X) := (ozz-j(x) =l ’"), so ist det A'(x) # 0. Daher gibt es auch
differenzierbare Funktionen (3;; mit

f(xaak) = Zﬁkl<w>f<$7az)7 fir k =r + 17 - q.
Es folgt: Die Schnitte

Sk(x) = (x7ak_26ki(x)ai)7 k:T+1J"'7q
=1
und 5; = (v,a;), 1=1,...,m,

erzeugen E, und dabei erzeugen die s, den Kern von f. Also ist Ker f ein Un-
terbiindel. "

Definition
Eine Folge E S F % H von Vektorbiindel-Homomorphismen heift eine

exakte Sequenz, falls fiir jedes + € X die Folge E, EER F, 25 H, eine
exakte Sequenz ist (also Im(f,) = Ker(g,)).

In diesem Fall ist rg(f,) + rg(g.) = rg(F) konstant. Da rg(f,) und rg(g,) in der
Néihe eines Punktes x¢ hochstens kleinere Werte als in xg selbst annehmen konnen,
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gilt das auch fiir die Summe. Also sind beide Rédnge konstant, und Ker f und Im f
sind Unterbiindel.

2.4.3. Beispiel

Sei F' C FE ein Unterbiindel. Dann ist die Sequenz 0 — F — E — E/F — 0
exakt.

Ist f : X — Y eine differenzierbare Abbildung zwischen Mannigfaltigkeiten, so
kann man

Tf:T(X)— f*T(Y)
definieren durch (T'f), := fiz : To(X) = Ty (Y) = (f*T(Y)),. Diese Abbildung
ist fasertreu und in jeder Faser linear. Wir miissen noch die Differenzierbarkeit
zeigen.

Sind 1y : V — R™ und ¢ : U = f~1(V) — R" Karten fiir Y bzw. X, so hat man
Biindelkarten ¢ : T(X )|y — U x R" mit ¢(}°, a,(0/02,)]5) := (2, (a1,...,a,)")
und analog ¢ : T(Y)|y — V x R™. Eine Trivialisierung b (f*T(Y)|yv —UxR™
gewinnt man dann durch QZ(ZM bu(0/0y)| 1)) == (z, (b1, ..., by)"). Nun ist

Fotfoytnal) = 31X ngn )
= (@ Y5 (iéa(%xjf)( ) ”6?/“ f(w)> )
(5 5 )

= (x7 onofogpal (QOO('Z')) ¢ aT)

Das zeigt, dass T'f ein Biindel-Homomorphismus ist.
2.4.4. Beispiele

A. IstY I, X eine Untermannigfaltigkeit, so hat man die exakte Sequenz

0 —TY)— j'T(X) — Nx(Y) — 0,
mit dem Normalenbiindel Nx(Y) := j7*T(X)/T(Y).
B. Sei f: X — Y eine Submersion. Dann hat man eine exakte Sequenz
0 — Ker T(f) — T(X) -5 f*T(YV) — 0,

da f., fir jedes z € X surjektiv ist. Das Biindel Ker(7'f) nennt man auch
das ,,Biindel der vertikalen Tangentialvektoren®.
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C. Ist 7 : E — X ein Vektorbiindel, so ist m eine Submersion.

Behauptung: Ker(T'r) = 1n*E.

Beweis: Sind e und v zwei Elemente von E,, so wird durch «a(t) := e + tv

ein Weg in E, mit o(0) = e und &(0) = v definiert. Auf diese Weise kann
man die Elemente von E, = E., = (7"EF). als Tangentialvektoren aus
T.(E;) C T.(E) auffassen. Aus Dimensionsgriinden ist dann sogar T,(E,) =
E.. Weil o a konstant ist, ist 7, .(v) = 0 fiir alle v € T,(E,), also (7*E), C

(Ker(T'm)).. Wieder aus Dimensionsgriinden folgt die Gleichheit. n

So erhélt man die exakte Sequenz

Tr

0 —71mFE—T(F)— n"T(X)— 0.
Besonders interessant ist der Spezialfall £ = T'(X). Mit der Projektion mx :
T(X) — X erhilt man die exakte Sequenz

Trx

0— 7 T(X) — T(T(X)) Z5 75T (X) — 0.

Das zweite Tangentialbiindel spielt eine wichtige Rolle in der Analytischen
Mechanik.

Der Konfigurationsraum X eines mechanischen Systems wird durch n ver-
allgemeinerte Koordinaten ¢, ..., q, beschrieben (das konnen z.B. die 3n
kartesischen Koordinaten eines Systems von n Massenpunkten sein). Die Ko-

ordinaten von T'(X) bezeichnet man mit ¢, . . ., gn, qis s E[n, die des Phasen-
raums 7*(X) mit ¢1,...,Gn,P1,---,Pn (mit den verallgemeinerten Impulsen

pi). Auf T(T(X)) hat man die Koordinaten ¢;, ¢;, dg; und dg,.



