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Dann erzeugen die Vektoren

dp dyp

X, = B = (cosf,sinf) und Xy=— = (—rsiné,rcosh)

den Tangentialraum von é, und die Vektoren E, = X, und Ey = %X@ bilden ein
ON-System. Es ist

X, e X, X,eXp;\ (1 0
G@‘l(rﬂ)_(XQ.XT X90X9>_(O 7’2>’

also V9= \/det Gwl = 7. In ebenen Polarkoordinaten ist daher

of . 10f. Of . . 10f
or T e T o T e

Ist { =¢E, + By = X, + %£9X9, So ist

Vf=

. 1[0
dlvé—; E

0
(T'§)+%(§9)

Ingenieure nennen das ,,Rechnen in krummlinigen Koordinaten®.
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4.3 Klassische Integralformeln

Wir konnen jetzt auch die klassischen Sétze von Gaufl und Stokes formulieren.

4.3.1. Der Integralsatz von Gauf3-Ostrogradski

Es sei X eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und G CC X ein Gebiet mit glattem
Rand, & ein stetig differenzierbares Vektorfeld auf einer Umgebung von G und N
das dufere Einheitsnormalenfeld auf OG. Dann ist

/G @ive)av = [ (. N)do.

Dabei ist dV = Qx das Volumenelement von X und do das Volumenelement auf
O0G. Das Skalarprodukt (¢, N) ist das Riemannsche Skalarprodukt (&, N).

BeEwEeIs: Da ||£]| auf OG stetig und damit beschrénkt ist, ist (£, N) beziiglich do
auf OG integrierbar.

Es ist /G (div )y = /G d(A¢) = /a e

Ist x € OG und {uy,...,u,_1} eine positiv orientierte ON-Basis von T, (0G), so ist

n—1

§e = <£ac; N:r> Ny +Z<£z; Uz> U - (*)

=1
Also ist (Ag)x(ul,---yun—l) =
— \@ng(_1)k+1d:c1A.../\Jx\’f/\...Adm”(ul,...,un_l)
k=1

= Jgdz' A ANdx" (& u, ... u,—q) (Laplace)
= QX(gaulw"aun—l) = <€x7NaC>

Die letzte Gleichung folgt aus (x) und der Tatsache, dass Qx(Ng, u1, ..., uy,_1) =1
ist. Andererseits ist auch (£, , N,.) - do(uq, ..., u,_1) = (s, N, ). Daraus folgt:
Aﬁ’aG’ = <£7 N> ~do.
| |

Bemerkung: Die Grofie [, (¢, N)do nennt man den Fluss von & durch 0G.

Definition

Sei X eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, G C R? ein (beschrinktes) Gebiet
mit glattem Rand und ¢ : G — X eine differenzierbare injektive Abbildung.
AuBerdem sei rg Dp(u) = 2 fiir alle u € G. Dann heifit S := ¢(G) ein glattes
Flichenstiick mit Rand in X und bS := ¢(JG) der Rand von S.
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S ist eine kompakte 2-dimensionale (Unter-)Mannigfaltigkeit mit Rand (von X).
Der Rand C' = bS ist eine glatte Kurve in X, parametrisiert durch o := @ o 3 :
I — X, wenn 3 : I — R? eine Parametrisierung von 9G ist. Nach Voraussetzung
kann man 3 (und damit auch «) als glatt voraussetzen. Dann wird durch ¢ := ™!
eine Karte fiir C' gegeben.

Sei v die Riemannsche Metrik auf X. Ist ¢t € I, so setzt man

ot) == Oé*,t(%) = Z oz;(t)ai , (mit lokalen Koordinaten z1,...,z, in a(t)),
i=1 !

und dann heifit
t
7,(1) =
|u(t)]
der Tangenteneinheitsvektor an C' in a(t). Er hingt nicht von der Parametri-
sierung « ab, nur von der Orientierung der Kurve C'.

Die Riemannsche Metrik von X induziert eine Metrik auf der Kurve C'. Zusammen
mit der natiirlichen Orientierung von C' wird so ein Volumenelement auf C' be-
stimmt, das Linienelement ds. Beziiglich der Karte ¢ = o~ ist ds gegeben durch

(ds)y = \/Gy dt. Da die Karte ¢ den Tangentialvektor a(t) = a..(9/0t) als Basis

des Tangentialraumes an C' in «(t) induziert, ist Gy (t) = y(&(t), a(t)) = ]c.t(t)\i
Es folgt:
(ds)y = |al, dt.

Sei nun £ ein Vektorfeld auf X. In lokalen Koordinaten ist

n n

t(&) = Z(Z gikfi) dog =Y & day,

k=1 i k=1

also

o (t©) = Y (lgwoa) (€ oa))ajt
k=1 7

= (Y€ o) (gnoa)-aj)

ik

= (Coa,a),dt = (Eoa, T, (ds)y = a (e, Tn),ds).

Bemerkung: Eine 1-Form kann miihelos auf eine 1-dimensionale Untermannigfal-
tigkeit eingeschrankt werden. Bei einem Vektorfeld ist das zunéchst nicht moglich,
da es i.a. ja nicht tangential zu der Untermannigfaltigkeit verlauft. Das Skalarpro-
dukt (¢, T,,) liefert den tangentialen Anteil von &.

Ist X eine 3-dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit, so gibt es zu jedem Vek-
torfeld ¢ auf X genau ein Vektorfeld rot & auf X mit
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Arore = d(t(8))-

Die Rotation eines Vektorfeldes kann nur im Falle n = 3 definiert werden, denn
nur dann ist die 2-Form d(¢(§)) zugleich eine (n — 1)-Form. Auflerdem héngt die
Zuordnung zwischen £ und rot £ von der Metrik und der Orientierung ab, ist also
nicht spiegelungsinvariant.

4.3.2. Stokesscher Integralsatz

Es sei S ein glattes Fldachenstiick mit Rand in einer 3-dimensionalen Riemann-
schen Mannigfaltigkeit, & ein differenzierbares Vektorfeld in einer Umgebung von
S. Dann st
/(rotg, N)d0:/ (€, T)ds.
5 bS

Dabei ist N ein Einheitsnormalenfeld auf S, das die transversale Orientierung
von S festlegt, und T das Tangenteneinheitsvektorfeld auf bS, das den Rand in
der richtigen Weise orientiert.

BEWwWEIS: Die Integrierbarkeit ist bei diesem Satz kein Problem. Wie oben be-
schrieben sei S durch ¢ : G — X und bS durch den Weg o« = ¢ o § parametrisiert.

Dann gilt:
Jote. Mdo = [ Aue = [ 50
= [ = [ aeue)
= [ wro = [ uo

= [ = [ €. mas

Wie in der 1-dimensionalen Theorie gilt auch im R"™ der Mzittelwertsatz der
Integralrechnung, etwa in folgender Form: Ist M C R™ kompakt und f : M — R
stetig, so gibt es ein z € M mit

/Mf(x) de' ... dz"™ = v, (M) - f(z).

Wir verwenden diese Tatsache, um eine Interpretation von Divergenz und Rotation
zu liefern.

Ist Q. = Q:(x) ein kleiner Quader um x, so stellt / (¢, N)ydo den Fluss des
0Qe
Vektorfeldes & durch die Oberfliche von (). dar. Ist die Gesamtbilanz positiv, so

enthélt Q). eine Quelle, ist die Bilanz negativ, so enthélt (). eine Senke. Nun gilt:
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. 1 : 1 : .
l%m/ng<f,N>d0:lg%vn(Q€> /Qg(lef)dV = lef(XQ).

Deshalb nennt man div ¢ auch die Quelldichte von &.

Jetzt sei N € R? ein fester Vektor der Linge 1 in xo. Mit S. bezeichnen wir kleine
Kreisscheiben durch x( senkrecht zu N (mit N als ,,Achse®). Dann gilt:

. 1 o 1 _
i s €. D)= s [ frot, N) do = (rot (o). ).

Man nennt (rot¢(xg), N) die Wirbeldichte von £ um die durch N bestimmte

Achse. Das Integral [ (£, T) ds nennt man die Zirkulation von & entlang bS.
bS

4.3.3. Satz von Green

Sei G CC R? ein Gebiet mit glattem Rand, U = U(G) C R? eine offene Umge-
bung, f,g zwei (beliebig oft) differenzierbare Funktionen auf U. Dann ist

/8G(fda:+gdy) :/G@_i_%) dz dy.

Der BEWEIS ist eine triviale Anwendung des Stokes’schen Satzes, denn es ist

dg Of

d(f dz + gdy) = (% - a_y> dz A dy.



