4 Vektoranalysis

4.1 Riemannsche Metriken

Zunichst etwas Lineare Algebra:

Es seien r linear unabhéingige Vektoren ai,...,a, im R" gegeben, und V :=
R(ay,...,a,) sei der von ihnen aufgespannte Untervektorraum.

Setzt man A := (a],...,a}) € M, ,(R), soist AT - A € M,,.(R), und

»

G(ay,...,a,) :=det(AT - A) = det(al- a;

i,jzl,...,r)

heifit die Gramsche Determinante von aq, ..., a,.

Das Skalarprodukt auf dem R” induziert ein Skalarprodukt auf dem Unterraum V.

Ist nun {uy,...,u,} eine ON-Basis von V, so gibt es eine Darstellung
T
a; = E apu,, t=1,...,7.
v=1
; — A-— (o] T :
Setzen wir ay; := (@1, ..., ;) und A := (a4 ,...,q, ), so ist

r r r
a; .aj = < E Ozi,/lly) . ( E ajuuu> = E iy Oy = (8 %; 'Otj
v=1 pn=1 v=1

und AT - A= AT - A, also G(ay, ..., a,) = det(AT - A) = det(AT - A) = det(A)2.

Jetzt versehen wir V' mit einer Orientierung. Ist {uy, ..., u,} positiv orientiert und
{n',...,n"} C V* die dazu duale Basis, so ist

Qui=n'A...A7n" € A"(V)
die zugehorige Volumenform, und es gilt:
Qv (ar,...,a,)| = |[det(A)| = /G(ay, ..., a,).

Jetzt betrachten wir den Spezialfall r = n — 1. Dann ist V' eine Hyperebene.
Ist N € R" ein Einheitsnormalenvektor zu V und (N, uy, ..., u, 1) im R" positiv
orientiert, so entspricht die durch N gegebene transversale Orientierung von V' der
gegebenen positiven inneren Orientierung von V. Sei {1, ¢!, ..., "'} C (R™)* die
duale Basis zu {N,uy,...,u, 1}. Dann ist ' := ¢'|y, firi=1,...,n — 1.

Sind ay, ..., a, 1 linear unabhingig, so wird durch p(w) := det(w', a;,...,a, 1)
eine Linearform ¢ auf dem R" definiert. Daher gibt es genau einen Vektor z, so
dass ¢(w) = zew ist. Man bezeichnet diesen eindeutig bestimmten Vektor z mit
dem Symbol a; x ... x a,_;. Das ergibt die Gleichung
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(a1 X ... X a,_1)w =det(w,a,...,a,1).

Insbesondere steht a; x ... x a,_; auf V senkrecht, ist also ein Vielfaches von N.

Der Laplacesche Entwicklungssatz besagt:

det(w,ay,...,a,1) = »_(—1)"wy - det(Ay),
k=1

wobei Ay die quadratische Matrix ist, die aus A = (a/,...,a

man die k-te Zeile streicht.

1) entsteht, indem

Wir erinnern uns nun an die einem Vektor w kanonisch zugeordnete (n — 1)-Form
Aw. Benutzen wir das euklidische Skalarprodukt, die positiv orientierte Standard-
basis {ey,...,e,} und die dazu duale Basis {€',... "}, so ist

n
Aw = w1 A AEA L AE
k=1

Dann folgt: Aw(as,...,a, 1) = Z(—l)k+1wk -det(Ag) =we(a; x...xa, 1) und
k=1
Qv(al, ce ,an_l) = 7’]1 VANPIRAVAN n”_l(al, e ,an_l)
VA AL AP (N ay, .. a, 1)
= !N Ae"(Nyay, ... a, 1) = det(N,ay,...,a, ;)

n

= Y (DM N -det(4y) = (a1 x ... x a,_1)+N,
k=1

also

\/G(al,...,an,l) = ‘Qv(al,...,an,1)| = |(a1 X ... X an,l)-N|
= ||a1 X ... X an_1||.

(Da N und a; X ... X a,_; zueinander parallel sind, wird die Cauchy-Schwarzsche
Ungleichung zu einer Gleichung).

Definition

Sei X eine n-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit. Eine Riemann-
sche Metrik aut X ordnet jedem Punkt x € X ein Skalarprodukt v, auf dem
Tangentialraum 7,,(X) zu, so dass gilt:

Sind &, n differenzierbare Vektorfelder auf X, so ist

T = Yo (Eor Ne)

eine differenzierbare Funktion.
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Zur Erinnerung: Dass v, ein Skalarprodukt auf 7,(X) ist, bedeutet:
1. v : Tp(X) X T,(X) — R ist R-bilinear.
2. Esist 7, (v,w) = v, (w,v) fir alle v,w € T,(X).
3. Ist v # 0, so ist v, (v,v) > 0.

Ist (U, ) eine Karte fiir X, so gibt es lokale Darstellungen

- 0 u 0
e=Y ¢ d =3
; ox, b " ; g oz,

Setzen wir g, (%) := 7, (<8iy>z’ (%)x) S0 ist
Ye(€(@),n(x) =D& (x) - (@) - guu(x).

Fassen wir die g,,, zu einer Matrix G, und die £ (bzw. n*) zu einem Vektor £,
(bzw. n,) zusammen, so erhalten wir die Gleichung

Die Riemannsche Metrik liefert auf jedem Tangentialraum eine Norm:

oy = 1 (E(@). @) = (€,(2) - Cula) - £,()) "
4.1.1. Beispiel

Sei G C R" ein Gebiet und X C G eine abgeschlossene k-dimensionale Un-
termannigfaltigkeit. Dann wird durch

Vx(V, W) = Vew

eine Riemannsche Metrik (die kanonische Riemannsche Metrik) definiert. Ist
¢ : T — U C X ecine lokale Parametrisierung und ¢ = ¢! die davon
bestimmte Karte, so bilden die Vektorfelder

= % )

Xi(p(w) = Dp(w(e) = 5~

die kanonischen Basisfelder auf U, und es ist
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Man kann aber auf jeder Mannigfaltigkeit X eine Riemannsche Metrik konstruieren.
Dazu sei (U,, ¢,) eine Uberdeckung von X durch lokale Karten und (f,) eine dazu
passende Teilung der Eins. Dann setzt man

YoV, W) 1= Zfb@) +(Vg, 2wy, ),

wobei v, € R" die Darstellung von v beziiglich der Karte ¢ ist. Man rechnet leicht
nach, dass v alle Eigenschaften einer Riemannschen Metrik erfiillt.

Definition

Sei X eine n-dimensionale orientierte Mannigfaltigkeit mit einer Riemannschen
Metrik . Unter der Volumenform von X versteht man die eindeutig bestimmte
n-Form Qx, fiir die

(Qx)e(ug,. .. uy) =1

fir jedes z € X und jede positiv orientierte ON-Basis {uy,...,u,} von T,(X)
ist.

4.1.2. Satz

Ist (U, ) eine positiv orientierte Karte fiir X und ¢ = (x1,...,%,), So ist

QX’U: det(Gw)dxl/\/\dxn

BEWEIS:  Weil ¢ positiv orientiert ist, gibt es eine positive Funktion h auf U, so
dass gilt:
Qx|U:h'd.T1/\.../\dl’n.

Setzen wir a, := 0/0x, fir v =1,...,n, so ist h(z) = (Qx).(a,...,a,).

Sei nun {uy,...,u,} eine positiv orientierte ON-Basis von 7}(X) und
n
a; = g Qi u,, fire=1,...,n.
v=1

Fassen wir die «;, zu einer Matrix A zusammen, So ist
det(A)? = det(A" - A) = G(ay, ..., an)
die Gramsche Determinante von aq, ..., a,.

Nun ist einerseits (Qx)(a1,...,a,) = det A (und letztere damit positiv), und
andererseits ist det G, (z) = det(v.(as, a;) ‘ i,j=1,....,n) =Glai,...,a,).

Zusammen ergibt dies: h(z) = det(A) = \/G(a1, ..., a,) = \/det G,(z). .
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4.1.3. Beispiele

A. Ist U C R” offen, so ist U eine orientierte Mannigfaltigkeit mit dem euklidi-
schen Skalarprodukt als Riemannsche Metrik, ¢ = id und G, = E,, also

Qu =dxy N...Ndzx,, =: dV
das klassische ,, Volumenelement*.

Der Tangentialraum 7% (R™) kann mit dem R" identifiziert werden, und dann
st [vl, = [v].

B. Sei Y C R” eine glatte Hyperfliche, transversal orientiert durch ein Einheits-
normalenfeld N. Ist y € Y, so kann man 7,,(Y) als Untervektorraum von
Ty(R™) = R™ auffassen. Ist {ay,...,a,_1} eine Basis von Ty (Y), so ist

(Qy)y(ar,...,a,-1) = (a1 X ... X a,_1) *N(y) = Any (@t .-, a-1).
Ist N = (Ny,..., N,), so ist

(Qy)y = AN(y) = ]*(ZNk(—l)k+l dl’l AN gl'\k/\ .. dl’n> s
k=1

wenn j : Y — R" die kanonische Injektion ist. Man nennt do := €2y das
Oberflichenelement von Y.

C. Sei C' C R” eine glatte Kurve, parametrisiert durch « : I — R"™. Sei x¢ =
a(ty) € C. Dann ist

0 :
a*ﬂfo(&) = a/(ty).

Ist ¢ : C'" — I eine durch a bestimmte Koordinate, so ist

\/ det Gy(xo) = v (to) « ' (to) = || (to) ],

also (Q),(t) = ||a/(t)|| dt. Man bezeichnet ds := Q¢ auch als Linienele-
ment.

Esist [, ds= [||a/(t)||dt = L(C) die Lénge von C.

Das letzte Beispiel legt die folgende Definition nahe:

Definition

Ist X eine orientierte n-dimensionale Mannigfaltigkeit mit Riemannscher Metrik,
so nennt man

vol(X) = /X Oy

den Inhalt (das Volumen) von X.
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Im Falle von 1-dimensionalen Mannigfaltigkeiten (also Kurven) kommt die bekann-
te Weglénge heraus.

4.1.4. Beispiel

Sei Y = 5" (r) = 0B,(0) C R™. Ist x € Y, so ist N(x) = 7 - x der dufere
Normaleneinheitsvektor. Dann folgt mit dem Stokes’schen Satz:

n 1 -
vol,,_1(Y) = / do = Z ;:Bk(—l)k—H dey A ... Ndxp A ... N\Ndz,
Y

OBr =1

(Stokes) T

—/dazl/\.../\d:z:n = 2 yol,(B,(0)).
" JB T

Im Falle n = 2 ist Y eine Kreislinie vom Radius r und voly(B,(0)) = r*m,
also voly (Y) = 2rm.

Im Falle n = 3 ist Y eine Sphére vom Radius 7 und vols(B,(0)) = 3773, also
voly(Y) = 2vols(B,(0)) = 47,

Zum Schluss dieses Abschnittes soll gezeigt werden, dass eine Riemannsche Metrik tatséchlich
eine Metrik im Sinne der Topologie induziert. Aus Zeitgriinden wurde diese Aussage nicht in der
Vorlesung bewiesen.

4.1.5. Lemma

Sei U C R™ offen und v eine Riemannsche Metrik auf U. Ist K C U kompakt, so gibt es
Konstanten ¢,C > 0, so dass fiir alle x € K und alle v € T« (R™) gilt:

¢ vl < vl <C-lvll.

BEwEIS: Es gibt eine differenzierbare Funktion A : U — M, (R), so dass A(x) stets positiv
definit und v (v, w) = ve A(x)ew', und |v|, = (v+ A(x) -v—'—)l/2 ist.

Sei K C U kompakt und
L:={(x,v)€UxR": xc Kund ||v| =1} =K x S" 1.

Auch L ist kompakt, und die stetige Funktion N(x,v) := (v-A(X) 'VT)1/2 nimmt auf L ein
Maximum und ein positives Minimum an. Also gibt es Konstanten ¢,C' > 0, so dass fiir alle
(x,v) € L gilt:

¢c< N(x,v) <C.

Ist x € K und v € R”, v # 0, so setzen wir A := ||v||. Dann ist (x,A\"'v) € L und
Nx,v)=A-NxAXv)< -C=C-|v|,

und analog N(x,v) > c- v/ ]



4.1  Riemannsche Metriken 125

4.1.6. Satz

Sei X eine zusammenhdngende Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Riemannscher Metrik -y,
d(z,y) :=inf{L,(a) : « stickweise differenzierbarer Weg von x nach y}.

Dann ist d eine Metrik, die die vorhandene Topologie induziert.

BeEweEls: 1) Offensichtlich ist stets d(x,y) > 0 und d(z,x) = 0, sowie d(z,y) = d(y, z).

2) Seien nun z, y, z drei Punkte von X. Ist « ein Weg von z nach y und S ein Weg von y nach z,
S0 ist

d(z,2) < Ly(a+ B) = Ly(a) + Ly (B).
Bildet man das Infimum iiber alle o und S, so erhilt man die Dreiecksungleichung d(zx,z) <
d(z,y) + d(y, 2).
3) Sind g, yo € X mit 29 # yo, S0 ist zu zeigen, dass d(xg,yo) > 0 ist.

Wir wihlen ein Koordinatensystem (U, ¢) mit 2o € U und yg ¢ U, sowie eine offene Umgebung
W = W(xp) CcC U. Auf U haben wir eine ,euklidische Riemannsche Metrik 6 = ., durch
(0c)z(v, W) = (s,20) * (s pw) fir € U und v, w € T,(X). Nach dem Lemma gibt es Konstanten
¢, C' >0, so dass gilt:

¢ |l@uav] < Jvly < C - lpupv| fiir 2 € W und v € T,(X).

Fiir jede stiickweise stetig differenzierbare Kurve & in W ist dann

c-Ls(a) < Ly(a) < C- Ls(a).
Nun sei « : [a,b] — X ein Verbindungsweg von zy nach yo und

to := inf{t € [a,b] : a(t) ¢ W}.
Dann liegt a(tp) in OW, und «(t) € W fiir a <t < to. Ist a := @[q,20], SO gilt:

L) > L,@) > c-Ly(@)
> c¢-ds(xo,alty)) > c-dists(zg,OW) > 0.

Also muss auch d(zg,y0) > 0 sein.

4) Sei M C X offen und p € M. Sei (U,y) ein Koordinatensystem mit p € U C M. Sei
B = B.(¢(p)) CC o(U) und V := ¢~ 1(B) cC U. Dann gibt es ein ¢ > 0, so dass d,(p,q) >
c-ds(p,q) > c-efir g gV ist.

Ist also d(p,q) < ce, soist ¢ € V c U. Das zeigt, dass die metrische Kugel mit Radius ce um p
in U und damit in M enthalten ist. Also ist M auch im metrischen Sinne offen.

5) Sei umgekehrt M offen im metrischen Raum (X, d,), und p € M. Sei (U, ¢) ein Koordinaten-
system in p und V' = V(p) CC U. Versieht man U wie oben mit der euklidischen Metrik 4, so gibt
es Konstanten ¢,C > 0, so dass c|[v] < |v], < C|v|| fiir z € V und v € T, (X) ist. Wir kénnen
annehmen, dass U im R™ liegt.

Sei ¢ > 0 so klein, dass W :={z € X : dy(z,p) < Ce} C M und V; :={z € R” : |z —p|| <
e} CV ist.

Sei g € V. Ist a die Verbindungsstrecke von p mit ¢ in V_, so gilt:
dvy(p,q) < Ly(a) < C-Ls(a) < C-e.
Also liegt V. in W C M, und M ist offen in der gegebenen Topologie von X. [
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4.2 Stern-Operator und Volumenelement

Sei V' ein n-dimensionaler orientierter Vektorraum mit Skalarprodukt, €2y die zu-
gehorige Volumenform. Durch ¢(v)(w) := (v, w) wird der kanonische Isomorphis-
mus ¢ : V — V* mit v — t(v) = A\, definiert.

4.2.1. Satz
Ist v € AP(V'), so gibt es genau ein Element xa =, € A" P(V) mit

(xa) (21, .. Tpep) - Qy = a At(z1) N At(Tp—p)

firxy,...,xn_p €V.

BEWEIS: Zu jedem (n —p)-Tupel (z1,...,2,—,) € V X ... x V gibt es genau eine
reelle Zahl a = a(z1,...,2,—), so dass a At(z1) A ... At(x,_p) = a - Qy ist. Also
kann man

(xa) (21, ..., Tp_p) ==a
setzen. Da die Zuordnung (z1,...,2,—p) — aAt(z1) A... At(x,_,) multilinear und
alternierend ist, gilt das auch fiir xa. "
Sei {ai,...,a,} eine positiv orientierte ON-Basis von V und {a', ..., a"} die duale

Basis, also Qy = a! A ... A a”. Dann folgt:

4.2.2. Satz

Sind I = (iy,...,1,) und J = (j1,. .., Jnop) Multiindizes mit 1 < iy < ... <1, <
n,1<ji<...<jnp<nundlUJ={1...,n}, so gilt:

$ (AL AQP) =i,y 1y nep) T QT AL A QIR

BEWEIS:  Zur Abkiirzung sei §(1,J) = 6(i1, .y p, 1y - s Jnp)-
Weil die a; eine ON-Basis bilden, ist t(a;) = o, fiir i = 1,...,n. Damit folgt:

(@™ A Aa?) Atla) A A tag, ) =
= A" A...AQP AN NI
B 0(I,J)-Qy fallsInJ =g,

o 0 sonst.

6(I,J) falls INJ =g,
0 sonst
also #(a A Aa'r) = 0(1, J)alt AL Aalnr, .

b

Damit ist (@ A...Aa")(aj,,....a;,_,) = {



4.2 Stern-Operator und Volumenelement 127

4.2.3. Folgerung

Ist a eine p-Form, so ist * x a = (—1)P("Plq,

BEWEIS: Es reicht, die Aussage fiir Formen vom Typ a! := ot A ... A o' zu
beweisen. Sei I U J = {1,...,n}. Dann ist

xx (o) =0(I,J)-xa’ = 6(1,J)6(J, I)a’.

Andererseits ist af A o’ = (=1)PPla’ A of. Damit folgt:

§(J, 1) = (—=1)P=P)§(1, ). -

4.2.4. Folgerung

Die lineare Abbildung * = %, : AP(V) — A" P(V) ist ein Isomorphismus, mit

! = (s,

Bemerkung: Ist n = dim(V) ungerade, so ist ;' = %,_,, fiir jedes p.

Ist n gerade, so ist ;" = (—=1)Px,_p.

4.2.5. Satz
Sind o, p € AP(V'), so ist a A (x0) = B A (xa).

BEWEIS: Sei zuniichst a = ol und f=af. Ist KUL={1,....,n}und TUJ =
{1,...,n}, so gilt:
anNxf = o Axa® = of N6(K, L)a"

0 falls K # 1,
S(I, J)al na? =Qy falls K = 1.

Die Berechnung von 3 A *« liefert das gleiche Ergebnis. "
Ist « = Za;al und § = ZbKaK, so ist a A %3 = (Z aIbI) Qy. Speziell ist
i J I

a N xa = (Za%) Qy.

I

Wir halten weiterhin eine positiv orientierte ON-Basis {a1,...,a,} von V und die
zugehorige duale Basis {a',...,a"} von V* fest. Sei g;; := (a;, a;). Die Matrix
G = (gij g =1,... ,n) ist symmetrisch und positiv definit, also insbesondere

invertierbar. Sei G~! = (¢") die inverse Matrix zu G.
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Sei v = Zviai € V. Die Indizes bei den ,kontravarianten“ Komponenten o'
i=1
sind bewusst hochgestellt. Hat die zugeordnete Linearform t(v) = A, die Gestalt

n
Ay = Z v, (mit ,tiefgestellten” Indizes v,), so gilt:
v=1

n n

v, = Ap(ay) = (v, a,) = Zvi<ai, a,) = Zgyivi (weil g;, = gy ist).

i=1 i=1
Andererseits ist
n n n n n n

nguvu _ Z(Z gm‘vi> _ Z( gkugm> o — Z%ﬂ/i 'y

p=1 p=1 " i=1 i=1 p=1 i=1
In der Physik ldsst man an dieser Stelle gerne die Summenzeichen weg. Die Proze-
duren

v, = g,v"  und D gk“v#

bezeichnet man als ,,Herunter- und Heraufziehen der Indizes“. Die Koeffizienten v,
nennt man die , kovarianten Komponenten“ von v.

Der Sternoperator kann wortlich auf Mannigfaltigkeiten iibertragen werden:

Definition

Sei X eine n-dimensionale orientierbare zusammenhéngende Riemannsche Man-
nigfaltigkeit, mit fest gewéhlter Orientierung, Riemannscher Metrik v und Volu-
menelement Q.

Ist a € QP(X), so gibt es genau eine Differentialform xa € Q" P(X), so dass fiir
alle Vektorfelder i, ..., &,—, auf X gilt:

(*a)(fl, e >§n—p) . QX =a t(gl) VARRA t(é'n_p).

Dabei ist t : 27 (X) — QY X) der durch ¢(£)(n) = v(&,n) definierte Isomorphis-

mus.

Wie in Vektorrdumen folgt, dass * = %, : QP(X) — Q" P(X) ein Isomorphismus
mit ! = (=1)P" P, ist. Und fiir o, f € QP(X) ist a A (%8) = B A (xav).

4.2.6. Satz
Ist X zusdtzlich kompakt, so wird durch

(a, B)p ::/Xa/\*ﬁ (fiir a, p € QP(X))

ein Skalarprodukt auf (X)) definiert.
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BeEweIs:  Offensichtlich ist (..., ...), eine symmetrische Bilinearform. Und weil
a A xa = h )y mit einer positiven Funktion h ist, ist sie auch positiv definit. "

4.2.7. Folgerung

Ist X kompakt, so ist %, eine Isometrie, d.h., es ist (xa, *5),_p, = (a, B),.

BeEwEIs:  Sind «, 8 € QP(X), so gilt:
(a,x8) = [ ntees) = 190 [ (a)as
= 5/\(*04):<ﬁ,04>:<06,ﬂ>.

X

Definition

Sei X eine orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeit. Das Codifferential
§=103,: P(X) = P HX)

wird definiert durch ~ § := (—1)"P+D+ 4 g «

4.2.8. Satz
Ist X kompakt, p € QP X) und ¢ € QP(X), soist  (dp, V) = (¢, 6¢).

BEWEIS:  Sei 0, : QP(X) — QP(X) definiert durch o,(a) := (—1)""*? . a. Dann
ist 0,,—, = 0, und deshalb %, 0 0, = 0,,_, 0 %, sowie *,,_, 0 x, = 7).

Fiir w € Q" P X) ist daher
(—1)Pw = (=1)P % % 0p_ppyw = (—1)PHE=DHE=D gy = (—1)MPHDFL 4y,

Mit dem Satz von Stokes folgt nun:
o0y = [donso = [ (densu) = (-1rondx o)
X X
— (—1)? dx 1) = )My d %
v [ endsv = [on (e v
= [ onsdv = (o, 50).
X

Die Definition des Codifferentials ist in der Literatur nicht einheitlich. Hier ist es
als adjungierter Operator zu d festgelegt.
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Definition

Sei X eine orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeit und ¢ : 27(X) — Q' X)
der kanonische Isomorphismus. Dann definiert man:

1. Ist f eine differenzierbare Funktion auf X, so heift
Vf = grad f :== t ' (df)
der Gradient von f.
2. Ist £ ein Vektorfeld auf X, so heifit die Funktion
div € := —4(t€)
die Divergenz von €.
3. Ist dim X = 3 und £ ein Vektorfeld auf X, so nennt man
rot & :=t 1 x d(t€)
die Rotation von £.
Ist 1 ein weiteres Vektorfeld auf X, so nennt man
Exni=t"1*(tE Nitn)
das Vektorprodukt von ¢ und 7.
of o1

or,’ ~ Ox,
Weil § = — % d* im Falle p = 1 ist, folgt auBlerdem im R™:

Im Falle X = R" ist Vf = (

div(&r, ..., &) = *xdx* (& dey+ -+ & dxy)

- m(i@(—l)"—l d, A...AdAa:iA.../\dmn>
=1

— ¢ — ¢
= *( 18$ida:1/\.../\dxn> = ;0%

=

Nebenbei haben wir hier (im R"™) auch folgende Formeln bewiesen:

wt(6) = > &= day AL A dr AL A da, = A
i=1

und
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div & = xdA.

Ist n = 3, so ist

rot(&1,6,8) = t ' % d(& doy + & duy + &3 das)

_ oty (98 9% s _ 061
— ¢ *((8x2 axg)dngdx3+(axl 8x3)dx1/\dx3
1 2
s 0ay, 8 0&, 060G
=1 <<83:2 8$3)d$1+(3x3 axl)d:ﬂ?—{—(@ml aiﬂg)de)

(353 06 0& 0§ 06 5§1>
83:2 85(737 85(73 8x1’ 8x1 8x2 .

Im R? ist auBerdem * * o = « fiir jede 1-Form und jede 2-Form, und deshalb
« A, = tn. Also ist t71 % Avore = rot & = ¢ % d(t€). Daraus folgt:

Avore = d(t€) (im R?).

Weil * und ¢ Isomorphismen sind, gilt: Ist Ae = A, so ist £ = 7.

4.2.9. Formeln der klassischen Vektoranalysis

Im R3 sei f eine differenzierbare Funktion, & und n Vektorfelder. Dann gilt:
1. rotgrad f = 0.
2. divrot{ = 0.
3. rot(f-&) = f rot(&) +grad f x &.
4. div(§ X n) =rot&en — &« rot.

5. div(f-&) =grad f«{+ f-divé.

BEwEIs: 1) 0=ddf = d(t(grad f)) = Arotgrad f, also rot grad f = (0,0,0).
2) 0=dd(t(€)) = d(Avote) = (divrot £)dV, also divrot A = 0.
3) Es ist

Avor(r.e) = d(t(f-€)) = d(f-t(¢))
= df NU(E) + [-dt(E)
= t(grad f) At(§) + f - Avote
= Agrad fx¢ T Afrote
Agrad fxé+frote-
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(div(§ xn)dV = d(Aexy)
d(t(&) At(n))
dt(§) At(n) —t(§) A dt(n)
Arote A1) = t(€) A Aoty
= (rot&+n — &« rotn)dV,

denn es ist t& A A, = (£+n) dV.
5) SchlieBlich gilt:

(div(f-£)dV = d(Ape) = d(f - Ae)

= df AAe+ f - dA
t(grad f) A Ae + f - (divE)dV
= (grad f«&+ f-divE)dV.

Auf Mannigfaltigkeiten sehen die Differentialoperatoren etwas anders aus.

In einem Vektorraum V' mit Skalarprodukt (..., ...) wird jedem Vektor v € V
kanonisch eine Linearform A, € V* durch A\,(w) = (v, w) zugeordnet. Das
iibertragt sich auf Riemannsche Mannigfaltigkeiten in Form des Isomorphismus
t: 2(X)— QYX). Es ist also t&(n) = (&, 1), und daher

YV o) =~ dfn) =t df)(n) = df (n) = Z(f).

0
Die kovarianten Komponenten von § = V f sind die Koeffizienten §; = or von df .

3@
Dementsprechend sind die kontravarianten Komponenten £ von £ gegeben durch
£ =310197§ =277, ¢"¢, und in lokalen Koordinaten ist

Vf= (;gjla—xj,...,jzlgj 8_:16]>

Im V haben wir auch jedem Vektor v eine alternierende (n—1)-Form A, zugeordnet,
und das lésst sich ebenso auf Riemannsche Mannigfaltigkeiten verallgemeinern.

4.2.10. Satz

Zu jedem Vektorfeld & auf X gibt es eine eindeutig bestimmte (n — 1)-Form A¢
auf X mit
tn) A Ae =~(n,€) - Qx.

Ist o = (x1,...,x,) ein lokales Koordinatensystem, so ist




4.2 Stern-Operator und Volumenelement 133

(Ae)p = V/det Gy, - > € (=1 day AL Adap Ao Ada,.
k=1

Bewels: Die Eindeutigkeit ergibt sich wie folgt: Ist A mit der gewiinschten
Eigenschaft gegeben und

n

Ae = apdri Ao Adeg Ao Aday,
k=1

SO ist einerseits
dr; N Ae = (=) a;dey A ... ANdx,

und andererseits t~!(dz?) = (g%, ..., ¢™), also

Yt (dy), §) Qx = (Z gikgklgl) Qy =& /At G day A ... Ada,.
k,l

Daraus folgt: a; = \/det G, (—1)""¢".

Ist umgekehrt A¢ so gegeben und n = (n',...,n"), so ist
t(n) = Z(Z gikni> dxy,
k=1 i=1
also

tm) ANAe = Zgiknifk -y/det Gy dxy A ... ANdxy,
ik

= 7’(77, §) Qx

Das zeigt die Existenz. "

4.2.11. Satz
Ist g :== det G, so hat die Divergenz in lokalen Koordinaten die Gestalt

\/g 1 8xk ’

und es gilt die Formel —d(A¢) = (divE) Qx.

divé = i i 8(\/§ Sk)

BEwEIS: Es ist

d(Ag): n 8(ngk)dZEl/\.../\d.In:L n MQX

£~ Oxy V9= Oxy
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Auf der anderen Seite ist divE& = xd * (t§), und das muss man Schritt fiir Schritt
ausrechnen. Nach Definition ist zunéchst

*(dwl/\.../\d/:;i/\.../\dxn)(i)-QX = d:clA.../\dAxiA.../\da:n/\t(i)
oxy, Oxy,

= gudri A ... ANdzi A ... Adoy, A da

1
= (=1)""—guflx

V9

Also ist

— o1
x(dey AL ANdxg N Ndxy,) = Z(—l)"_z— Gik dxy,

= V9
und — weil * * @ = (—=1)""ta auf Q" 1(X) ist —
—~ - 1
dey A ANdxg Ao ANdx, = Y (=1 = gi * day..
; V9
Multipliziert man beide Seiten mit ¢** und addiert iiber 4, so erhilt man:

n

wdr, =Y (=1)\g g  doy A Ndai AL A day,

i=1

Damit ist

*tE = Zfl,*dx,, = ZZ(—l)iH\/ﬁg”i@d:ﬂl/\.../\c?:b\’i/\.../\dxn
v=1

v=1 =1
n

= Y (-1 N geidn AL Adr AL A d,

=1

und
- v 9/9€) ~
_ i+1
dxté = ;(—1) ;a—%d:ﬁu/\dm/\.../\dxi/\.../\dxn
1 -0 ‘
L)
VIS Ti
Weil x(f Qx) = f ist, folgt die Behauptung. .

Bemerkung: Im R” ist g = 1 und es kommen die bekannten Formeln heraus.

Ist G_ C R" ein Gebiet und ¢ : G — G C R" ein Diffeomorphismus, so kann
man G als parametrisierte Mannigfaltigkeit auffassen. Als Beispiel seien die ebenen
Polarkoordinaten genannt:

o(r,0) = (z(r,0),y(r,0)) = (rcos@,rsinf).



