3 Integration auf Mannigfaltigkeiten

3.1 Der Differentialformenkalkiil

Sei B C R” eine offene Teilmenge. Eine ¢g-dimensionale Differentialform auf B ist
eine differenzierbare Abbildung w : B — A?(R™) (eigentlich sogar eine differenzier-
bare Abbildung w : B — B x A?(R"™) mit pryow = idp, aber man kann w mit pryow
identifizieren). Man kann eine solche ¢g-Form immer folgendermafien beschreiben:

w = Z aj..j, dxry, A\ ... N\dxj,,

0<j1<...<jg<n
mit differenzierbaren Funktionen a;, _;, : B — R.

Definition

X und Y seien differenzierbare Mannigfaltigkeiten der Dimension n bzw. m,
® : X — Y eine differenzierbare Abbildung. Dann wird jeder ¢-Form w € Q4(Y')
eine ¢-Form ®*w € Q4(X) zugeordnet, durch

(Q*w)z(v1, ..., V) = Wa@) (PugVi, . . ., Pusty).

Man spricht vom , Riicktransport* oder vom , Pullback“ oder von der , Liftung®.
®*w ist also die ,,zuriickgeholte® oder , geliftete” g-Form.

3.1.1. Satz
Die ,Liftung® ®* : Q1Y) — Q4(X) hat folgende Figenschaften:
1. ®* ist R-linear.

2. Ist f eine C®-Funktion auf Y und w € QUY), so ist
O(fw) = (fod) ().
3. Ist f eine C®-Funktion auf Y, so ist ®*(df) = d(f o ®).
4. Ist o € QP(Y') und ¢ € QUY), so ist P*(p A1) = (P @) A (P*Y).

BEWEIS: Die ersten beiden Eigenschaften folgen sofort aus der Definition, die
dritte Eigenschaft haben wir am Ende von Abschnitt 1.3 bewiesen, denn die hier
gegebene Definition von ®* stimmt auf 1-Formen mit der frither gegebenen Defini-
tion iiberein.
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Sind 41, ..., Ym lokale Koordinaten auf Y, so kann man ®; := y; o ® setzen. Dann

Zu Eigenschaft (4): Sind wy, ..., w, Pfaffsche Formen auf Y, so ist

("W @ @ D'wy)p(v1,...,0y) =
(®"w1)a(v1) - - - (P"wg)a(vy)
= (WI)CD(Z’)((I)*,IUI) T (wq)é(z)(q)*,xvq)
= (w1 KR wq)ym)(@*,xvl, ce ,q)*,x’l}q).

Daraus folgt, dass ®*(wi A ... Aw,) = (P*wi) A ... A (P*w,) und dann allgemein
P*(p A1) = (P p) A (D) ist. ]

3.1.2. Folgerung 1

Sei ¢ = (x1,...,1,) ein Koordinatensystem auf U C X, ¥ = (y1,...,Ym) €in
Koordinatensystem auf VCY, ®(U) CV und ®; :==y; 0 firi=1,...,m.

Ist w € QUY) und wly = Z iy.ig AYiy N - .. N dy;,, 50 ist

1<ii<...<ig<n

((D*WNU = Z (ah...iq o (I)) dq)il VANPIA d@iq.

1<i1<...<ig<n

Bemerkungen dazu: Ist w eine ¢-Form auf X und (U, ¢) eine Karte fiir X, so
gibt es eine g-Form w®) auf B := ¢(U), so dass gilt:

wly = (W),
Ist w® =3 iy ..ig Ay A ... A dx;, so ist also
wlo = (@i, i, 0 ) d(wi, 0 @) A Ad(xi, 0 ).
Da wir die Koordinatenfunktionen z; in zweierlei Bedeutung verwenden, also nicht

zwischen x; und z; o ¢ unterscheiden, kommt so die bekannte Darstellung einer
Differentialform in lokalen Koordinaten zustande.

3.1.3. Folgerung 2

Ist n = m, so gilt mit den Bezeichnungen von Folgerung 1:

P*(ady A ... ANdy,) = (a0 ®) - ((det Jyodop-1) 0 @) - dxy A ... Adxy,.
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BEwEIS: Es ist

dd, AN ... NdD,, =
- Z Z T Z«cbl © 90_1)961'1 © 90) T ((q)n o @_l)min o (,0) dl'il VAP dx,n
- Z sign(a)((@l o (p_l)xdu) o Sp) o (((I)n o ‘10_1)%(”) o 4,0) dry A .. Adz,
oESy

= ((det Jdlocbov—l) o QO) dl’l VARRAN d.Tn

3.1.4. Satz

O: X Y und V¥ : Y — Z seien differenzierbare Abbildungen, w € QI(W).
Dann ist
(Vo d)w=d"(¥w).

BEWEIS:

(Fo®)w) (v1,...,0) = Waon()((¥oP)gvr,...,(Vod),,v,)
— (\I/*W)Q(gg) (¢*7xvl7 ey ®*,qu)
= ((I)*(\Il*w))x(vla""vq)’

3.1.5. Satz

Sei X eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit. Zu jeder offenen Teilmenge U C X
gibt es eindeutig bestimmte lineare Abbildungen d = df, : Q1(U) — QI (U) mat
folgenden Eigenschaften:

1. Ist f € Q°U) eine Funktion, so ist dYf = df das bekannte Differential.
2. Istw e QP(U) und p € QUU), so ist

& wAp) =dhwAp+ (—1)Pw A die.

3. Bsist df™ odl, = 0.

4. Ist V- C U offen und w € QU(U), so ist di,(w|y) = (d{w)|v.

Bewels: 1) Eindeutigkeit:

Wenn df; auf jeder Koordinatenumgebung U eindeutig bestimmt ist, dann ist df;

wegen der Eigenschaft (4) auch auf jeder beliebigen offenen Teilmenge U C X
festgelegt. Es reicht also, die Eindeutigkeit auf Koordinatenumgebungen zu zeigen.
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Ist w = Z iy, Ay, N ... N dxg,, so muss gelten:
1< <...<ig<n
d?]w = Z d?] (ai1...iq dl‘il VANPIWAN dlL’iq)

denn es ist
Verwendung

Existenz:

1<i1<...<ig<n

Z (dailmiq A dl‘il VAP dxiq + ail...iq d([]](dI“ VAN d.??iq))

1<i1 <. <ig<n
E dail,,,iq A dl‘il VANPIAN d.]?iq,

1<ir<...<ig<n

di;(dx;, N ... Ndz;) = 0, wie ein simpler Induktionsbeweis (unter
der Eigenschaften (1), (2) und (3)) zeigt.

Wir definieren zunéchst d = d, auf einer Koordinatenumgebung durch die oben
gewonnene Gleichung. Das ist moglich, wegen der eindeutig bestimmten Basisdar-

stellung der

Differentialformen. Es ist klar, dass d dann linear ist, und dass df das

Differential von f ist.

Wir benutzen eine abgekiirzte Schreibweise:

fir I := (iq,..

ar = a;,..;, und dry:=dy; N... Ndx;,

i) mit 1 <4y < ... <iy <n.

Ist w=aydz; und ¢ = by dxy, so ist

dwNhe) = d

(arbydx; Ndxy)
= d(arby) Ndxy Ndxy
= [(dar)bs + a;(dby)] A dzy Adx,
= (day Ndzp) A (bydxy) 4+ dby A (apdxr) Adxy
= dw A+ (—1)’w Adep.

Weiter gilt in lokalen Koordinaten ¢ = (z1,...,2,):

ddf

— d(Z((f 09 ) 00) dxi)
= 2 d((foe™)nop) A dr
= D (o9 Va, 0 p) daj A da,

7:7‘7‘

= Z(((f © Qpil>mimj - (f o 8071>:Bjxi) o (,0) dﬂfj A dx; = 0,

J<i

wegen der Vertauschbarkeit der zweiten Ableitungen, und daher
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dd(CL[ dl‘[) = d(da[/\dl'[)
= dda;/\dx[—dal/\d(dxl) = 0.

Aus dem ersten Teil des Beweises von Satz 3.1.6 (fiir den man nur die Existenz von
d auf Koordinatenumgebungen braucht) folgt, dass die Definition unabhéngig von
der Wahl der Koordinaten ist.

Ist U C X eine beliebige offene Menge, V' C U eine Koordinatenumgebung und
w € QIU), so setzt man (dyw)|y = dy(w]|y ). Weil die lokale Definition unabhéngig
von den Koordinaten ist, ist dyy wohldefiniert. "

3.1.6. Satz
Ist & : X — Y eine differenzierbare Abbildung und w € Q4(Y"), so ist

d(®*w) = ®*(diw) fiir jede offene Menge V. CY und U := (V).

BEWEIS:  Sei zunédchst V' C Y eine Koordinatenumgebung mit lokalen Koordina-
ten Y1, ..., Ym. Ist w =ady;, A ... ANdy;,, so ist

d(®*w) = d((ao®)dd;, A...NdD;,)
= dlao®)NdP; A...NdD;, + (a0 P)d(dD;, A...NdD;)
= ®*(da) A D" (dy;,) N ... A D" (dy;,)
O*(da Ndy;, N ... Ndy;,) = P (dw).
Ist V' C Y eine beliebige offene Menge und W C V eine Koordinatenumgebung, so
gilt fiir M := &1 (W): (®*w)|p = ®*(w|w ), und deshalb auch
do(P* W)y = du((®'W)|w) = du(®*(wlw)) = @ (dw(wlw))

Fortan werden wir immer einfach d statt d?] schreiben.

3.1.7. Lemma von Poincaré

Sei U C R™ offen und sternformig beziiglich 0. Ist w € QI(U) und dw = 0, so
gibt es eine Differentialform ¢ € Q471 (U) mit dp = w.

BEWEIS:  Wir benutzen folgende Idee: Es gibt eine Abbildung
I:Q1U) — QN U) mit w=I(dw)+d(Iw).

Ist dann dw = 0, so ist w = d({w).
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Es reicht, Formen vom Typ w = adx;, A ... Adx;, (zunéchst fiir i; < ... <i,) zu
betrachten. Dann setzen wir

ITw:= (/01 1 a(tx) dt) Py i, (%),

mit
q

Py (%) = Y (=1 dagy A Adag AL A d,.

Jj=1

Es ist d(P;,. ,(x)) = qdz;, A ... Adz;, und
ZD a(tx) - D;(tx,) = t - D;a(tx).

Damit folgt:
d(Iw) = d / t7  a(tx dt)/\P“ iy (X)
0

+ ( /O Lt a(tx) dt) P i, (x)

_ </1 4= 1—a(tx) dt) dz; N Py i,(X)

=1

.

1
/ qt? ! a(tx)dt) - dx;, A . Ndx;,
0

)dt)
_ </01tqDatx dt)d Py i (%)
)t) -

j=1
+ ( / gt ta(tx)dt) - dvi, Ao A day,.
0
Weiter ist .
w= Y (Dja)dr; Ndx; A...Ndx;,.
j=1
Ist j <y, so ist
Pj,il...iq (X) = Ij dﬂfil VAN dﬂ?l’q

q
+ Z(—l)”xzy d.fl?j A dili’il VANRIAN d.lfiy VANPIIAN dl’iq.

Ist 7, < 7 < iuq1, SO ist

dl’j VAN dIil VANRIAN dl’z‘q = (—]_)Md{['“ VANIAAN dl‘iu AN dl’j AN dl‘iuﬂ VANIRAN dl’z‘q



3.1 Der Differentialformenkalkiil 93

und
F)jyilmiq (X) = (_]‘>NP7/1 i/,t .] i,qul iq (X)
= (Z g (=1)P Ny Adg, A Adag, A A d,

=1
+(—1) ZL’jd!L‘il .../\dl’iq

q
+ 3 @i (=1 dr; Adai, A Adag, A A dxl-q>
v=p+1
q —_—
= Zj dl’il VAN dl’iq —+ Z(-l)uilxiu d.Tj N d.fCil VAP dl’iu VAN d.’]l'l'q.

Daraus folgt:

I(dw) = Z(/l t'(Dja)(tx) dt> rjdr; A\... Ndx;,

j=1
n q 1
+ Z Z(—l)” </ t1(D;a)(tx) dt)a:iy dry Ndzy Ao Ndzg, AN da,
j=1 v=1 0
1 n
= / (tq . Z(Dja) (tx):@-) dt - dx;, A ... Ndx;,
0 i

_Z</ t1(D;a) tx)dt) dz; A Py, (x).

Zusammen erhélt man:
d(Iw) + I(dw) =
1 n
= / (qtqfla(tx) + - Z(Dja) (tx):cj> dt -dx;, N ... Ndx,,
0

J=1

+Z</ t1D;a(tx) dt) dzj A\ Py, (x)
_Z</ t1(D;a)( tx)dt) dzj A\ Py i, (X)

d
— / — (tqa(tx)) dt -dz;, N ... Ndx;, = w.
o dt ’

Definition
Eine Differentialform w vom Grad p heifit geschlossen, wenn dw = 0 ist. Sie

heiflt exakt, wenn es eine Differentialform ¢ vom Grad p — 1 mit dy = w gibt
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3.1.8. Satz
Auf einer Mannigfaltigkeit X ist jede exakte Differentialform geschlossen.

Ist w eine geschlossene Differentialform auf X, so gibt es zu jedem Punkt x € X
eine offene Umgebung U = U(x) C X, so dass w|y exakt ist.

Der BEWEIS ist klar, jeder Punkt von X besitzt eine Umgebung, die diffeomorph
zu einem sternformigen Gebiet ist.
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3.2 Orientierungen

Definition

Zwei geordnete Basen (ay,...,a,), (b1,...,b,) eines n-dimensionalen Vektor-
raumes V heiflen gleichorientiert, falls der durch T'(a;) = b; gegebene Auto-
morphismus von V' eine positive Determinante besitzt.

Die Menge der geordneten Basen von V' wird durch die Relation ,gleichorientiert*
in zwei Aquivalenzklassen zerlegt. Basen in zwei verschiedenen Klassen gehen durch
einen Automorphismus mit negativer Determinante auseinander hervor. Die Aqui—
valenzklasse der geordneten Basis (aq, ..., a,) bezeichnen wir mit [ay, . .., a,]. Eine
,Orientierung® von V ist durch die Auswahl einer geordneten Basis und damit
durch die Auswahl einer der beiden Klassen gegeben.

Definition

Sei V' ein n-dimensionaler R-Vektorraum. Mit Or(V') bezeichnet man die Men-
ge der beiden Aquivalenzklassen von geordneten Basen von V. Ihre Elemente
bezeichnet man als die beiden Orientierungen von V.

Ist 8 € Or(V) eine Orientierung von V, so nennt man die andere Orientierung
die entgegengesetzte Orientierung und bezeichnet sie mit —/.

Normalerweise kann keine der beiden Orientierungen ausgezeichnet werden. Der R™
hat hier eine Sonderstellung inne. Eine Basis des R™ heifit positiv orientiert, wenn
sie in der Orientierungsklasse [eq,...,e,| der (in natiirlicher Weise geordneten)
Standardbasis {ej,...,e,} liegt. Zum Beispiel beschreibt [e,, es, €] die positive
Orientierung des R?, [es, ey, €3] aber die negative Orientierung.

3.2.1. Satz

Ist V' ein n-dimensionaler orientierter Vektorraum mit Skalarprodukt, so gibt es
genau eine alternierende n-Form y, so dass

Qv(ay,...,a,) =1

fiir jede positiv orientierte ON-Basis (aq, ..., a,) von V ist.

BeEwEIls:  Wir wihlen eine spezielle positiv orientierte ON-Basis (a4, ..., a,) und
die dazu duale Basis {a',...,a"}. Dann setzen wir

Qy :=al A A

Offensichtlich ist Qv (ay,...,a,) = 1. Ist (by,...,b,) eine andere (ebenfalls positiv
orientierte) ON-Basis, so geht sie aus (a4, ..., a,) durch eine spezielle orthogonale
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Transformation 7" mit det(7") = 1 hervor (vgl. Lineare Algebra). Andererseits gilt
allgemein:

o' A AN (Tay, ..., Tay) =det(T) -a' A... Aa™(ay, ..., ap).

Also ist auch Qy (by,...,b,) = 1. n

Definition

Die n-Form €y heifit die durch die Orientierung und das Skalarprodukt bestimm-
te Volumenform von V. Speziell wird die durch das euklidische Skalarprodukt
und die positive Orientierung des R™ bestimmte Volumenform A als Determi-
nantenform bezeichnet.

Ist {e!,...,&"} die duale Basis zur Standardbasis {ei,...,e,} des R", so ist
A=A ANE™
Ist M eine (n,n)-Matrix mit den Zeilenvektoren xi, .. .,X,, so ist
A(xq,...,x,) = det(M),

denn es ist ja £’(x) = z,.

Es sei weiterhin V' ein n-dimensionaler orientierter R-Vektorraum mit Skalarpro-
dukt. Dann gibt es bekanntlich einen kanonischen Isomorphismus zwischen V' und
V*. Jedem Vektor a € V wird die durch A\,(v) = (a, v) bestimmte Linearform
Aa € V* zugeordnet. Die Zuordnung héngt nur vom Skalarprodukt ab, die Ori-
entierung spielt dabei keine Rolle. Das Skalarprodukt muss auch nicht unbedingt
positiv definit sein. Es reicht, dass eine nicht entartete Bilinearform vorliegt (z.B.
das Minkowski-Produkt im R*: (z, y),, := 2191 + To¥o + T3Y3 — T4Ys).

Wir wollen nun den Raum A" (V') untersuchen. Dabei brauchen wir nicht nur das
Skalarprodukt, sondern auch die Orientierung. Es sei A = {ay,...,a,} eine positiv
orientierte Orthonormalbasis und {a?, ... a"} die zugehérige duale Basis.

Eine Basis von A"7'(V) bilden die n verschiedenen (n — 1)-Formen
wi=a' AL ANGEAL . AQY, i=1,....n,

wobei das Dach iiber of wie iiblich bedeutet, dass dieser Faktor weggelassen werden
soll. Man erhélt also die Formen

w=a®?A. A", W=a'AdPAL A", L, Wwr=a AL AT
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3.2.2. Satz (Die kanonische (n — 1)-Form zu einem Vektor)
Es gibt zu jedem Vektor v € V' genau eine (n — 1)-Form A, € A""1(V), so dass
qgilt:

e NN, =p)-Qy, firalegpeV*.
In Koordinaten: Ist {ay,...,a,} eine positiv orientierte ON-Basis und
{at, ..., a"} die dazu duale Basis, sowie v = via; + - -+ + Uy, S0 ist

n
A, = Zvi(—l)”lal AP A N L N A N T
i=1

BEwEIs: Der Eindeutigkeitsbeweis liefert auch gleich die Formel:

n

Wenn es eine Form A, = chwj mit der geforderten Eigenschaft gibt, so muss

j=1
fir v = viay + - - - + vya, gelten:

vi-Qy = a'(v)-Qp
= a'AA,
n ~
= cho//\al/\.../\aj/\.../\oz”
j=1

= G- (—1)i+1 . Qv.

n
Also ist dann A, = Zvi(—l)”lal Ao ANaE N ANQ"

i=1
Da jede Linearform ¢ eine Linearkombination der of ist, folgt ganz leicht, dass die
so definierte Form A, die gewiinschte Eigenschaft hat. "

Speziell gilt: Ist A, die durch \,(v) = (a, v) gegebene Linearform, so ist

)\a /\AU = <(I, U)Qv.

3.2.3. Beispiel

Sei V' = R3. Wir benutzen das euklidische Skalarprodukt und als Orthonor-
malbasis die Basis {e;, ey, e3} der Einheitsvektoren. Ist a = (ay, as, az) € R3,
SO ist

Aa = @i’ + aze® + ase?

und
Aa = a182 A2+ ase® N el + age! A2
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Daraus folgt:

Aa(v,w) = a1(vaws — v3ws) + az(vswy — viws) + az(viwy — vaws )

= A(v,w,a). (Laplace-Entwicklung)

Auferdem ist Ay A Ap = (a+b)A.

3.2.4. Satz

Sind v,w € R3, so0 gibt es genau einen Vektor v x w € R3, so dass

(vxw)ea=A(v,w,a) = Ay(v,w)

fiir alle Vektoren a € R3 gilt.

BEwWEIs: Durch a — A(v,w,a) wird eine Linearform gegeben. Es muss also
einen (eindeutig bestimmten) Vektor z € R? geben, so dass \,(a) = A(v, w,a) ist.
Wir setzen dann v X w := z. n

Man nennt v x w das Vektorprodukt von v und w.

3.2.5. Satz (Eigenschaften des Vektorproduktes)

1. v X W = (vqws — U3Ws, U3W) — VW3, V1Wa — Vol ).
2. (v,w) +— v X w ist bilinear und alternierend.
3. ve(vxw)=we(vxw)=0.

4. Ist {a;,a9,a3} eine positiv orientierte ON-Basis des R3, so gilt:
g

a; X ap = a3, apxXag=a; unda; X ag = —ao.

BeweEIls: 1) Die Komponenten von v x w sind die drei Zahlen (v X w)ee; =
Ae,(v,w),i=1,2,3. Dabei ist Ao, = Ae? A, =3 A und Ag, = &' A2

2) ergibt sich aus den Eigenschaften der Determinantenform.

3) Es ist
ve(vxw)=A(v,v,w) =0

und analog auch we (v x w) = A(w,v,w) = 0.

4) Aus (2) ergibt sich, dass v x w auf v und w senkrecht steht. Sei nun A =
{a;,as, a3} eine ON-Basis des R?, also a;+a; = d;;.

A ist genau dann positiv orientiert, wenn A(a;,as,az) > 0 ist. Weil die a; die
Zeilen einer Orthogonalmatrix bilden, muss dann sogar A(aj, as, a3) = 1 gelten.
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Es muss a; X as = ¢1o - ag sein, mit einem geeigneten Faktor c;5 € R. Dann ist
Cig = C192 (213'&3) = (al X 32) *a3 — A(al,ag,ag) =1.

Die beiden anderen Fille gehen genauso. "

3.2.6. Satz
Aa A Ab = Aaxp-

BEWEIS:  Wir rechnen die Formel ,,zu Fuf“ nach:

3 3
)\a VAN )\b = (Z (Iié‘i) VAN (Z bj€j> = Z aibjéi VAN €j
J=1 i3

=1
= (a263 — a3b2)52 VAN 53 + (ngl — a1b3)53 VAN 81 + (CL1b2 — agbl)(il A\ 82
- Aaxb'

3.2.7. Satz

L(vayQXy):mm(V“:'“y).

WeX Wey

2. (vxw)xu=(veu) - w— (weu)-v.

BeweEls: 1) Es ist
(VvXwW)e(xXxy) = AWV,W,XxXYy) = Axxy(V,W) = (A A Xy)(V, W)
) Ay (W) = Ag¥) - Anlw)
= (vex)  (Wey) = (vey)  (Wex)
B VeX Vey
= det( WeX wey )
9) Fitr j = 1,2, 3 ist

(vxw)xe)ee;, = A(vxw,e,e) = Ale,e;,vxw)

= (e;xej)e(vxw) = (vXxw)e(e Xej)
el GO
= ((vee)w— (w-ei)v> cej,

und daher (v x w) x e; = (vee;)w — (wWee;)v. Da dies fiir alle ¢ gilt, folgt die
gewiinschte Formel aus der Linearitat in u. "
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Definition

Sei X eine n-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit. Unter einer Ori-
entierung p von X versteht man die Wahl von Orientierungen p, fiir jeden
Tangentialraum 7., (X), so dass es zu jedem Punkt xq € X eine offene Umge-
bung U = U(xy) C X und differenzierbare Vektorfelder &1, ..., &, auf U gibt, so
dass fiir alle z € U gilt:

[(gl)am ) (gn)m] = Hg-

Eine Mannigfaltigkeit X heifit orientierbar, falls fiir X eine Orientierung
gewahlt werden kann.

Definition

Sei u eine Orientierung auf X. Eine Karte (U, ) mit Koordinaten z1,...,x,
heifit positiv orientiert, falls fiir alle x € U gilt:

0 0
|

x,...,axn

|- .

T

3.2.8. Satz

FEine Mannigfaltigkeit ist genau dann orientierbar, wenn es einen Atlas fiir X
gibt, bei dem alle Kartenwechsel orientierungserhaltend sind (also positive Funk-
tionaldeterminante haben).

BEWEIS: 1) Sei p eine Orientierung von X. Man kann einen Atlas finden, der
nur aus positiv orientierten Karten besteht. Da dann alle Karten (U, ¢) mit x € U
auf T,(X) die gleiche Orientierung induzieren, miissen die Kartenwechsel positive
Funktionaldeterminante haben.

2) Sei umgekehrt ein Atlas (U,, ¢,) von X gegeben, so dass det Jwawgl > 0 auf
w3(Uy N Up) ist. Dann definieren alle Karten (U,, p,) mit x € U, auf T,(X) die
gleiche Orientierung, die wir mit p, bezeichnen. Durch p : z +— p, wird eine
Orientierung auf X gegeben, denn auf jeder Kartenumgebung ist sie durch ein
n-Tupel differenzierbarer Vektorfelder festgelegt. "

Bemerkung: Sei w eine n-Form auf X. Ist (U, @) eine Karte, so ist w|y = p*(w¥)),
mit einer n-Form w¥) = a,dz, A ... Adz, auf p(U) C R w verschwindet genau
dann in € U, wenn a,(p(x)) = 0 ist.

Ist f eine differenzierbare Funktion auf X, so ist (f - w)®) = (fo ™) - w®).
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3.2.9. Satz

FEine n-dimensionale Mannigfaltigkeit X ist genau dann orientierbar, wenn es
auf X eine nirgends verschwindende n-Form gibt.

BEWEIS: 1) Sei wy eine nirgends verschwindende n-Form auf X, (U,,p,).e; ein
Atlas fiir X. Dann gibt es zu jedem ¢ € I eine nirgends verschwindende differen-
zierbare Funktion h, auf B, = ¢,(U,) C R", so dass (wo)*) = h,dxy A ... Adx,
ist. Indem man notfalls die Koordinate x,, durch —z,, ersetzt, kann man erreichen,
dass stets h, > 0 auf B, ist.

Auf . (U, NU,) gilt dann:

hedzy Ao ANdz, = (0" )'wo = (@0 0,) (0, ) wo
= ((pL o gp;l) h,dry N\ ...\ dl’n)

i
= det(J,op-1)  (hhow, 0 oD dry AL A d,.

Weil h, und h,, positiv sind, muss det(.J

pop=t) > 0 sein, der Atlas ist orientiert.

2) Jetzt sei vorausgesetzt, dass X orientierbar ist, und (U,, ¢,) sei ein orientierter
Atlas. Weiter sei (f,),e; eine Teilung der Eins zur Uberdeckung (U,),e;. Fiir jedes
v € list w, :=dxi N... Ndx, eine n-Form auf U,. Auf U, NU,, ist w, = d,,. - w,, mit
d, = det(J 1) 0 ¢, > 0. Die Form f, - w, ist eine n-Form auf X mit Tréger in

PLOYK
W = E fo-w,.

U,. Wir setzen
el

Sei x € X, Iy die endliche Menge aller + € [ mit = € Tr(f,) und ¢y € Iy. Dann gilt:

(wo)e = Z fu(@) - (W)

Lelp
= (X 2@ dua(@)) - (@)
L€l
Weil f.(r) >0, >, fu(z) =1und d,, () > 0 ist, folgt: (wo), # 0. n

Ist X zusammenhéngend, so nennt man zwei nirgends verschwindende n-Formen
w1, wy Aquivalent, falls es eine iiberall positive stetige Funktion f auf X gibt, so
dass wy = f - ws ist. Eine Orientierung von X entspricht der Auswahl einer Aqui-
valenzklasse.

Es ist relativ leicht, Beispiele von orientierbaren Mannigfaltigkeiten anzugeben.
Schwieriger ist es, die Nicht-Orientierbarkeit einer Mannigfaltigkeit zu beweisen.
Da hilft der folgende kleine Satz:
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3.2.10. Satz

Sei X eine orientierbare Mannigfaltigkeit, (U, p) und (V,v) zwei Karten. Sind
U und V' zusammenhdingend, so kann det Jyo,—1 auf o(UNV') nirgends das Vor-
zeichen wechseln.

BEweEeis: Die Koordinaten auf U bzw. V seien mit xq,...,x, bzw. y1,...,Yn
bezeichnet.

Sei xy € U vorgegeben. Es gibt eine Orientierung i auf X, so dass

AR
31’1 xoj.”,a.’ﬁn o — Hao
ist. Wir setzen
Mmfeev: 2| L=
o ‘ (91‘1 93"”’6.13,1 z_um‘

Definitionsgeméafl ist M # @. Ist nun yy € M, so gibt es eine offene, zusam-
menhéngende Umgebung W = W (yy) C U und iiber W eine differenzierbare Basis
{&, ..., &} von Vektorfeldern, so dass [£1(z),. .., & (x)] = u, fir alle x € W gilt.
Die Determinante der Transformationsmatrix zwischen den beiden Basen ist diffe-
renzierbar (Cramer’sche Regel) und # 0. Weil sie in y, positiv ist, gilt das auf ganz
W. Damit liegt W in M, d.h., M ist offen in U.

Die gleiche Prozedur mit der umgekehrten Orientierung zeigt, dass auch U\ M offen,
also M abgeschlossen in U ist. Damit ist M = U. Eine entsprechende Aussage gilt

. 0 0
fur V und {a—yl,,a—yn}

Die Basen auf U und V sind also entweder in jedem Punkt positiv oder in jedem
Punkt negativ orientiert.

Sei f := signdet Jyo,—1 auf ¢(U N V). Sind beide Karten positiv orientiert oder
beide negativ orientiert, so ist f(x) = 1. Sind sie entgegengesetzt orientiert, so ist
f(x) = —1. Auf jeden Fall ist f konstant. .

3.2.11. Beispiele

A. Wir wollen zeigen, dass die Sphire S™~! orientierbar ist.

Auf dem R™ haben wir die (n — 1)-Form A, wobei Ay die dem Vektor x
kanonisch zugeordnete (n — 1)-Form ist. Dann ist

Ax =3 a(~1)"doy A Aday AL A dy
=1

Istx € S" 'und (vy,...,v, 1) eine Basis von Ty (S" '), so ist (x,vy,...,V,_1)
eine Basis des R™ und daher
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Ax(Vi, ..., V1) = det (x, Vi, ... ,Vn,l) # 0. (Laplace-Entwicklung)

Also ist wp := j*A eine nirgends verschwindende (n — 1)-Form auf S"~!, und
S™~1 ist damit orientierbar.

B. Sei X = RP?, mit den Karten

z Tz x
wolr:y:z2):= (g, —), o1(xy:z) = <—, —) und po(z:y:2) = (—, Q) )

x Yy 2z
Die Definitionsbereiche Uy = {x # 0}, Uy = {y # 0} und Uy = {z # 0} sind
alle diffeomorph zum R? und damit zusammenhiingend.

1

t
Es ist 1 0 0y (s,t) = 1(1:s5: 1) = <—, —), also
s's

_ —1/s? 0 _ 3
det J,, o,—1(s,t) = det ( _t/s? 1/s ) =—1/s".
Diese Funktion nimmt auf po(Uy N Uy) = {(s,t) € R? : s # 0} zwei verschie-
dene Vorzeichen an. Also ist RP? nicht orientierbar.

Sei X eine n-dimensionale orientierbare Mannigfaltigkeit und ¥ C X eine k-
dimensionale Untermannigfaltigkeit. Eine transversale oder duflere Orientie-
rung von Y in y, € Y ist eine Orientierung auf (Nx(Y)),,. Eine innere Orien-
tierung von Y in yp ist eine Orientierung auf 7,,(Y).

Hat man auf X eine feste Orientierung gewéhlt, so bedingen sich innere und
transversale Orientierung gegenseitig. Wie, das kann willkiirlich festgelegt wer-
den. Man hat sich auf folgende Konvention geeinigt: Sei {v1,...,v,} eine Basis
von Ty, (X), so dass die Restklassen Uji1,...,7, eine Basis von (Nx(Y)),, =
Ty, (X)/T,,(Y) und die Vektoren vy, . .., vj eine Basis von T, (Y") bilden. Die trans-
versale Orientierung [Ux41, ..., 0,) entspricht der inneren Orientierung [vy, ..., vy,
falls [Ug41, ..., Un,v1,..., v die positive Orientierung von T, (X) ist.

Der Zusammenhang ist nicht spiegelungsinvariant. Kehrt man die Orientierung von
X um, behélt aber die von Y bei, so dndert sich die Richtung der transversalen
Orientierung.

3.2.12. Satz

Sei X eine orientierbare Mannigfaltigkeit undY C X eine Untermannigfaltigkeit.
Ist Nx(Y') trivial, so ist auch Y orientierbar.

BEwEIS:  Sei dim(X) = n und ¢ := codim(Y, X). Dann gibt es globale Schnitte
vi,...,vg € I(Y,Nx(Y)), die das Normalenbiindel in jedem Punkt y € Y erzeugen.

Sei e : T(X)]y — Nx(Y) die kanonische Projektion. Es gibt eine offene Uberde-
ckung (U,) von Y in X und Schnitte N! € T'(U,, T(X)) mit (N (y)) = v;(y)
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fiir y € U, NY. Ist (ey) eine Teilung der 1 zur Uberdeckung (U,), so setzen wir
Ni:=3" e,Nily. Dann ist N' € T(Y, T(X)|y) fir i = 1,...,q, und

e(N' () = D _ea)e(NL() = ealy)vily) = vi(y).

Sei w eine nirgends verschwindende n-Form auf X. Dann sei die (n — ¢)-Form wq
auf Y definiert durch

(WO)y(Ula ce avn—q) = wy(Nl(y)a s 7Nq(y)avla s 7Un—q) 7é 0.

Offensichtlich ist dies eine nirgends verschwindende differenzierbare (n — ¢)-Form
auf Y: Damit ist Y orientierbar. n

Ein Spezialfall ist die folgende Situation: Sei B C R" eine zusammenhéngende
offene Menge, f : B — R eine differenzierbare Funktion, c € R und Y := f~1(c) #
2. Ist Vf(x) # 0 fir alle x € Y, so ist Y eine orientierbare Untermannigfaltigkeit.
Das Gradientenfeld von f definiert ein nirgends verschwindendes Normalenfeld auf
Y. Das liefert z.B. auch eine Orientierung auf S™~!.



