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2.2 Vektorfelder und dynamische Systeme

Sei m: ' — X ein Vektorbiindel vom Rang q.

Definition

Sei U C X offen. Ein stetiger (bzw. differenzierbarer) Schnitt in E {iber
U ist eine stetige (bzw. differenzierbare) Abbildung s : U — E mit g o s = idy.

Die Menge aller differenzierbaren Schnitte in E tiber U wird mit I'(U, E) be-
zeichnet.

2.2.1. Satz

Sei (¢q) ein System von Trivialisierungen fir E und (go3) das zugehdorige System
von Ubergangsfunktionen.

Ist s € I'(X,E), so gibt es ein System von differenzierbaren Funktionen s, :
U, — R? mat
0o 0 8(x) = (2, 54())  fir x € U,.
Uber U,g ist dann
Sa(x)—r = gop(T) - S,B(x)—r‘
Jedes System von Funktionen s, das die zweite Bedingung erfillt, bestimmt (tiber
die erste Gleichung) einen differenzierbaren Schnitt in E.

BEwEIS: Die Existenz der Funktionen s, (mit s,(x) = pry o ¢, o s(x)) ist klar.
Und dann ist

(#,50(2)") = @aos(x) = (Laops’)opsos(z)
= (a0 s )(z,56(2)")
= (2, 9ap(2) - s5(2) ).

Ist umgekehrt das System der s, mit der obigen Ubergangsbedingung gegeben, so
wird durch
s(z) == o, (z,54(x)) (iiber U,)

der Schnitt s definiert. Die Wohldefiniertheit folgt wie iiblich aus der Ubergangs-
bedingung. "

Bemerkung: Ist U C X offen, so ist I'(U, E) offensichtlich ein R-Vektorraum.
Ist f eine differenzierbare Funktion auf U und s € I'(U, E), so liegt f - s mit
(f-s)(z) := f(x)-s(x) wieder in I'(U, E). Diese Multiplikation von differenzierbaren
Funktionen mit Schnitten erfiillt auch alle Eigenschaften, nur ist der Raum der

differenzierbaren Funktionen auf U kein Korper, sondern ein Ring. Man spricht
dann von einer ,,Modulstruktur®. I'(U, E) ist ein C*(U)-Modul.
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2.2.2. Beispiel

Sei £ = T(X) das Tangentialbiindel von X. Ist U C X offen, so versteht
man unter einem Vektorfeld auf U einen (differenzierbaren) Schnitt £ €
2 U)=TUT(X)).

Es wird dann jedem Punkt p € U ein Tangentialvektor

& = €)= Y ()

€ T,(X)

p

zugeordnet. Sei ¢ : T'(X)|y — U x R™ eine von einer Karte (U, ) induzierte
Trivialisierung. Dann ist

2(&) =90 alp) aiy

v

Ein Vektorfeld ¢ auf U liefert folgendermafien auch eine Abbildung Z; :
E>*U) - €<U):

) = (0, (a2(p), -, an(p)) ).

p

(Zef)(p) = &(f)-
Die Abbildung . ist offensichtlich R-linear, und es gilt:
(Ze(f-9)(p) = &(f9) = f(p)-&(9)+&(f)-a(p) = (f-(Leg)+(Zef)-9) (0).

Also ist Z; eine ,Derivation* auf €*>°(U). Man nennt .Z;(f) auch die Lie-
Ableitung von f in Richtung &.

Die Lie-Ableitung hat noch folgende Eigenschaften:

1. Ist ¢ eine konstante Funktion auf U und £ € 27 (U), so ist Z(c) = 0.
2. Ist £ e Z(U), V C U offen, f € €°(U) und f|v =0, so ist Zf|y = 0.

BEwEIS: Ubungsaufgabe! u

Definition

Sei m : E — X ein Vektorbiindel vom Rang ¢, U C X offen. Ein System S =
{s1,...,84} von Schnitten in E {iber U heiit ein Rahmen oder eine Basis iiber
U, falls {s1(z),...,sq(x)} fiir jedes x € U eine Basis von E, ist.

Ist ¢ : E|y — U x R? eine Trivialisierung, so erhilt man durch
si(x) = Yw, e) fiiri=1,...,q

einen Rahmen fir F uber U.

Ist umgekehrt ein Rahmen {sy,...,s,} iiber U gegeben, so kann man eine Trivia-
lisierung ¢ : E|y — U x R? definieren durch
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cp(i aisi(m)) = (z,(a,...,a,)").

Es ist noch die Differenzierbarkeit von ¢ zu zeigen: Dazu sei V' C U offen und ¢ :
Ely — V xR? eine lokale Trivialisierung. Es gibt dann differenzierbare Abbildungen
SZ(-w) = (Sh', cee Sqi)—r :V — R? mit

Yo si(z) = (z, sgw)(x)) firi=1,...,q.

Die Matrix S(x) := (s§¢)(x), e s,(lw) (z)) € My(R) ist invertierbar und héngt dif-
ferenzierbar von x € V ab. Die Cramer’sche Regel liefert fiir jedes x € V und je-
des v eine eindeutig bestimmte Losung a,(z) = (a1,(x), ..., aq(z)) der Gleichung
S(z)-a) (r) =e], die ebenfalls differenzierbar von z abhiingt. Dann ist

q

7w e)) = v (Y anle)s (1)) = D aul@)sile),

i=1
und fiir A(z) := (af,...,a]) gilt:

q

pov@e) = o(dav(we)))

= gp(i cyiaw(f)si(x)>

= oS el

= (z, (é an(z)cy, .. ., i@qu(x)@)T>
= (z,A(x)-c").

Also ist ¢ differenzierbar.

Definition

Sei £ ein Vektorfeld auf der Mannigfaltigkeit X. Eine Integralkurve von ¢ durch
xo € X ist ein stetig differenzierbarer Weg o : I — X mit folgenden Figenschaf-
ten:

1. I ist ein offenes Intervall, und es gibt ein tg € I mit a(ty) = xo.

2. Bs ist a(t) = .1 (0/0t) = Eaqpy fiir alle t € 1.
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2.2.3. Satz (Translationsinvarianz)

Sei o : I — X eine Integralkurve des Vektorfeldes &. Dann ist fir jedes ty € R
auch B(t) := a(t — to) eine Integralkurve.

BewELs:  Wir setzen s := t — to. Dann ist S(t) = (s) = &as) = Es00)- n

Sei xy € X und (U, ) eine Karte in xy mit ¢(z9) = 0. In den lokalen Koordinaten

habe ¢ die Gestalt
Zn 0
£|U - ! gVaxV

Setzt man dann F(x) := (& (071 (x)), x))), so ist F: G := p(U) — R"
differenzierbar. Ist y(t) Losung der ,,autonomen“ ( h. zeitunabhéngigen) DGL

y' =F(y) mit y(0)=0,

so gilt fiir a(t) := =y (¢)):

_ 0
= ny ),
- qu(&(?ﬁ))% = ga(t)a

v=1 v

sowie a(0) = ¢~1(0) = .
Aus der Theorie der Differentialgleichungen folgt:

Sei ¢ ein differenzierbares Vektorfeld auf X und xy € X. Dann gibt es eine Inte-
gralkurve av : I — X von £ mit 0 € I und «(0) = zy. Ist 8 : J — X eine weitere
Integralkurve von £ mit 0 € J und B(0) = xg, so stimmen « und S auf I N J
iiberein.

Definition

Sei ¢ ein Vektorfeld auf X. Ein lokaler Fluss von £ in xy € X besteht aus einer
offenen Umgebung B = B(zy) C X, einem € > 0 (das auch = +o00 werden darf)
und einer differenzierbaren Abbildung @ : (—¢,¢) x B — X, so dass gilt:

1. Furjedesz € Bist a, : (—&,e) — X mit o, (t) := §(t, z) eine Integralkurve
von & mit o, (0) = x.

2. Fir jedes t € (—¢,¢) definiert ®,(z) := ®(¢, z) einen Diffeomorphismus @,
von B auf eine offene Menge ®,(B) C X.
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Ist der lokale Fluss @ : (—¢,¢) x B — X gegeben, so gewinnt man das zugehorige
Vektorfeld g auf B durch

o) = | @) (=&0))

Ist umgekehrt das Vektorfeld & auf X gegeben, so liefert der erweiterte Existenzsatz
(siche Analysis 3, 2.2), dass es zu gegebenem zy € X eine Umgebung U = (—¢,¢) X
B und eine stetige Abbildung ® : U — X gibt, so dass fiir jedes x € B die Kurve
a,(t) := ®(t, x) die eindeutig bestimmte Losung der durch ¢ festgelegten DGL mit
a,(0) = z ist.

Dass @ differenzierbar ist, folgt aus einem weiteren Satz aus der Theorie der DGLn:
Ist F' k-mal stetig differenzierbar, so hingen die Losungen der ,autonomen® DGL
y' = F(y) k-mal stetig differenzierbar von den Anfangswerten ab

Dass @, ein Diffeomorphismus (und damit das Bild von B unter ®; offen) ist, ergibt
sich aus dem folgenden Lemma:

2.2.4. Lemma
Ist & : U = (—¢,¢e) x B — X wie oben definiert, so gilt:

Oy =idp und Dys(r) = DPpo Dy(x),

fir alle s, t,s+t € I. .= (—¢,¢) und alle v € B, fiir die ®; in $s(x) definiert ist.

BeEwels:  Offensichtlich ist ®o(z) = (0, 2) = a,(0) = =.

Seien nun s, t und s + t Elemente von I, sowie x € B. Dieses x halten wir fest.
Weil @ stetig und ®(0, z) = x ist, liegt ®(s,x) fiir geniigend kleines s wieder in B.
Wir halten auch ein solches s fest. Dann gilt:

a(t) = Py o (1) = Pp(a(s)) = aus)(t) und B(t) := ps(z) = ag(s +t) zwei
Integralkurven von ¢ mit «(0) = a,(s) = B(0). Wegen des Eindeutigkeitssatzes
muss a(t) = 5(t) fiir alle ¢ sein, fiir die beide Seiten definiert sind. Also ist 4 4(x) =
®t o ¢S (3}) n
Ist y = ®4(z) € (B) N B, so ist P_g in y definiert und ®_; o $4(x) = x. Also
ist ®_, die Umkehrung von ¢, und &, ein Diffeomorphismus. Damit ist aber auch
o, (B) offen.

Definition

Ein Fluss oder eine lokale 1-Parameter-Gruppe ist eine differenzierbare
Abbildung ¢ : D — X mit folgenden Eigenschaften:

1. D ist eine offene Teilmenge von R x X, und fiir alle x € X ist

L,.={teR: (t,z) € D}
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ein offenes Intervall mit 0 € 1.

2. Fir r € X und s € I, liegt ¢ € R genau dann in Ig( ), wenn ¢t + s in I,
liegt, und dann ist @ (z) = ®;(P,(x)). AuBerdem ist ®o(z) = = fiir jedes
reX.

Dabei sei @, : X — X jeweils definiert durch ®,(z) := ®(t, z).

3. Definiert man «, : I, — X durch a,(t) := ®(z,t), soist £ : X — T(X)
mit £(x) := a,(0) ein differenzierbares Vektorfeld auf X.

Ein Fluss ®; : D; — X soll grofler als ein Fluss @5 : Dy — X heiflen, falls Dy C D,
und ®q|p, = P, ist. Ein Fluss heifit maximal, falls er maximal beziiglich dieser
Ordnung ist. Ist D = R x X, so spricht man von einem globalen Fluss oder einem
dynamischen System.

2.2.5. Satz

Sei & ein Vektorfeld auf X. Fir v € X sei I, die Vereinigung aller offenen
Intervalle I C R mit 0 € I, zu denen eine Integralkurve o : I — X wvon & mit
a(0) = x existiert. Dann gibt es auch eine ,mazimale“ Integralkurve o, : I, — X
von & mit ay(0) =x. Es sei D :={(t,x) : v € X undt € I,} und &¢: D - X
definiert durch ®¢(t,z) = a,(t). Dann ist O¢ ein mazimaler Fluss.

BEwEIS:  Wir geben hier nur eine Beweisskizze an:

Sei x € X fest und
I:={tel, : (t,z) im Innern von D, & differenzierbar nahe (¢, x)}.

Wir zeigen, dass I = I, ist. Wegen der Existenz lokaler Fliisse ist I # &, und
nach Definition ist I offen. Nun sei s € I, ein Haufungspunkt von 7. Wihlt man
s' € I nahe genug bei s, so gibt es um ®,(s') einen lokalen Fluss von ¢, in dessen
Definitionsbereich ®,(s) liegt. Das bedeutet, dass auch s in I liegt.

Damit ist D offen und ® auf D differenzierbar. Weil o, : I, — X immer eine

maximale Integralkurve ist, ist ® maximal. "

Die Zuordnung £ — @ ist offensichtlich bijektiv (zwischen den Vektorfeldern auf
X und den maximalen Fliissen auf X.

2.2.6. Satz
Ist X kompakt, so ist ®¢ ein globaler Fluss.

BEWEIS: Sei X kompakt und ® ein Fluss von £. Dann enthélt D auf jeden Fall
eine Menge der Gestalt (—e,e) x X. Durch ®(¢,x) := ®(¢/2, P(t/2, x)) kann man
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den Fluss auf (—2¢,2¢) x X ausdehnen. So fihrt man fort und erhélt schliefflich
einen globalen Fluss auf R x X. "

Ist ®: R x X — X ein dynamisches System auf X, so gilt:
1. &y =idy,

2. 0P, =D, fiir alle s,t € R.

Insbesondere ist jede Abbildung ®; ein Diffeomorphismus, mit ®;' = ®_,. Man
nennt deshalb das System (®,),cg auch eine (globale) 1-Parameter-Gruppe
von Diffeomorphismen auf X.

Ist a, : R — X mit o, (t) := ®(t, z) eine Integralkurve (oder ,, Flusslinie“) von @, so
nennt man die Bildmenge o, (R) die Bahn oder den Orbit von x. X ist disjunkte
Vereinigung der Bahnen von .

2.2.7. Satz

Sei o, : R — X Flusslinie eines dynamischen Systems ® auf X. Entweder ist
ay konstant, oder es ist &y (t) # 0 fiir allet € R (also a, eine Immersion), und
dann ist genau eine der beiden folgenden Aussagen erfiillt:

1. «y st ingektiv,

2. «y 18t pertodisch.

BEWEIS:  Sei «a, nicht konstant, t, € R fest. Fiir jedes andere t € R ist dann
a(t+tg) = D(t + to, z) = D(to, P(t, 7)) = Dy, (au(t)).
Daraus folgt:
(Pty) 2 (0) = vz (to).

Das bedeutet: Entweder ist () # 0 fiir alle ¢ € R, oder es ist a,(t) = 0 (und
damit a, konstant, was wir ausgeschlossen hatten). Also ist a, eine Immersion.

Ist a nicht injektiv, so gibt es Zahlen t; < ty mit a,(t;) = a.(t2). Dann ist
Oy (x) = Py, (), also ®y, 4, (z) = z. Es ergibt sich:

g (t) = Q) = Ppy (1, 1,)(7) = au(t + (1 — t2)),

d.h. «, ist periodisch. "

Definition

Sei X eine Mannigfaltigkeit, U C X offen. Sind &, € 27 (U), so wird die Lie-
klammer [£,n] € 27 (U) definiert durch

Ly = Lo )~ L0 4
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Es muss gezeigt werden, dass so tatséchlich ein Vektorfeld definiert wird. Sei .Z :=
Zie - Dann ist £ offensichtlich eine R-lineare Abbildung von C'*°(U) auf sich.
Auflerdem ist

Lo Ly(f9) — Lo Ze(fg) =
= L9 (L) + (L) — L9 (Lf) + (L))
= (Zg)(Lf) + 9 (Lo L)+ (Lef)(Lg) + [ (Le o Lyg)
—(L9)(Lef) — g (Lo Lef) — (L f)(ZLeg) — |- (L0 Zeg)
= 9 (Zeaf) + 1 (Len9)-

Also ist .Z eine Derivation.

Zu jeder Derivation .2 gibt es genau ein Vektorfeld ¢ mit £ = £ : Man definiere
¢ durch (,(f) := (Zf)(p). Dann ist ¢, fiir jedes p eine Derivation in p, also ein Tan-
gentialvektor. Schreibt man ¢, =), al,(p)ai%, so ist a,(p) = ((z,) = (L) (p),
also a,, differenzierbar. Das zeigt, dass ¢ ein Vektorfeld ist.

Ist £, = Z,, so ist offensichtlich (; = (».

Damit ist das Vektorfeld [¢, 7] wohldefiniert.

2.2.8. Satz
Die Lieklammer besitzt folgende Figenschaften:

1. Die Abbildung (§,n) — [£,n] ist R-bilinear.

2. Esist [&,n] = —[n,&] (Anti-Kommutativitit).

306 [ Al + [y [N €+ [N [€,m]] = 0 (Jacobi-Identitit).

BEwEIS: (1) und (2) sind trivial.
3) Es ist

£ A] = [&nh =] = EnA — &M —nAE + Mg,
0, (A€l = [0, A =8N = nAE —néX — An + &M
und [N 6 n)] = [NEn—nf] = An— A& — Enh+ ngA.

Addiert man die rechten Seiten, so kommt offensichtlich Null heraus. "

Definition

Einen R-Vektorraum, der mit einem zusétzlichen Produkt |...,...] versehen ist,
das die obigen Eigenschaften besitzt, bezeichnet man als Liealgebra.
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Wir wollen die obigen Begriffe und Ergebnisse auf Liegruppen anwenden.

Sei G eine Liegruppe, g € G ein festes Element. Die Abbildung i, : G — G mit
ig(z) := grg~' ist ein Diffeomorphismus und zugleich ein Gruppenhomomorphis-
mus. Man bezeichnet i, auch als ¢nneren Automorphismus von G.

Die Abbildungen L, : h — gh (bzw. R, : h — hg) bezeichnet man als Links-
translationen (bzw. Rechtstranslationen). Offensichtlich ist iy = Ly o Ry-1.

Definition

Sei G eine Liegruppe. Ein Vektorfeld £ € 2°(G) heifit links-invariant, falls
gilt:
(La)ss(&r) = Eug, fiir alle a, 2z € G.

Mit L(G) sei der Vektorraum der links-invarianten Vektorfelder auf G' bezeichnet.
Ist £ links-invariant und f € 27 (G), so ist

Ze(f o La)(x) = &(f 0 La) = (La)&a(f) = &aa(f) = (Lef)(az) = (Zef) 0 La(),
also Z(f o L,) = (Zef)o L.

2.2.9. Satz
L(G) ist eine Liealgebra (mit der Lieklammer fiir Vektorfelder).

BEWEIS: Sind £ und 7 zwei links-invariante Vektorfelder auf GG, so folgt

benm(fola) = ZeoZy(fola) — L0 Le(foLa)
= Z(ZLyf oLy —L(ZLef o L)
= (Zolyf)oLa— (£yoLif)o Ly
= (ﬁém}f) 0 L,

fiir jedes a € G. Also ist auch [, n] links-invariant. .

2.2.10. Satz
Die (lineare) Abbildung ¢ : L(G) — T.(G) mit £ — &, ist ein Isomorphismus.

BeweEls: 1) Injektivitét: Ist £ € L(G) und & = 0, so ist &, = (L, ).& = 0 fiir alle
x € G, also £ =0.

2) Surjektivitét: Sei v € T,(G) vorgegeben. Fiir x € G sei &, := (L,).v. Zu zeigen
ist, dass dadurch ein links-invariantes Vektorfeld £ auf GG definiert wird.

Die Funktion ¢ : G x G — R, definiert durch g(x,y) = fo L.(y) = f(zy),
ist differenzierbar. Sei nun x € G, ¢ = (z1,...,7,) ein Koordinatensystem auf
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U=U(x) C Gund ¥ = (y1,...,Yn) ein Koordinatensystem auf V' = V(e) mit
(e) = 0. AuBerdem sei
= 0
V= ;Cya—yy . .
Dann ist
- 0
Sx(f) = (La:)* ev(f) = U(f © Lx) = ;Clj@yy . (f © Lz)
d(go !
_ ZCV (g (¢X¢) )(¢<x>70>

differenzierbar in x, also £ ein Vektorfeld.

Nun zur Links-Invarianz:

(Lg)*7a£a = (Lg)*,a(La)*,ege = (Lg o La)*,ege = (Lga)*7ev = fga-

Damit ist alles gezeigt. "

2.2.11. Satz

Sei € ein links-invariantes Vektorfeld auf der Liegruppe G. Ist a : I — G eine
Integralkurve von &, so ist auch B := Lyo o : I — G eine Integralkurve von §.

BEwEISs: Es ist

(Lg 0 @)*(t) = (Lg)sx(t) = (Lg)sSa) = ELgoa(t):
Also ist L, o « eine Integralkurve. u

Definition

Eine 1-Parameter-Gruppe in G ist ein Liegruppen-Homomorphismus o : R —
G. Speziell ist dann «(0) = e.

Bemerkung: Ein Liegruppen-Homomorphismus ist ein Gruppenhomomorphis-
mus zwischen Liegruppen, der zugleich differenzierbar ist.

2.2.12. Satz

Sei P die Menge aller 1-Parameter-Gruppen in G. Dann ist die durch oo — &(0)
gegebene Abbildung Po — L(G) bijektiv.
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BEwEIs: 1) Surjektivitit: Sei v € L(G) und « : (—¢,e) — G die Integralkurve

des links-invarianten Vektorfeldes & (mit &, = v), mit (0) = e. Dann ist a/(0) = v.
Sei nun oy (t) := a(s)a(t) und as(t) := a(s +t), fir |s| < e/2 und || < £/2. Dann
ist a1(0) = a(s) = a2(0), und es gilt:

a1(t) = (Las) © @)*(t) = (Las))+@(t) = (Lags) )« (Law)sv = Eart
und

a2(t) = Oé(S + t) = ga(ert) = gag(t)-
Das bedeutet, dass «; und s Integralkurven von ¢ durch «(s) sind. Daraus folgt,
dass a(s +t) = a(s)a(t) fir kleine s, gilt.
Ist ¢ ,,grof, so setzen wir a(t) := «(t/n)", mit geniigend groBem n. Dabei hidngt
die Definition von & nicht von dem gewéhlten n ab, denn es ist

)= alm- )" = a(——)"™ = a(n- ——)" = a()".

t
a(—
n mn mn mn m

Offensichtlich ist @ eine 1-Parameter-Gruppe in G, die nahe 0 mit « iibereinstimmt,
und es ist @°*(0) = &(0) = v.
2) Injektivitét.

Sei « eine 1-Parameter-Gruppe mit 0.4(0) = v, und £ das durch v bestimmte links-
invariante Vektorfeld. Dann ist

B(s) == alt +s) = a(t)a(s) = (Law © a)(s),
also

8(t) = B(0) = (La)+&(0) = Enge.

Damit ist « Integralkurve von £ mit «(0) = e. Diese Integralkurve ist durch v
eindeutig bestimmt. "

Definition

Die Exponentialabbildung exp : L(G) — G wird definiert durch exp(v) :=
a,(1), wobei «,, die 1-Parameter-Gruppe mit &U(O) = v ist.

2.2.13. Satz

Ist v € L(G) und & das zugehdorige linksinvariante Vektorfeld, so ist o, (t) =
exp(tv), und «, ist die Integralkurve von & durch e.

BEWEIS:  Es ist exp(tv) = ay,(1). Wir miissen also zeigen, dass a4, (1) = a,(t)
ist. Dazu sei (;(s) := ay(st). Dann ist
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Bi(s +8') = (st + §'t) = a(st)a,(s't) = Bi(s)Bi(s"),

also (3; eine 1-Parameter-Gruppe. Auflerdem ist ét(s) = 1 - a,(st), also ét(O) =
t - Gy (0) = tv. Damit ist 8 = ay, und daher a;,(1) = Bi(1) = a,(t).

Dass «, Integralkurve von &, ist, wurde oben schon gezeigt. "

2.2.14. Satz

Seiv € L(GQ). Dann wird durch ®(t, g) := L, o exp(tv) ein globaler Fluss fir das
durch v bestimmte linksinvariante Vektorfeld & gegeben.

BEWEIS:  Wir miissen zeigen, dass t — ay(t) := ®(t, g) fiir jedes feste g eine auf
ganz R definierte Integralkurve von £ mit «,(0) = g ist. Fiir ¢ = e haben wir
das oben schon gezeigt. Ist aber g beliebig, so ist auch ay = L, o a, wieder eine
Integralkurve von &, mit «,(0) = g. .

Man kann zeigen, dass die Exponentialabbildung exp : L(G) — G differenzierbar
ist: Dazu benutzen wir die Liegruppe G X L(G), deren Gruppenstruktur kom-
ponentenweise erkldrt wird. Fir (g,v) € G x L(G) wird die Linkstranslation
Ly + G x L(G) = G x L(G) gegeben durch L,y (h,w) = (gh,w + v). Also
ist
(Lig))= ot (1), 0) = (Lo)eam(t),u) = ((Ly o @)'(t), u).

Durch Fg) = ((Lg)sev,0) € Ty(G) & T,(L(G)) wird ein differenzierbares Vektor-
feld F auf G x L(G) definiert.

Ist ¢, die 1-Parameter-Gruppe zu v € L(G), so ist

o , d
(qu(t))*,ev = (Lsov(t))*,espv(o) = (chu(t)090v> (0) = s ngv(t%pv(s)

d .
= —_— ’Ut - t
| aders) = 5.0

Fiir (g,v) € G x L(G) sei nun @ = a(g,) : R = G x L(G) definiert durch «(t) =
Qg (t) = (Lg o p, (1), v) = (g . gov(t),v). Dann ist
Faty = Flgounm = (Lgeu(®))sev,0)

((Lg)*vﬂov(t) © (L@v(t))*ﬁ'v? O) = ((Lg)*y@v(t)().p’v(t)7 0)

= ((Lyopu)(t),0) = a(t),

also a die Integralkurve von F' mit «(0) = (g,v).

Damit ist ®(t; g,v) := o(g0)(t) = (9 - ¢u(t),v) der Fluss von F und insbesondere
differenzierbar. Also ist auch die Abbildung

v = pry(P(1;e,v)) = v, (1) = exp(v)
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differenzierbar.

Fir v € L(G) sei hy(t) := tv. Durch v — h/(0) wird ein Isomorphismus L(G) =
T.L(G) definiert. Mit diesen Bezeichnungen ist

d
exp, v = exp, h,(0) = (expohy)'(0) = = |, exp(tv) = v,

also exp in der Nihe von 0 sogar ein Diffeomorphismus.

2.2.15. Satz

Sei G = GL,(R), also L(G) = Tg(G) = M,(R). Fir A,B € M,(R) ist dann
(A, B] = AB — BA.

BEweEls: Ist B € G gegeben, L : G — G die Links-Translation, X € M und
ax(t) :==exp(tX), also o/x(0) = X, so ist

d
(LB)*X = — 0 B- Ofx(t) = BX.

Fiir A € M sei {4 das zugehorige links-invariante Vektorfeld mit (£4)p = A. Dann
ist

ZeaJ(X) = (€a)x(f) = (Lx)*E(fA) (f)
= (Sa)p(folx) = a4 (0)(f o Lx)
= (foLxoau)(0), fir X € Gund f € €°(G).

Ist f Einschréankung einer linearen Funktion F': M — R auf G, so ist

o (X) = 5| F(X-aa(t) = F(XA) = Fo Ry(X).

Insbesondere ist Z, f(E,) = F(A). Weil %, f = F o R und dies wieder Ein-
schriankung einer Linearform ist, folgt:

Ley 0 ZLey [(En) = Ze,(F o Rp)(Ey) = FoRp(A) = F(AB).
Das Lieklammerprodukt [A, B] von Elementen A, B € M ist gegeben durch
[€4:€lE = [A, B] = (§a,8)E-
Damit ist

F([A,B]) = L, f(En)
(Zes 0 Lep | — Lep 0 L, [)(En)
— F(AB)— F(BA) = F(AB — BA).
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Da dies fiir alle Linearformen F gilt, ist [A, B] = AB — BA. n

Ist A€ L(G) = M,(R), so ist

— 1
as(t) == —A™M"
n!
n=0
eine differenzierbare Kurve in G, mit a4(0) = E und o/4(t) = A - as(t). Auv-

Berdem ist aa(s) - aa(t) = aa(s +1t), also t — aa(t) die (eindeutig bestimmte)
Ein-Parameter-Gruppe zu A in G. Damit ist A — a4(1) = exp(A) die Exponenti-
alabbildung der Liegruppe G, also

exp(A) = — A",

n=0
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2.3 Tensorfelder

Sei V' ein n-dimensionaler R-Vektorraum, V* = L(V,R) sein Dualraum und V** =
L(V* R) der Bidualraum. Es gibt eine kanonische Abbildung

J:V =V mit j(v)(e) == ¢(v).

Offensichtlich ist j linear, und wenn j(v) = 0 ist, so ist ¢(v) = 0 fiir alle Li-
nearformen ¢ € V*. Schreibt man v = via; + --- + v,a,, mit einer beliebigen
Basis {ay,...,a,} von V, und ist {a?,..., a"} die dazu duale Basis von V*, so ist
0 = o'(v) = v; fiir alle ¢, also v = 0. Das zeigt die Injektivitit, und aus Dimensi-
onsgriinden ist 57 dann ein Isomorphismus.

Auf diese Weise kann man V und V** miteinander identifizieren.

Definition

Eine Abbildung
o: (VP x V=R,

die in jedem Argument linear (insgesamt also (p + ¢)-fach multilinear) ist, heifit
ein p-fach kontravarianter und g-fach kovarianter Tensor (iiber V). Die
Menge aller dieser Tensoren sei mit 7%7%(V') bezeichnet.

2.3.1. Beispiele

A. Eine Linearform ¢ € V* ist ein 1-fach kovarianter Tensor.

Ist ein Skalarprodukt (..., ...) auf V' gegeben, so kénnen wir jedem Vektor
a € V eine Linearform A, zuordnen, durch
Ao() = (a, x).

Der Vektorraum T%4(V') aller g-fach kovarianten Tensoren wird auch mit
L,(V;R) bezeichnet (Raum der g-fachen Multilinearformen iiber V).

B. Ein 1-fach kontravarianter Tensor ist ein Element des Bidualraumes V** und
kann deshalb auch als Vektor aufgefasst werden.

Definition

Sind f,. .., f; Linearformen auf V', so wird deren Tensorprodukt f1®...®f, €
L,(V;R) definiert durch

(fi®.. @ f)(vr,. .. 09) = fi(v1) -+ fy(v,).
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2.3.2. Satz

Ist {ay,...,a,} eine Basis von V und {a,... a"} die dazu duale Basis, so
bilden die Tensorprodukte o™ @ ... ® o' mit 1 < iy,...,i, < n eine Basis des
Raumes L,(V;R). Insbesondere ist dim L,(V;R) = nq.

BEWwEIs: 1) Lineare Unabhéngigkeit:

Sei Z cil_“iqoz“ ® - ®a = 0. Setzt man g-Tupel (aj,;...,a;,) ein, so erhélt

man c;, ;= 0 fiir alle ji,..., j4.

2) Ist ¢ eine beliebige g-fache Multilinearform, so setzen wir

Y= Z go(ail,...,aiq)a“ ® @ ak,

Dann ist (¢ — ¢)(aj,,...,a;,) = 0 fir alle ji,...,j,, also (¥ — ¢)(v1,...,v4) =0
fir alle vy, ..., vy, und damit ¢ = .

Definition

Eine Multilinearform ¢ € L,(V;R) heifit alternierend oder schiefsymme-
trisch, falls fir:=1,...,¢ — 1 gilt:

O(T1, o Ty Tig1, - Tg) = —P(T1y e Tig1, Tiy oo ).

Da man beliebige Permutationen aus Vertauschungen zusammensetzen kann, folgt:

2.3.3. Satz
Sei p € L,(V;R) alternierend.

1 o(To1), -, Tog)) = sign(o) - o(z1,...,x,4) fir alle Permutationen o € Sy.

2. p(x1,...,24) =0, falls zwei Argumente gleich sind.

Detfinition

Es sei A%(V) C L,(V;R) der Unterraum aller alternierenden g-fachen Multiline-
arformen auf V.

Speziell ist A°(V) =R, AY(V) = V* und A4(V) = 0 fiir ¢ > n.
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Definition

Sind Ay, ..., A; € V* Linearformen, so setzt man

MALCA /\q = Z Sign(O'))\J(l) ®X...RQ )\J(q).

0ESy

2.3.4. Satz

FEs ist
MA AN (v, 0g) :det<)\,~(vj) ’ i,] = 1,...,q).

Die Behauptung folgt sofort aus der Definition der Determinante.

2.3.5. Folgerung
A AL AN ist alternierend, und fir o € Sy ist

)\U(l) /\.../\)\U(q) = Sigﬂ(O‘) - A1 /\.../\/\q.

BEWEIS: Die Determinante
MA AN (v, ) :det<)\i(vj) ‘ i,j = 1,...,q>

ist alternierend in den Zeilen (also den );) und den Spalten (also den v;). n

Sei 1 < 4y,...,7 < n. Sind die 7, paarweise verschieden, so versteht man un-
ter 0(i1,...,%,) das (eindeutig bestimmte) Vorzeichen derjenigen Permutation, die
(i1,...,10q) auf (j1,...,7,) mit 1 < j; < ... < j, < n abbildet. Stimmen zwei der i,
tiberein, so setzt man 0(iy,...,4,) = 0.

2.3.6. Hilfssatz 1

Ist {a!, ..., "} die duale Basis zu {ay,...,a,} und 1 < j; < ... < j, <mn, so
15t

; ; 0 falls {1, ..., # {J1,- -, Jq}
i1 iq( . ) — ’ )y Lg s yJqJs
atN... N« (ajla-..ya]q) { 5(2'17'”’2'(1) f(l”S {ilw'-;iq}:{jl’-”;jq}-

BEWEIS:  Ist {i1,..., 00} # {Jj1,...,Jg}, sO st &’ @ ... ® a'*@ (aj,,...,a;) =0
fir jedes o € S,. Sei daher {i1,...,4i,} = {Jj1,...,J,}. Dann ist
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AL N (ag,, . ag,) = 0., i)ajl AP (ag,, ... a,)
= 0(iy,. .. Z sign(o)a’ (a;, W) -ajq(aja(q))
o0€Sy
— 5(i1,...,iq),
denn von der Summe bleibt nur der Summand mit o = id iibrig. "

2.3.7. Hilfssatz 2
Ist o € AYV), {aq,...,a,} eine Basis von V und

w(am...,aiq):ommgil<,_,<iq§n,

s0 st p = 0.

BEWEIS:  Ist {i1,...,45.} = {j1,...,Jgt mit 1 <j; < ... <j, <n,soist

o(ai,...,a;,) =0(i1,...,1q) - plaz,...,a;) =0.

Sind nun z; = xj1a1 + - -+ + Tjpan, j = 1,...,¢q, beliebige Vektoren, so ist
o(x1, ..., 24 Z T1iy - TaigP(@iys - a5,) = 0.
7/17 Jq

2.3.8. Satz
Die Formen o™ A... Ao’ mit 1 <i; < ...< i, <n bilden eine Basis von A(V).

Insbesondere ist dim(A?(V)) = <n)
q

BEwEIS: 1) Lineare Unabhéngigkeit: Sei

Z Cirig@ A A @' = 0.

1<ir<...<ig<n

Dann ist

0= ( Z Cilmquéil /\...Aaiq>(aj1,...,ajq) = Cjy..4, fir jl < ... <jq'

1<i1<...<ig<n

2) Erzeugendensystem: Sei ¢ € A?(V). Dann definieren wir ¢ € A9(V) als

) = Z ap(ail,...,aiq)a“/\.../\o/q.

1<i1<...<ig<n
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Dann sieht man sofort: 1) = .

Die Dimension von A%(V) ist die Anzahl der ¢-Tupel (i1,...,4,) mit 1 < i3 <

. < 14 < n. Jedes solche g-Tupel bestimmt genau eine g-elementige Teilmenge
von {1,...,n}, und zu jeder der Mengen gibt es nur eine zuldssige Anordnung der
Elemente. "

2.3.9. Satz

Sei W ein beliebiger Vektorraum und h : V* x ... x V* — W eine g-fach mul-
tilineare, alternierende Abbildung. Dann gibt es genau eine lineare Abbildung
h:AYV) — W mit

R(fL A N =h(frs o L),

BEWwEIS: Die lineare Abbildung h wird durch Festlegung auf den Elementen einer
Basis definiert. Das ergibt auch schon die Eindeutigkeit. Wir miissen nur sehen, dass
die gewiinschte Eigenschaft erfiillt ist. Ist {a!,..., a"} eine Basis von V*, so gilt
fiir Elemente f, = Y, a,,,a"

/H(fl/\.../\fq) = E(Z al,il"‘aq,iq&il/\.../\Oziq)

= Z a1y " aqﬂ-ﬁ(ai1 A A Q)

11,eenylg
= Z Ay, - Ggi h(a™, . a)
AT
- h<zall1azlv "azaq,iqazq> - h(fh 7fq)
1 iq

2.3.10. Satz
Es gibt genau eine bilineare Abbildung ® : AP(V') x AY(V) — APT(V') mit

D(finN .. ANfo, i A ANG)=FIAAF NG A g,

BEwEIs: Firu= (ui,...,u,) € (V)P sei gy : (V*)? = APT(V) definiert durch
Gu(wr,...,wy) ==ur Ao AUy Awyp AL A .

Weil g, g-fach multilinear und alternierend ist, gibt es eine eindeutig bestimmte
lineare Abbildung g, : AY(V) — APT(V') mit
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Gu(wi A A wy) = gulwy, ..., wy).

Die Abbildung h : (V*)? — L(AYV), APT4(V)) mit h(u) := g, ist p-fach multi-
linear und alternierend. Also gibt es eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung
h:AP(V) — L(AYV), APTU(V)) mit h(ug A ... Aup) i= Gu.

Fir w € A?(V) und ¢ € AY(V) sei (w, ) := lAz(w)(w) Offensichtlich ist ® bilinear
und (durch die Werte auf Basis-Elementen) eindeutig bestimmt. Es ist

~

R(AAN A G A NGy = G (91 Ao A Gg)
9 frotp) (G155 Gg)
= fl/\.../\fp/\gl/\.../\gq.

Die Konstruktion beweist die Existenz, die Eindeutigkeit erhdlt man {iber Basis-
darstellungen. "

So erhélt man das Dachprodukt
AP(V) x AUV) = APH(V), mit (9,9) = @ A = B(e, ).
Dieses Produkt hat folgende Eigenschaften:
L (wWA@)AY=wA(pAY).
2. wAhp=(—1PpAw fiirwe AP(V), ¢ € A1(V). (Antikommutativgesetz).
3. Fiir Linearformen ¢, € V*ist p A = o Q¢ — Y ® .

Die Eigenschaften (1) und (2) folgen ganz leicht fiir Basisformen und dann wegen
der Bilinearitét fiir beliebige Formen.

Sei nun X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und
T9(X) = ] TPU(T,(X)).
reX

Wie tiblich kann man auf 777(X') die Struktur eines differenzierbaren Vektorbiindels
einfiihren.

Definition

Ein p-fach kontravariantes und g-fach kovariantes Tensorfeld auf X ist
ein differenzierbarer Schnitt T € I'(X, 779(X)). Die Menge solcher Tensorfelder
bezeichnet man mit 779(X).

Bemerkung: Die Tensorfelder iiber X bilden einen Modul tiber €*°(X).

Analog bildet man das Vektorbiindel AY(X) := U ANTH(X)).

rzeX
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Definition

Eine ¢-dimensionale Differentialform (kurz: q-Form) ist ein differenzier-
barer Schnitt im Biindel A%(X). Man setzt Q4(X) := I'(X, A1(X)).

Ist w € QP(X) und ¢ € Q9(X), so wird wA ¢ € QPT(X) definiert durch (wA ), =
Wy N\ Q.

Esist T19(X) = T(X) und T%!(X) = T*(X). Die Schnitte sind jeweils Vektorfelder

oder 1-Formen. Ist (U, ¢) eine Karte fiir X mit Koordinaten 1, ..., z,, so haben
0 8
wir die Basen { —1} bzw. {dzy,...,dz,} von T (U) bzw. 7% (U). Ein
Ty
Tensorfeld T hat iiber U dle Darstellung
iy O )
TlU_i; T;! i g © our ) @ @ dry,,
J1s--+5dq

Z Z
mit differenzierbaren Funktionen lel ]:

Eine g-dimensionale Differentialform w hat iiber U die Darstellung

CU|U = Z ajlqu dl’jl /\.../\deq,

0<j1<...<jq<n

mit differenzierbaren Funktionen a;, ;. .
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2.4 Unterbiindel und Quotientenbiindel

Definition

Sei m : E — X ein Vektorbiindel vom Rang ¢. Eine Teilmenge F' C E heifit
Unterbiindel vom Rang p, falls es einen p-dimensionalen Untervektorraum W C
RY gibt, so dass gilt:

Zu jedem Punkt z € X gibt es eine offene Umgebung U = U(z) C X und eine
Trivialisierung ¢ : E|ly — U x R? von E iiber U mit ¢ Y(U x W) = Fly (:=
FN(E|y)). Man spricht dann auch von einer angepassten Trivialisierung.

2.4.1. Satz

Sei E ein Vektorbiindel tiber X. Fine Teilmenge F' C FE ist genau dann ein
Unterbiindel (vom Rang p), wenn gilt:

1. Fiir jedes x € X 1ist F, C E, ein p-dimensionaler Unterraum.

2. Zu jedem xy € X gibt es eine offene Umgebung U = U(xg) C X und
einen Rahmen {sy,...,s,} C (U, E) fir E, so dass fir jedes v € U gilt:
{s1(x),...,sp(x)} ist eine Basis von F.

BEwEIs: 1) Sei F' C FE ein Unterbiindel, ¢ : E|y — U x RY eine angepasste
Trivialisierung, @(F|y) = U x W. Fiir jedes z € U ist dann F, = ¢, (W) ein
Unterraum von E,. Man wéhle eine Basis {a;,...,a,} von W und ergénze diese
zu einer Basis {aj,...,a,,8,41,...,8,} von R% Die Schnitte s; € I'(U, E) mit
si(x) := o Yz, a;) liefern das Gewiinschte.

2) Sei umgekehrt das Kriterium erfiillt. Die Schnitte s1,...,s, € I'(U, E) eines
lokalen Rahmens im Sinne des Kriteriums liefern eine Trivialisierung ¢ fiir E iiber
U, durch

W(i a; - Sz(SE)) = (x, (ay, ... ,aq)T).

Fir x € U wird F, nach Konstruktion von s1(x),..., s,(z) erzeugt. Also ist F'|y =
o YU x (RP x {0})) und F' damit ein Unterbiindel. n

Klar ist, dass ein Unterbiindel eine Untermannigfaltigkeit und selbst ein Vek-
torbiindel ist.

Sei E ein Vektorbiindel vom Rang ¢ iiber X und F' C E ein Unterbiindel vom
Rang r, sowie

E/F:=|JE./F, ud =:E/F— X sowiep:E — E/F

zeX
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die kanonischen Projektionen. Wir wollen E/F so mit der Struktur eines Vek-
torbiindels iiber X versehen, dass p ein Biindel-Homomorphismus ist.

Sei {s1,...,8,} ein Rahmen fiir E {iber einer offenen Menge U C X, so dass
S1, ..., sy das Unterbiindel I iiber U erzeugen. Dann erzeugen s,.1, . .., s, ein weite-
res (triviales) Unterbiindel Q C E|y. Furz € Uist p, : E, — E,/F, ein surjektiver
Vektorraum-Homomorphismus mit Ker(p,) = F,. Dann ist dim(E,/F,) = ¢—r und
{p(sr41(x)),...,p(se(z))} eine Basis von E,/F,. Damit ist p : Q — (E/F)|y ein
Biindel-Isomorphismus, und (E/F)|y erhélt die Struktur eines trivialen Biindels.

Nun sei eine offene Uberdeckung durch Vektorbiindel-Karten ¢, : E|ly, = U, xRY
gegeben, so dass F|p, = o5 (Uy x (R”x {0})) ist. Sei Qq := o, (Us x ({0} xRT™)).
Dann induziert p Biindel-Isomorphismen p, : Q, — (E/F)|u,.

Sei pr : R? = R” x R™" — R" die kanonische Projektion und ¢, := pro ¢,|r :
F|y, — U, x R". Dies ist eine Trivialisierung von F iiber U,. Die Ubergangsfunk-
tionen zu den ¢, und den v, seien mit G,3, bzw. g.3 bezeichnet. Dann gilt:

Gos(z) - ( Bfl ) _ ( gab’((ﬂ;%-vT ) |

G = ("7 1t )

mit differenzierbaren Funktionen hqg : Uys — GL,—-(R).

Ist 0 : U x RY — U x RI" definiert durch o(z, (v/,v")") := (z,(v")") und j, :
Q. — E|p, die kanonische Injektion, so werden durch g, := 0 0, 0 j, 0 Pyt :
(E/F)|y, — U, x R Trivialisierungen fiir £/F gegeben. Setzen wir s&(z) :=
ol (z,e)) und 5% := po 52, so ist

also

Qa< Z c,,§3‘(:c)> = (a:, (Crat, .- ,cq)T),

also
9;1 (ZL‘, CT) =po cp;l (m, (0, C)T).
Weil j,op,top: E|y, — E|y, die identische Abbildung ist, folgt:
00005 (r,c") = oopojaop, opowy(x,(0,¢))
— 0o paoide (@, Gaslr)+ (0,0))
(@, (8 hag(x)ec")) = (2, hag(z)sc’).

Damit ist alles gezeigt, E/F ist ein Vektorbiindel mit Ubergangsfunktionen hag.
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Definition

Sei f: F — F ein Vektorbiindel-Homomorphismus. Dann setzt man

Ker f := U Ker(f, : E, — F})
rzeX

md  Imf = (JIm(f,: B, — Fy).
reX

Man spricht vom Kern und vom Bild eines Biindelhomomorphismus.

2.4.2. Satz

Sei X eine zusammenhdngende differenzierbare Mannigfaltigkeit, f : E — F
ein Homomorphismus zwischen Biindeln tiber X. Dann sind folgende Aussagen
dquivalent:

1. x — rg(f,) ist konstant.
2. Ker f C F ist ein Unterbiindel.

3. Im f C F ist ein Unterbiindel.

BEWEIS: OBdA sei E=X xR, F =X xR?und f(z,v") = (2, A(x)+vT). Ist
Ker f oder Im f ein Unterbiindel, so muss offensichtlich x — rg(f,) konstant.

Sei umgekehrt rg( f,) konstant, etwa = r. Ist xy € X, so gibt es linear unabhéngige
Vektoren ay, ..., a, im R?, so dass die Vektoren f,,(ai),..., fz,(a,) eine Basis von
Im( f,,) bilden. Wir ergéinzen die a; zu einer Basis {ay, ..., a,} von RP. Des weiteren
gibt es Vektoren b,41,...,b, € R?, so dass {f.,(a1), ..., fuo (&), brg1,..., by} eine
Basis von RY ist.

Die Schnitte t;(x) := f(z,a;), i = 1,...,r, und %v](x) = (z,b;), j=r+1,...,q,
in F' sind in x( linear unabhéngig und bilden deshalb aus Stetigkeitsgriinden iiber
einer offenen Umgebung U = U(zy) C X einen Rahmen fiir /. Weil rg( f,) konstant
ist, bilden die t; auf einer Umgebung V' = V(xg) C U einen Rahmen fiir Im(f).
Deshalb ist Im f ein Unterbiindel.

Uber V gibt es auch Funktionen 3;; mit
f(x7ak’) = Z/ﬁkl(x)f($7al)7 fir k =r+ 17 - g
i=1

Weil man die (i; als Losung eines linearen Gleichungssystems nach der Cra-
mer’schen Regel aus den f(z,a,) gewinnen kann, sind sie auch differenzierbar.
Die differenzierbaren Schnitte
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Sk‘(x) = (xvak_Zﬁki(x)ai)ﬂ k:T+1a"'7q
=1

und 5; = (z,a;),i=1,...,7

erzeugen E, und dabei erzeugen die s, den Kern von f. Also ist Ker f ein Un-
terbiindel. .

Definition

Eine Folge F Sy P % H von Vektorbiindel-Homomorphismen heif3t eine

exakte Sequenz, falls fiir jedes z € X die Folge FE, EEIN F, %5 H, eine
exakte Sequenz ist (also Im(f,) = Ker(g,)).

In diesem Fall ist rg(f,) + rg(g.) = rg(F) konstant. Da rg(f,) und rg(g,) in der
Néhe eines Punktes zy hochstens grofiere Werte als in xg selbst annehmen kénnen,
gilt das auch fiir die Summe. Also sind beide Rénge konstant, und Ker f und Im f
sind Unterbiindel.

2.4.3. Beispiel

Sei F' C FE ein Unterbiindel. Dann ist die Sequenz 0 - F — E — E/F — 0
exakt.

Ist f : X — Y eine differenzierbare Abbildung zwischen Mannigfaltigkeiten, so
kann man

Tf:T(X)— ffT(Y)
definieren durch (T'f), = fiz : To(X) = Ty (Y) = (f*T(Y)),. Diese Abbil-
dung ist fasertreu und in jeder Faser linear. Wir wollen noch zeigen, dass T'f eine
differenzierbare Biindelabbildung ist.

Sind ¢ : V — R™ und ¢ : U = f~1(V) — R" Karten fiir Y bzw. X, so hat man
Biindelkarten ¢ : T(X )|y — U x R" mit ¢(}°, a,(0/02,)],) := (2, (a1,...,a,)")
und analog ¢ : T(Y)|y — V x R™. Eine Trivialisierung 1 : (f*T(Y))|y — U x R™
gewinnt man dann durch Q//J\(ZM bu(0/0y) 1)) == (. (b1, ..., by)"). Nun ist

QZOTngpich‘,aT) = {D\(f*,xzall_
1

p=1 v=1 Oz, a_y“
_ O (Yo f) 0
= (l’, ¢f(ac) (; — or, ( ) Vayu f(r)>)
) " Ay o f) " O(ym o f) T
_ (LU, (V:1 axl/ ( ) Uy ey VZ:; 8% ( )au) )
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2 Vektorbiindel

Das zeigt, dass T'f ein Biindel-Homomorphismus ist.

2.4.4. Beispiele

A. Ist Y <& X eine Untermannigfaltigkeit, so hat man die exakte Sequenz

0 —TY)— jT(X) — Nx(Y) —0,
mit dem Normalenbiindel Nx(Y) := 7*T(X)/T(Y).

Sei f: X — Y eine Submersion. Dann hat man eine exakte Sequenz
0 — Ker T(f) — T(X) -5 FT(YV) — 0,

da f., fiir jedes © € X surjektiv ist. Das Biindel Ker(7'f) nennt man auch
das ,,Biindel der vertikalen Tangentialvektoren®.

Ist 7 : E — X ein Vektorbiindel, so ist m eine Submersion.
Behauptung: Ker(7T7) = n*E.

BEWEIS: Sind e und v zwei Elemente von E,, so wird durch a(t) := e + tv

ein Weg in E, mit a(0) = e und &(0) = v definiert. Auf diese Weise kann
man die Elemente von E, = E.. = (7"EF). als Tangentialvektoren aus
T.(E;) C T.(E) auffassen. Aus Dimensionsgriinden ist dann sogar T,(E,) =
E,. Weil 7 o a konstant ist, ist m, (v) = 0 fiir alle v € T,(E,), also (7*E). C

(Ker(T'm)).. Wieder aus Dimensionsgriinden folgt die Gleichheit. n

So erhélt man die exakte Sequenz
0— 7mE — T(E) 25 m*T(X) — 0.

Besonders interessant ist der Spezialfall £ = T'(X). Mit der Projektion 7y :
T(X) — X erhilt man die exakte Sequenz

0 — 1, T(X) — T(T(X)) 5 73 7(X) — 0.

Das zweite Tangentialbiindel spielt eine wichtige Rolle in der Analytischen
Mechanik.

Der ,,Konfigurationsraum® X eines mechanischen Systems ist eine differen-
zierbare Mannigfaltigkeit und wird lokal durch n verallgemeinerte Koordi-
naten ¢, ..., g, beschrieben (das kénnen z.B. die 3n kartesischen Koordina-
ten eines Systems von n Massenpunkten sein). Die Koordinaten von 7'(X)

bezeichnet man mit qi, . . ., qn, 4y, - - - ,c}n, die des ,,Phasenraums® 7%*(X) mit
Qs -« qns D1y - - -, Pn (mit den  verallgemeinerten Impulsen® p;). Auf T(T(X))

hat man dann die Koordinaten g;, éi, dg; und d(.]i.
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Die 2-Form w = Z dg; A dp; definiert auf 7%(X) eine sogenannte ,, symplek-

=1
tische Struktur”. Was das bedeutet, kann hier nicht weiter erklirt werden, es
versteckt sich eine umfangreiche Theorie dahinter. Literatur dazu:

e Claude Godbillon: Géométrie différentielle et mécanique analytique.
Hermann, Paris 1969.

Ralph Abraham / Jerrold E. Marsden: Foundations of Mechanics. Ben-
jamin, New York 1967.

Lynn H. Loomis / Shlomo Sternberg: Advanced Calculus. Addison-
Wesley 1968.

R. Berndt: Einfihrung in die Symplektische Geometrie. Vieweg 1998.

Jerrold E. Marsden / Tudor S. Ratiu: Einfihrung in die Mechanik und
Symmetrie. Springer 1999.



