2 Vektorbiindel

2.1 Lokale Trivialisierungen

Definition

Sei X eine (n-dimensionale) differenzierbare Mannigfaltigkeit. Ein Vek-
torbiindel vom Rang q iiber X ist eine differenzierbare Mannigfaltigkeit F,
zusammen mit einer surjektiven differenzierbaren Abbildung 7 : F — X, so dass
gilt:

1. Fiir jedes z € X trigt die Faser E, := 7 '(x) die Struktur eines ¢-
dimensionalen Vektorraumes.

2. Zu jedem z € X gibt es eine offene Umgebung U = U(x) C X und einen
Diffeomorphismus ¢ : 771(U) — U x R? mit folgenden Eigenschaften:

(a) Fiir jedes z € U ist ¢, := ¢|g, : E, — R? ein R-Isomorphismus.
(b) pry o =m auf 77 1(U).

Die Abbildung ¢ nennt man eine lokale Trivialisierung oder Btindelkarte,
die Abbildung 7 nennt man Biindelabbildung. Die Mannigfaltigkeit X heif3t
Basis, E heifit Totalraum des Biindels.

2.1.1. Satz

Sei m: E — X eine surjektive differenzierbare Abbildung (zwischen Mannigfal-
tigkeiteq). E ist genau dann ein Vektorbiindel vom Rang q tiber X, wenn es eine
offene Uberdeckung % = (Uy)aca von X und lokale (differenzierbare) Triviali-

sierungen 0o : ™ HUy) — Uy x RY mit pry o o, = 7 gibt, so dass gilt:

Zu jedem Paar (o, B) € A x A gibt es eine differenzierbare Abbildung
9op : Ua N Uz = GLg(R)  mit a0z (2,v") = (2,gap(x) V")

fiirx € Uyp := U, NUz und v € RY.

BEWEIS: 1) Sei E ein Vektorbiindel iiber X. Dann gibt es eine Uberdeckung
U = (Uy)aeca von X und lokale Trivialisierungen ¢, : 71 (U,) — U, x R? mit
pry o p, = m. Sei

Aop = @q 0 gpgl :Usp X RT = Uyp x RY.

Dann ist (Ang)z @ R? — R fir jedes © € Uyp ein R-VR-Isomorphismus, der
beziiglich der Standardbasen durch eine Matrix g,5(x) € GL,(R) beschrieben wird.
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Weil (gag)uu(x) = pr,(Ans(z)(e,)) ist, folgt auch, dass g.g differenzierbar ist.

2) Sei umgekehrt ein System von lokalen Trivialsierungen mit differenzierbaren
Ubergangsfunktionen g.s : Uss — GL,4(R) gegeben. Dann kann man auf diesem
Wege jede Faser E, mit einer Vektorraum-Struktur versehen, so dass die Triviali-
sierungen faserweise Vektorraum-Isomorphismen sind. "

2.1.2. Konstruktionslemma

Sei X eine n-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit und g € N. Zu jedem

x € X sei ein q-dimensionaler R-Vektorraum E, gegeben, es sei E =], .y Ey
und 7 : E — X die kanonische Projektion. Weiter sei % = (Uy)aca eine
offene Uberdeckung von X. Zu jedem o € A gebe es eine bijektive Abbildung
Vo : T HU,) — Uy x R? mit pry o p, = 7, die auf jeder Faser einen R-VR-
Isomorphismus induziert, zu jedem Paar (o, 3) € A x A mit Uyp # & gebe es
eine differenzierbare Abbildung gop : Uap — GL4(R), so dass gilt:

Pa 00y (2,v) = (2, gag(x) e v ).

Dann gibt es auf E eine (eindeutig bestimmte) differenzierbare Struktur, so dass
E ein Vektorbindel vom Rang q tber X mit Biindelprojektion m und lokalen
Trivialisierungen @, ist.

BEwWEIS: Man kann annehmen, dass A abzédhlbar ist und dass es lokale Karten
Vo 1 Uy = B, C R™ gibt. Dann ist

Ba T H(Us) = By xRY  mit &g 1= (g X id) 0 g
eine Karte fiir . Die Kartenwechsel

5o 35 = (tha x id) 0 pu 0 93" 0 (1 x id)”!
sind Diffeomorphismen.

E wird mit einer Topologie versehen, indem man die Mengen 7! (U,,) mit der Pro-
dukttopologie versieht Das funktioniert, weil die Kartenwechsel Homéomorphismen
sind. Die so entstehende Topologie ist eine Hausdorff-Topologie: Seien p,q € E,
p # q. Liegen beide Punkte in einer Faser F,, so liegen sie in der gleichen Koor-
dinatenumgebung, und es gibt natiirlich disjunkte Umgebungen. Ist p € E, und
q € E, (mit z # y), so gibt es disjunkte Umgebungen V = V(z) und W = W (y),
und 771(V) und 7=}(W) sind disjunkte Umgebungen von p und ¢. Dass E das
zweite Abzéhlbarkeitsaxiom erfiillt, folgt daraus, dass dies fiir den R™ gilt und die
Uberdeckung abzihlbar ist. Damit ist E tatséchlich eine differenzierbare Mannig-
faltigkeit.

Weil 1, 0o @t (x,v) =1, 0pry o (¢! xid) = x ist, ist 7 eine differenzierbare
Abbildung. Auflerdem sind die Biindelkarten ¢, = (¢4 x id) ™! 0 @, differenzierbar.
Damit ist alles gezeigt. "
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2.1.3. Beispiel

In jedem Punkt z einer Mannigfaltigkeit ist der (n-dimensionale) Tangential-

raum 7}, (X) gegeben. Nun sei T'(X) := |, 7%(X). Uberdeckt man X durch
lokale Koordinaten (U,, %), so erhilt man Trivialisierungen ¢, : 7~ *(U,) —
U, x C" durch

) = (x, (aq,... ,an)T).

T

Dann ist
Pa © 9051(377 VT) = (il?, Jipao@EI ’ VT)'

Das so beschriebene Vektorbiindel 7(X) nennt man das Tangentialbiindel
von X.

Definition

Ein Vektorbiindel-Homomorphismus (zwischen Vektorbiindeln E und F
iiber einer Mannigfaltigkeit X) ist eine differenzierbare Abbildung ® : £ — F|
so dass gilt:

1. mpo® =mpg.
2. Fiir alle z € X ist &, : £, — F, eine R-lineare Abbildung.

Ist ® zusitzlich bijektiv und auch ®~! ein Vektorbiindel-Homomorphismus, so
spricht man von einem (Vektorbiindel-) Isomorphismus.

2.1.4. Satz

FEine Abbildung ® : E — F (zwischen Vektorbiindeln iber X ) ist genau dann ein
Vektorbiindel-Homomorphismus (bzw. -Isomorphismus), wenn es zu jeder offenen
Teilmenge U C X, zu der es Trivialisierungen ¢ : 75" (U) — U x R? und
Y 7 (U) = U x RP (im Fulle eines Isomorphismus mit p = q) gibt, eine
differenzierbare Abbildung h : U — M, ,(R) (bzw. H : U — GL,(R)) gibt, so
dass gilt:

Ypodop Nz, v') = (z,h(z)sv").

BEwEISs: 1) Sei ® : E — F ein Vektorbiindel-Homomorphismus. Dann ist

prioyodoyTi(a,v') = mpodoyi(z,v')

= oy (x,v') =z

und fir festes z € U ist
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v pryoyodo @’1(95,VT) =, 0®, 0 (p;l(VT)

eine lineare Abbildung, die man in der Form v +— h(z)+v' mit h(z) € M, ,(R)
schreiben kann.

2) Ist das Kriterium erfiillt, so gibt es eine offene Uberdeckung % = (U, )aca,
Trivialisierungen ¢, von E und v, von F und differenzierbare Abbildungen h,,
Uy = M, ,(R), so dass gilt:

Yoo ®op Nz, v!) = (z, ho(z)sv).

Dann ist

mpo®opt(z,v) = mpoyyt(z, ha(z)ev)
T

= pry(z,ha(z)ev') = )

= mgop,t(z,v
also mp 0 ® = w. Dass ® auf jeder Faser linear ist, ist ebenfalls klar. "

Bemerkung: Wir iibernehmen die Bezeichnungen aus dem zweiten Teil des Be-
weises. Die Ubergangsfunktionen von £ seien mit g,s bezeichnet, die von F' mit
Yap- Dann ist

(z,ha(z)ev') = YooPop ' (z,v")
(Yoo tpz) 0thgo @ oy o(pgop)(z,v!)
(Vo oy Yo WO@O% (@, Gap(z)” tevh)
(Yo 0 05" )(x, hg(w) * gap(x) " evT)

(#, Yap () « hp(x) * gap(z) e v ),

also
’Yaﬁ(x) * hﬁ(m) = ha() * gap (7).

2.1.5. Satz

Das System der Ubergangsfunktionen Jap €ines Vektorbindels zur Uberdeckung
U = (Uy)aca erfillt die folgende ,,Cozykel-Bedingung“:

9a8(x) * g3y (T) = gury(x) fiir x € Uppy := Uy, NUz N U,.

BEwEIS: Die Behauptung folgt unmittelbar aus der Bezichung

Pa 0@y = a0 (w5t opg) ot = (a0 wz') o (psopyt),

die iiber U,gy gilt. n
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2.1.6. Existenzsatz

Sei X eine differenzierbare Manmnigfaltigheit, % = (Us)aca eine offene Uberde-
ckung von X und gop : Usp — GLy(R) ein System von differenzierbaren Funk-
tionen, das die Cozykel-Bedingung erfillt.

Dann gibt es ein Vektorbindel @ : £ — X vom Rang q mit Trivialisierungen
Yo : T HUy) = Uy x R? und Ubergangsfunktionen go5. Das Biindel ist bis auf
Isomorphie eindeutig bestimmit.

BEWEIS: Auf E := U U, x {a} x R? wird eine Aquivalenzrelation erklirt:
acA

(z,0,v) ~ (y, B, W) 1= z=yund w' = ggo(x)ev'.

Es sei E := E/ ~ die Menge der Aquivalenzklassen und 7 : £ — X definiert
durch 7T([£L‘, a,v]) := x. Diese Projektion ist wohldefiniert, und die Fasern haben
die Struktur g-dimensionaler Vektorrdume. Fiir o € A sei p, : 771 (U,) — U, x RY
definiert durch [z, o, v] — (x,v). Das ist offensichtlich eine wohldefinierte bijektive
Abbildung. Uber U,z gilt:

Sﬁaos%l(%WT) = gpa([x,ﬁ,w])
= gpa([x,a,v]) (mit W = gga(x)ev
= (2,v) = (2, gap(z)ew").

")

Seien zwei Biindel £ und F vom Rang ¢ mit den gleichen Ubergangsfunktionen
Jap gegeben, mit Trivialisierungen ¢, und v¢,. Uber U,g ist dann

Oas(w,v") 1= o 05" (2,v") = (2, gag(z) - v')
und
0ap(2, V") == o 005! (1, V1) = (2, gap(x) - V).
Also ist 0,5 0 9;51 = id.
Definiert man ®,, : E|y, — F|y, durch @, := ¢! o p,, so erhilt man:
Dy = Yzlops = Uil oo (Pl ops)opitop,
= . 0040 g;é 0P, = D,,.

Damit wird durch | Ely, = Pa eine differenzierbare Abbildung ® : E — F defi-
niert. Weil ¢, 0 @, 0 o (x,v") = (z,v") ist, ist ® ein Biindel-Homomorphismus
(und natiirlich sogar ein Isomorphismus). n

Definition
Ein Vektorbiindel E heifit trivial, falls £ = X x RY ist.
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2.1.7. Satz
Das Biindel E sei (beziiglich der Uberdeckung % = (U,)) durch Ubergangsfunk-

tionen go3 gegeben. E ist genau dann trivial, wenn es differenzierbare Funktionen
he : Uy = GLy(R) gibt, so dass gilt:

Gap(x) = ho() -h[g(x)_l fiir x € Uqp.

BEWEIS: Die Einheitsmatrix dient als Ubergangsfunktion fiir das triviale Biindel.
Die Behauptung folgt dann aus der lokalen Beschreibung von Vektorbiindel-
Isomorphismen. .

Wir wollen nun zu einem Vektorbiindel E das ,duale Biindel* E* konstruieren.
Dazu erinnern wir uns an den Begriff der dualen linearen Abbildung f* : W* — V*
zu einer linearen Abbildung f:V — W (mit f*(\) := Ao f). Ist {ay,...,a,} eine
Basis von V und {by,...,b,} eine Basis von W, so gibt es dazu die dualen Basen
{a',...;a"} von V* und {8, ..., 8™} von W*, mit a'(a;) = 6;; und B*(b;) = .

f werde beziiglich der Basen durch eine Matrix A = (a,, ) beschrieben,

f(al/) = ZaﬂVblﬂ
pn=1

und f* beziiglich der dualen Basen durch eine Matrix A* = (a;,):

") =" ap,a"

Dabei ist af, = (f*£*)(ay) = (6* o f)(a,) = @, also A* = AT.

Ist ¢, : R? — (R9)* der durch ¢,(v)(w) = vew definierte Isomorphismus, so ist
ty(e,) =¥ (wobei {e',...,29} die duale Basis zur Standardbasis {ei,...,e,} ist).

Sei nun E ein Vektorbiindel iiber X mit lokalen Trivialisierungen
Yo Elu, = Uy x R?

und Ubergangsfunktionen Gop : Uap — GL4(R). Das duale Biindel E* wird

definiert als Vereinigung E* := U E7, mit Trivialisierungen @, : E|y, — Uy x RY
zeX
~ — ) —1 *
(Pa)e = Ly Ly ((gpa)x) B — RY.

Die Ubergangsfunktionen Jap von " kann man nun berechnen. Weil

mit

((pa)s) ™ 0 (8)r = ((wa 05" )0) "
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beziiglich {&',...,&?} durch (gag(x)T)fl beschrieben wird, gilt dies auch fiir
(Pa© @5 )e =15 0 ((0a)s) " o (0)i 0t
beziiglich {ey,...,e,}.
2.1.8. Beispiel
Das Cotangentialbiindel T*(X) ist das duale Biindel zum Tangentialbiindel
T(X).

Definition

Sei f : X — Y eine differenzierbare Abbildung (zwischen Mannigfaltigkeiten), 7 :

E — Y ein Vektorbiindel vom Rang ¢. Dann versteht man unter dem tnversen
Bild von E iiber X das Biindel

[fE=Xxy E={(z,e) e X X E : f(z) =n(e)}.

Die Biindelprojektion 7 : f*E — X ist gegeben durch 7(z,e) := z.

Die Faser von f*E iiber x € X ist gegeben durch (f*E), = Ej(;). Daher ist das
geliftete Biindel“ (das inverse Bild von F) trivial iiber den Fasern f~!(y).

Man hat folgendes kommutative Diagramm:

ffE 2% F
Tl l 7
x Ly

Ist % = (Uy)aca eine offene Uberdeckung von Y, so dass F iiber U, trivial ist.
Dann ist % := {Us = f(U,) : a € A} eine offene Uberdeckung von X, so dass
f*E iiber ﬁa trivial ist: Ist ¢, @ Ely, — U, x RY eine Trivialisierung von F, so
kann man eine Trivialisierung @, : f*FE)| b, = I/]\a x R? definieren durch

Bal@,€) = (2, (¢a) ) (€))-
Sei (gap) das System der Ubergangsfunktionen von E. Dann ist
Pa0 @y (2, W) = (2,(0a) sx) © (98) () (W') = (2, gas(f(2)) e W),
also gap o f Ubergangsfunktion von f*FE.

2.1.9. Beispiel

Sei j : Y — X die Einbettung einer Untermannigfaltigkeit ¥ in eine Man-
nigfaltigkeit X. Ist E ein Vektorbiindel iiber X, so ist E|y := j*E die Ein-
schrankung von F auf Y.
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Wir wollen noch eine algebraische Konstruktion (die Bildung der direkten Summe)
auf Vektorbiindel iibertragen:

g — X und g : F — X seien zwei Vektorbiindel vom Rang p bzw. ¢. Dann
nennt man

EoF:=|)EoF={0vwcExF : ) =rp(w)} = ExxF
zeX

die direkte Summe oder Whitney-Summe von F und F. Wir fithren die Vek-
torbiindel-Struktur auf £ ¢ F' schrittweise ein:

1) Sei £ = X xR und F' = X x R% Dann ist £ @ F = X x RPTY mit der
offensichtlichen Biindel-Struktur.

2) Es gebe globale Biindel-Isomorphismen ¢ : E — X x RP und ¢ : FF — X x RY.
Dann kann man ¢ Xx ¢ : E® F — X x RPT? definieren durch

© Xx (v, w) = (x,pry 0 p(v), pry o Y(w)) fir (v,w) € E, & F,.

Das induziert auf E'® F' eine Biindelstruktur, so dass ¢ X x 1 ein VB-Isomorphismus
ist.

3) Es seien ¢ : E — X x RP und J : ' — X x R? andere Trivialisierungen. Dann
gibt es differenzierbare Abbildungen ¢; : X — GL,(R) und ¢> : X — GL,(R) mit

Fop Ha,v) = (z,q(@)+v’) und  Poy(z,w') = (z,0:(x) W),
und es gilt:

@ xx o (o v ) = (o (247 0w

4) Sind E und F beliebige Vektorbiindel, so gibt es eine offene Uberdeckung % =
(Uy) von X und Trivialisierungen ¢, : Ely, = Uy, X RP und v, : F|y, — U, x R%

Die Trivialisierungen ¢, Xy, ¥, liefern dann wegen (1), (2) und (3) die gewiinschte
Vektorbiindel-Struktur auf & @ F'.

Nach diesem Schema geht man immer vor, wenn man Vektorraum-Konstruktionen
auf Biindel iibertrégt.



