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4.3 Anwendungen auf Differentialgleichungen

Die Laplace-Transformation wird gerne benutzt, um lineare Differentialgleichungen
mit konstanten Koeffizienten

Y™+ an1y™ Y + L+ ay + aoy = f(t)

zu l6sen, wobei die ,,Inhomogenitidt® f hochstens exponentiell wachsen sollte. In
der Regel werden die Startwerte y(0) = vo,%'(0) = v1,...,y™ 1 (0) = y,_, vorge-
schrieben.

Die Laplacetransformation iiberfiithrt die Differentialgleichung in eine algebraische
Gleichung. Diese lésst sich 16sen, und dann gelangt man dann durch Riicktransfor-
mation auch zu einer Losung der Differentialgleichung.

Wir beginnen mit einer Differentialgleichung 1. Ordnung:
Y +ay = f(t), mit Anfangsbedingung y(0) = A.
Man kann schrittweise vorgehen:

1. Laplace-Transformation

Sei y(t) eine Losung, Y (2) := Lly(t)] und F(2) := L[f(t)]. Wendet man auf
beide Seiten der DGL die Laplace-Transformation an, so erhélt man:

(2-Y(2) —y(0)) +a-Y(z) = F(2),

also

(z4+a) - Y(z) — A= F(2).
2. Losung im Bildbereich

Die gewonnene Gleichung wird nach Y (z) aufgelost:

F(z) —|—A'

Yo ==

3. Riicktransformation
Schlieflich wird die Urbildfunktion y(t) zu Y'(z) gesucht:

F(z)+ A
cta o y().
Bemerkung: Die allgemeine Losung der DGL setzt sich aus der allgemeinen
Losung der zugehorigen homogenen Gleichung und einer partikuldren Losung der
inhomogenen Gleichung zusammen. Das Verfahren der Laplace-Transformation lie-
fert gleich die allgemeine Losung, in Abhéngigkeit von den Anfangsbedingungen.
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4.3.1. Beispiel
Wir betrachten die DGL ' 42y = 2¢t—4, mit der Anfangsbedingung y(0) = 1.
1. Schritt: Laplace-Transformation!
2 Y(2) = 14+2-Y(2) = L[2t — 4] =2/2> — 4/2.
2. Schritt: Losung im Bildbereich!
(242)-Y(2) =1 = 2/2*—4/z,
2 4 1

| Y = — .
o (2) 22(z+2) z(z+2)+z—|—2

3. Schritt: Riicktransformation:

Hierfiir benotigen wir die folgenden Partialbruchzerlegungen:

1 C1J(a=b) 1/(a—b)

(z—a)(z—0) z—a z—b
und
1 _ —1/a? N —1/a+ 1/a?
2(z—a) 2 22 z—a’
Daraus folgt:
Jlrz <
z
1 /2 1/2 >
e e o o —(]—
2(z+2) z  z+2 (1=e™)
1 14 1/2  1/4 1ot 1,
d _ .« o 1t 1w
o 22(z+2) . T2 +z—|—2 IR
So erhalten wir
1 3 5 7
Y to s Ze gl M) =t— 2y L2,
(2) o 5 T3¢ (1—e) 5T 5¢

Im allgemeinen Fall {iberfithren wir die DGL
v+ an 1y Y+ ay + a0y = (1)

in die algebraische Gleichung

iiber, wobei P(z) = 2"+ a, 12" '+ -+ a2 + ag das ,,charakteristische Polynom*
der DGL ist, Q(z) ein Polynom vom Grad < n — 1, dessen Koeffizienten sich aus
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den a; und den Startwerten zusammensetzen, und F'(z) die Laplacetransformierte
von f. Es folgt
_ Q) | F()

G =50 T Py

Durch Riicktransformation berechnen wir daraus y(t). Setzen wir u := £ ~1(1/P),
so erhalten wir
Q(2)

w0 =27 [ Fo] + e no.

Dabei ist )/P rational, und die notigen Methoden fiir die Riicktransformation
haben wir schon gesehen. Die Berechnung von u * f kann schwierig werden, lésst
sich aber haufig vermeiden.

Wir betrachten nun eine DGL 2. Ordnung;:
v+ ay +by = f(t), mit Anfangswerten y(0) = A und '(0) = B.
Auch hier gibt es die drei Schritte:
1. Laplace-Transformation:
(22 Y(2)—2-A=B)4+a-(2-Y(2) = A) +b-Y(2) = F(2),
also (22 +az+b)-Y(z) — (2 +a)A— B =F(z2).

F(z)+(z+a)A+B
224+az+b '

2. Losung im Bildbereich: Y(z) =
3. Riicktransformation:
Wir machen eine Fallunterscheidung;:

1. Fall: Das charakteristische Polynom P(z) = 2%+ az + b hat zwei verschie-
dene reelle Nullstellen, d.h. es ist

P(z) = (z —s1)(z — 52) mit 51,5, € Rund 51 # s5.

Dann ist a = —(s1 + $2), und es gilt:

1 1 1 1 1
— . _ ® . t) = . sit _ _sat )
P(z) s1—s9 lz—g 2—32] u(t) $1 — S9 (6 c )
und
z+a Z— 81 — So B 1 S9
P(z) (z —s1)(z — s2) z—s2  (2—51)(z— $2)
_ 1 ) |:81 — 8o _ S9 4 S9 :|
S1 — S Z — So zZ— 81 Z — So
1 1
_ ‘ [ S1 52 } ) [51 52t _ s, €Slt].
S1 — S zZ — So zZ— 51 S1 — S9
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Dann ist

y(t) = - i ” . [(eslt - e‘”t) % f(t) + (B — Asy) e + (As; — B) e®'].

2. Fall: P(z) besitzt ein relle Nullstelle mit Vielfachheit 2, d.h. es ist
P(z) =(z—s)* mitscR.
Dann ist a = —2s, und es gilt:

z+a (2—s5)—s 1 s

P(z) (z—5)2  z—s5 (z2—s)2’

also F2) 1 (B As)
z — As
Y(z) = .
(2) P(z)+z—s+ (z —s)?
: : st Iy 1 :
Bekannlich gilt t e o—e —( ) = . Damit folgt:
z—5 (z —s)?

y(t) =te x f(t) + Ae + (B — As)te.

3. Fall: P(z) besitzt eine komplexe (nicht-reelle) Nullstelle s = v+ j 5. Dann
ist automatisch 5§ = a—j § die zweite Nullstelle (weil P(z) reelle Koeffizienten
hat). Es ist

Ptaz+b=(2—8)(z—3)=2>—(s+3)z+55, alsoa=—(s+3) = —2a.
Daraus ergibt sich:

zta 1 :A(z—a) B —aA
P TPe PR TR

Weil s5 = a? + 32 ist, ist P(z) = 22 —2az+a? + 3? = (2 — a)? + 3?. Wir
verwenden jetzt die Formeln
und e f(t) o—e Lf(z — a).

sin(ft) o—e cos((ft) o—e

_B _Z
22_’_62’ 22+52

So erhalten wir

B —aA

3 e sin(Bt).

y(t) = %eat sin(0t) * f(t) + Ae cos(Bt) +
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4.3.2. Beispiele

A. Wir betrachten die DGL 3" + ¢’ — 2y = e¢~2' mit der Anfangsbedingung
y(0) =1 und ¥'(0) = 1. Hier ist

P(z) = 2*+2—2 = (2—1)(2+2), mit den reellen Nullstellen s; = 1, s5 = —2,
sowie A =B = 1.
1. Schritt (Laplace-Transformation):

Fiir f(t) := e 2" ergibt sich die Laplacetransformierte

1
242

F(z) = Z1(2) =
Die transformierte Gleichung hat also die Gestalt

P(2)-Y(z)— (2+2) =

z2+2
2. Schritt: (Losung im Bildraum):

z+2 1 1 !
Y(z) = P(z) +p(z)(z+2) 21 * (z=1(z+2)*

Beim zweiten Term fiihren wir eine Partialbruchentwicklung durch:

1 A N B N C
(z=D(z+22 2z—-1 242 (2+2)%’

mit
1 1
A= lim— = =
z—1 (Z -+ 2)2 9
1 1
C = |l = ——
B z—1 3
: Ly : 1 1
wd 5= zli>n—12<z—1> - _zli>H—12 (z—1)2 9
So bekommen wir die Losung
10 1 t
y(t>_§€t_§€ 2t_5672t

B. Betrachtet werde die Differentialgleichung y” — 2y’ + 2y = sin(3t) mit y(0) =
y'(0) = 0.

3

Die Laplacetransformierte von f(t) = sin(3t) ist die Funktion F(z) = Y
z

das charakteristische Polynom ist
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Plz)=2"-2z+2=(2—(1+4])) - (2 —(1—-)))=(z—1)+ 1.

Da die Anfangswerte = 0 sind, erhalten wir die transformierte Gleichung
P(2)-Y(z) = F(z), und damit

3 ' .
Y(2)= o1+ 1)(= +9) = Z[e'sint] - L]sin(3t)].

Das liefert die Losung y(t) = e’ sint * sin(3t).

Da die Faltung schwer zu berechnen ist, versuchen wir es mit der bewéahrten
Partialbruchzerlegung. Das geht entweder mit dem Ansatz

1 A B C D

((z—l)2+1)(z2+9)_z—(l—l—j)+z—(1—j)+z—3j +z+3j

oder mit dem Ansatz

1 Kz+1L Mz+ N

_l’_
(z=12+1)(z2+9) 22—-2z+2 22+9

Mit der Limesformel erhalt man aus dem ersten Ansatz

PR ) S S (V7 ): E |
85 85
@051 g p 8L
85 85

und iiber ein lineares Gleichungssystem erhélt man aus dem zweiten Ansatz

1 1
Kz—l—L:g(ll—Zz) und Mz—i—N:g(Zz—?).

Damit ist
1 /62 —21 33 — 62
Y(z) = %(22—%9 +(z—1)2—|—1)
_ i<(2/3)z— (7/3)  6(z—1) —27>
8\ (2/3)2+1 (z—1)2+1
1 2/3 7/3 -1 27
B %( (z/32+1  (2/3)2+1 (2—1)2+1+(2—1)2+1)
und

1
y(t) = T (6 cos(3t) — 7sin(3t) — 6¢’ cost + 27 e’ sint).

Mit &dhnlichen Methoden kann man auch Systeme linearer Differentialglei-
chungen 1. Ordnung behandeln.
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Fiir eine n x n-Matrix A betrachten wir das System
j' = A +b(t)

wobei b ein Vektor von héchstens exponentiell wachsenden Funktionen sein soll.
Wir stellen die Startbedingung /(0) := .

Ist Y der Vektor der Laplacetransformierten der in 1y y als Komponenten auftretenden
Funktionen und B die Laplacetransformierte zu b So ist

2Y(2)—go=A-Y(2)+ B(z).
Damit ist ?(z) Losungsvektor des linearen Gleichungssystems
(26, — A)-Y(2) = 4o + B(2).
Ist det (z En — A) # 0, so ist diese Losung eindeutig bestimmt als
Y(2)= (26— A) " (o + B(2)).

Mit der Laplace-Riicktransformation kann so die Losung i (¢) des DGL-Systems
gewonnen werden.

4.3.3. Beispiel
Wir betrachten das System

vy =  33y1 + 48yx + t
yy = —24y; — 3bys + 1

mit den Startbedingungen y;(0) = 2 und y2(0) = —1. In Vektorschreibweise:
Y 3 BN (wm) (1
vy )\ —24 =35 Y2 1)
Wendet man die Laplacetransformation an, so erhélt man:
z—33 —48\ o 1 [ 222+1
( 24 z+35)'y(z)_§<—z2+z)'

z—33 —48
24 z+435

2—33 48\ 1 Z+35 48
24 z+35 (2= 1(2+3) —24 z2-33 )"

Damit ist

Esistdet( )222+2z—3:(z—1)(z+3),also
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() = 22(2—11)(z+3)<z+—2451 z—gg)(f?ilz)

_ 1 (227 +222% + 492 + 35
2(z—1)(z+3) \ —2°—142"-33z-24 )~

<

Um die Riicktransformation durchfithren zu kénnen, empfiehlt sich die Par-

tialbruchzerlegung.
Al Bl Cl D1 223 + 2222 + 492 4+ 35 .
Der Ansat — 4 — = =Y liefert
er nsazz_1+z+3+z+22 20— 1)z +3) 1(2) liefer
A = lirr%(z—l)Yl(z) = 27,
8
Bl = hIl;lS(Z + 3)%(2) = —5,
35
— T 2 - _ ="
D, = lli%z Yi(z) = 3
! 217
und C) = 1111(1)(225/1(2)) =5

A2 B2 02 D2 —23 - 1422 — 33z — 24

Der Ansat —+— = = Y5(2) liefert
er nsazz_1+z+3 z+z2 20— 1)z +3) 5(2) liefer
Ay = lin%(z —1)Ys(2) = —18,
2
By, = lir£13(z +3)Ya(z) = 3

Dy, = lin(1)22Y2(z) =38

! 49
und Oy = lim<z2Y2(z)> = —.
z—0 3
Die Riicktransformation ergibt jetzt
217 35 8
t) = 27, = —T— — Tt 4 27et — —e7P
yi(t) 1 9 3 + 27e 96

49 2
und  p(t) = L7, = 3 + 8t — 18" + ge’?’t.



