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3.3 Das Abtasttheorem

In der Praxis kennt man von einer zeitabhéngigen Funktion f (einem Signal) meist
nur diskret ,abgetastete* Werte f(nA), mit festem A > 0 und ganzzahligem n.
Unter welchen Bedingungen kann man f aus den abgetasteten Werten rekonstru-
ieren?

Eine solche Frage ist wichtig bei der CD-Technik, beim ISDN-Telefon oder der
Bildverarbeitung. In all diesen Féllen muss man kontinuierliche Information (ein
auf einem Intervall definiertes Signal) digitalisieren, also f durch die Werte f(nA)
ersetzen, um sie mit Computern verarbeiten zu konnen. Es stellt sich die Frage,
unter welchen Voraussetzungen man vermeiden kann, Information oder Qualitét
zu verlieren.

Definition: Ein Zeitsignal f(t) erfiillt die Abtast- oder Nyquist- Bedingung fiir
ein A > 0, falls gilt:

1. f besitzt endliche Bandbreite, d.h. es gibt ein 0 > 0, so dass f(w) =0
fir |w| > Q ist.

2m
A
Das Abtasttheorem von Claude Shannon (Harry Nyquist, Edmund Taylor Whitta-
ker, Wladimir Alexandrowitsch Kotelnikow) besagt, dass man ein Signal f endlicher
Bandbreite aus den Werten f(nA) rekonstruieren kann, wenn nur A nicht zu grof
gewahlt wird.

3.3.1 Satz (Abtasttheorem v. Shannon): Ist f : R — R absolut integrabel

und f(w) =0 fiir |w| > Q, so gilt fiir jedes A mit 0 < A < 7 /Q:
Wenn die Reihe ), _,|f(n A)| konvergiert, so ist
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2. Die Abtastfrequenz — ist mindestens doppelt so grofl wie €2, d.h.: AQ < 7.

fiir alle t.

Beweis. Wir sehen uns die Funktion
~ T
= — 2n—
6()i= 3 flo = 2n3)

an. Zu jedem w € R gibt es nur ein n, so dass w — 2n7/A in [—, Q] liegt. Bei
festem w ist deshalb nur ein Term der Summe ungleich 0. Also ist G iiberall stetig.
AuBerdem ist die Funktion T-periodisch, mit 7" = 27 /A.
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Wir berechnen die Fourierreihe von G. Sei a := A/(27) das Inverse der Abtast-
Frequenz. Dann ist 2ra = A = 27/T die Frequenz der Funktion G, und als Fou-
rierkoeffizienten von G erhalten wir:

T
a(G) = %/0 G(w)e 3k dy = a/ wa—2nA)e kA gy

nez
= aZ/ fw—nT —ik@m/T)w gy
nez
T
= CLZ/ f(u) e 3% dy  (Substitution u = w — nT)
nez Y —"T

= a/ Fu)e 3% gy

= 2ma- f(—kA) (Fourier-Umkehrformel)

Die Fourier-Umkehrformel ist anwendbar, denn J?ist absolut integrabel und stetig.
Da die Reihe ) _,|f(n A)| konvergiert, konvergiert die Funktionen-Reihe

> fkA)eikoe

k€EZ

gleichméBig auf R gegen eine stetige Funktion F' (mit Periode T = 27 /A). Ande-
rerseits hat die Fourierreihe von G die Gestalt

ch(G)ejkAw = QWQZf(—k A)ejkAw _ QWGZf(kA)e_jkAw,

k€EZ kEZ keZ

und da sie auch gleichméfig konvergiert, stellt sie die Funktion G iiberall dar.

Wir setzen wir

1 fir lw|l <T/2=1/(2a) =7/A
7rT/Q(w):{() sons|t| / 2 /

Dann ist

f(w) = G(w)rrpp(w) = QWaZf (k A)mrjg(w)e 3k aw

keZ
Multiplizieren wir mit e¥“* und integrieren iiber w, so ergibt die Umkehrformel:
T/2

2 / f Jwt dw — aZf (kA) / el =k D)w g
m

keZ T/2

Weiter gilt:
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e NI TN 1 G (kA r/2
—T/2 J (t —k A) w=—T/2
1 . .
— P (t—=kA)T/2  _—j{t—kA)T/2
jE—kA) ( c )

= (- kA)T/2) = Tsi( - kA)T/2).

Setzen wir dies in die Reihendarstellung ein, so folgt mit 7' =1/a und 7'/2 = 7 /A
die Behauptung.
O

Manchmal muss der gewohnliche Funktionsbegriff erweitert werden.

Definition: Eine beliebig oft differenzierbare Funktion f : R — C heiflit stark
abfallend oder eine Testfunktion, falls es fiir alle p,q € N ein M > 0 gibt, so
dass gilt:

2P fD ()] < M fiir alle € R.

S sei die Menge aller Testfunktionen.

Die Funktion e~** gehort z.B. zu §, und natiirlich jede beliebig oft differenzierbare
Funktion, die auflerhalb eines abgeschlossenen Intervalls verschwindet. Linearkom-
binationen von Funktionen aus S liegen wieder in §, und mit f gehort auch die
Ableitung f’ zu §. Auerdem gehort das Produkt eines Elementes von S mit einem
Polynom stets wieder zu S. Offensichtlich existiert zu jedem f € S die Fourier-
Transformierte f, und auch sie liegt wieder in S.

Ist f stetig und absolut integrierbar, so wird durch
Tl = [ e, (Grees)

eine lineare Abbildung (ein Funktional, ein Operator) T : S — C definiert.

3.3.2 Satz: Man kann die Funktionswerte von f aus den Integralen T[], ¢ € S
wieder berechnen, oder anders ausgedriickt: Sind f, g zwei stetige und absolut
integrierbare Funktionen, und ist T¢[p| = T[] fiir alle ¢ € S, so ist auch f = g.

Beweis. Man kann eine Funktion ¢ € S mit folgenden Eigenschaften konstruieren:
1. o(t) > 0 fiir alle t und p(t) = 0 fir |¢| > 1.
2. p(—t) = (¢) fiir alle ¢.
3. ¢(t) monoton wachsend fiir —1 <t < 0.

4. [7 o) dt =1.
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5. p@9(0) = 0 fiir alle ¢ > 1.

= 1 1

Wir setzen ¢.(t) := (1/¢) - p(t/e). Dann hat ¢. dhnliche Eigenschaften wie ¢,
verschwindet aber aulerhalb eines Intervalls der Lange 2¢, und das Maximum bei

0 wéchst mit fallendem e. Das Integral iiber die ganze Achse behélt immer den
Wert 1.

Es ist

/ " P @)pult —to) dt — f(ts) — / T (F(0) — F(t0)) et — to) dit

[e.9] —00

_ 1/00 o (t_“) (F() — f(to)) dt

€ J_ o €

_ / o(5)(f (52 + to) — f(to)) ds,

1

und dieser Ausdruck strebt gegen 0 fiir ¢ — 0.

Also ist .
flt) =limy |~ F(O)t—t0) .

Das lineare Funktional 7' ist somit nur eine andere Erscheinungsform der Funktion
f. Wir tun so, als wire beides das Gleiche. Das erlaubt es, den Funktionsbegriff zu
verallgemeinern:

Definition: Ein lineares Funktional 7" : & — C nennt man eine verallgemeinerte
Funktion oder (temperierte) Distribution.

Bemerkung: Eigentlich ist unsere Definition der verallgemeinerten Funktionen
unvollstindig. Wir miissten genaugenommen noch fordern, dass T in folgendem
Sinne stetig ist: Wenn (,,) in S gegen ¢ konvergiert, dann konvergiert auch T'[p,,]
in C gegen T[y].

Wir werden hier auf die Uberpriifung dieser Bedingung verzichten.
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Die Menge aller Distributionen bezeichnen wir mit D. Wir haben gesehen, dass
wir jede stetige, absolut integrierbare Funktion f auch als Distribution auffassen
kénnen. Umgekehrt geht das nicht! Es gibt Distributionen, die keiner Funktion
entsprechen.

Beispiel. Durch
Slg] == »(0)
wird eine Distribution definiert, die sogenannte Dirac’sche d-Distribution.

Sei

1 fir ¢ < 1/2,
m(t) = { 0 sonst.

und 7. (t) := (1/e) - m1(t/e), sowie
00 €/2
Rl =Tuld = [ etm®ya=: [ otar

(%) € —&/2

Dann ist F. eine Distribution, und es gilt:

Elol-dld] = Flel - 9(0) = /w(w(t)—#?(()))ﬂe(t)dt

— 2 [ ey e0)me/e)
— [ (elew) - wl0)m(u) du

1/2
— /_ (¢(5u) = gp(O)) du — 0 fiir e — 0.

1/2
In gewissem Sinne konvergiert also 7. gegen d. Wére ¢ eine Funktion, so miisste
gelten:
0 fiirt#£0,
5(t)_{ oo fiirt =0.

Aber eine solche Funktion gibt es nicht! Die Distributionen sind also wirklich , ver-
allgemeinerte Funktionen®.

Wir betrachten nun eine Distribution 7" = T%, die zu einer stetig differenzier-

baren Funktion f gehort. Ist auch f’ absolut integrierbar, so konnen wir f’ als
Distribution auffassen:

Tl = [ rweod
= 100 [T~ [ row@a = -1

Wir haben ein Gesetz gefunden, das sich auf beliebige Distributionen verallgemei-
nern lasst.
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Definition: Ist T" € D eine beliebige Distribution, so definiert man die Ableitung
T" von T durch

Bei stetig differenzierbaren Funktionen mit absolut integrierbarer Ableitung ist die
distributionelle Ableitung nichts anderes als die gewohnliche Ableitung.

Beispiel: Wir beginnen mit der Funktion
0 firt<o
f®) '_{ $t? fiir ¢ > 0.

f ist stetig differenzierbar, aber leider nicht absolut integrierbar. Da jedoch mit
¢ € § auch t"p(t) fiir jedes n > 0 eine stark abfallende Funktion ist, wird auch
durch

(e o) 1 o0
Tl = [ speyat=5 [ P
—00 0
eine Distribution definiert.
Nun ist
1 o0
Tl = ~Tl) = —; [ e
0

= / to(t)dt = Tplp].
0
Auch hier ist die distributionelle Ableitung gleich der gewohnlichen Ableitung. Die

Funktion
i J 0 firt<o
f<t>_{t fiir ¢ > 0

ist stetig, aber nicht absolut integrierbar. Wie schon f selbst definiert f’ aber
dennoch eine Distribution.

f’ hat eine Knick-Stelle und ist daher im gewohnlichen Sinne nicht mehr differen-
zierbar, wohl aber im Distributions-Sinne:

@l = ~Trle) = - [ty
— -l ] - [ etran

- Ammwﬁzzhm,

wobei H die sogenannte Heaviside-Funktion ist, definiert durch
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0 firt<0
H{(t) '_{ 1 fiirt > 0.

H ist nun nicht einmal mehr stetig! Dennoch ist Ty eine Distribution. Man beachte
aber, dass H durch Ty nicht mehr eindeutig bestimmt ist. Wir kénnen den Wert
von H in t = 0 beliebig ab&ndern, ohne dass sich T &ndert.

Nichts kann uns daran hindern, Ty erneut zu differenzieren:

(Tu) ] = —Tule] = — / Ty dt = —(t) "= 0 (0).

Also ist (1) = ¢ die Dirac-Distribution!

Und nun differenzieren wir ¢ ein weiteres Mal:

Distributionen sind immer beliebig oft differenzierbar.

Ist f stetig und absolut integrierbar, so existiert die Fourier-Transformierte J? Sie
ist stetig und beschréankt und definiert daher eine Distribution, und es gilt:

ti = [ Foena = [ oo [ feetdsar
= [ 16 [ ettt = [ e = 1

Also bietet sich folgende Verallgemeinerung der Fourier-Transformation an:

Definition: Ist T eine Distribution, so wird ihre Fourier- Transformaierte T
definiert durch

Tly] :=T[e].
Beispiel: Wir berechnen die Fourier-Transformierte der Dirac-Distribution. Es ist

o0

el = 6] = 3(0) = / o(t) dt = T,

—00

also § = 1.



