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2.2 Rechnen mit Fourierreihen

In diesem Abschnitt sollen alle Funktionen als stiickweise stetig und T-periodisch
vorausgesetzt werden. Stets sei w = 27/T.

Wir setzen jetzt aus Funktionen neue Funktionen zusammen und schauen, wie sich
das auf die zugehorigen Fourierreihen auswirkt.

2.2.1 Linearitat: Sind f,g: R — C gegeben, so ist

al(f+9) = alf)+erlg)
und  cp(af) = a-c(f).

Beweis. ergibt sich ganz einfach aus der Linearitét des Integrals.

2.2.2 Konjugation: ¢ (f) = c_i(f).
Beweis. Man rechnet direkt nach:
Y A— & 1 [T S
_:_ —jwtd:_ tjwkt = c_ .
5| TOed = £ [ pwasa = e

2.2.3 Zeitumkehr: Ist f_(t) := f(—t), so haben wir

cx(f-) = coi(f)

Beweis. Wegen der Periodizitit von f und von % folgt die 2. Behauptung aus
der Substitutionsregel:

a(f-) = /f ye ikt g = — /f EEG
B __/ flu)e ™ du = 5 /f )R du

_ _/ ) du = e (f).

2.2.4 Dilatation:

Sei a > 0. Dann setzen wir f,(t) := f(at) und erhalten fiir die zugeordnete Fou-

rierreihe: '
fa ~ Z Ck<f)€‘]wakt.

kEZ

Die Fourierkoeffizienten bleiben also unverédndert, nur die Frequenz wechselt von w
ZU Wy = aw.
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Beweis. Die Funktion f, ist offensichtlich (7'/a)-periodisch, und die zugehérige
Frequenz ist w, = aw.

T/a .
cn(fa) = % /0 F(at)e I wakt gy

1
T

/0 ft)e 3Mdt = c(f) (2.2.1)

2.2.5 Translation:

Sei a > 0. Dann setzen wir 7,f(t) = f(a +t) und erhalten fiir die zugeordnete

Fourierreihe:
Taf ~ Z (ejwakck<f) ) ejwkt

kEZ

Beweis. Auch bei der Translation benutzt man die Substitutionsregel:

1 [T .
ce(taf) = T/ fla+t)e 3" dt
0
1 a+T . . 1 a+T .
— T/a f(s)e_“’k(s_“)ds = eJ“’“kT/a f(s)e“* ds

T
= et L [ et ds = et ()
0

2.2.6 Frequenzmodulation: Wenn f mit ¢i™* multipliziert wird, ensteht

6jnautf ~ ch_n(f)ejwkt

kEZ

Beweis. Ahnlich wie bei der Translation.

Eine T-periodische Funktion f heifit gerade (bzw. ungerade), falls f(—t) = f(t)
(bzw. f(—t) = —f(t)) fur 0 <t < T ist.

2.2.7 Satz. Sei f eine T-periodische Funktion.

a) Ist f gerade, so ist by = 0 und damit c(f) reell fiir alle k > 0.

b) Ist f ungerade, so ist ag = 0, ar = 0 und damit cx(f) rein imaginér fiir alle
k> 0.
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Beweis. a) Ist f gerade, so ist f(t)sin(kwt) ungerade fiir alle £ > 0 und daher

= — / f(t) sin(kwt) dt = 0.
b) Ist f ungerade, so ist f(t) cos(kwt) ungerade fiir alle £ > 0 und

aoz%/on(t)dt:O und ak:%/OTf(t)cos(kwt)dtzo.

Die Aussagen iiber die komplexen Fourierkoeffizienten ¢ = cx(f) gewinnt man aus
den Formeln

ar = 2Re(cg) und b = —2Im(cy),

also ]
co = % und ¢ = é(ak—jbk) fir & > 0.

Wir untersuchen nun, wie weit Fourierreihen gliedweise differenziert werden kénnen.

Dabei erinnern wir uns an den Begriff der Stammfunktion und den ,Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung*:

Ist f: [a,b] — C stetig, so kann man durch

_/atf(s)ds

eine stetig differenzierbare Funktion gewinnen, so dass F’ = f ist. Man nennt F' in
b

diesem Fall eine Stammfunktion von f. Es ist / f(s)ds = F(b) — F(a).

Ist nun f stiickweise stetig, so ist F' ebenfalls definiert und stetig. Die Ableitung
von F' existiert dort, wo f stetig ist. In den Sprungstellen von F' existiert zumindest
jeweils der Grenzwert von F’ von links und von rechts.

Definition: Die Funktion F : [a,b] — C heifit stiickweise stetig differenzier-
bar, falls gilt:

1. F ist iiberall stetig und auflerhalb von endlich vielen Stellen xq, ..., x, diffe-
renzierbar mit stetiger Ableitung.

2. In den Punkten z; existiert jeweils der Grenzwert von F’ von links und rechts.
Wir nennen die Ableitung von F' wieder F”| sie ist stiickweise stetig.

Beispiel: Die Funktion f(z) := |z| ist stetig und stiickweise stetig differenzierbar
und ihre Ableitung existiert fiir alle x # 0. Es gilt f'(z) = 1, wenn = > 0 und
f'(x) = =1, wenn z < 0. Der Grenzwert von f’ bei x = 0 von links ist natiirlich
auch = —1, und der von rechts = +1.
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2.2.8 Satz iiber die gliedweise Differenzierbarkeit von Fourierreihen:

Ist f: R — C stetig, T-periodisch und stiickweise stetig differenzierbar, so ist

ce(f) =jwke(f) und f'~] wz kep(f)el <k,

kEZ

Man erhélt die Fourierreihe von f' aus der von f durch gliedweises Differenzieren!

Beweis. Wir unterteilen das Intervall [0, 7] in Differenzierbarkeitsbereiche von f.
Sind 0 =ty < t1 < ty < ... < ty_1 < ty = T die Stellen, an denen f keine
eindeutige Ableitung hat, so haben wir

tj

o t] .
+jwk / f(t)e <k gt
ti—1

ti—1

t; .
= f(tj)e 3 — f(t;_q)e IwHi— +jwk/ f(t)e 3R dt
ti—1

[ s = e

J

Wenn wir iiber j = 1,..., N summieren, erhalten wir
1 T . 1 N L .
! = /t —jwtdt:_ /t —jwtdt
alf) = 7 | re T}j:;/tjlf()e

= 2 F ()M = f(t)e M) + juka(f)

denn die Werte von f(t)e 3“* stimmen in 0 und T {iberein. Insbesondere ist
co(f) = 0.
0

Achtung: Dieser Satz gilt im allgemeinen nicht mehr, wenn f nicht als stetig
vorausgesetzt wird. Ist etwa S(t) = t die Ségezahnfunktion, die in Abschnitt 2.1
behandelt wurde, so wird S'(t) = 1, wo immer S’ existiert. Damit wird

1 T
Co(S/) = T /0 dt =1
1 [ 1

. T
und ¢ (S) = f/ e IRt gt = T e 3Rt = 0 fiir k > 0,
0 Jrw 0

wéhrend aber ¢, (S) = j/k fir k # 0 ist, also jwker(S) = —w # ¢x(S") fiir alle
k # 0.

Das Folgende kann als ,, Gegenstiick“ zum Differentiationssatz angesehen werden:
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2.2.9 Satz iiber die Fourierentwicklung von Stammfunktionen:

f : R — C sei T-periodisch und stiickweise stetig, und es sei fOT f(s)ds = 0. Dann
ist auch

F(t) == /Otf(s)ds

periodisch mit Periode T, und die Fourierreihe von F' ist gegeben durch

Hierbei ist
J i} 17
x(F)=——c(f) fiir k#0, und co(F)=—= tf(t)dt.
kw T /o

Beweis. Zunachst sehen wir:

Fuen = [ o= [ s [ s = [ s = Fo)
b 7"

=F(T)=0
Damit ist erkannt, dass auch F die Periode T hat. Fiir die Fourierkoeffizienten gilt

jetzt, da der Differentiationssatz auf F' anwendbar ist:

cx(f) = cu(F') = kwj - cx(F), also cx(F) = —];i—wck(f), wenn k # 0 ist.

Seien 0 =ty < t; < ... < ty = T so gewdhlt, dass f auf den Teilintervallen
(tj_1,t;) stetig ist. Dann erhdlt man mit partieller Integration:

/ttj F(t)dt:/tj t'-F(t)dt =t F(t) b _/ttj LFY(£) dt.

) ) ti— )
G tj—1 Jj—1 j—1

Summieren wir dies iiber alle j, so folgt:

o(F) = %/OTF(t) it — %(i/j F(t)

_ %(ﬁ:(th(tj) —t; 1 F(t;1)) —ZJ_V:[ tF(t) dt)
_ —%/jtf(t)dt,

denn es ist F(T') = 0 (Voraussetzung) und daher
8 F ()4 (62 F (t2) =t F(t1))+- - -+ (T-F(T)—ty 1 F(ty—1)) = 0.

Das bedeutet, dass die Fourierreihe von f gliedweise integriert werden darf!

2.2.10. Beispiele
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2 Fourierreihen

A. Wir kénnen mit den oben hergeleiteten Regeln die Fourierreihen solcher Funk-

tionen berechnen, die mit schon bekannten , verwandt“ sind.
Sei etwa

(2) = 3 wenn 0 <x<5H
I =9 3 wenn —H < x <0. ’

mit der Periode T' = 10 auf ganz R fortgesetzt.

Im Bild:
g9()
~— 33— ~—
: : : : : : x
—06 -3 3 6
~— — —3 ~—

Ist nun P; die in Abschnitt 2.1 behandelte ,,Pulsfunktion“, mit Amplitude 1,
Periode T' = 1 und Frequenz w = 2, sowie ¢, (P;) = —2j /(wk) fiir ungerades
k und = 0 fiir gerades k, so haben wir

i

o) =37 (55

) = 3 . (P1)1/10($)-

Die Regel fiir die Dilatation mit Faktor a = 1/10 ist anwendbar und liefert
uns die zu g gehorige Fourierreihe. g hat die Amplitude 3, die Periode 10 und
Frequenz w, = 27/T = /5. Dann ist

—6j 6i jk(m/5)t
ce(g) =3 -c(P) = 71'_];‘] fiir ungerades k, und g ~ — ?J Z € ;
k ungerade
Da g eine ungerade Funktion ist, ist ay = 0. Mit der Formel by, = —2Im(cy)

erhalt man die reelle Form:

12 sin(mkt/5
S~ sin(rkt/3)

I~ 2

k ungerade

. Die ,,Zackenfunktion* h ist gegeben durch

hz) = x, wenn 0 <z < T/2,
T —2x, wenn T/2<x<T.

Dabei sei T > 0 und h T-periodisch auf R fortgesetzt. Die Frequenz ist
w=2m/T.
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0

T/2 T

Wir sehen, dass die Ableitung von h auflerhalb der Werte m7'/2 mit m € Z
existiert, und dort gilt A'(z) = P (x/T), wobei P; wieder fiir die Pulsfunktion
steht. Also gilt fiir die Fourierreihe von A':

2j
W= (P ~
(Po)yr

o k(2 /T)z

>

k ungerade

T

T /2 T T
Da/ h’(a:)d:c:/ daz—/ dr = = — (T — =) = 0 ist, kann man den
0 0

T/2

2 2

Satz von der Fourierreihe fiir Stammfunktionen auf h» und &' anwenden.

Fiir k£ # 0 erhalten wir dann

Weiter ist

Co(h) =

T
1
T

t2
(

1 T 1 T/2 T
. / R () dt = ——[/ tdt—/ tdt}
0 Tl /2

T/2 2T
o 2 ’T/Z) N

2 2 2
(5 G-9) =1

Da h eine gerade Funktion ist, erhélt man mit den Formeln ay = 2¢y und
ar = 2Re(cg) fir k > 0 die reelle Form der Fourierreihe:

C. Wir betrachten die Funktion
K(t) := {

Dann ist 7' = 7 und w = 2.

Das Schaubild ist folgendes:

>

k>0, ungerade

cost wenn
—cost wenn

1 2kt
ﬁ COS T .

0<t<m,
T <t<2m.
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2 Fourierreihen

Ist Sa(t) := |sint| der ,,zweiweg-gleichgerichtete Sinus“, so ist Sy iiberall stetig
und der Differentiationssatz anwendbar. Da K (t) = S5(t) fir t ¢ Zr und

2 1 2j kt
52 ~ _%Z A2 —1°
kEZ

ist, folgt durch gliedweise Differentiation:

2j 2k .

! 2j kt

KNSQN——E —4k2 1eJ ,
kEZ

also

fiir gerades n,
0 sonst.

Da K ungerade ist, ist a,(K) = 0 fiir alle n und

T nZ_
0 sonst.

b 1 . fiir gerades n,
n(K) = —2Im(c,(K)) = 1

Das ergibt die reelle Fourierreihe:

4SSN 2k
K~ = in(2 .
- ,;ZO TERg] sin(2kt)

Als néchstes untersuchen wir die sogenannte ,, Faltung“ zweier periodischer Funk-
tionen.

Definition: Sind die beiden Funktion f,g : R — C stiickweise stetig und peri-
odisch (mit Periode T), so bezeichnen wir die Funktion

Fro®)= 5 [ 0= 9(s)as

als (periodische) Faltung von f und g.

Folgende Eigenschaften der Faltung sind wichtig:

2.2.11 Satz. a) Mit f und g ist auch f x g wieder T-periodisch.

b) Ist f stetig differenzierbar, so auch f x g, und es gilt (f * g)' = ' *g.
c)Esgilt fxg=gx*f.
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Beweis. a) ist klar.

b) Mit f ist offensichtlich auch f’ periodisch mit Periode T'.

NI2D 1 0 = Flolt.s)- 22 (1.9) = Flp(t.5)) mnd

-7 / Flp(t,5)g(s) ds

Als ,Parameterintegral“ ist f * g differenzierbar, und man kann unter dem Integral
differenzieren. Dann ist

Ist p(t,s) :==t—s, so ist

oy =5 [ 2Dy goyas =1 [ e yat6)ds = (75 )

c) Mit der Substitution u =t — s folgt:

TN = [ at=9feds = = [ gwse—ud

:/ £t — w)g /ft—u u =T (f*g)(t).

Die Aussage (b) deutet an, was der Effekt der Faltung ist. In diesem Fall wird
eine eventuell nicht differenzierbare Funktion (die Funktion ¢) durch Falten mit f
,geglattet™.

g

Beispiel: Sei wieder P; die ,,Pulsfunktion®, also

{ 1 fiirz €0, 1/2),

P@ =021 fraei)2,1)

natiirlich periodisch mit Periode 1 auf ganz R fortgesetzt.

Dann ist zunéchst

1/2 1
P« P(t) = / Pl(t—s)ds—/ Pi(t—s)ds
0 1/2

t—1/2 -1
= —/ Py (u) du+/ Pi(u) du
t t—1/2
t t—1/2
= / Pl(s)ds—/ Pi(s)ds
t—1/2 -1

¢ t+1/2
= / Pi(s)ds —/ Pi(s)ds  (wegen der Periodizitét).
t—1/2 ¢

Fiir die weitere Auswertung ist die folgende Skizze niitzlich:
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1
X
/%//
1/2- 9,

Sei 0 <t < 1/2. Dann gilt:

t 0 t 0 t
/ Pi(s)ds = / Pi(s)ds +/ Pi(s)ds = —s +s| =2t — =
t—1/2 t—1/2 0 t—1/2 0
und
t+1/2 1/2 t+1/2 1/2 t+1/2 1
/ Pi(s)ds = / Pi(s)ds + / Pi(s)ds=s —S = - — 2L,
t t 1/2 ¢ 1/2 2
also Py x Py(t) = (2t —1/2) — (1/2 — 2t) = 4t — 1.
Ist 1/2 <t <1, so gilt:
t 1/2 t 1/2 t 3
/ Pi(s)ds = / Pi(s)ds + / Pi(s)ds=s —-s| =-2t+—
t—1/2 t—1/2 1/2 t—1/2 1/2 2
und
t+1/2 1 t+1/2 1 t+1/2 3
/ Pl(s)ds:/ Pl(s)ds—l—/ Pi(s)ds =—s| +s =2t — =,
t t 1 t 1 2
also Py x Py(t) = (=2t +3/2) — (2t — 3/2) = —4t + 3.
Hier ist das Schaubild von P; und P; x P;:
1 : . P1 1{ P1 S P1
057 5
LI !i T \_\:.\5\ T \: TT \\(]25\ T \i\ T LI !i T \_\ '\5\ T \: L A \()[5 T\T \i\ T
059 —0.3]
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Wenn wir g := P, * P; setzen, kénnen wir auch P; * g berechnen:!

Dann ist zunéchst

gxPi(t) = /01/29(15—5)(13—/11 il — )

/2

_ _thgwwu+l%lﬂwdu

—1/2

¢ t—1/2
= / g(s)ds — / g(s)ds
t—1/2 t—1

t t+1/2
= / g(s)ds — / g(s) ds.
t—1/2 t

Hier ist nun zu beachten, dass ¢ auf jedem Teilintervall anders definiert werden
muss, es ist z.B.

At+3 fir —1<t<—1/2,
4t —1 fir —1/2<t<0,
glt)y=¢ 4t—-1 fir0<t<1/2,
4+ 3 firl/2<t<1,
At—5 firl <t<3/2.

Sei nun 0 <t < 1/2. Dann gilt:

t 0 t
/ g(s)ds = / (—4s —1)ds +/ (4s —1)ds
t—1/2 t—1/2 0

t

0
= (28— 2s% —
(—2s% —s) 1o +(2s° — s) .
= (t—1/2)+2( —t+1/4) + (2t> - t)
= 47 -2t
und
t+1/2 1/2 t+1/2
/ g(s)ds = / (45—1)ds+/ (3 —4s)ds
t t 1/2
1/2 t+1/2
— (2s% — ( 35 — 25
(25° — s) t +(3s — 25%) »
= (22 —t)+(3t+3/2-2*+t+1/4)) —(3/2—-1/2)

= —4t* + 2t

!Grau unterlegte Passagen (wie die nachfolgende Rechnung) sind als ergéinzendes ,, Experten-
wissen“ anzusehen, das nicht in der Vorlesung behandelt wurde. Zur Ubung und Vertiefung des
mathematischen Verstédndnisses wird die Nacharbeitung empfohlen, sie bleibt aber optional.
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also g x Py (t) = (482 — 2t) — (—4t? + 2t) = 8t — 4t.

Ist 1/2 <t < 1, so gilt:

/tt o(s)ds = /tl/2 (43—1)ds+/t (—4s +3)ds

—1/2 —1/2 1/2
= (2% — ) v +(—25* + 3s) t
t—1/2 1/2
= —(2° —t+1/4)— (t—1/2)) + (-2t + 3t) — (-1/2+ 3/2)
—4t* + 6t — 2

und

t+1/2 1 t+1/2
/ g(s)ds = / (—4s+3)ds+ / (4s —b)ds
t t 1

) 1 ) t+1/2
= (—2s5*+3s) ’ +(2s5% — 5s) ‘
t 1

= (1+2°-3¢)+ (2(° +¢+1/4) —5¢ —5/2) + 3
4t% — 6t + 2,

also g x Py(t) = (—4t* + 6t — 2) — (4% — 6t + 2) = —8t* + 12t — 4.

Der Graph der Funktion

812 — 4t fiir 0 <t < 1/2
g*Pl(t)—{ —8t2 + 12t —4 fir1/2<t<1

hat schon keinen Knick mehr:

0.5

\\\\1\\\_\'\5\\\\\\\.5\\\\1\\\
—-0.5

Die Fourierreihe der Faltung periodischer Funktionen hat eine erstaunliche Eigen-
schaft:

2.2.12 Satz. Sind f,g : R — C stiickweise stetige Funktionen mit der Periode
T, so ist
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*gNZCk e‘]kzwt

keZ

Beweis. Als Fourierkoeffizienten von f x g erhalten wir

T
a(fxg) = %/0 frg(t)e IMdt

_ ig ([ 5= 9t ) v
— (/ f(t—s)g(s)e J“”“ds)dt
(L
([

1 f(t—s)g(s)e Jw’“dt) ds (%)

1 .
_]wk(t s dt) g(s)e—kast

Fiir jedes 0 < s < T kann man nach den Regeln fiir periodische Funktionen das
innere Integral umformen:

T T—s
/ f(t—s)e k=gt = / f(u)e 3k dy  (Substitution t — s = u)
0

—S

T

= / f(w)e 3" duy  (Verschiebung des Periodenintervalls)
0

= T-cx(f)

Setzen wir das ein, so erhalten wir die Gleichung c(f * g) = cx(f) - ck(g).

2Satz von Fubini: Vertauschung der Integrationsreihenfolge.



