2 Fourierreihen

2.1 Trigonometrische Reihen

Definition

Wir nennen eine Funktion f : R — C periodisch mit der Periode T > 0,
wenn

fle+T) = f(z)
fiir alle x € R gilt. Die Zahl |w := 27 /T"| heifit dann die Frequenz von f.

Wir wollen fiir periodische Funktionen f die sogenannten Fourierkoeffizienten
einfiihren. Dazu muss f ,,geniigend gutartig“ sein:

Definition

Eine Funktion f : [a,b] — C wird stiickweise stetig genannt, wenn es eine
Zerlegung a =ty < t; < ... <ty = b des Intervalls gibt, so dass gilt:

e f ist auf jedem offenen Teilintervall (¢;_y,t;), i =1,..., N, stetig.

e In jedem Teilungspunkt ¢; existiert der linksseitige und der rechtsseitige Limes

von f:
fti=) = lim f(t) und  f(t:+) = lim f(2).

Eine periodische Funktion f : R — C mit der Periode 7" > 0 heifit stiickweise
stetig, wenn f auf [0, 7] stiickweise stetig ist.

Fiir jedes ¢ ist dann die Funktion f; : [t;_1,t;] — C mit

f(tlfl‘i‘) fir ¢t = tifl,
fz(t) = f(t) firt,_ 1 <t< ti,

stetig und insbesondere beschrankt. Auch wenn in den Teilungspunkten ¢; die drei
Werte f(t;—), f(t;) und f(t;+) alle voneinander verschieden sein koénnen, so gibt
es doch eine reelle Zahl C' > 0, so dass |f(t)| < C fur alle t € [a, b] gilt.

In den Punkten ¢; braucht f nicht stetig zu sein (auch wenn die Stetigkeit dort
nicht verboten ist), die Unstetigkeiten sind aber schlimmstenfalls Sprungstellen.

Wir setzen dann
b N t;
/f(t)dt:Z/ f(t)dt.
a i=1 Vti-1
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f(ti+)

f(t;) konnte z.B. dieser Wert sein: —

————— f
N\ ] ,
\/ t; eine stiickweise stetige

Funktion

Wir werden in diesem Kapitel immer wieder die folgenden Rechenregeln iiber In-
tegrale periodischer Funktionen brauchen:

2.1.1. Satz:
Sei f: R — C periodisch mit Periode T > 0. Dann gilt:

b+T
1. Fiir a < b ist stets / f(t)dt = / f(s)ds.

2. Fz’irjedesaeRz'st/ t)dt = /f ds—/fu—a

A / /L

zur Aussage (a) zur Aussage (b)

BEWEIS: a) Wegen der Periodizitét folgt — mit Hilfe der Substitutionsregel —

/f £) dt = /ft+T )dt = /b+Tf(s)ds.

b) Ist a € R, so folgt ebenfalls mit der Substitutionsregel

/OTf(u—a)du = /_a /f ds—ir/T af(s)ds

= f( )ds +/0 f(s)ds (wegen (a))

_ / f(s
Analog folgt:
a+T T a+T
[ s = [ ease [ s
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2.1.2. Satz:

Sei f : R — C eine T-periodische Funktion mit Frequenz w := 27/T, so ist die
Funktion F(t) := f(t/w) periodisch mit Periode 2.

BEwEIS: Es ist

t—|—27r) :f(——l-T):f(t

w w w

F(t+2r) = f(

Ist g : [0,7] — C eine stiickweise stetige Funktion mit g(0) = g(7") gegeben, so kann
man ¢ zu einer T-periodischen Funktion auf R fortsetzen (die man iiblicherweise
wieder mit g bezeichnet. Der Wert der Fortsetzung an der Stelle ¢ + kT (mit ¢ €
[0,7) und k € Z) wird dabei natiirlich = g(t) gesetzt.

Ist g(0) # g(T'), so iibernimmt man g nur auf [0,7") und setzt willkiirlich ¢(7") :=
¢(0). Dann kann man auch in diesem Falle periodisch fortsetzen.

”f/%//

Ausgangsfunktion f periodische Fortsetzung

Definition

Sei f : R — C eine stiickweise stetige, periodische Funktion mit Periode T" > 0
und Frequenz w = 27 /T'. Dann definieren wir fiir k € Z den k-ten (komplexen)
Fourierkoeffizienten ci(f) durch das Integral

T
alf) = 7 /0 F(t)y eIt

Wir sagen, der Funktion f wird die komplexe Fourierreihe ch( fledrt
keZ
zugeordnet, in Zeichen:

[e.9]

fod el =" alf)dr.

keZ k=—o00

Man beachte: Im Augenblick wird die Frage nach der Konvergenz der
Fourierreihe zuriickgestellt ! Natiirlich werden auf diese Frage noch einzugehen
haben. Momentan jedoch interessieren wir uns nur fiir die Familie der Koeffizienten
ck(f), welche in jedem Fall wohldefiniert ist.
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Bei reellwertigen Funktionen betrachten wir auch die reelle Form der Fourier-
rethe.

2.1.3. Satz:

Hat die T-periodische, stiickweise stetige Funktion f: R — R nur reelle Werte,
so gilt fir die komplezen Fourierkoeffizienten c(f) :

c_i(f) =ce(f) fir alle k> 0.

Insbesondere ist co(f) reell.

Ist

ar = ag(f) = c+cr = 2 Re(c)
und bk = bk(f) = j(Ck—C_k) = =2 Im(ck),

soist  cp(f)edrt + ey (fle It = ay cos(kwt) + by sin(kwt).
BEWEIS: Tatséchlich ist

T T
Tea(p)= [ fetta= [ fnestd = TG00,

wenn k positiv und ganz ist. Das liefert die erste Gleichung.

Die zweite Gleichung rechnet man auch leicht nach: Es ist

1 1
c=ga und ¢ = Re(cx) +j Im(cr) = 5(% —jbg) firk>0

und daher
ce(f)eM + e (fle ™ = 2 Re (cr(f)e“™)
= 2 %Re((ak — j bi)(cos(kwt) + j sin(kwt))
=y cos(kwt) + by sin(kwt). (2.1.1)

Damit bleibt unsere Zuordnung zwischen Funktionen und Fourierreihen konsistent,
wenn wir im Falle reeller Funktionen vereinbaren, dass ihnen die reelle Fourier-
rethe

colf) + 22 Re ¢ (f) cos(kwt) — 2 Tm i (f) sin(kwt)

zugeordnet sein soll. Wir setzen ag = ag(f) := 2¢o(f) und schreiben

Qao - :
f~ 5 + ; ay cos(kwt) + by sin(kwt).
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Dabei ist
9 [T
ag — 200 = f/o f(t) dt,
T
ar = 2Re(cy) = %/ f(t) cos(kwt) dt (2.1.1)
2 i
und by = —2Im(c) = f/ f(t) sin(kwt) dt.
0

Nun rechnen wir einige

2.1.4. Beispiele

A. Die Sdgezahnfunktion ist die 27-periodische Fortsetzung der Funktion
S(t) :=t. Im Bild sieht das folgendermaflen aus:

-4r -3

I I T I I

Dann ist T'= 27 und w = 1, und daher

CO(S)

und

Ck<S)

So finden wir

-2 - T 2 3T 47
27
1 27 1 t2
= — S(t)dt = —— =
277/0 (Ddt =525 :
0
1 2T .
= — te M dt
21 J,
2T o
= i( ¢ eIkt _|_i/ €_jktdt>
2 \—jk ik /s
0 ———
=0
1 2T
= —.——=> furkeZk#N0.
o —jk o 1as

SNW%—Z%@jkt

keZ
k0
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Da S reellwertig ist, ¢ + ¢ = 0 und j (¢, — c_x) = —2/k, haben wir weiter

Sy 22 sml(fk:t)
k=1

4
in(kt
Hier ist das Schaubild der endlichen Summe s4(z) = 7 —2 Z sin(kt) zusam-

men mit dem Graphen von S :

1 falls O
3

1
- 2
P(x):= { 1 falls : auf [0, 1) (2.1.2)

Auf R wird P; periodisch fortgesetzt, mit Periode T" = 1 (und Frequenz
w = 27). Im Bild sieht das folgendermaflen aus:
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: _' 1 1 :
Wir berechnen die Fourierkoeffizienten:
1 .
Ck(Pl) = / P1 (t)6_27r‘] ktdt
0
1/2 1
— / 6—27‘(’j ktdt o / 6—27rj ktdt
0 1/2
. 1/2 1
_ 3 | emikt|  _—omjkt
2k c c
0 1/2
- L((—l)k —1-(1- (—1)’“)) _ I (o)
2k wk
Somit wird
_ 0 wenn £k gerade
c(P1) = { —2j /mk wenn k ungerade
23 2rjkt
Wir haben also P; ~ _4 ¢ k

k ungerade

Da P, reellwertig, ¢, + c_p = 0 fir alle k£ und j(cx — c—x) = 4/(7k) fiir
ungerades k ist, folgt:

P~ 4 Z sin(?:kt) _ % Z sin(2m(2m — 1)t) (2.1.3)

k ungerade m=1

Auch hier vergleichen wir die endliche Teilsummen
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mit der Funktion f selbst:

A W\ y hoosth ootk

|

| |
s
S T

c¢) Die Funktion f(¢) = |sint| heifit auch Zweiweg-gleichgerichteter Si-
nus:

Wir errechnen (mit 7' = 27, w = 1 und der Formel sint = (eJ! — e73%)/(2j)):

g 2m
2rer(f) = /sin(t)ejktdt—/ sin(t) e 3* dt
0 s

~ ([ oo [
2j 0 0
1 21 . 27 .
2] \Jx n

1

1 1 c1—mye | “ja+kye T
= 5 Gam" ™ L e )
1 1 ja-ke |7 1 —ja+ky |27
_§<j<1_k>e( R Tre L )
o EIE EE)
(TR )+ 1)
1 k 1 k
= T D)+ (U (DY)

B { —4/(k? — 1) fiir gerades k,

0 sonst.
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2 1 .
Das fiihrt zur Fourierreihe f ~ —— Z meﬂ“t. Da man jede gerade
k gerade

Zahl in der Form k& = 2m schreiben kann, erhalt man
2 1 2jmt
/ T Z am? —1°
meZ
2 4 1
= ; - ; Z 47n2—_1008(2mt).
m=0
d) Der FEinweg-gleichgerichtete Sinus ist die Funktion

ft) = %(sint+ |sint]) .

(Dieses Beispiel wurde im Rahmen der Ubungen behandelt).

|
-

TN N

Wir berechnen auch hier die Koeffizienten c(f).

1 [ .
Fir k# £1ist . (f) = by sin(t) e ¥ dt
T Jo

_ b ( / " ity / - <k+1>tdt>
4mj 0 0

_ 1(<—<—1>k—1> <—<—1>k—1>>

amj \ =ik —1) —j(k+1)
1 ((-DF4+1  (=DF+1

- _E< k—1  k+1 )
1 (=D)F+1

T 2 k-1

Dies zeigt, dass cx(f) = 0 fiir ungerade k # +1 ist, und

1 1

Ck(f):_;kg_l

fiir gerades k.

Ebenso finden wir:
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1 [7 . 1 N .
= — [ sinted'dt = — [ (1—-eF")adt
a1 (f) 27r/0 sinte /. (1—e%)
1 1
TmY Ty
1
und analog c¢_;(f) = 5
J

1 [ 1
AuBerdem ist  ¢o(f) = 2—/ sintdt = —.
0

s s

Fiir die reellen Koeffizienten gilt dann:

1
a1 = QRG(Cl) = O, b1 = -2 Im(C1) — 5’

by = —2Im(cg) =0 fiir K > 1 und ar = 2Re(cx) = — fiir gerades k.

)

Damit erreichen wir

1 1. 2 <=~ cos(2kt)
~ — + —sint — — —
/ 7T+2sm 7T24k2_1

k=1

sieht

1 2 2t At
Das Bild der Partialsumme s4(t) = — + 5 sint — — (COS( ) + Coi(f) >>
T 7r

3

folgendermaflen aus:




