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§4 Isolierte Singularititen und Laurentreihen

Wir beginnen mit einer lokalen Beschreibung der Nullstellen holomorpher Funktio-
nen.

4.1 Lokale Beschreibung von Nullstellen. Sei U C C offen, f : U — C
holomorph und f(z9) = 0 fiir ein zo € U. Ist f nicht konstant, so gibt es ein € > 0,
ein k € N und eine holomorphe Funktion h auf D := D.(zy), so dass gilt:

1. DcCU.
h(z) # 0 fiir z € D.

3. f(2) = (2 —z)¥ h(z) firzeD.
Die Zahl k und der Wert h(zy) sind eindeutig bestimmit.

BEWEIS:  Es gibt ein 6 > 0, so dass sich f auf Ds(zp) in eine Potenzreihe entwi-

ckeln lasst: .
= Z an(z — 20)"
n=0

Da f(z9) = 0 ist, muss ap = 0 sein. Da f nicht konstant ist, konnen nicht alle
a, = 0 sein.

Es gibt also ein eindeutig bestimmtes £ > 1, so dass
ap=a;=...=ap_1=0und ap #0

ist. Daraus folgt fiir z € Ds(2):

flz) = Zan z—z)"

n=~k
= (2 —20) Zanz—zo = (2 —2)"- h(2),

mit h(z) := Z ni(2 — 20)" = ag + apy1(2 — 20) + appo(z — 20)% + .

n=0
Die Reihe h(z) hat den gleichen Konvergenzradius wie die Reihe von f(z) (da der
Konvergenzradius durch die Koeffizienten bestimmt ist). Da h(zg) = ap # 0 ist,
gibt es ein € mit 0 < € < 4, so dass h(z) # 0 fiir alle z € D.(z) ist. n

Die Zahl k nennt man die Ordnung der Nullstelle.

Ist f holomorph und nicht konstant, so kann f demnach nur isolierte Nullstellen
besitzen. Liegt etwa in zy eine solche Nullstelle vor, so ist 1/f in dem isolierten
Punkt 2 nicht definiert, aber auerhalb von 2y (und geniigend nahe bei zg) ist 1/f
wieder holomorph.
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Definition. Sei U C C offen, zp € U und f : U\ {20} — C holomorph. Dann

nennt man 2z, eine isolierte Singularitit von f.

Zunéchst einmal ist 2y nur eine Definitionsliicke fiir f. Wie ,singulédr® f tatsdchlich
in 2 ist, das miissen wir erst von Fall zu Fall herausfinden. Entscheidend ist, dass 2z
eine isolierte Definitionsliicke ist, dass es also keine Folge von singuléren Punkten
von f gibt, die sich gegen zy héduft. Der Logarithmus hat z.B. im Nullpunkt keine
isolierte Singularitéit, weil man einen kompletten Halbstrahl aus C herausnehmen
muss, um log auf dem Rest definieren zu kénnen.

Wir wollen nun die isolierten Singularitdten klassifizieren.

Definition. Sei U C C offen und f holomorph auf U, bis auf eine isolierte
Singularitéit in einem Punkt zo € U.

1. 2z heifit eine hebbare Singularitdt von f, wenn es eine holomorphe Funktion
fauf U gibt, so dass f = f|i (2} ist.

2. zp heifit eine Polstelle von f, wenn es eine Umgebung W = W (z), eine
holomorphe Funktion A auf W und ein k € N gibt, so dass h(zg) # 0 ist, und

fz) = —

(z — 2)F

Die Zahl k ist dann eindeutig bestimmt und heifit die Ordnung der Polstelle.

~h(z) fir z € W\ {2}

3. 2o heif}t eine wesentliche Singularitit von f, wenn z, weder hebbar noch eine
Polstelle ist.

Man kann die drei Typen isolierter Singularitdten auf Grund des Werteverhaltens
von f in der Ndhe von zy unterscheiden:
e 2, ist genau dann eine hebbare Singularitit, wenn f in der Nihe von z
beschrankt bleibt (Riemannscher Hebbarkeitssatz).
e Eine Polstelle liegt genau dann vor, wenn lim |f(z)| = oo ist. Das sieht man
z2—20

folgendermaflen:

1
Die Beziehung lim | f(z)| = oo ist gleichbedeutend damit, dass lim |—| =0
2—20

= ()
1
ist, dass also — in zy eine hebbare Singularitdt hat, in der man den Wert 0

ergénzen kann. Das bedeutet, dass es ein & € N und eine holomorphe Funktion
h in der Ndhe von z, gibt, so dass gilt:

1 - ~
=(z— - h dh he zp.
B (z — 20)" - h(z) und h(z) # 0 nahe z,
Und das ist gleichbedeutend mit
1 1
f(z) = — - h(z), mith(z) :==—.
()= ooy ) &=
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e Was passiert bei einer wesentlichen Singularitdt? Ohne Beweis geben wir den
folgenden merkwiirdigen Satz an:

Satz von Casorati-Weierstrafl. Hat f in 2y eine wesentliche (isolierte)
Singularitit, so kommt f(z) in jeder Umgebung von zy jedem beliebigen Wert
beliebig nahe.

Das bedeutet: Ist wy € C ein beliebig vorgegebener Wert, so gibt es eine Folge
von Punkten (z,) mit lim z, = 2, so dass lim f(z,) = wp ist. Man kann

n—oo

sogar zeigen: Auf jeder Umgebung von zy lasst f hochstens einen einzigen
Wert aus (Satz von Picard).

Beispiele.

1. Sei f(z) := “ fiir |z| < mund z # 0. Es ist

Sl z

sin(z) = Z—(_l)n.z%“

— (2n+1)!
22 A
= 11— 4+ =
S TR
= z-h(z),
mit einer holomorphen Funktion h mit h(0) = 1. Aus Stetigkeitsgriinden gibt
es dann ein kleines € > 0, so dass |sm(z)’ = |h(z)] > 1 — € fur z nahe bei 0
z
und z # 0 ist.
Also ist |f(2)] = |= © | < in der Ndhe von 0 beschréankt. (Die
sin(z) 1—¢

Abschétzung gilt natiirlich nur fiir z # 0). Damit liegt eine hebbare Sin-
gularitiat vor. Im Nullpunkt muss der Wert 1/h(0) = 1 ergénzt werden.

1
2. f(z) := = hat offensichtlich in z = 0 eine Polstelle.
z

1
3. Sei f(z) := exp(=). In zp = 0 liegt eine isolierte Singularitét vor. Aber was
z

fiir eine?

Setzen wir z, := 1/n ein, dann strebt f(z,) = €™ gegen co. Also kann die
Singularitédt nicht hebbar sein.

Setzen wir dagegen z,, := —ﬁj ein, so erhalten wir f(z,) = €>™J = 1. Also
strebt f(z,) in diesem Fall nicht gegen co. Damit kann auch keine Polstelle
vorliegen, die Singularitét ist wesentlich!
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Die Methode, den Typ einer Singularitét iiber das Werteverhalten der Funktion
herauszubekommen, ist nicht besonders praktisch. Wir werden noch bessere Me-
thoden kennen lernen.

1
Sei jetzt f eine Funktion mit einer Polstelle in zy, also f(z) = CEr h(z), mit
zZ— 20
einer holomorphen Funktion h. Wir kénnen 5 in 2y in eine Taylorreihe entwickeln:
o
h(z) = Z an,(z — 29)", fiir |z — 2| < 7.
n=0

Fiir z # zo und |z — zo| < r gilt dann:

= n— ap ai
f(z):Zan(z—zo) i (Z_Zo)k—i-(z_zo)k_l+--~+ak+ak+1~(z—zo)+~-~

n=0

Betrachten wir dagegen die wesentliche Singularitidt f(z) := exp(1/z), so erhalten
wir fiir z # 0:

1 /1\" _ 1 1 _
f(z):Zﬁ(;> =1+2 1—|—§z 2+62 e

n=0
Die Reihe erstreckt sich iiber unendlich viele negative Potenzen von z.

Wir versuchen nun, eine holomorphe Funktion um eine isolierte Singularitat zg
herum in eine Reihe zu entwickeln, die sowohl positive als auch negative Potenzen
von z — zg enthalten kann.

Definition. Eine Laurent-Reihe ist eine Reihe der Form

o0

L(z) = Z an(z — z0)".

n=—oo

Die Zahlen a,, heilen die Koeffizienten der Reihe, 2z, der Entwicklungspunkt.

-1
a_q a_o

Hz) = 3 an(z—20)" = =+ L.

z—2z0 (22— 20)?

n=—oo

heiflt Hauptteil der Reihe,

o0

N(z) = Zan(z — 20)" = ao + a1(z — 20) + az(z — 2)* + - -

heiit Nebenteil der Reihe.

Ein Hauptteil H(z) = a-1 922 .. heiBt konvergent in einem Punkt

z—z (2—2)?
21 # 29, falls die ,,zugehorige Potenzreihe®
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wi— H(zg+ —) =a_ 1w+ a_ow? + -
w

im Punkt w, := konvergiert.

21— 20
Ist r* der Konvergenzradius der zugehorigen Potenzreihe, so konvergiert diese fiir
|w| < r*, und sie divergiert fiir |w| > r*. Das bedeutet aber, dass H(z) fiir |z — zo| >
1/r* konvergiert und fiir |z — 29| < 1/r* divergiert. Man nennt r := 1/r* den
Konvergenzradius des Hauptteils H(z).

Die Laurentreihe L(z) = H(z) + N(z) heifit konvergent in z, falls Hauptteil und
Nebenteil beide in z konvergieren.

4.2 Konvergenzverhalten von Laurentreihen. Sei L(z) = H(z)+ N(z) eine
Laurentreihe mit Entwicklungspunkt zo, v > 0 der Konvergenzradius des Hauptteils
H(z) und R > 0 der Konvergenzradius des Nebenteils.

1. Ist r > R, so konvergiert L(z) auf keiner offenen Teilmenge von C.
2. Ist r < R, so konvergiert L(z) auf dem Kreisring
K, r(z) ={2€C|r<|z—2| <R}

absolut und auf jeder kompakten Teilmenge normal gegen eine holomorphe
Funktion.

BEwers: Klar! n

Laurentreihen konvergieren also auf Ringgebieten. Lésst man den inneren Radius
gegen 0 und den &usseren gegen oo gehen, so erhdlt man C* als Beispiel eines
ausgearteten Ringgebietes.

Umgekehrt lédsst sich jede auf einem Ringgebiet definierte holomorphe Funktion
dort in eine konvergente Laurentreihe entwickeln.
4.3 Satz von der ,,Laurent-Trennung*.

Sei f holomorph auf dem Ringgebiet K, g(z) :={z € C|r < |z — 2| < R}. Dann
qibt es eindeutig bestimmte holomorphe Funktionen

[T :Dr(z0) = C und f~ : C\ D,(2) — C
mit
1 f*4+ f~ = f auf K, r(z).

2. |f~(2)| — 0 fir |z| — occ.
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Auf den Beweis miissen wir hier verzichten.

4.4 Folgerung. Sei f holomorph auf dem Ringgebiet K = K, g(zo). Dann ldsst
sich f auf K in eindeutiger Weise in eine Laurentreihe

o0

L(z) = Z an(z — 29)"

n=—oo
entwickeln.

Fiir jedes o mit r < o < R und jedes n € Z ist

I (N {9
=5 | =z
9Do(20)

Zum BEWEIS fiihrt man die Laurent-Trennung durch:

f2) = f7(2) + f(2).

Die Taylorentwicklung von f* liefert den Nebenteil. Fiir den Hauptteil betrach-
tet man g(w) := f~ (2 + 1/w). Dann ist g holomorph in D;/.(0) \ {0}, und da
lin%) g(w) = 0 ist, kann man den Riemannschen Hebbarkeitssatz anwenden. Die

Taylorreihe der holomorphen Fortsetzung von ¢ liefert dann den Hauptteil.

Beispiel.

1

]
Sei f(z) := e /»\
N

Diese Funktion ist holomorph
fir z ¢ {0, }.

Es gibt hier verschiedene Gebiete, in denen f in eine Laurentreihe entwickelt
werden kann.

Im Kreisring K ;(0):

Wir wollen f nach Potenzen von % entwickeln. Der erste Faktor hat schon die
gewiinschte Gestalt, und fiir den zweiten gibt es ein Kochrezept:

Will man — allgemein — eine Funktion der Gestalt in eine Laurentreihe

Z— 20
um a # zp entwickeln, so benutzt man den Trick mit der geometrischen Reihe.

Fiir alle z mit |z — a| < |29 — a ist
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’z—a‘<1
20 — a
und
1 B 20— a _zp—a
1—(z—a)/(zo0—a) (20—a)—(2—a) 22—z’
also
| 1
z—2  zm—a 1—(z—a)/(z—a)

1 “[z—a\"
N _ZO—CL‘”Z<ZQ—U,)

=0

Ist |z — a| > |zp — al, so geht man analog vor:

| 1
z—2  z—a 1—(2—a)/(z—a)
B 1 i(zo—a)n
z—a “Z\z—a

Ist schlieBllich m > 2, so ist

(2 —1z0)m - E:zm;)lv ' (z —1 zo) o ‘

Durch gliedweise Differentiation der Reihe fiir

erhalt man die Reihe
Z— 20
fiir die m-ten Potenzen.

Im vorliegenden Fall ist a = 0, zp = j und 0 < |z| = [z — 0| < 1 = |7 — 0],

also
1 . 1 o= /z2\"
== = em Z(J)
und
1 ( 1 )’ > (z)"‘1 1 0 2\"
= — = —)J Zn - '.—:—Z(n"i‘l)‘ -
(z—1) z—] =\ j e j
Also ist

—_
—-

n=

Im Kreisring K; . (0) ist
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n=0 n=1
und
1 1 ' = -n—l n—1
(z—J)2__<z—J) __;J Zn+1 ZJ Zn+1
Also ist

n=1

wegen j "3 (—n —2) =] " (n+2).

Im Kreisring Ky:(j):

Hier ist @ = j und 2y = 0, und 1/z soll nach Potenzen von (z — j) entwickelt

werden. Esist 0 < |z —j| <|0—j|=1,also |(z—j)/(—]j)| <1 und
1 —
1=(z=1)/(=)) =1 —-(2=1)

Daraus folgt:

S B
2 1=(z=])/(=])
I =/z—j\" = 1 \n
- o Z( 1) - > (5 E i)
also
1 =, . 5 -2
J&) = S gE - -

_J 1 oo-n—i—l S\
= —+—+ > ")

— )2 _

(=) =2-j =

Wir kénnten noch den Kreisring K (j ) betrachten, aber darauf verzichten

WIT.
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4.5 Charakterisierung von Singularititen. Sei U C C eine offene Um-
gebung von zy und zy eine isolierte Singularitdt der holomorphen Funktion f :
U\ {20} — C. Auf einem Kreisring Ko (zy) besitze f die Laurententwicklung

o0

f(z) = Z an(z — z0)".

n=—oo

Dann gilt:

20 hebbar <= a, =0 fir alle n <0,
zo Polstelle <= dn <0 mita, #0 und a;, =0 fir k <n,
29 wesentlich <= a, # 0 fir unendlich viele n < 0.
BEWEIS: 1) zp ist genau dann hebbar, wenn eine holomorphe Funktion ]? :

D.(z9) — C existiert, mit f = f. Aber f besitzt eine Taylorentwicklung:

Ko,:(20)

f(z) = Z an(z — 29)".

2) zj ist genau dann eine Polstelle, wenn es in der Nihe von z, eine Darstellung

gibt, wobei gilt:
h(z) = Z bn(z — 20)", mit by # 0.
n=0

Aber dann ist

[e.9]

F(2) = balz—20)"" =D bper(z — 20)".

n=—

3) zo ist wesentlich, wenn es weder hebbar noch Polstelle ist. Das ldsst nur die
Moglichkeit, dass a,, # 0 fiir unendlich viele n mit n < 0 ist. .

Beispiele.

1.

z 3! 3!

besitzt keinen Hauptteil, hat also in z = 0 eine hebbare Singularitét.
Natiirlich ist

: 1 3 2
sz:_.(z—z—i...)zl—z—i...
z

. sinz
lim

z—0 Z

= 1.
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2. )
R
hat eine Polstelle 1. Ordnung in 0 und eine Polstelle 2. Ordnung in j. Die
notigen Laurentreihen haben wir schon ausgerechnet.
3. .
1 1 1
1/z _ — 1 _ - ..
e nZ:; n!z + . + 9.2 +
hat in z = 0 eine wesentliche Singularitét.
4.

ist holomorph fiir z # nw, n € Z.

Sei g(z) = "2 Dann ist ¢ holomorph und # 0 auf D,(0), mit g(0) = 1.
z

Aber dann ist auch — holomorph auf D, (0), und man kann schreiben:
9

oo
g a,z", mit ag = 1.

n=0

1 —
9(2)
Also ist

C 2 g(?)
Das bedeutet, dass f in z = 0 eine Polstelle 1. Ordnung besitzt.

11 1 .
f(z) = _:;‘i‘ZO@nHZ-
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85 Residuenkalkiil

Sei G C C ein Gebiet. Eine Teilmenge D C G heifit diskret in G, falls sie keinen
Haufungspunkt in G besitzt. Sie kann dann zwar Haufungspunkte auf dem Rand
von G haben, besitzt aber im Innern von G nur isolierte Punkte.

Definition. Sei G C C ein Gebiet. Eine meromorphe Funktion auf G besteht
aus einer diskreten (oder leeren) Menge D C G und einer holomorphen Funktion

f:G\D—C,

die in den Punkten von D hochstens Polstellen als isolierte Singularititen besitzt.

Jede rationale Funktion ist Beispiel einer meromorphen Funktion, aber z.B. auch
die Funktion 1/sin z.

Wir wollen jetzt ein moglichst effektives Verfahren fiir die Berechnung von Kur-
venintegralen {iber meromorphe Funktionen entwickeln. Dabei soll die Kurve keine
der Polstellen treffen.

Sei 7 : [a,b] — C ein einfach geschlossener Weg. Dann besteht C \ || aus zwei
disjunkten Gebieten, einem beschrinkten Gebiet Gy und einem unbeschrénkten
Gebiet G;. Das Gebiet Gy nennt man auch das Innere von v und bezeichnet es
mit Int(7y). Es gilt n(y, z) = £1 fir alle z € Gy und n(y, z) = 0 fiir z € Gy, also
im Auferen von . Ist sogar n(v, z) = 1 fiir alle z € Gy, so nennt man ~ positiv
orientiert. Man kann zeigen:

5.1 Allgemeiner Cauchyscher Integralsatz. Sei G C C ein Gebiet, v ein
einfach geschlossener Integrationsweg in G, so dass das Innere von v ganz in G
liegt. Dann gilt f7 f(2)dz =0 fiir jede holomorphe Funktion f auf G.

Wir betrachten jetzt folgende einfache Situation:

Sei G C C ein beliebiges Gebiet, v ein positiv orientierter einfach geschlossener
Weg in G und zg € Int(). Weiter sei f eine meromorphe Funktion auf G mit einer
einzigen Polstelle in z.

Wie berechnet man / f(z)dz 7
gl

Sei o der positiv orientierte Rand einer kleinen Kreisscheibe mit Radius € um 2,
die noch ganz in Int(7) liegt, sowie o eine Strecke, die v mit ¢ verbindet. Unter
v+ o — p — o verstehen wir den geschlossenen Weg, der wie folgt konstruiert wird:
Zunéchst durchlauft man ~y, dann die Strecke o, dann p in negativer Richtung und
schlieBlich auch noch einmal ¢ in negativer Richtung. Integriert man eine Funktion
iiber diesen Weg, so fallen die Integrale {iber o heraus. Andererseits berandet der
Weg ein Gebiet G, auf dem f holomorph ist. Da f lokal immer {iber den ,,Rand*
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@lomorph fortgesetzt werden kann, tun wir so, als sei f auf einer Umgebung von
G noch holomorph. Dann folgt aus dem allgemeinen Cauchyschen Integralsatz:

osz(z) dz—/gf(z)dz.

Damit wird die Berechnung von f7 f(2) dz auf die Berechnung des , Restintegrals®
faDE(zo) f(2) dz zuriickgefiihrt.

Ist das eine Erleichterung? Eventuell schon! Wir kénnen ja f in der Néhe von zj in
eine Laurentreihe um zy entwickeln. Esist f(z) = N(z)+H(z), wobei der Hauptteil

H(z) = ~= +ol2)

auf C\ {2} holomorph ist und dariiber hinaus

%2 %k
pl2) = (z — 2)? Tt (z — 2)F

auf C\ {29} eine Stammfunktion besitzt. Fiir geniigend kleines £ > 0 ist daher

/f(z)d,z:/ f(z)dz:/ a1 dz=a_q-27j.
¥ dD¢(z20) dDc(z0) # — <0

Wir miissen also nur noch die Zahl a_; berechnen.

Definition. Sei B C C offen, 2y € B, f: B\ {20} — C holomorph und ¢ > 0,
so dass D.(z9) CC B ist. Dann heifit

res,, (f) ::% / f(€)d¢

9D (20)

das Residuum von f in zj.

Bemerkungen.
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1. res,, (f) ist der Koeffizient a_; in der Laurententwicklung von f um z,. Daraus
folgt insbesondere, dass f nicht von dem gew&hlten € abhéingt.

2. zp braucht keine Singularitit zu sein! Ist f in zo holomorph, so ist res,, (f) = 0.

3. Es ist
res;(a- f+b-g) =a-res;(f)+b-res;(g).

4. Ist F holomorph auf B\ {2z} und F’ = f, so ist res,,(f) = 0. Das ist klar,
denn da f eine Stammfunktion besitzt, verschwindet das Integral iiber f und
jeden geschlossenen Weg.

1

(z — 29)F

5. Hat f in zy eine einfache Polstelle, so ist

Insbesondere ist res,, ( ) =0 fir £ > 2.

res,, (f) = lim (z — z) f(2).

Z—Z20

BEwEIS: Wir schreiben

f(z) = . h(z), h holomorph in z.
Z— 20

Dann folgt:
(z—20)f(2) =a_1 + (2 — 20)h(z) — a_; fiir z — 2.
u

6. Man kann die vorangegangene Aussage auf m-fache Polstellen verallgemei-
nern. Wir beschrdanken uns hier allerdings auf den Fall £ = 2.

Hat f in zy eine 2-fache Polstelle, so ist

ress, (f) = lim [(z — 20)°f(2)]"

z2—20

BEwEIS: Esist

f— a_2 a_l _— Y
f(Z)— (Z—Zo)2+Z—ZO+a0+a1<Z Zo)+ s
also
(2 — 20)2f(2) =a_g + - +a_1(z — ) +ag(z — 20)* + - --
Damit ist

[(z = 20)°f(2)] = azi + (2 = 20) - (-.),
und es folgt die Behauptung. "
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7. Seien g und h holomorph nahe 2y, g(z0) # 0, h(z9) = 0 und h’(29) # 0.

9) 9(20)

Dann ist res,, <E = W (o)
<0

BEwEIS: Nach Voraussetzung besitzt h in 2, eine einfache Nullstelle und
f = g/h daher in z; eine einfache Polstelle. Also ist

= lim(z — z9) f(2) = lim J = :
res., (f) = lim ( )f(2) ! (h(z) — h(z0))/(z — 20) ' (20)

z2—20 z—20

Beispiele.
el? el?
241 (z—j)z+j)

1. Sei f(z) :=

f hat einfache Polstellen bei j und —j. Es ist

el 1
T . 1 _ L.
vesj (f) = lim (z = J)f(z) = lim —=—= = —57J,
und analog
. . . el? e.
ves_; (f) = lm (2 +J)f(s) = lm - = &j.
z——) Z——) 2 — _] 2
2. Es soll das Residuum von f(z) := exp(—1/z) in zy = 0 berechnet werden.

Dort liegt keine Polstelle, sondern eine wesentliche Singularitét vor, aber das
ist auch erlaubt. Am besten verwendet man die Laurentreihe.

1 = (-n)" 1 1
exp(—;):; — =l (Do

Also ist reso(f) = a1 = —1.

22 — 22

CESIEEY) hat bei z = —1 eine doppelte Polstelle. Also ist

3. fz) =

222 4+82—8 14

res-i(f) = Jim, [+ 12S@) = Jim, =y o = o

cos(z)

sin(z) Weil cos(0) # 0, sin(0) = 0 und sin’(0) # 0 ist, gilt:

res (5507 ) = S50 = 1

sin(z) /  sin’(0)

4. Sei f(z) ==
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Als erste Anwendung greifen wir das Problem der Partialbruchzerlegung noch ein-
mal auf, denn wir haben jetzt neue Methoden zur Hand. Wir betrachten eine ra-
tionale Funktion f(z) = p(2)/q(z) (gekiirzt, mit grad(p) < grad(q)) und nehmen
an, dass wir den Nenner in Linearfaktoren zerlegen konnen:

N

(=) =[[(z = @)™, i # a; fiir i # j.

i=1
Dann gibt es eine Darstellung

N

PRI

=1 j=1

und wir wollen versuchen, die Koeffizienten c;; zu bestimmen. Dabei beschréanken
wir uns auf den Fall, dass alle r; < 2 sind.

Offensichtlich ist Z —_—

) der Hauptteil der Laurententwicklung von f in a;
(z —a

(denn alle anderen Summanden sind in a; holomorph). Damit folgt sofort:

ci1 = resg, (f).

Ist 7; =1, so ist ¢y = lim (2 — a;) f(2).
. . 2 /
Ist r; = 2, s0 ist ¢ = lim [(2 — @)*f(2)] .

z—a;

Der Koeffizient ¢; kommt nur vor, wenn r; = 2 ist. Offensichtlich ist dann

cio = lim (2 — a;)? f(2).

z—a;

Jetzt kommen wir aber zur wichtigsten Anwendung der Residuen:

5.2 Der Residuensatz. Sei G C C ein Gebiet und v ein einfach geschlossener
Weg in G mit Int(y) C G. Weiter sei f eine meromorphe Funktion auf G mit
endlich vielen Polstellen zy,...,zy € G\ |y|. Dann ist

27” /f ¢)d¢ = any,zk -res,, (f).

(k)

BEWEIS:  Sei Hy(z) := ——— + ¢p(2) der Hauptteil der Laurententwicklung von

fin 2, so dass ¢ auf C\ {z} jeweils eine Stammfunktion besitzt. Dann ist
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v k=1
Das ergibt die Behauptung. "
Beispiel.
Die Funktion f(z) := Co2 hat einen doppelten Pol bei z = —1
(z+1)2(22 4+ 4)
und einfache Pole bei z = £+2j. Es soll - f(2) dz ausgerechnet werden.
2 (=]

Das Residuum bei —1 haben wir oben schon ausgerechnet, es ist res_;(f) =

14
~55 Auflerdem ist
22 _ 9, —4 + 4]
res_o = lim N ; i
1—j  1-]

(—=3-4j)j  4-3
1—j)a+3j) 7]

(4—3j)(4+3j) 25

Von den Polstellen liegen —1 und —2j in der Kreisscheibe Dy(—j ) (es ist
|1 —(=j)| = |-1+j| =+v2 < 2). Der Punkt 2j liegt auBerhalb. Daher ist

22— 22 )
| it = el e ()
0D2(—j)

14, 7]
25 ' 25

.

27 : 27 :
= (T —i) = =(1=T)).
5% (=7—1j) (1-7j)

Oft wendet man den Residuensatz in folgender Form an:

5.3 Das Argument-Prinzip. Sei G C C ein Gebiet, v ein positiv orientierter
einfach geschlossener Weg in G und G' := Int(y) CC G.
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Weiter sei f auf G meromorph, n die Anzahl der Nullstellen und p die Anzahl der
Polstellen von f in G'. Beides werde jeweils mit Vielfachheiten gezihlt. Keine der
Null- und Polstellen von f liege auf |7y|. Dann gilt:

L[ f(©)

2rj ) f(Q)

~

d¢ =n —p.

BEWEIS: st zg € G’ ein beliebiger Punkt, so kann man f in der Ndhe von z
schreiben als

f(z) = (z = 20)" - h(2),

mit einer holomorphen Funktion A mit h(zy) # 0. Ist m > 0, so liegt eine Nullstelle
der Ordnung m vor. Ist m < 0, so hat f in 2, eine Polstelle der Ordnung m. Ist
m = 0, so ist f in zy holomorph und # 0.

Nun ist f/(2) =m - (2 — 20)™ - h(2) + (2 — 29)™ - B'(2), also

fl(z)  m-h(z)+(z—=2)h(z)  m h(2)

flz) (z — 20)h(2) z— 2 * h(z)’

/
wobei der zweite Summand in 2y holomorph ist. Daraus folgt: res,, ? = m.

Nur bei den endlich vielen Nullstellen und Polstellen, die f eventuell in G’ besitzt,
kann ein Residuum # 0 herauskommen. Deshalb folgt die Formel unmittelbar aus
dem Residuensatz. "

Ist z eine komplexe Zahl, so versteht man unter dem Argument von z den Winkel
t in der Polarkoordinaten-Darstellung z = r - el?. Die Umlaufszahl n(vy, z9) misst
die Gesamténderung des Winkels (also des Arguments), unter dem man (¢) beim
Durchlaufen des Weges von z aus sieht. Zur Deutung des Argument-Prinzips be-
achten wir, dass f o~ ein geschlossener Weg ist, der den Nullpunkt nicht trifft, und
fiir den gilt:

n(fov,0) =

L[k L e,

27y C2m . fon)
foy

1 Y)Y ()
- 2m'/a GO
1 1) g —

2rj ) f(2)

v

Ist zj eine k-fache Nullstelle der Funktion f, um die v herumlauft, so ist n(fov,0) =
k. Der Weg f o~ umlduft also den Nullpunkt k-mal. Das bedeutet: Ist z = ~(¢), so
wird w := f(y(t)) k-mal angenommen.
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/
iJ f(z)
des Arguments von f(z), wenn z den Weg ~ durchliuft.

1
Das Integral o / /') dz liefert also bis auf den Faktor 27 die Gesamténderung
i
Y

Beispiel.

Die Funktion f(z) := 22 besitzt in z = 0 eine Nullstelle 2. Ordnung und
ist ansonsten holomorph ohne Nullstellen. v : [0,27] — C mit (t) := el?
umrundet diese Nullstelle einmal, ist also eine einfach geschlossene Kurve,
auf der keine Nullstelle von f liegt. Daher ist n(fo~,0) = 2. Und tatséchlich
umliuft f o y(t) = €' den Nullpunkt zweimal! Jeder Wert w # 0 wird
zweimal angenommen, es gibt ja jeweils 2 Wurzeln.

5.4 Satz von Rouché. Sei B C C offen, f,g: B — C holomorph und G CC B
ein positiv berandetes Gebiet.

Ist |f(2) —g(2)| < |f(2)| auf OG, so haben f und g gleich viele Nullstellen (mit
Vielfachheit) in G.

BEwEIs:  Fiir 0 < A < 1seihy(z) := f(2) + A (9(2) — f(2)). Dann ist hy auf B
holomorph, und fiir z € 9G gilt:

[ha(2)] = [f(2)] = A-g(z) = F(2)] > (1= X) - [g(2) = f(2)] = 0.

Also hat hy auf 0G keine Nullstellen. Nun sei N, die Anzahl der Nullstellen von
hy in G. Der Wert des Integrals

1 R,
N,\ = — /\(Z) dz
27j Joc ha(2)
héngt stetig von A ab, liegt aber in Z. Also ist Ny = Nj. "
Beispiel.

Wieviele Nullstellen hat das Polynom f(z) := 2% — 42 + 2 im Innern des
Einheitskreises D = D;(0) ?

Wir setzen g(z) := —4z + 2. Dann ist |f(z) — g(2)| = |2|* = 1 auf D, und
lg(2)| = [4z — 2] > 4|z| — 2 = 2 auf ID. Nach dem Satz von Rouché miissen
nun f und g in D gleichviele Nullstellen besitzen. Aber g hat dort genau eine
Nullstelle (némlich z = 1/2).
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Eine besonders wichtige Anwendung des Residuensatzes stellt die Berechnung ge-
wisser reeller Integrale dar. Wir betrachten hier vorerst nur einen Fall, ndmlich die
Berechnung uneigentlicher rationaler Integrale der Form

1= [ fayds,
p(x)

wobei f(x) = el ist, mit Polynomen p(x) und ¢(x) ohne reelle Nullstellen. Dabei
q(x

miissen wir erst einmal kldren, wann solche Integrale existieren.

5.5 Hilfssatz. Sei p(z) ein komplexes Polynom n-ten Grades. Dann gibt es
Konstanten ¢, C' > 0 und ein R > 0, so dass gilt:

c2|" <Ip(2)| < Clz["  fiir [2] = R.

BEWEIS:

n

Sei  p(z) = Za,,z”, mit a,, # 0.

v=0
p(2)
Zn

1 1
Fiir z # 0 ist ¢(z) = =p+ap1-—+-+ag-— =a,+ H(z)
z z"

eine Laurentreihe mit konstantem Nebenteil a,, und endlichem Hauptteil H(z).
Also ist ‘1|im (q(2) — a,) = 0, und es gibt eine Konstante C' > 0, so dass |¢(z)| < C

fir |z| > 1 ist.
Weiter ist |q(z)| > |a,| — |H(z)|, und da |H(2)| fiir |z|] — oo beliebig klein wird,
gibt es ein ¢ > 0, so dass |g(z)| > ¢ fiir |z] > R und geniigend grofes R ist. n

5.6 Folgerung. Sind p(z) und q(z) Polynome mit deg(q) > deg(p) + k und
1 <k <2, so folgt:

1. Istk =1, so ist |z - ]M| im Unendlichen beschrdnkt.

q(z)

2. Ist k = 2 und q(z) ohne reelle Nullstellen, so existiert das uneigentliche In-

tegral @
o0 plx

BEwEIs:  Sei m := deg(p) und n := deg(q). Dann ist m —n < —k. Nach dem
Hilfssatz gibt es Konstanten ¢ und C, so dass gilt:

p(2)] < Clz|™ und  cfz]" < q(2)]
¢

und daher |p(z)| <C*-|zI™", fir 2| > Rund C7 i= —.
q(2) c
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Ist k=1, s0ist |z - M| < C*. Ist k = 2, so folgt die Existenz des uneigentlichen

q(z)

Integrals aus dem Majoranten-Kriterium und der Integrierbarkeit von 1/|z|?. =

Es seien nun die Voraussetzungen der Folgerung fiir f(z) = I% erfiillt, mit £ = 2.
q(z
Insbesondere ist dann |1|im f(2) = 0. Das bedeutet, dass es ein r > 0 gibt, so dass

alle Polstellen von f(z) in D,(0) liegen, und das kénnen auch hochstens endlich
viele sein. Wir betrachten folgenden Weg:

Vr

. . Polstellen von f

Der Weg v sei zusammengesetzt aus der Strecke zwischen —r und r auf der reellen
Achse und dem Halbkreis v, () := relt, 0 < t < . Dann ist

/%f(z)d»ﬂ'/_if(%’)d%:/vf(z)dz:%j : Z res, (f).

m(z)>0
Man beachte, dass das Residuum hochstens in den Singularititen # 0 ist, die
Summe auf der rechten Seite ist also immer eine endliche Summe!

Da |f(2)] < % fiir grofle z ist, folgt:
z

\/ f(z)dz\gﬂrgzgﬁomrr%oo.
Tr

Also ist

/_00 f(z)dx =27j - Z res,(f).

Im(z)>0

Man kann sich fragen, ob wir die Existenz des Integrals bei dem gerade durchgefiihr-
ten Grenziibergang nicht automatisch mitbewiesen haben. Leider ist das nicht der
Fall. Zur Erinnerung: Der Grenzwert

00 R
C.H./ g(t)dt := lim g(t)dt

R—o0 _R

—0o0
heiit Cauchyscher Hauptwert des uneigentlichen Integrals. Er kann existieren, auch

wenn das uneigentliche Integral divergiert. Wenn letzteres allerdings konvergiert,
dann stimmt es mit dem Cauchyschen Hauptwert {iberein.
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Aus der obigen Rechnung kann man nur entnehmen, dass der Cauchysche Haupt-
wert existiert, denn wir haben die Grenzen —r und +r gleichzeitig gegen oo ge-
hen lassen. Deshalb waren die vorangegangenen Grad-Betrachtungen notig, um die
Existenz des uneigentlichen Integrals zu sichern.

Beispiel.
0 $2
Wir wollen [ := / dx berechnen.
oo L2t
2
Die Funktion f(z) := T hat Polstellen in den Punkten
2
. - T 2 k: 2 k
2= CGped ™t =€ T = cos(7T *er )+ sin(HTﬁ),

fir k =0,1,2,3. Dabei ist Im(z;) > 0 fiir £ =0 und k = 1.

Da alle 4 Nullstellen von 1 4 z* verschieden sind, liegen in

o=t = —(1+] und 7 =je™t= (-1
jeweils einfache Polstellen vor. Wir verwenden die Formel res, (g/h) =
9(z0) /M (20) (mit g(zo) # 0, h(29) = 0 und h'(29) # 0). Daraus folgt:

22 1.
res,, (f) = 4—;:1%
0
21
und  res,, (f) = 4—232151,
1

und demnach



