Kapitel 9 Mehrfache Integrale

§1 Parameterintegrale

Inhalt:

Stetigkeit und Differenzierbarkeit von Parameterintegralen, Potentialfunktionen
und Integrabilitéitsbedingung, Fubini fiir Rechtecke, Leibnizsche Formel, uneigent-
liche Parameterintegrale, die Gamma-Funktion.

Ziel dieses Paragraphen ist die Untersuchung von parameterabhéngigen Integralen
der Form

b
F(zy,...,2,) :/ fz,. ..z, t)dt

mit einer stetigen Funktion f.

Sei B C R" offen, I = [a,b] C R ein abgeschlossenes Intervall und f: B x I — R
stetig.

Satz

b
Unter den obigen Voraussetzungen ist F'(x) := / f(x,t)dt auf B stetig.

Ist f auflerdem stetig differenzierbar nach x1, ..., x,, so ist auch F' stetig partiell
differenzierbar, und es qilt firi=1,...,n:

oF bof

o (x) = . (x,t) dt.

Ohne BEWEIS.
Beispiel.
Sei f: R? — R definiert durch

o = 0 e
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Weil (sinat)/t = - (sinxt)/(xt) fiir t — 0 gegen x konvergiert, ist f stetig
und wir kénnen z.B. F(z) = Oﬂ/ ? f(z,t) dt bilden. AuBerdem ist f nach z
partiell differenzierbar und

af | cosxt fiir t # 0,
=1 milo

und diese Funktion ist stetig. Also ist

sin(xt) "2 sin((mx)/2) '

0 T

w/2
F'(x) = /0 cos(zt) dt =

T

Allgemeiner gilt iibrigens:

Ho6here Ableitungen von Parameter-Integralen

Ist f r-mal stetig differenzierbar, so ist auch F r-mal stetig differenzierbar, und
man kann Differentiationen bis zur Ordnung r mit dem Integral vertauschen.

Eine erste Anwendung der Parameter-Integrale ist die Losung folgenden Problems:

Sei B = B,(0) eine offene Kugel um den Nullpunkt im R™ und
F=(F,...,F,):B—R"

ein stetig differenzierbares Vektorfeld auf B. Gesucht ist eine stetig differenzierbare
Funktion f: B — R mit Vf =F.
af af

Damit F(x) = Vf(x) = <a_x1(x)’ U O,

(x)) sein kann, muB auf jeden Fall gelten:

oF,  &f  &f  0F
ij B 8ZL‘181’] N 8%8901 N 8952

, fird, g =1,...,n.

Ist diese notwendige ,, Integrabilitéitsbedingung*

OF;, . OF

firi,j=1,...,nund x € B

erfiillt, so kann man tatsdchlich die gesuchte Funktion f konstruieren. Dazu setzen

b 0= ([ Fiir) .

i=1

Wegen der Integrabilitdtsbedingung ist
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n

OF; B = OF;
Pe. (tx)z; = Fj(tx) + t; o (x)i.

J

d
S (1)) = Fy(tx) +

i=1

Damit folgt:

ﬁ n

8 1 1

|
_ (/Oltggi (tx) dt) i + /0 Fy () dt

! ~ OF,
= /0 (t. > o, (tx)z; + F](tx)> dt
d

Wir erinnern uns an die Rotation eines Vektorfeldes F = (F, Fy, F3) im R?:

OFy; OF, OF, OF; 0F, OF
81’2 8x37 8[E3 81'17 @l’l 8[)32 )

rot(F) := (

Fassen wir die partielle Differentiation nach z; als einen Operator D; auf, so erhalten
wir mit Hilfe des vektoriellen Operators V = (D1, Do, D3) die Beziehung rot(F) :=
V x F. Im R3 bedeutet die obige Integrabilititsbedingung gerade, dafl rot(F) = 0
ist. Deshalb haben wir jetzt gezeigt:

Integrabilititsbedingung fiir Gradientenfelder

Sei F ein stetig differenzierbares Vektorfeld auf einer offenen Kugel um 0 im R3.
F ist genau dann Gradient einer differenzierbaren Funktion, wenn rot(F) = 0
15t.

Beispiele.

1. Sei F(z,y, z) := (x,y, 2) auf einer Kugelumgebung von 0. Dann ist offensicht-
lich rot(F) = 0. Also mu F Gradient einer Funktion f sein. Wir berechnen
f nach der obigen Formel:
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1 1 1
flzyy,2z) = x/ Fi(tx, ty, tz) dt+y/ Fy(te, ty, tz) dt+z/ Fs(tz, ty, tz)dt
0 0 0

1 1 1
= x/ txdt—i—y-/ tydt+z~/ tzdt
0 0 0

i) L

= (e +y +2°) 5
1

= @y +2).

0

Die Probe zeigt sofort, dal V f = F ist, wie es ja auch sein mu8.

- Sei U= {(z,y,2) € R’ [2? +y* # 0} = R®\ {(z,9,2) | 2 = y = 0}. Dann
ist auf U das Vektorfeld

— Y x
F(.CC,y,Z) T <$2+y2’x2+y2’0>

stetig differenzierbar, und es gilt:

oF,

—(?+y?)+y-2y  yP—a?

G_y(% v:2) = (22 4+ y?)? (a2 +y2)?
0F;
E(m7y7z) - 07
OF, (2?2 +y?) — - 2x y? — 22
—(2,y,2) = 2 22 = 2 212’
Ox (22 + y?) (22 4+ y?)
F
%(ax,y&) = 0,
OF; R -
und %($ay>z) - (9y (l‘,y, Z) = 0.

Also ist rot(F) = 0.

Wenn man nun nicht so genau auf die Definitionsbereiche achtet, findet man
rasch eine Funktion g, deren Gradient das Vektorfeld F ist. Man braucht z.B.
nur eine Stammfunktion von F, beziiglich der Variablen y zu suchen:

Yoo
= — =t
9(z,y, 2) /yo P

vl
S L S
/yofv 1+ ()

I A0 . ot
= /yomdt (mltgo(t)—g)

ely) 1
= / 5 ds
©(yo) L+

= arctan <g> -+ const.
x
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Die Konstante kénnte noch von x und z abhéngen, aber die Probe zeigt, dafl
wir sie nicht brauchen. Tatséchlich ist schon

g(z,y, z) := arctan (g>
x

eine Funktion mit Vg = F. Leider ist ¢g nicht auf ganz U definiert, sondern
nur auf Teilmengen, z.B. auf U, := {(x,y,2) | « > 0}. Eine andere Stamm-
funktion findet man auf U_ := {(z,y,2) | * < 0}, und spéter werden wir
sehen, dafl F auf ganz U kein Gradientenfeld sein kann.

Ob ein Vektorfeld F mit rot(F) = 0 ein Gradientenfeld ist, hangt ndmlich
i.a. auch von der Geometrie des Definitionsbereiches ab. Auf Kugeln um den
Nullpunkt (und verschiedenen anderen Gebieten) geht alles gut. Sobald das
Gebiet aber Locher besitzt, die sich nicht innerhalb des Gebietes umgehen
lassen, ist Vorsicht geboten.

Wir betrachten nun eine stetige Funktion auf einem abgeschlossenen Rechteck,
f:a,b] x [c,d] — R.

Dann sind die Funktionen
d b
Fi(s) ::/ f(s,t)dt  bzw. Fy(t) ::/ f(s,t)ds

stetig und daher noch einmal integrierbar. Uberraschenderweise gilt:

Satz von Fubini fiir stetige Funktionen auf Rechtecken

b df(s,t)dtds: ’ bf(s,t)dsdt.
[/ [

T

Bewels: Fir ¢ < 7 < d sei g(s,7) = f(s,t)dt. Diese Funktion ist nach

dem Satz iiber die Stetigkeit von Parameteriﬁtegralen fiir jedes feste 7 eine stetige
Funktion von s, und fiir festes s € [a,b] und 70 € [¢,d] ist 7 — g(s,7) in 7
differenzierbar, mit

%(S, 7'0) = f(S, ’7'0).

Also ist g nach 7 stetig partiell differenzierbar, und wir kénnen den Satz iiber die
Differenzierbarkeit von Parameterintegralen anwenden:

o) = /abg(s,T)ds:/ab (/:f(s,t)dt) ds
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ist stetig differenzierbar, mit

:/abf(s,r)ds

Nun ist b
o(c) =0 und go(d)://f(s,t)dtds,
also
/d/bf(s,t)dsdt _ /dgo'(t)dt
= ¢(d) —p(c)
b rd
= //f(s,t)dtds.
Beispiele.

1. Wir betrachten f(z,y) := a¥ auf [0,1] X [a,b], mit 0 < a < b. Die Vor-
aussetzungen des Satzes von Fubini sind erfiillt. Die rechte Seite ist leicht

ausgerechnet:
b ol b 1 1
/ / Wdrdy = / —— ¥t dy
a JO a y +1 =0
B / Y+ 1
B b+1
B a+1
Die linke Seite fiihrt auf ein komplizierteres Integral:
1 b 1 b
/ / W dyds = / (/ e@f'mdy) dx
0 a 0 a
= / ( ey > dx
0 Inzx y=a
= / ilntal dx.
o Inxzx

Das ist ein uneigentliches Integral, bei dem nicht sofort klar ist, wie man es
ausrechnen sollte. Der Satz von Fubini liefert uns jedoch auf sehr bequeme
Art einen Wert, er kann einem also gelegentlich viel Arbeit ersparen.

2. Die Funktion
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2,2
o) = =2

ist auf [0, 1] x [0,1] \ {(0,0)} definiert, aber im Nullpunkt nicht mehr stetig.
Der Satz von Fubini kann nicht angewandt werden, aber dennoch existieren
die iterierten Integrale:

Fiir y > 0 ist (wie wir weiter oben schon gezeigt haben)

1 T
do = ———

1 1 1 1
f%yM@:=/ dy
/0/0 () o 1492

1

1 1
x:O_ 1 + y2’

und daher

= arctan(y)
y=0

= arctan(l) = %

1
) dx
y=0

Andererseits ist

1l 1 _y
dyde =
Alf@wyw A(ﬁ+¢
1
1
:/ dx
0 1+3§'2

= —arctan(z)

1

=0
= —arctan(l) = —%.

Es ist also gefdhrlich, bei mehrfachen Integralen einfach so drauf los zu inte-
grieren!! Wir werden uns spéter damit beschéftigen, unter welchen allgemei-
neren Voraussetzungen der Satz von Fubini noch giiltig bleibt.

Statt eines Doppelintegrals kann man auch mehrfache Integrale betrachten:

Ist f: [a1,b1] X [ag, ba] X ... X [ay,b,] — R stetig, so existiert das iterierte Integral

b pbo b
/ / flz1,2e,. .., xy) dey ... drodx;.
al a a

n

Mit dem Satz von Fubini und einem Induktionsbeweis kann man zeigen, dafl der
Wert des Integrals nicht von der Reihenfolge der Integrationen abhéngt. In der
Praxis werden bei uns allerdings meist nur die Félle n = 2 und n = 3 vorkommen.

Jetzt wollen wir noch eine etwas allgemeinere Situation betrachten:
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Es seien ¢, : I := [a,b] — R zwei stetige Funktionen und f eine stetige Funktion

auf
N :={(z,t) e I xR | p(z) <t <yx)}.

Leibnizsche Formel

Sei f auf a,b] x [c,d] stetig und nach der ersten Variablen stetig differenzierbar.
Die Funktionen ¢, : [a,b] — R seien differenzierbar, mit Werten in |c, d).

¥(x)
Dann ist F(x) := / f(z,t)dt auf [a,b] differenzierbar, und es gilt:

o(x)

P(x)
F(z) = / OF (o, 0y dt + (e, (@) () — (s (@) ().
@) 0T

T

Bewels:  Die Funktion g(z,7) := / f(z,t)dt ist nach 7 stetig differenzierbar,

wie wir im Beweis zum Satz von Fubini schon gesehen haben. Nach dem Satz iiber
die Differenzierbarkeit von Parameterintegralen ist g auch stetig differenzierbar
nach x. Also ist

ﬁ(az,u, v) = / flz,t)dt = g(z,v) — g(x,u)
nach allen drei Variablen stetig differenzierbar. Aulerdem ist

F(z) = F(z, ¢(x), ().

Die Anwendung der Kettenregel ergibt:
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() = S 0l@) () + 5@ 6(@), e@)e! (@) + o, ole), () (@)

= S ee(o).vla) = GLw o) ) + G b))

V@) g f p /
_ / ) g, 1) dt = f(x, 9(0)¢/ (1) + f (. v(@) ().

Beispiel.

2

Sei F(z) := / In®(z + t) dt, fiir 2 > 0.

Die Funktion f(z,t) := In*(z +1t) ist fiir # > 0 und ¢ zwischen z und ? stetig
und nach z stetig differenzierbar. Also ist F' differenzierbar, und es gilt:

1'28
F'(z) = / a—i(m,t)dt—l—f(x,ﬁ)~2x—f(x,ac)-1

B / %{@v,t)dwln?(xﬂ?)-2x—1n2(2:v)

= (14 22)-In*(z +2?) — 21In?(22).

Wir wollen nun noch uneigentliche Parameter-Integrale betrachten. Zur FErin-
nerung: Ist g : [c,00) — R stetig, so nennt man das uneigentliche Integral
[Zg(t)dt = limp .o fcR g(t) dt konvergent, falls der Limes auf der rechten Seite
existiert. Andernfalls heifit das uneigentliche Integral divergent.

Sei I ein offenes Intervall, J := [¢,00) und f : I x J — R eine stetige Funktion.

Fiir jedes s € I moge das Integral / f(s,t) dt konvergieren.

Definition:

o0

Wir sagen, daf3 / f(s,t)dt auf [a,b] C I gleichmdfig konvergiert, falls es eine
stetige Funktion gco : [e,00) — R gibt, so daf gilt:

L |f(s,t)] < @(t) fir alle (s,t) € [a,b] x J.

2. Das uneigentliche Integral fcoo ©(t) dt konvergiert.
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Stetigkeit und Differenzierbarkeit von uneigentlichen
Parameterintegralen

1. Wenn/ f(s,t)dt auf [a,b] gleichmiflig konvergiert, so ist

F(z):= /OO [z, t)dt

dort stetig, und es gilt:

/abF(x) iz — /:o(/abf(x,t) dz) dt.

2. Ist f auf I x J stetig nach x partiell differenzierbar und konvergiert das
<0
Integml/ a—f(x,t) dt auf [a,b] C I gleichmdfig, so ist F(x) auf (a,b)
. Ox
differenzierbar, und es gilt:

F'(z) = h %(x,t) dt.

Cc

Auf den Beweis miissen wir hier verzichten. Der Satz gilt {ibrigens sinngeméfl auch
fiir alle anderen Typen von uneigentlichen Integralen.

Beispiel:

Fir z > 0 wird durch

[(z):= / e "t at
0

die sogenannte Gamma-Funktion definiert.
Hier ist f(z,t) = e "1 = @ DInt=t gtetig auf (0,00) x (0,00), und fiir jedes

x > 0 konvergiert / f(z,t) dt. Das sieht man folgendermafen:
0

1. Fiir alle z € Rist lim e " '#? = lim e """ = 0, weil die Exponentialfunk-

t—o0 t—o0

tion e’ stiarker als jede Potenz von ¢ wichst. Es gibt also ein C' > 0 und ein
to > 0, so daf gilt:
le” | < C -7 fiir t > to.
Weil / t2 dt konvergiert und e~'t*~ auf [1,#,] stetig ist, konvergiert auch
1

das Integral/ e 'tT L dt.
1
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2. Ist o > 1, so ist e~ '*! auf [0, 1] stetig und das Integral bei ¢ = 0 iiberhaupt
nicht uneigentlich.

3. Ist0 <z <1lund a:=1—z,s0ist auch 0 < a < 1 und das uneigentliche In-
1
tegral / t~*dt konvergiert. Da |e~/t*~1 < ¢ fiir 0 < ¢ < 1 ist, konvergiert
0
auch das uneigentliche Integral fol e el dt.

Wir haben gleichzeitig gezeigt, dafi das Integral iiber jedem Intervall [a,b] mit
0 < a < b gleichméfig konvergiert. Also ist I'(x) stetig auf (0, 00).

Der Integrand f(z,t) = e 't~ ist stetig nach x partiell differenzierbar, mit
of
ox

und man kann leicht zeigen, dal auch das Integral hieriiber auf jedem Intervall
[a,b] mit 0 < a < b gleichmé&fBig konvergiert.

Also ist I'(x) differenzierbar, mit

(z,t) =Int-e "t =1n(t) - f(x,1),

[(z) = / In(t)e "t*"tdt.
0
Induktiv kann man sogar zeigen, dafl I" beliebig oft differenzierbar ist.

Es ist

0

') = / e tdt = (—e") | =1,
0
und es gilt die folgende Funktionalgleichung:
Fz+1)=a- I'(x).

Man zeigt das durch partielle Integration:

Mx+1) = / e "t dt
0

00 oo
+ / e tre N dt
0 0

= —e U®

= x-T'(z).
Nun folgt:
['(2) =1, I'(3) = 2 und allgemein I'(n + 1) = n! fir n > 2.

Die Gamma-Funktion interpoliert also die Fakultdten. Und es gibt noch einen wei-
teren interessanten Wert der Gammafunktion:

1 o 2
F(ﬁ) :/ e dx.

o0
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BEwEIS:  Wir benutzen folgende Aussage: Ist ¢ : [0,00) — [0, 00) surjektiv und
differenzierbar, mit ¢'(z) > 0 fir > 0, so ist

| st = [ ro)é e dn

0 0

Das soll heiflen: Konvergiert eines dieser beiden Integrale, so auch das andere,
und die Grenzwerte sind gleich. Zum Beweis benutzt man die Substitutionsregel

innerhalb endlicher Grenzen und geht dann auf beiden Seiten der Gleichung zu den
uneigentlichen Integralen iiber.

Mit ¢ = p(z) := 2? folgt nun:
1 o
=) = e ‘'t dt
2 0
= / e (222 2w da
0

= 2-/ e_$2dx:/ e di.
0 —00

Den genauen Wert (ndmlich y/7) werden wir spéter berechnen.
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§ 2 Kurvenintegrale

Inhalt:

Wege und Kurven, Parametertransformationen, Bogenlidnge, kontravariante und
kovariante Vektorfelder, totale Differentiale, das Linienelement, Kurvenintegrale
erster und zweiter Art, der Hauptsatz iiber Kurvenintegrale, konservative Vektor-
felder und Potentiale.

In diesem Abschnitt wollen wir Funktionen und Vektorfelder iiber Kurven inte-
grieren. Die betrachteten Kurvenintegrale sind nicht nur in der Mathematik sehr
wichtig, sie spielen auch eine bedeutende Rolle in der Physik.

Definition:

Einen stetigen und stiickweise stetig differenzierbaren Weg « : [a, b] — R™ nennen
wir einen Integrationsweg. Ist o sogar iiberall stetig differenzierbar und o/(t) # 0
fiir alle t € [a, b], so sprechen wir von einem glatten Integrationsweg.

Die Abbildung « heif3t auch die Parametrisierung des Weges, und die Bildmenge
la] :=={a(t) : t € [a,b]} nennt man die Spur von «.

Eine surjektive streng monoton wachsende (oder fallende) stetig differenzierbare
Funktion ¢ : [¢,d] — [a,b] nennt man eine Parametertransformation. Die Wege
a und a o ¢ besitzen dann die gleiche Spur. Ist a glatt, so ist auch a o ¢ glatt.

Der Punkt x4(«) := «a(a) heiit der Anfangspunkt und xg(«) := «a(b) der End-
punkt von «. Durch die Parametrisierung werden die Punkte auf der Spur von
« angeordnet, es wird also ein Durchlaufungssinn oder eine Orientierung fiir o
festgelegt. Eine monoton wachsende Parametertransformation ¢ &dndert diesen
Durchlaufungssinn nicht. Man nennt ¢ dann orientierungserhaltend. Ist ¢ dage-
gen monoton fallend, so dreht sich der Durchlaufungssinn um, und man nennt
@ orientierungs-umkehrend. Unter einer (orientierten) Kurve verstehen wir hier
die Spur eines Weges, zusammen mit einem Durchlaufungssinn.

Sei jetzt I = [a,b] und a : I — R" ein Integrationsweg. Ist eine Zerlegung 3 =
{to,t1,...,tx} von [a,b] gegeben, so liefern die Verbindungsstrecken der Punkte
a(ty),a(ty),...,a(ty) einen ,approximierenden Polygonzug® der Linge
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L(3,a) = ZHOé(tz‘) —a(ti-)].-

Nach dem verallgemeinerten Mittelwertsatz gibt es zu jedem i ein & € (t;_1,1;)
mit ||a(t;) — a(t;i—1)]| < ||&/(&)|| - (¢ — ti—1). Deshalb ist folgendes Ergebnis nicht
so iiberraschend: Strebt die Linge der Teilintervalle der Zerlegung gegen Null, so
streben die Langen der entsprechenden Polygonziige gegen die Zahl

b
L(a) = / o8] dt.

Diese Zahl nennt man die Bogenlinge des Weges «. Ist ¢ : [¢,d] — [a,b] eine
Parametertransformation, so ist

Llaoy) = [ l(aop) ()l di

wobei das wéhrend der Rechnung auftretende Vorzeichen davon abhéngt, ob ¢
orientierungserhaltend ist. Es fdllt am SchluB8 wieder weg, weil man bei einer
orientierungs-umkehrenden Transformation die Integralgrenzen vertauschen muf.
Also ist die Bogenldnge unabhéngig von der Parametrisierung, und man kann auch
von der Liange einer Kurve sprechen.

Beispiele.

1. Ist a(t) = a+ t(b — a) die Parametrisierung der Verbindungsstrecke von a
und b, mit ¢ € [0, 1], so ist

1
L) = / Ib—alldt = [[b - al.

2. Durch «a(t) = (zo+7 cost, yo+rsint) fir t € [0, 27] wird der Kreis um (zo, yo)
mit Radius r definiert. Es ist

21 27
L(a):/ H(—rsint,rcost)Hdt:/ b = 9
0 0

3. Sei @ >b >0 und a(t) := (acost,bsint) die Parametrisierung einer El-
lipse mit den Halbachsen a und b. Dann ist /(t) = (—asint,bcost) und
lo/(t)]| = Va2sin®t + b2 cos? t. Also erhélt man als Linge des Ellipsenbogens
das Integral
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L(«) :/ Va2sin?t + b2 cos? t dt

27
= /\/smt—i— cos?tdt

= a/ V1 —k2cos?tdt,
0

mit k£ := /1 — b?/a?. Ein Integral dieses Typs nennt man ein Elliptisches In-
tegral. Es ist nicht elementar 16sbar, man kann es nur numerisch auswerten.
Die Konstante k wurde eingefiihrt, um ein sogenanntes ,elliptisches Integral
zweiter Gattung in Legendrescher Normalform® zu erhalten. Derartige Inte-
grale werden in den Formelsammlungen tabelliert.

4. Sei f : [a,b] — R eine stetig differenzierbare Funktion. Dann wird durch
a(t) = (¢, f(t)) ein glatter Weg in der Ebene gegeben (es ist o/(t) =
(1, f'(t))), dessen Spur der Graph von f ist. Man mache sich an diesem Bei-
spiel die Unterschiede zwischen Funktion, Funktionsgraph, Weg und Spur
eines Weges klar!! Es ist ||o/(¢)|| = /1 + f'(t)?, also

_ /b VI P d.

Im 2. Semester haben wir gelernt, dafl das Differential (also die totale Ableitung)
einer Funktion f : R" — R in einem Punkt x eine Linearform (df)y, auf dem R™
ist, gegeben durch

(df )xo (V) = V f(x0) @ v.

Die Differentiale dx; der Koordinatenfunktionen z; bilden in jedem Punkt des R"
eine Basis des Raumes L(R™ R) aller Linearformen auf dem R”, und man kann
schreiben:

of

(@) = 2 Geo) o+ + 2 o)

Dabei ist (dz;)(vy,...,v,) = v, furi=1,... n.

In der (multi)linearen Algebra haben wir jedem Vektor a € R” eine Linearform A,
auf dem R" zugeordnet: Ist a = (aq, ..., a,), so ist

Aa = ardxy + -+ a, dx,,.

Wir nennen einen solchen Ausdruck eine Differentialform der Dimension 1. Die
Physiker sprechen von einem ,kovarianten Vektor“. Obwohl der ,kontravariante
Vektor a und der kovariante Vektor A\, durch die gleichen Komponenten a4, ..., a,
beschrieben werden, mufl man zwischen ihnen unterscheiden. Bei einem Wechsel
des Koordinatensystems transformieren sich die Komponenten unterschiedlich.
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Wir wechseln jetzt von Vektoren zu Feldern. Sei G C R™ ein beliebiges Gebiet.
Fiir den Mathematiker ist ein Vektorfeld auf G eine Abbildung F' : G — R". Der
Physiker sieht dagegen ein Vektorfeld eher als eine Menge von Paaren (x, v), wobei
die Ortskomponente x € G jeweils den Angriffspunkt des Vektors und die zweite
Komponente v € R" Richtung und Lénge des Vektors beschreiben. Ist aber zu
jedem Punkt x € G genau so ein Paar (x,v) gegeben, so wird das Feld vollstéandig
durch die Zuordnung F : x — v beschrieben. Deshalb nennen wir jede solche
Abbildung F ein (kontravariantes) Vektorfeld.

Genauso kann man kovariante Vektorfelder oder 1-Formen auf GG definieren: Jedem
Punkt x € GG sei eine Differentialform

wx = a1(x)dxy + -+ - + a,(x) dx,,

zugeordnet. Die Abbildung w : x — wyx € L(R",R) nennen wir eine 1-Form (oder
ein kovariantes Feld) auf G. Das Feld heifit stetig, differenzierbar etc., wenn alle
Komponentenfunktionen aq, ..., a, es sind.

Da man in eine Differentialform im Punkt x noch einen Vektor einsetzen kann, ist
es sinnvoll, eine Differentialform auf einem Gebiet GG als eine Funktion mit zwei
Argumenten anzusehen:

w:GEGXxR" =R

ist gegeben durch w(x,v) = wy(v). Die Abbildung w ist linear im 2. Argument,
und man nennt sie stetig, differenzierbar etc., falls sie stetig, differenzierbar etc.
vom ersten Argument abhéngt.

Offensichtlich entsprechen sich Vektorfelder und 1-Formen eineindeutig. Zu jedem
Vektorfeld F' = (Fy, ..., F,) : G — R™ gehort die 1-Form
wp=Fdrxy+---+ F,dx, : G xR" = R,
mit
wr(x,v) = F(x) e V.

Umgekehrt erhdlt man aus jeder 1-Form w ein Vektorfeld F' = (F}, ..., F,) durch

Fi(x) = w(x,e), firi=1,... n.

Beispiel.

Ist f eine stetig differenzierbare Funktion auf GG, so kann man dort das Gra-
dientenfeld V f bilden, ein stetiges Vektorfeld. Ihm entspricht die 1-Form df
mit (df)(x,v) = Vf(x) ev. Fiir jedes x € G ist dann dfy das (totale) Diffe-
rential von f im Punkte x. Wéhrend jedoch jede Linearform als Differential
in einem Punkt aufgefasst werden kann (ist A : R™ — R selbst schon eine
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Linearform, so ist (d\)x = A, unabhingig vom Punkt x), so braucht eine
beliebige 1-Form durchaus kein totales Differential zu sein.

Das elektrische Feld E = (E1, Es, E3) ist eigentlich ein kovariantes Feld der
Form e = FE,dxy + Esdrs + E3dxs. Allerdings merkt man das erst unter
relativistischen Bedingungen. I.a. gibt es kein Potential fiir £, d.h. e = wg
ist kein totales Differential.

Ist v : [a,b] — R™ ein stetig differenzierbarer Weg, so konnen wir die Bogenlédngen-
funktion einfiihren:

t
o(t) == L(afay) = / |/ (7)|| dr, fiir a <t <b.

o(t) ist die Lénge des Weges zwischen dem Parameter a und dem Parameter t.
Also ist o(a) = 0 und o(b) = L(a). Weiter gilt:

o'(t) = |/ (B)], also do = o'(t) dt = ||o/(£)] dt.

Ist a ein glatter Weg, so ist o’(t) > 0, also o streng monoton wachsend und damit
eine Parameter-Transformation o : [a,b] — [0, L(a)]. Benutzt man & := a oo™ ?
als Parametrisierung, so sagt man, der Weg ist nach der Bogenlédnge parametri-
siert. Aus der Kettenregel ergibt sich sofort, dafl ||&/(s)|| = 1 ist. Die Geometrie
von Wegen 148t sich besonders einfach beschreiben, wenn man alle Wege nach der
Bogenlinge parametrisiert. Leider ist das nur eine theoretische Option. Wie wir
oben gesehen haben, lést sich schon der Ellipsenbogen nicht wirklich nach der Bo-
genldnge parametrisieren, denn dazu miifte man elliptische Integrale berechnen.

Das Differential do bezeichnet man als das Linienelement zu a.

Definition:

Ist B C R™ offen, « : [a,b] — B ein stetig differenzierbarer Integrationsweg und
f B — R eine stetige Funktion, so nennt man

[ 1= [ saoiaolar

das Kurvenintegral (1. Art) von f iiber a.

Man beachte, dafl f nur auf der Spur des Weges definiert sein mufl. Der Ausdruck
auf der linken Seite der Gleichung ist nur ein Symbol fiir die rechte Seite (es wird
also nicht f(x) tiber eine Variable o integriert, sondern f(a(t)) - ||&/(¢)] tiber die
Variable t). Anschaulich approximiert man das Integral durch Rechteck-Fléachen,
die sich als Produkt aus der Léange eines kleinen Wegstiickes und einem zugehérigen
Funktionswert von f ergeben.
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Eigenschaften des Kurvenintegrals 1. Art

Sei o : [a,b] — B C R"™ ein Integrationsweg.

1. /{fcl fitca- fo)d /f1d0+02 /deO'

fiir Funktionen fi, fo und Konstanten cy, cs.

2. Ist ¢ : [c,d] — [a,b] eine ,Parametertransformation®, so ist

/awfdo:/oéfda.

3. Es gilt die folgende Abschdtzung:

| / fdo| < suplf] - L)

BEWEIS: 1) ist trivial.
2) beweist man genauso wie den entsprechenden Satz {iber die Weglinge.

3) Die stetige Funktion foa nimmt auf [a, b] ein endliches Supremum an, also auch
f auf |a] = a([a, b]), und daher ist

[ rasl - /f Do ||dt\
/a Fat)] - o/(e)] dt

b
< sl / lo' @)l dt = suplf] - La).

lal

IN

Beispiel.

Sei a(t) := (cost,sint) fiir 0 < ¢t < 7 die Parametrisierung der oberen Hélfte
des Einheitskreises und f(z,y) := = + y. Dann ist

/fda = /Ow(cost—|—sint)H(—sin(t),cos(t))Hdt

= / (cost + sint) dt
0

— —((-)-1) =2

= (sint — cost)
0
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In der Praxis ist ein anderes Kurvenintegral wichtiger. Dazu betrachten wir ein phy-
sikalisches Problem: Ein Massenpunkt soll in einem Kraftfeld F langs eines glatten
Weges a bewegt werden. Die Arbeit, die bei der Bewegung verrichtet wird, hangt
nur von derjenigen Komponente der Kraft ab, die in Richtung des Tangentialvek-
tors an « zeigt. Diese Komponente ist an der Stelle «a(t) durch das Skalarprodukt
aus F(a(t)) und dem Tangenteneinheitsvektor To(t) = o (t)/||a/(t)|| gegeben. Die
Gesamt-Arbeit, die verrichtet wird, wenn der Massenpunkt entlang des ganzen
Weges o bewegt wird, ergibt sich durch Integration iiber F(«(t)) @ T,(t)do =
F(a(t)) e o/(t) dt.

Definition:

Sei B C R" offen, « : [a,b] — B ein stetig differenzierbarer Integrationsweg und
F : B — R" ein stetiges Vektorfeld. Dann nennt man

/aF o dx = /abF(oz(t)) o /(1) dt

das Kurvenintegral (2. Art) von F {iber a.

Das Kurvenintegral 1. Art ist ,orientierungsunabhéingig®“. Ganz anders liegen die
Dinge beim Kurvenintegral 2. Art. Wir benutzen folgende Schreibweise: Ist a ein
Integrationsweg, so soll —a den umgekehrt durchlaufenen Weg bezeichnen.

Eigenschaften des Kurvenintegrals 2. Art

1. /(Cl'F1+CQ'F2)OdX201'/

o

Fiedx+cy- / Fs o dx, fiir Vektorfelder

[03%
F.,Fy und Konstanten cq, cs.

2. Ist ¢ : [c,d] — [a,b] eine Parametertransformation mit ¢'(x) > 0 fir alle

x € [c,d], so z'st/ Fde:/Fodx.
op a

«

3. Es ist/ Fodx:—/Fodx.

4. FEs gilt die folgende Abschdtzung:

/F o dx| < sup|F| - L(c).
a ||
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BEWEIS: 1) ist trivial.

2) + 3): Ist ¢ : [¢,d] — Ja,b] eine beliebige Parameter-Transformation, so ist
(aop)(t) = a'(p(t)) - ¢'(t), also
d
| Feix = [Faonsaemioa
aOSO
w(d
= / o /(s)ds
(e

= sign(y’) - / F(a(s))ed/(s)ds = sign(gp’)-/Fodx.

a

Den umgekehrt durchlaufenen Weg erhélt man iiber die Parametertransformation
o(t) =a+b—tmit ¢(t) = —1.

4) Zur Abschétzung benotigt man die Schwarzsche Ungleichung;:
b
/ F(a(t)) e a/(t)dt

/Fodx‘ —
“ b

< [ [F(a(t) e o/(t)] dt

/ I Cat))] - o(e)] e

< sl / o (6)] e

= SUPHFH

lal

Beispiele.
1. Sein =2, F(z,y) := (cy,0), ¢ > 0, und a(t) := (cost, 1 + sint) auf [0, 27].

Dann ist
27
/Fodx _ / Fla(t)) e o/(t) dt
a 027r
= / (c(1 +sint),0) e (—sint, cost) dt
’ 2w
= —c~/ (sint +sin®t)dt = —cr.
0

FaBt man F als Stréomungsfeld auf, so mifit das Kurvenintegral {iber einen
Kreis die ,,Zirkulation“ der Strémung.
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2. Sein =3, a(t) := (cost,sint,0) (fir 0 <t < 27) und

—Y z ..
F(x,y,z) = (x2 et y2,0) fiirz? + y? # 0.

Das Vektorfeld ist uns schon im ersten Paragraphen begegnet, als eines, das
kein Gradientenfeld ist. Nun gilt:

2w
/F edx = / F(a(t)) e a/(t)dt
a 0
2m
= / (—sint,cost,0) e (—sint,cost,0)dt
0
2
= / (sin®t + cos®t) dt = 2.
0
Setzen wir dagegen 6(25) = (24 cost,sint,0), so ist

/Fodx =
B

CR(B() 0 B (1) dt

—sint 24 cost
544cost’ 5+ 4cost’

2” 1—1—2(:ost
5+4cost

1 2m
_ _./ . S
2 Jy 5+ 4cost

3 /2” dt
= T—=- —_—
2 Jo S5+4cost

1
Die Funktion ———— ist auf [0, 27| positiv und symmetrisch zur Geraden
5+ 4cost

t = m. Daher gilt mit der Substitution ¢(z) = 2arctan(z) und der Formel
cost = (1 —tan?(¢/2))/(1 + tan?(t/2)):

/2“ dt _2/7r dt
o D+dcost o o-+4cost

& 1 2
= 2 122 2d'r
0 5+4.1+:{:2 Ltz

4

B é /°° dx

9 Jo 1+ (x/3)2
1

O) o (—sint,cost,0)dt

I
\\\

2 0o
= 3 (arctan f) ‘
12 = 2
= —.— = —T.
9 2 3
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Also ist /FodX: 0.
B

Im ersten Fall haben wir iiber eine geschlossene Kurve um die Polstellenmenge
von F herum integriert, im zweiten Fall iiber eine geschlossene Kurve, die ganz
in der Menge U, liegt, innerhalb der F ein Gradientenfeld ist.

Hauptsatz iiber Kurvenintegrale

Sei G C R™ ein Gebiet (also eine offene zusammenhdingende Menge), und F ein
stetiges Vektorfeld auf G. Dann sind die folgenden Aussagen iiber ¥ dquivalent:

1. F st ein Gradientenfeld, d.h. es gibt eine stetig differenzierbare Funktion
fauf G, so daf ¥ =V [ ist.

2. Sind p und q Punkte in G, so hat das Kurvenintegral | F e dx fiir alle

Integrationswege o : [a,b] — G mit a(a) = p und a(b) = q den gleichen
Wert. (Das Integral ist wegunabhéngig ).

3. Ist a : a,b] — G ein geschlossener Integrationsweg, so ist

/Fodx—O.

/ (Vf) e dx = f(a(b) - fala)).

Insbesondere ist

BEWEIS:
(1) = (2): Ist F = V£, so gilt:

/Fodx =

und das hédngt nicht mehr von a ab.

Den Zusatz haben wir damit auch gleich bewiesen!
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(2) = (3): Ist a : [a,b] — G ein geschlossener Weg und p := a(a) = a(b), so
haben o und —a den gleichen Anfangs- und Endpunkt. Also ist

/FodX:/ FodX:—/Fodx,

und daher /F edx = 0.

(3) = (1): Wir setzen voraus, dal das Integral {iber jeden geschlossenen Weg
verschwindet, und wir miissen eine Funktion f mit V f = F konstruieren. Dazu sei
p € G ein fest gewéhlter Punkt. Ist x € G ein beliebiger anderer Punkt, so gibt
es einen stetigen Weg «, der p innerhalb von G mit x verbindet. Man kann diesen
Weg sogar als Streckenzug, also als Integrationsweg wihlen.

Wir setzen f(x) := / F e dx. Offensichtlich héngt diese Definition nicht von dem
Weg o ab. Es bleibt 21 zeigen, dafl Vf = F ist.

Sei xy € G beliebig und e; der i-te Einheitsvektor. Sei a ein Weg zwischen p und x,
sowie ; ein Weg von p nach x; := x( + te;. Zusammen mit der Verbindungsstrecke
o(s) := x¢ + se;, 0 < s < t, von x¢ nach x; erhélt man fiir jedes ¢t € [0, 1] einen
geschlossenen Weg, iiber den das Integral Null ergibt. Dann gilt:

0 X 1 €;
X0

f(xo+te;) — f(x0) = /Fodx—/Fodx a
7 «

F e dx
—Vt

t
F(xo + se;) e e; ds.

I
S—

p

Setzen wir g(s) := F(xq + se;) e e; = F;(xo + se;), so ist

F(x0 + tes) — f(xo) = / 4(s) ds,

und nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung gibt es ein ¢ = ¢(t) € [0, 1], so
daB gilt: f(xo + te;) — f(x0) = g(c) - (t — 0) = Fi(xo + ce;) - t, also

ﬁ(x ) = lim f(x0 +te;) — f(xo)
8$i 0/ t—0 t

= lim Fi(xo + c(t) - &) = Fi(%o)-

Damit ist alles gezeigt. "
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Definition:

Ist Vf =F, so nennt man f ein Potential fiir F.

Jetzt konnen wir das Beispiel

._ Y x
F(fﬂ,y,Z) T <x2+y2’x2+y2’0>

interpretieren. Auf U, (und genauso auf U_ ) besitzt F ein Potential, und deshalb
muf} dort das Integral iiber F und jeden geschlossenen Weg verschwinden.

Beséfle F sogar auf seinem ganzen Definitionsbereich ein Potential, so miifite auch
dort jedes Integral iiber einen geschlossenen Weg verschwinden. Wir haben aber
bereits einen Weg gefunden, auf den das nicht zutrifft. Also kann F kein globales
Gradientenfeld sein.

Zum Schluf} kehren wir zu unserer physikalischen Anwendung zuriick.

Auf dem R? sei ein Kraftfeld F gegeben. Ein Massenpunkt der Masse m bewege
sich in diesem Kraftfeld entlang eines Weges « : [a,b] — R3. Dann ist v(t) := o/(t)
der Geschwindigkeitsvektor des Teilchens zur Zeit t. Das Newtonsche Gesetz der
Bewegung besagt:

F(a(t)) =m - Vv'(t) fiir jeden Zeitpunkt .

Wenn man das Teilchen entlang o von p := a(a) nach q := «a(b) bewegt hat, so
betrigt die dabei geleistete Arbeit

/QFodx _ /abF(a(t))oa’(t)dt
_ /bm~v’(t)ov(t)dt

— %/ %[V(t)ov(t)] dt
b

= Slvorr|

m

= 2 IVO)E - Iv@l?]-

T(t) := % |v(t)|? ist die kinetische Energie des Teilchens zur Zeit ¢. Die geleistete

Arbeit ist also gerade die Anderung der kinetischen Energie.

Man nennt das Kraftfeld F konservativ, wenn es ein Potential besitzt: F = —VU.
In diesem Fall ist
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/F e dx = —[U(a(b)) — U(a(a))],

also T'(a) + U(a(a)) = T(b) + U(a(b)). Das bedeutet, daBl die Gesamtenergie
E(a(t)) == U(a(t)) +T'(t) bei der Bewegung des Teilchens konstant bleibt. Das ist
der Satz von der Erhaltung der Energie.

Zum Schlufl noch eine Bemerkung zu den kovarianten Feldern:

Schreiben wir formal dx = (dxy,...,dx,) und ist F = (Fy,..., F},) ein Vektorfeld,
so ist — ebenfalls formal —

Fedx=Fdx,+ -+ F,dz, = wp.

Deshalb konnen wir das Integral iiber eine 1-Form wg durch

/wp::/Fodx

definieren. Ist speziell w = df ein totales Differential, so ist

o=t - s,

Beispiel.

Ist F = (f,g) ein Vektorfeld auf einem Gebiet G C R? und o = (aq, ) :
la,b] — G ein Integrationsweg, so ist

b
[zt gin = [ (@@5(a(0) + aytla(e) i

Diese Schreibweise wird gerade bei Integralen in der Ebene héufig verwendet.
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§3 Das Riemann-Integral

Inhalt:

Quader und Partitionen, Jordansches Maf}, Jordan-Nullmengen, MefSbarkeits-Kriterien,
Obersummen und Untersummen, Riemannsches Integral, Integrationsregeln, Satz
von Fubini, Mittelwertsatz der Integralrechnung.

In diesem Abschnitt lernen wir den Jordan-Inhalt von Mengen im R"™ kennen und
erfahren, was Nullmengen sind und wie man das Volumen von Teilmengen des R?
berechnet. Auflerdem wird das Integral stark verallgemeinert, und es wird gezeigt,
wie n-dimensionale Integrale auf 1-dimensionale zuriickgefiihrt werden koénnen.

Unter einem (abgeschlossenen) Quader im R™ versteht man eine Menge der Gestalt

Q = [a1,b1] x ... X [an, by).

Wir setzen a := (ay, ...,a,) und b := (b1, ..., b,) und schreiben:
Q@ =CQ(a,b).
Dann ist v,(Q) := (by —ay) - ... - (b, — a,) das n-dimensionale Volumen von Q).

Eine Partition (oder Zerlegung) P; des Intervalls [a;, b;] ist eine Unterteilung

a; = t(()i) < tgi) <. < t,(fi) = b;.
Ist fiir jedes 4 eine solche Partition gegeben, so nennt man P = (Py,...,P,) eine
Partition des Quaders (). Anschaulich verstehen wir darunter einfach die Menge
aller Teilquader von @, die durch die Unterteilung der Kanten [a;, b;] entstehen.
(@)
t

Vi_l,t,(,?], 1 =1,...,n, so erhilt

Waihlt man zu jedem ¢ ein Teilintervall LS? = |

man den Teilquader Q,,,,. ., = ],SP X Lg) X ... X ],Si).

3
Q@13
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Nun wollen wir daran gehen, moglichst vielen Mengen ein Maf} zuzuordnen:

Sei X C R" eine beschriankte Menge. Dann gibt es einen abgeschlossenen Quader
)y, in dem X enthalten ist, und wir kénnen Partitionen P von )y betrachten.
Die Menge aller Teilquader @ von P mit Q N X # & ist eine endliche Menge
von Quadern, in deren Vereinigung X enthalten ist. Wir nennen so etwas eine
Quaderiberdeckung von X.

Wir setzen jetzt

(X, P) = Z%(Q)

und

v(X,P) = Z v, (Q).

Definition:
V4(X) := sup v (X, P) heiit inneres Maff von X,
P
v(X) = i%f v*(X,P) heiBt duferes Mafs von X.

Die Menge X heifit (Jordan-)mefsbar, falls v.(X) = v*(X) ist. Der gemeinsame
Wert heifit das n-dimensionale Jordan-Mafl oder der Inhalt von X und wird mit
v, (X) bezeichnet.

Bemerkung. Nur beschrinkte Mengen konnen Jordan-mef3bar sein. Man konnte
auf die Idee kommen, dafl Meflbarkeit und Mafl von dem zu Anfang gewéhlten
Quader )y abhidngen. Es 148t sich aber leicht zeigen, dafi das nicht der Fall ist.
Man kann z.B. den kleinsten Quader benutzen, in dem X enthalten ist.

Der gegebene Mefibarkeitsbegriff ist zwar recht anschaulich, aber man kann schlecht
damit rechnen. Wir wollen nun eine etwas handlichere Formulierung suchen:

Unter einer Quadersumme verstehen wir eine endliche Vereinigung von abgeschlos-
senen Quadern. Jede Quadersumme kann so in Teilquader zerlegt werden, dafl je
zwei verschiedene Teilquader héchstens Randpunkte gemeinsam haben.
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Ist eine Quadersumme S in dieser Art in Teilquader zerlegt, so gewinnt man das
Maf v, (S) als Summe der Mafle aller Teilquader. Auch hier kénnte man argwohnen,
da das Mafl von der Zerlegung abhéngt. Das ist aber nicht der Fall, wie man
leicht durch Ubergang von zwei verschiedenen Zerlegungen zu einer gemeinsamen
Verfeinerung sehen kann. Nun gilt:

1. Mef3barkeits-Kriterium

Die Menge M ist genau dann Jordan-mefbar, wenn gilt:

Zu jedem € > 0 gibt es Quadersummen S, T mit S C M C T und

U (T) — v, () < e.

Der BEWEIS ergibt sich aus einer genauen Analyse aller benutzten Begriffe.

Definition:

Eine Teilmenge Z C R™ heit eine (Jordan-)Nullmenge, wenn sie meBbar und
v (Z) = 0 ist.

Aus dem 1. MeBbarkeitskriterium folgt sofort:

Satz

Fine Teilmenge Z C R™ ist genau dann eine (Jordan-)Nullmenge, wenn es zu
jedem € > 0 endlich viele abgeschlossene Quader Qq,. .., Q.. gibt, so dafs gilt:

1. ZCQiU...UQ,,.

2. vp(Q1) + -+ v (Q) < €.
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Beispiele.

1. Da eine Nullmenge mef3bar ist, folgt sofort: Eine unbeschrinkte Menge kann
keine Jordan-Nullmenge sein.

2. Ist Q@ = Q(a,b) ein Quader im R"” und a; = by fiir ein k, so ist v,(Q) = 0
und damit @ eine Nullmenge. Man spricht in diesem Fall auch von einem
sentarteten” Quader.

Allgemeiner ist jede beschriankte Menge, die in einer (affinen) Hyperebene des
R"™ enthalten ist, eine n-dimensionale Nullmenge. Sie kann jedoch in einem
geeigneten niederdimensionalen Raum durchaus positives Volumen haben.

3. Ist Z = {x1,...,X,,} eine endliche Menge im R", so ist Z eine Nullmenge.

Man sieht das so: Ist € > 0 vorgegeben, so wihle man einfach Wiirfel mit
einer Seitenldnge < {/¢/m um die x;. Diese Wiirfel iiberdecken Z und haben
ein Gesamtvolumen < e.

4. Endliche Vereinigungen von Nullmengen sind wieder Nullmengen.

5. Ist @ € R™ ! ein Quader und f : Q — R stetig differenzierbar, so ist der
Graph Gy = {(x,t) € @ xR : t = f(x)} eine Jordan-Nullmenge im R".

Zum BEWEIS sei an den verallgemeinerten Mittelwertsatz erinnert: Ist C' :=
upg |V (). so st

|lf(b) — f(a)|| < C-|b—al, fir alle a,b € Q.

Wir brauchen nur diese Folgerung aus der stetigen Differenzierbarkeit, die
Funktion f heifit dann Lipschitz-stetig. Ist € > 0 vorgegeben, so kann man
eine Partition von () finden, so dafl fiir jeden Teilquader P dieser Partition
gilt: ||b —a|| < ¢/(C-v,-1(Q)) fiir a,b € P. Dann gibt es ein abgeschlossenes
Intervall I der Lange < § := ¢/v,-1(Q), so dal Gy N (P x R) C P x [ ist.
Weil v,(P x I) < vy_q(P) -0 und Y pv,-1(P) = v,1(Q) ist, folgt: Gy
ist in einer endlichen Vereinigung von Quadern mit einem Gesamtvolumen
< Up—1(Q) - § = ¢ enthalten.

6. Die Menge {x € R : 0 < z < 1 und z rational } ist keine Nullmenge in R,
obwohl sie nur abzéhlbar ist. Den direkten Beweis moge sich der interessierte

Leser selbst iiberlegen. Wir kommen auf dieses Beispiel spéter zuriick.

7. Teilmengen von Nullmengen sind wieder Nullmengen.

Mit etwas technischem Aufwand ergibt sich:
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2. Mef3barkeitskriterium

1. Eine Menge M C R"™ ist genau dann Jordan-meflbar, wenn M beschrdnkt
und OM eine Nullmenge ist.

2. Ist M Jordan-mef$bar, so sind auch ]\04 und M mefbar, und es ist

(e}

V(M) = v,(M) = v,(M).

Mef3barkeit von Durchschnitt und Vereinigung

Sind A, B Jordan-mefbare Mengen im R™, so sind auch ANB, AUB und A\ B
Jordan-mef$bar. Insbesondere gilt:

(AU B) = v,(A) + v,(B) — v, (AN B).

Auch der folgende Satz ist anschaulich klar, auf einen genauen Beweis verzichten
wir:

Mef3barkeit von Produktmengen

Ist A Jordan-mefbar im R™ und B Jordan-mefsbar im R™, so ist A x B Jordan-
meflbar im R"™  und es gilt:

Untm(A X B) = v,(A) - v (B).

Sei jetzt (Q C R™ ein Quader und f : ) — R eine beschrinkte Funktion.

Ist P eine Partition von @, so soll T € P bedeuten, dafl T einer der durch P
bestimmten Teilquader von () ist. Dann setzen wir

Su(f.P) = ) (inf f(x)) - va(T)
und  S,(f,P) = ngpf(x)-vn(T).
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S.(f,P) heiBt Untersumme von f zur Partition P, und S,(f, P) heifit Obersumme
von f zur Partition P. Genau solche Summen haben wir auch beim 1-dimensionalen
Integral iiber stetige Funktionen betrachtet.

Definition:

Eine beschrénkte Funktion f : @ — R heifit (im Riemannschen Sinne) integrier-
bar, wenn gilt:

sup{S.(f,P) : P Partition von Q} = inf{S,(f,P) : P Partition von Q}.

Den gemeinsamen Wert nennen wir das (Riemannsche) Integral von f iiber @,
und wir benutzen dafiir das Symbol

/Q F(x) Vi

Beispiel.

Sei f(x) = c auf @ eine konstante Funktion. Dann ist inf7 f(x) = sup, f(x) =
c fiir alle Teilquader T von Q.

Fiir eine Partition P von (@ ist also
Su(£,P) = c-va(T) = c-v,(Q) und So(f,P) = Y e+ va(T) = ¢ v,(Q)
TeP TeP

Damit ist f iiber @) integrierbar und

/ F) AVl = ¢ u,(Q).
Q

Das ist das Ergebnis, das wir erwarten. Das Integral ist der Inhalt des Quaders
im R™*! der iiber Q liegt und die Hohe ¢ hat.

Héufig hat man es mit Funktionen zu tun, deren Definitionsbereich kein Quader
ist. Dann geht man folgendermaflen vor:

Sei f : R" — R eine (beliebige) Funktion. Unter dem Trdger von f versteht man
die Menge

Tr(f) = {x e R" : f(x) # 0}.
Ist Tr(f) eine beschréankte (und damit kompakte) Menge, so sagt man: f ist eine
Funktion mit kompaktem Trager.
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Beispiel.

f(z,y) := max(0,1 — 22 — y?) ist eine Funktion mit kompaktem Triger, der
Trager ist der Einheitskreis.

Sei f : R™ — R eine Funktion mit kompaktem Trager, Q) ein Quader mit Tr(f) C Q.
Ist f|o integrierbar, so heifit auch f selbst integrierbar, und man setzt

[ reavi = /Q (f1Q) (x) dV.

Nun sei M C R"™ eine (beschriankte) Jordan-mefbare Teilmenge. Eine Funktion
f M — R heifit integrierbar, falls die trivial fortgesetzte Funktion

~ | flx) fallsxe M
1) = { 0  sonst

integrierbar ist. Man setzt dann /f(x) dV, = /f(x) dV,.

M

Integrierbarkeits-Kriterium

Sei Q) ein (abgeschlossener) Quader, f : Q — R eine Funktion, die aufferhalb
einer Jordan-Nullmenge stetig ist. Dann ist f (iber Q) integrierbar.

Dieser Satz ist eine Verallgemeinerung der Aussage, dal eine stiickweise stetige
Funktion auf einem abgeschlossenen Intervall integrierbar ist. Allerdings ist die
Aussage hier etwas allgemeiner: Eine Teilmenge eines abgeschlossenen Intervalls
in R ist genau dann eine Nullmenge, wenn sie hochstens endlich viele Haufungs-
punkte hat. Sie darf demnach aber eine unendliche Menge sein. Unendlich viele
Unstetigkeitsstellen hatten wir bisher nicht zugelassen.

Den BEWEIS der obigen Aussage kénnen wir hier nicht erbringen.

Folgerung

Ist M C R™ Jordan-meflbar und f: M — R stetig, so ist f tiiber M integrierbar.

BEWEIS: M ist beschréinkt, liegt also in einem abgeschlossenen Quader (). Der
Rand OM C (@ ist eine Nullmenge, und die triviale Fortsetzung f ist auf den

o

Mengen M und @ \ M stetig, also iiber ) integrierbar. Damit ist auch f iiber M
integrierbar. "
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Integrationsregeln

Sei M C R™ Jordan-mef$bar.

1. Sind f und g tber M integrierbar, so auch ¢y - f + co - g, und es gilt:
/ (c1- f(xX)+c2-9(x))dV, =c1 - / f(x)dV, + ¢y - / g9(x) dV,.
M M M
2. Sind f und g iber M integrierbar und ist f < g auf M, so ist

/M F(x) v, < /M g(x) dV.

3. Mit f ist auch |f| dber M integrierbar, und es gilt:

[ v,

4. Sei f auf M integrierbar und N C M Jordan-mef$bar. Dann ist f auch
tiber N integrierbar.

< / F()]dVi, < supl ] - va(M).
M M

Ist N eine Jordan-Nullmenge, so ist / f(x)dV, =0.
N

5. Set M = AUB, mit ANB = &. Sind beide Mengen Jordan-mefsbar, so ist
f: M — R genau dann integrierbar, wenn f|4 und f|p integrierbar sind,
und dann ist

/M F(x)dV, = /A F(x)dV, + /B F(x) V.

Die meisten Beweise sind einfach. Hier sind nur ein paar Bemerkungen zu (3): Fiir
eine beliebige Funktion f setzen wir f* := max(f,0) und f~ := max(—f,0). Dann
sind f©, f~ >0, undesist f=f*— f~und |f| = f* + f~. AuBerdem gilt:

Sulf,P) < Su(f7,P) < So(f7,P) < So( £, P).

Daraus folgt, dal mit f auch f7 integrierbar ist. Die Anwendung auf —f ergibt
die Integrierbarkeit von f~ und damit schlieBlich auch die von |f].

Nun kommen wir zu dem Satz, der die praktische Berechnung von Integralen erst
moglich macht:
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Satz von Fubini (fiir Riemann-Integrale)

Seien P C RP und ) C RY abgeschlossene Quader, f : P x () — R eine inte-
grierbare Funktion. Fir x € P sei fy : Q — R definiert durch fx(y) = f(X,y)-
Wenn fx fiir alle x € P integrierbar ist, dann ist auch die Funktion

X — / fx(y)dV,
Q
integrierbar, und es ist

[ eV, = /(/fxy dV)

Fiir p = ¢ = 1 und stetiges f haben wir den Satz schon bewiesen. Der allgemeine
Fall ist technisch erheblich aufwendiger zu zeigen. Wir verzichten auf den Beweis
und beschrénken uns auf einige Anmerkungen:

1. Der Satz bleibt natiirlich richtig, wenn man die Rollen von x und y vertauscht.
Unter den Voraussetzungen des Satzes gilt also:

/P(/Qf(x,y)dv;) dv;,:/Q(/Pf(X’y)de) av,

2. Es kann vorkommen, dafl f, nicht fiir alle x € P integrierbar ist. Man kann
aber zeigen, daf§ die Ausnahmepunkte eine Jordan-Nullmenge bilden, und
dafl die Funktionen

x — U(fx) = sup{Su(fx,P) : P Partition von Q}
und  x+— O(fx) = inf{S,(fx,P) : P Partition von Q}

auf P integrierbar sind. Es gilt dann:

/PU(fx) dvpz/PO(fx) dv, = ; Qf(x,y) AVpig-

Fiir alle Punkte x auflerhalb einer Nullmenge N C P ist

U(fx) = O(fx) = /Q fuy) dV,

Durch sukzessive Anwendung des Satzes von Fubini ergibt sich:
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Folgerung

Ist Q = [a1,b1] X [ag, ba] X ... X [an,by] und f:Q — R stetig, so ist

by by
/f )dV, = / / fx1,29,...,x) dxydes . .. dxy,.

Dabei kommt es nicht auf die Reihenfolge der Integrationen an.

Ist f : [a,b] — R stetig, so ist f integrierbar und f[a . r)dVy = f f(z)dz, das
ergibt sich aus dem Existenzbeweis fiir Stammfunktionen stetiger Funktionen (vgl.
Mathematik 1). Leider haben wir nicht immer nur mit stetigen Funktionen zu tun.

Satz (iiber die Integrierbarkeit in einer Verinderlichen)

Sei [ : [a,b] — R stickweise stetig (d.h. stetig bis auf hochstens endlich viele
Sprungstellen). Dann ist f integrierbar und

b
Wﬂ@%zlﬂmm

Bewels:  Nach Voraussetzung ist f auf dem ,,Quader [a, b] definiert und aufler-
halb einer Nullmenge stetig, also integrierbar. Sei nun a =ty <t; < ... <t, =b
und f|,_, +,) stetig, fiir alle i. Dann ist

Fla) Vi — 2/ s =3 [ = [
- >y a

[a,]

Jetzt wollen wir die Verbindung zwischen Integration und Volumenmessung her-
stellen:

Definition:

Ist M C R"™ eine Teilmenge, so heifit die durch

1 fallsxe M
0 sonst

car(x) == {

definierte Funktion ¢p; : R™ — R die charakteristische Funktion von M.
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Ist die Menge M beschréinkt, so ist ¢, eine Funktion mit kompaktem Trager. Auf

den offenen Mengen M und R" \ M ist c); konstant und daher stetig. In den
Punkten von OM ist ¢y, dagegen zwangslaufig unstetig.

Zusammenhang zwischen Mef3barkeit und
Integrierbarkeit

Fine Teilmenge M C R™ ist genau dann Jordan-mefbar, wenn die charakteristi-
sche Funktion cyr integrierbar ist, und dann ist

/ ent(x) dVy = vn (M),

BEWwEISs: Ist M mefBbar, so ist M beschrankt und OM eine Nullmenge. Dann ist
¢y eine Funktion mit kompaktem Trager, die aulerhalb der Nullmenge OM stetig
und damit integrierbar ist.

Wird umgekehrt vorausgesetzt, dafl c),; integrierbar ist, so mufi M in einem Qua-
der @ enthalten sein, und U(cy) = Ofcp). Es ist aber Sy(ca, P) = v (M, P)
und S,(cpr, P) = v*(M,P) fiir jede Partition P. Also ist v, (M) = v (M) =
/CM(X) dv,. .
Q

Beispiel.

Sei () C R™ ein abgeschlossener Quader und f : () — R stetig differenzierbar
und positiv, sowie

M ={(xt)cQ xR :0<t< f(x)}

Es gibt ein k, so dafi f(x) < k fiir alle x € @ ist. Da Gy eine Jordan-
Nullmenge ist, ist M := M/ Jordan-meBbar und damit die charakteristische
Funktion ¢, integrierbar. Auflerdem ist

1 fiir 0 <t < f(x)
0 sonst

(easlt) = {

fur alle x € @ integrierbar iiber I = [0, k]. Damit sind alle Voraussetzungen
des Satzes von Fubini erfiillt, und es folgt:

o (M) = /Q ) Vo = / ( /1 cM(x,t)dt> qv,,

Q
-/ ( / dt) . = [ s,
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Also stimmt das Integral von f iiber () mit dem Volumen der , Ordinaten-
menge“ M/ unter dem Graphen von f iiberein.

Mittelwertsatz der Integralrechnung

Sei K C R™ eine meflbare kompakte und konvexe Menge (z.B. ein abgeschlossener
Quader). Ist f stetig auf K, so gibt es ein & € K mit

/K (%) AV, = F(€) - va(K).

BEwEIs: Da K kompakt und f stetig ist, gibt es Punkte x;,x; € K, so daf
m = f(x1) = ming f und M := f(x3) = maxy ist. Dann ist m < f < M und
daher

m-vn(K)S/ f(x)dV,, < M -v,(K).

Jetzt sei g(t ) = f(x1 + t(x2 — x1)) - v,(K). Dann ist g stetig auf [0, 1], ¢g(0)
m - v,(K) und g(1) = M - v,(K). Nach dem Zwischenwertsatz gibt es ein ¢ € [0, 1]
)dv;

mit g(c) = / f(x Wir setzen & := x; + ¢(x2 — x1). .



38 KAPITEL 9 MEHRFACHE INTEGRALE

§4 Integrationsmethoden

Inhalt:

Integration iiber Normalbereiche, Prinzip von Cavalieri, Volumenberechnungen, die
Transformationsformel, Integralberechnungen mit Polar- und Zylinderkoordinaten.

Wir wollen jetzt verschiedene Verfahren zur praktischen Berechnung von Integralen
und Inhalten kennenlernen.

Definition:

Sei @ C R™ ein (abgeschlossener) Quader. Ein Normalbereich tiber @) ist eine
Menge der Gestalt

B={(x,t) € QxR : p(x) <t<x)}

wobei ¢, : Q — R zwei stetige Funktionen sind, mit p(x) < ¢(x) fir x € Q.

Ein Normalbereich im obigen Sinne ist eine Jordan-meBbare Menge im R"*!. Fiir
stetig differenzierbare Funktionen ¢ und v ist das im vorigen Paragraphen mehr
oder weniger bewiesen worden. Sind die begrenzenden Funktionen nur stetig, so
braucht man zusétzlich die Aussage, dafl der Graph einer stetigen Funktion auf
einem Quader eine Jordan-Nullmenge ist. Den Beweis dafiir konnen wir hier mit
unseren Mitteln nicht erbringen.

Integration iiber Normalbereiche

Sei B={(x,t) € Q@ xR : p(x) <t <(x)} ein Normalbereich und f : B — R
integrierbar. Auflerdem sei fiir jedes x € Q) die Funktion fyx tiber dem Intervall
[p(x), 1 (x)] integrierbar. Dann ist

[~ [ ([ soena) av

BeweEls: Es gibt ein abgeschlossenes Intervall I = [a,b], so daB a < ¢(x) <
P(x) < b fiir alle x € @ gilt. Der Normalbereich B ist dann in dem Quader
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P = (Q x I C R""! enthalten. Dafl f iiber B integrierbar ist, bedeutet, da f - cp
iiber P integrierbar ist. Weiter ist

(f - eo)x(t) = F(x,1) - calx,t) = { Jx(t) - auf [p(x), ()]

0 sonst

nach Voraussetzung fiir jedes x € @ iiber I integrierbar (als triviale Fortsetzung
einer integrierbaren Funktion).

Der Satz von Fubini liefert nun:

f(x,t)dV, = f(x,t)dt) dV, = MX)f(x,t) dt ) dv,.
B Q \JI Q \Vv(x)

Bemerkung. Die an f gestellten Forderungen sind natiirlich erfiillt, wenn f
stetig ist.

Wir wollen einige Spezialfiille betrachten.

Eine Menge B C R? ist ein Normalbereich iiber der x-Achse, wenn es ein Intervall
[a, b] und stetige Funktionen ¢, : [a,b] — R (mit p(z) < ¢(x) fir alle z € [a, b] )
gibt, so daf} gilt:

B={(r.y) €R?[a <z <bund pz) <y < ().

Eine Menge B C R? ist ein Normalbereich iiber der y-Achse, wenn es ein Intervall
[c, d] und stetige Funktionen r,s : [¢,d] — R (mit r(y) < s(y) fir alle y € [¢,d])
gibt, so daf} gilt:

B={(z,y) €eR?* | r(y) <z < s(y)und c < y < d}.

2

Normalbereich bzgl. d. x-Achse Normalbereich bzgl. d. y-Achse
Ist f: B — R stetig, so gilt:

a) Ist B Normalbereich beziiglich der x-Achse, so ist

/B F(x) dV; = / b / ?:)f(af,y) dy dz.
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b) Ist B Normalbereich beziiglich der y-Achse, so ist
d rs(y)
[ravi= [ [ g deay
B c r(y)

Ein stiickweise glatter stetiger Weg « : [a,b] — R™ heifit einfach geschlossen, falls
« geschlossen und auf [a,b) injektiv ist. Ist B C R? eine beliebige beschrinkte
Teilmenge, deren Rand ein einfach geschlossener stiickweise glatter stetiger Weg
ist, so kann man B durch endlich viele achsenparallele Schnitte in Normalbereiche
zerlegen und somit jede stetige Funktion iiber B integrieren.

Beispiele.
1. Sei B derjenige Teil der Ellipsenfliche mit den Halbachsen a und b, der im

rechten oberen Quadranten liegt. Es soll das Integral / xy dVs berechnet

B
werden.

Der Rand von B ist durch die Gleichungen
22 2
¥+b—2:1, r=0undy =0

gegeben. Offensichtlich ist B ein Normalbereich beziiglich der x-Achse.

b y =0by/1— (22/a?)

Dann ist

a pby/1—(z2/a?)
/ xydVy = / / xy dy dx
B o Jo
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2. Sei () :=2? und ¢(z) := 2 4 322, Dann ist
p(=2) = ¢(=2) = 4 und ¢(2) = ¥(2) = 4,
und fiir |z] < 2 ist 2 < 4, also ¢(2) — ¢(x) = 2 — 32 > 0. Daher ist
B:={(z,y) eR*| 2 <z <2und p(z) <y < (x)}

ein Normalbereich iiber der x-Achse.

Ist @ = [—2,2] x [0,4], so ist die Flache von B gegeben durch

2 2+(22/2)
/cB<x,y>dv2 _ // dy dz
Q -2 Jx?
2 J}Q
= 2— —)d
/_2< y)de

Ein Normalbereich iiber der xy-Ebene im R3 ist eine Menge der Gestalt

B={(z,y,2) € R3 . (z,y) € Q@ und p(z,y) < z < Y(z,y)},

wobei Q C R? ein Quader ist und ¢, : Q — R zwei stetige Funktionen sind. Fiir
eine stetige Funktion f auf B gilt:

P(2,y)
' I dVs = , Y, d dVs.
fresme ([ om)
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Beispiel.

Sei B die Menge im R3, die durch die Flichen x =y, z =0und 2 + 2z = 1
begrenzt wird. Wir wollen ihr Volumen berechnen. Dazu miissen wir sie erst
einmal besser beschreiben. Wir haben folgende Bedingungen:

0<z<1l—2z und y2§x§1—z.

Daraus folgt, daf§ > < x < 1, also —1 < y < 1 ist. Somit kénnen wir
schreiben:

B={(r,y,2) : -1<y<1,y*<z<1lund0<z<1-—a}
Das ist kein Normalbereich, aber eine Teilmenge des Normalbereichs
By :={(z,y,2) :0<2<1, -1<y<lund0<z<1-2za}

(iiber @ = [0,1] x [—1,1]). Um das Volumen von B zu berechnen, reicht es,
die Funktion cp iiber den Normalbereich By zu integrieren.

Fir (z,y) e M :={(z,y) : -1<y<lund y* <z <1}und 0<2<1—x
ist cp(x,y, z) = 1, sonst = 0. Dabei ist M ein Normalbereich iiber der y-Achse
(iiber dem Intervall [—1,1]). Damit ergibt sich:

'U3(B) = / CB(x7y72) d‘/fﬂ
By

_ /Q</Ol_ch(a:,y,z)dz) av,
e

1
1 2 14
= - Zyhd
1(2 y+2y)y
IS S PR BT
= QU-gv+v) |,
2 1
_ 2. 1_ 8
375 15

Wir wollen jetzt die Substitutionsregel auf mehrfache Integrale verallgemeinern.
Zur Erinnerung: Ist ¢ : [c,d] — a,b] eine Parametertransformation (also eine
surjektive streng monotone und stetig differenzierbare Abbildung), so ist
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[ e = / f:)d) F(x)d.
/ Pl (6)] dt = / e

Durch die Einfiithrung der Betragstriche wird vermieden, dafl die Integrationsrich-
tung umgekehrt werden mu#f.

also

Sel nun
P = [Cthl] X [a2,b2] X . X [an,bn]
und @ = [er,di] X [ea,do] X ... X [cp, dy).
AuBerdem seien ; : [¢;, d;] — [a;, b;] Parametertransformationen, i = 1,...,n.

Ist ¢; streng monoton wachsend, so ist ¢;(¢;) = a; und p;(d;) = b;, andernfalls ist
wi(c;) = b; und ¢;(d;) = a;. Setzen wir

F<x17 s an) = (@1(1‘1)7 s 7§0n<xn))7
so ist dies eine umkehrbar stetig differenzierbare Abbildung mit
Aln) 0
Jp(xy, ... x,) = : :
0 e (@)
Daher folgt fiir eine stetige Funktion f auf P:

bn 1
/f ) dV,, / fyl,...,yn)dyl...dyn

dn 1
= [T [ e e @ e da
- / FFX)) - |det J(x)] V.
Beispiele.
1. Ist a=(ay, ...,a,) € R" ein fester Vektor, so wird durch

Ta(x) =x+a=(x;+ay,...,x,+a,)
die Translation T}, : R™ — R" definiert. Es ist

1 - 0
det Jp, (x) =det | : Sl =1
0 --- 1

Ist @ C R" ein Quader, so bezeichnen wir mit a 4+ () den um den Vektor a
verschobenen Quader.
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Offensichtlich gilt fiir eine stetige Funktion f auf a+ @ :

f(x)an:/Qf(era)an.

a+@Q

Insbesondere ist v,(a + Q) = v,(Q) (man setze f(x) = 1), und daher auch
vp(a+ M) = v, (M) fiir jede meSbare Menge M (denn man kann M durch
Quadersummen und a+ M durch entsprechend verschobene Quadersummen
gleichen Inhaltes approximieren). Man spricht von der Translationsinvarianz
des Integrals.

. Seir > 0und H.(z1,...,2,) := (ray,...,rx,). Das ist die Streckung (,,Ho-
mothetie*) um den Faktor r. Offensichtlich ist

[ IV = /Q F(r%) v,

und speziell v, (r - M) = r"™ - v, (M) fiir jede Jordan-mebare Menge M.

Prinzip von Cavalieri

Sei K C R Jordan-meflbar, und fiir jedes t € R sei der ,Schnitt®

K, ={xeR": (x,t) € K}

leer oder wieder eine Jordan-mefbare Menge.

Ist die Menge {t € R | K; nicht leer } in dem Intervall a,b] enthalten, so ist die
durch t — v, (K,) definierte Funktion tber |a,b] integrierbar, und es gilt:

vnis () = / " o) dt
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BEwEIS: Esist x € K; <= (x,t) € K. Daher gilt fiir die charakteristischen

Funktionen:
cx(x,t) = ck, (x), fiir (x,t) € R™M,

Weil K Jordan-mefbar ist, gibt es einen Quader @ C R”, so dal K C @ X [a,b]
ist, und die charakteristische Funktion c ist tiber @ X [a, b] integrierbar.

Weil aulerdem die Mengen K fiir jedes t € [a, b] meBbare Teilmengen des R" sind,
ist fiir jedes solche t die durch

(cx)e(x) := ek (x,t)

definierte Funktion (ck); integrierbar. Damit sind alle Voraussetzungen des Satzes
von Fubini erfiillt, und es gilt:

Die Funktion ¢ — /(CK)t<X) dV,, = v, (K}) ist integrierbar iiber [a, b], und es gilt:
Q

v () = /Q RO o = / b ( /Q (e )e(x) an) it — / " o) dt.

Beispiele.

1. Sei B C R? eine Jordan-mefbare Menge und » > 0. Dann nennt man die
Menge
C:={((1=XNx,A\h) |[x€eBund 0 <A< 1}

den Kegel iiber der Grundfliche B mit der Spitze in (0,h). Man beachte,
daB durch A\ — ((1 — \)x, Ah) die Verbindungsstrecke von (x,0) und (0, k)

parametrisiert wird.
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=

C ist beschrinkt, und man kann nachweisen, daB dC eine Nullmenge ist!.
Also ist C' Jordan-meBbar, und fiir ¢ € [0, h] ist

C, = {xeR?|(x,t)€C}
= {xeR?*| 3N [0,1],y € Bmit (1 - Ny =xund \h =t}

t t
= {xeR?| EIyEBmitX:(l—E)y}:(1_E).B'

Dann ist

h h
vs(C) = /ng(Ct)dt:/O vg((l—%)-B)dt

= 1}2(3)-(—h)-/1 x* dx
1
- vg(B)-h-g‘O:§-vg(B)-h.

2. Wir konnen jetzt auch das Volumen einer Kugel ausrechnen:

Allgemein ist v3(B,(0)) = r* - v3(B;(0)). Wir miissen also nur das Volumen
der Einheitskugel bestimmen:

Im Raum mit den Koordinaten z,y,t ist

B %] falls |¢t| > 1
(B1(0)), = { B,(0) C R? falls |t| <1,

'Das liegt daran, da8 B eine Nullmenge im R? ist und der Kegel eine endliche Hohe hat. So
lassen sich Quaderiiberdeckungen mit beliebig kleinem Gesamtvolumen konstruieren
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wobei a? + t? = 1 ist, also t 1 \
a=+1-—1t2

Alsoist  vs(Bi(0)) = / va(B.s—s(0)) di

= T (@-3)
2

4
= 7T(2—§) = gﬂ'.

3. Leicht 1&8t sich nun auch das Volumen von Rotationskorpern bestimmen: Es
seien zwei stetige Funktionen f, g auf [a, b] gegeben, mit 0 < g < f. Dann ist

R:={(z,y,2) R’ | g(2) < 2" +y* < f(2), 2 € [a, 1]}

der Rotationskorper, der entsteht, wenn man den durch g und f bestimmten
Normalbereich um die z—Achse rotieren 1a3t.

Behauptung: v3(R) = 7 - / (f(2)* = g(2)?) d=.

Zum BEWEIS geniigt es, den Fall g(z) = 0 zu betrachten. Dann ist aber

vs(R) — / vo(Ry) dt
= / v2(By1)(0)) dt

ab
= f(t)*mdt.

a

Wir kommen jetzt zuriick zur verallgemeinerten Substitutionsregel. Sie soll noch
weiter verallgemeinert werden. Wir beginnen mit linearen Transformationen
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L:R* — R"

Ist {21, cee En} die Standardbasis des R", so wird L gerade durch diejenige Matrix
A beschrieben, die aus den Spalten

aq = L(gl), ey Qo = L(Zn)

gebildet wird. Wir schreiben dann auch: L = L. Es ist det A = 0 genau dann,
wenn die Vektoren ay, ..., a, linear abhéngig sind. Da diese Vektoren das Bild von
L aufspannen, liegt Im(L) dann in einer Hyperebene. Ist K C R™ eine kompakte
Menge, so ist L(K') ebenfalls kompakt und damit beschréankt. Das liefert folgendes
Ergebnis:

Satz (Bilder mef3ibarer Mengen unter singuléren linearen
Abbildungen)

Ist K C R" eine kompakte Jordan-mefibare Menge und L = Ly : R® — R"™ eine
lineare Abbildung mit det(A) = 0, so ist L(K) eine Jordan-Nullmenge.

Bevor wir jetzt zu regulédren linearen Abbildungen iibergehen, betrachten wir stetig
differenzierbare Abbildungen F : R” — R" vom Typ

F(zy,...,xn) = (g(x1, ..., 20), Ty o oo, Tyy).

Sie sollen primitive Abbildungen genannt werden. Es ist offensichtlich

dg dg
— 0 1 0 - 22
det Jp(x) = det : ) : = o (x).
0 1

Ist 6—g(xo) # 0, so ist F' in x ein lokaler Diffeomorphismus.
T

Beispiel.
Ist A # 0 eine reelle Zahl und 7 # 1, so nennt man die Abbildung
Ei7)\(l'1, Ce ,Jin) = ([L’l + )\l’i,l’z, R ,ZL‘n)

eine Scherung. Diese primitive Abbildung ist sogar linear, und weil det(E; ») =
1 ist, ist F; 5 ein Isomorphismus. Die Umkehrabbildung ist F; _», also wieder
eine Scherung.
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Beim Gaufiverfahren werden solche Scherungen simultan auf alle Spalten der
untersuchten Matrix angewandt (i.a. wird ein Vielfaches der i-ten Zeile zur
j-ten Zeile addiert, wobei ¢ # j sein muf}), dabei dndern sich Rang und De-
terminante nicht. Ist A die Ausgangsmatrix und S die Matrix einer Scherung,
so ist S - A die umgeformte Matrix.

Transformationsformel fiir primitive Abbildungen

Sei G C R"™ ein Jordan-meflbares Gebiet, F' : G — R™ primitiv und injektiv,
sowie det Jp(x) # 0 fiir alle x € G. Ist f eine stetige Funktion mit kompaktem
Trager in F(G), so hat auch f o F einen kompakten Triger in G, und es ist

/ Fly)dV, /f ))[det Ji ()] V.

BEWEIS:  Aus den Voraussetzungen folgt: F'(G) ist wieder ein Gebiet und F' :
G — F(G) ist ein Diffeomorphismus. Da die Abbildung F~' insbesondere stetig
ist, ist Tr(f o F) = F~Y(Tr(f)) kompakt. Weil G mefibar ist, trifft dies auch auf
F(G) zu (auf die genauen Beweise miissen wir hier verzichten). Die Integrationen
konnen jeweils tiber Quadern durchgefiihrt werden, die den Tréger enthalten. Dabei
mufl f durch die triviale Fortsetzung f ersetzt werden.

Sei F(z1,...,x,) = (g(x1,...,2,), T2, ..., 2,), sowie G C Q = [a,b] X @,_1 und
Tr(f) € P = [¢,d] X Q,—1. Dann gilt mit Fubini und der Substitutionsregel in einer
Verdnderlichen:

/F I = /P Fly)av,
_ /Q ( C fyl,yz,...,yn)dy1> Vi1

_ /(/f o )8g()’d:c1) Vi,

_ /f ))ldet Jw(x)] dV,

- /f ))|det J(x)] V.

Dabei ist zu beachten, dal {z : (x1,29,...,2,) € G} bei festem (za,...,x,) i.a.
aus mehreren disjunkten offenen Intervallen besteht. Die Substitutionsregel kann
nur auf diesen Intervallen angewandt werden (anderswo ist g nicht definiert und
erst recht nicht differenzierbar), das Ergebnis sieht dann aber wie oben aus, denn

]?o F verschwindet auflerhalb der Intervalle. "
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Der Satz bleibt auch richtig, wenn g an einer anderen Stelle steht. Die Transfor-
mationsformel gilt also insbesondere fiir alle Scherungen. Sie gilt auch fiir Permu-
tationsabbildungen

F(z1,...,20) = (To(1), - - -1 Tom)), (0 € Sp),
das folgt sofort aus dem Satz von Fubini. Und sie gilt fiir Abbildungen der Form
F(LEl, Ce ,Sl','n) = ()\11'1, cey )\nxn),

das haben wir weiter oben schon bewiesen.

Hilfssatz

Gilt die Transformationsformel fir zwei Abbildungen Fy und F,, so gilt sie auch
fl.l:T’ Fl o Fg.

BEwEIs: Es ist

/ f(@)dv, = / F(FA(y))ldet T ()] 4V,
FloFy(G) F

2(G)
- /G F(E (Fa()))|det Ji (Fy(x))] - [det Jp, (x)] dV,

_ /G F(F1 0 Fy(x))|det Jr, (Fy(x)) - det T (x)] Vi,
— /Gf(F1 o Fy(x))|det (Jp, (Fa(x)) - Jp,(x))] dV,

_ /G F(Fy 0 Fy(x))|det (Jg,om (x))] V.

Ist nun L = L4 : R® — R" eine regulére lineare Abbildung, so gibt es Matrizen S,
D und P mit folgenden Eigenschaften:

1. S ist die Matrix einer Verkniipfung von Scherungen.
2. D ist eine Diagonalmatrix.

3. P ist eine Permutationsmatrix.

4. Esist A=S-D-P.

Tatséchlich ist das nichts anderes als eine Ubersetzung des GauB-Verfahrens in die
Spache der Matrizen. Wir haben oben schon gesehen, daf§ die Multiplikation von
links mit einer Scherungs-Matrix einer elementaren Zeilenoperation entspricht. Die
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Multiplikation von rechts mit einer Permutationsmatrix ergibt eine Vertauschung
der Spalten. Mit beiden Operationen zusammen kann man A in eine Diagonalma-
trix verwandeln.

Aus der Zerlegung der Matrix und den vorher bewiesenen Sétzen folgt nun, dafl die
Transformationsformel fiir jede lineare Abbildung gilt. Dabei sei ohne Beweis an-
gemerkt, dafl die Funktion f nicht unbedingt eine stetige Funktion mit kompaktem
Tréger zu sein braucht. Es reicht, daf sie integrierbar ist. Insbesondere folgt:

Verhalten des Volumens unter linearen Transformationen

Ist M C R™ eine kompakte Jordan-mefbare Menge und L = Ly : R* — R”
linear, so ist v,(L(M)) = |det A| - v,(M).

Fiir linear unabhéngige Vektoren ay,...,a, im R” nennt man
P(al,...,an) = {/\1a1—|—---)\nan | OS)\z S 1 fUI‘Z:]_,,TL}

das von den Vektoren aufgespannte Parallelotop. Im Falle n = 2 ergibt sich ein
Parallelogramm, im Falle n = 3 ein ,Spat“. Da P(ay,...,a,) das Bild des Ein-
heitswiirfels unter L ist, folgt:

—

vn(P(ay, ..., a,)) = |det(ay, ..., ay)l.

Diese Formel hatten wir im 2. Semester — ohne Beweis — als Definition des Volumens
eines Parallelotops benutzt.

Da eine stetig differenzierbare Abbildung lokal durch lineare Abbildungen appro-
ximiert werden kann, ist es nicht verwunderlich, da} ganz allgemein gilt:

Die Transformationsformel

Sei G C R"™ ein Gebiet (also eine zusammenhdingende offene Menge), F : G —
R™ eine stetig differenzierbare injektive Abbildung (die ,Transformation®) und

det Jp(x) # 0 fiir alle x € G.

Weiter sei K C G eine kompakte Jordan-mefbare Menge und f : F(K) — R
eine integrierbare Funktion. Dann gilt:

f(y) dV, = / F(F(x)) - |det Jp(x)| dVi.
F(K) K

Der BEWEIS der allgemeinen Transformationsformel ist zu schwer fiir uns, wir
lassen ihn weg.
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Wir betrachten einige Spezialfille:
1. Ebene Polarkoordinaten

Sei G := {(r,p) €e R? | r > 0und 0 < ¢ < 27}. Das ist ein Gebiet, und die
Transformation auf Polarkoordinaten ist gegeben durch

F(r,p) = (r-cosp,r-sinp).
Dann ist det Jp(r, @) = r.

Nun sei zB. K :={(r,p) ER*|0<a<r<bunda<¢<f},mit0<a<pg<
27. Dann ergibt sich fir F(K) folgendes Bild:

Y
2 F(K)
e
ﬁ .......
K T
A : : KJ
. i
0 a b

Nach der Transformationsformel ist
B b
flz,y)dedy = / / f(rcosp,rsinp)rdrde.
F(K) a Ja

Das bleibt auch dann noch richtig, wenn die Menge K an den Rand von G heran-
riickt. Man mufl nur aufpassen, daf sich ¢ in keinem Intervall bewegt, dessen Lange
27 iibersteigt.

Beispiele.

1.Sei 0 < a < bund K,p = {(z,y) : a < |[[(z,y)]] < b}. Weiter sei
f i (a,b) — R stetig und g(x) := f(||x||). Dann ist g eine sogenannte ,rota-
tionssymmetrische Funktion®, und es ist

/Ka,bg(w’y)dxdy_/OQﬂ/(lbf(r)rdrdSO_27T/abf(r)7~d7~.

Ist z.B. g(x) = 1/||x|| und @ = ¢ > 0, b = 1, so ist f(r) = 1/r, und man

erhélt: )
1
/ —dx:27r/ dr =2m(1 —¢).
Kea HXH 5
1
LaBt man € gegen Null gehen, so ergibt sich: / — dx = 27.
D1(0) x|
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2. Sei P = {(z,y,2) : 0 <z <25—12%2—y?}. Dies ist ein Normalbereich iiber der
x-y-Ebene, ein abgeschnittenes Paraboloid. Wir wollen das Volumen von P
berechnen. Aus Symmetriegriinden reicht es, den Teil zu berechnen, der iiber
dem ersten Quadranten liegt, und dann das Ergebnis mit 4 zu multiplizieren.
Wir kénnen also das Integral iiber die Funktion f(x,y) = 25 — 2? — y? und
die Menge V' = {(x,y) : 2 +y? < 25, 2 > 0, y > 0} berechnen, denn das
Integral stimmt mit dem Volumen unter dem Graphen von f iiberein.

In Polarkoordinaten ist V' gegeben durch 0 < r < 5 und 0 < ¢ < 7/2. Also

18t
v3(P) = 4- / (25 — 2% — ) dx dy
v
w/2 5
= 4'/ / (25 — r?)rdr dyp
0 0
225, 1\ P
— 4 . Y2 4 d
A ( 2 " 4T ) r=0 v
/2 625 6257
= 4. —dp = —.
/0 s YT
3. Wir wollen das Integral [ = e da berechnen, das im Zusammenhang

0
mit der Gamma-Funktion aufgetreten war.

Wir beginnen mit einem Trick. Sei Qg := [-R, R] X [-R, R] und f(x,y) :=

2 2 .
e~ 7Y . Dann ist

R 2 R 2
Ip = flx,y)dedy = / eV (/ e " dw) dy
QRr -R -R

- (Lee)-(Liea)

also lim Ip =4-1I%

R—o0

Ist andererseits Dg = {(z,y) : ||(z,y)]| < R}, so ist

lim Ir = lim f(z,y) dx dy.

R—o0 R—oo Dg

Nun gilt:
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2w R
/ flz,y)dedy = / / re”" dr dy
Dg o Jo
/2#( 1 7«2) R
= ——e
0 2
21 1 )
= / S(l—e™)dy
0 2

= n(l—e ).

de

r=0

Jetzt lassen wir R gegen oo gehen und erhalten:
< 1 1
Pdr == /lim Ir = - .
/0 e dr =g,/ lim Ip=gvm

1
Insbesondere ist P(§) = /7.

2. Zylinderkoordinaten
Hier ist G = {(r,p,2) € R* | r >0, 0 < ¢ < 27 und z beliebig} und

F(r,p,z) := (rcosg,rsinp, z).

Fiir die Funktionaldeterminante ergibt sich wieder det Jp(r, ¢, 2) = r.

Ist G C R? das Bild eines Rechtecks R in der r-¢-Ebene nach Anwendung der
ebenen Polarkoordinaten, sind g; und gy zwei stetig differenzierbare Funktionen
iiber G und ist

T:={(r,y,2) : (x,y) € Gund gi(z,y) < 2z < go(7, )},

so gilt fiir eine stetige Funktion f : T'— R die Formel

g2(r cos @,rsin p)
/f(X)d‘/g—/ / f(recosg,rsing, z)dz | rdrde.
T R g1(r cos ¢,rsin )

Beispiele.

1. Istetwa T = {(z,9,2) ER3 |2 >0,y >0, 22 +3*> < 1und 0 < z < 1}, so
istT:F(Q),mitQ::{(r,go,z)|O§r§1,0§gp§gund0§z§1}.
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Also ist z.B.

/Z'de‘/g = /(rcosgp)2 (rsing) - rd(r, @, z)
T Q

/2 1 pl
= / / / rt cos® psin o dz dr dy
0 0o Jo 5

w/2 pl
= / / rt cos? psin p dr dp
0

0
1 /2
= —/ cos? psin p dyp
5 Jo
1 s ™2 1
= ——co8 = —.
5 15

T

2. Ein fester Korper in der Physik kann mathematisch durch eine kompakte

Jordan-mefBbare Menge M C R3 beschrieben werden. Ist V' = v3(M) das
Volumen von M, so nennt man

1 1 1
($s>ys>zs) = <V/]\4$d‘/3’ V/Myd%’V/MZdV?’)

den Schwerpunkt von M.

Wir wollen den Schwerpunkt des Kugeloktanten

M :={(z,y,2) : >0,y >0,2>0und 2* + ¢ + 2* < a’}

1 4
berechnen. Dabei ist V = — - ?ﬂcﬁ = %a?’. Aus Symmetriegriinden ist x, =

Ys = 2. Nun gilt:

w/2 pra  pVa2-r2
/de3 = // zrdzdrde
M o Jo
w/2 ra 22 Vaz—r2
= / (r-—) dr dy
/

r=0

a*-m-6 3

also 2y = ———— =
m-a’-16 8
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3. Riumliche Polarkoordinaten

Hier ist G = {(r,,0) |7 >0,0<p <2rund —F <6 < T}, und
F(r,¢,0) := (rcosgcosf, rsinpcosd,rsinb).

Dann ist det Jx(r, ,0) = r? cos 6.
Tst Qo = [a,8] x [, 4] C [0,21] x [~%, %] und

Q:={(r,p,0) eRXxQq : m(p,0) <1 <ra(p,0)},

mit zwei stetigen Funktionen 7y, ry, so ist

/ F(x) dVs =
F(Q)

b B pra(e,0)
= / / f(rcos cos @, rsinpcosf,rsinf)r? cos § dr df de.
a « r1(p,0)

Beispiele.

1. Wir kénnen jetzt das Volumen der Einheitskugel ein zweites Mal berechnen:

v3(B1(0)) = /B 1dVs

1(0)
1 pr/2 2T
= / / / 2 cos 0 dip df dr
0 —7/2J0
1 pr/2
= 27T~/ / r% cos 0 df dr
0 —7/2
1

4
= 47r~/ r’dr = —m.
0 3

2. Es soll das Volumen der folgenden ,, Eis-Tiite“ berechnet werden:

z
w/3

T,y

Die Eis-Tiite T wird beschrieben durch

0 < < 2m, gg&ggund0§r§2asin9.

Letzteres ergibt sich so: Der Radius in der durch 6 bestimmten Richtung
variiert zwischen 0 und einem Wert rq, wobei ry und 2a die Ankathete und
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die Hypotenuse in einem rechtwinkligen Dreieck mit eingeschlossenem Winkel
a =7/2— 60 sind. Also ist r¢/(2a) = cos(a) = sin(f). Damit folgt:

2r  pw/2  p2asind
v3(T) = / // / r? cos 0 dr df dy
3
2m /2
= / / —cos@
7T/2
= / / —a®sin® 0 cos § df dy

2a sin 0
df dy

r=0

i ol 4
= ? i Tsin' ) sy 1
4ra® 9 e 2

- 3(_E)_12




