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Kapitel 7 Multilineare Algebra

g1 Alternierende Formen

Inhalt:

Alternierende Bilinearformen, duferes (oder Dach-)produkt, Differentialformen,
Zusammenhang zwischen duflerem Produkt und Vektorprodukt, alternierende Mul-
tilinearformen, Determinantenformen und Determinanten, Regel von Sarrus, Pro-
dukte von 1-Formen und 2-Formen (im R3).

Im Folgenden sei der Kérper K stets = R oder = C.

Definition:

Sei V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum. Eine Bilinearform ¢ : V x V —
K heif3t alternierend oder schiefsymmetrisch, falls fiir alle v,w € V gilt:

(p(v, U)) = _So(wv U)'

Beispiele.

1. Sei V.= K" A € M,,(K) und ¢4 : K" x K™ — K definiert durch
pa(v,w) =v-A-w’ Dann ist ¢4 eine Bilinearform (und umgekehrt sieht
jede Bilinearform auf dem K™ so aus). Die Eintrdge a;; in A sind durch
a;; = pale;, e;) gegeben.

Esistv-A-w! = (v-A-wh)!=w-A" v’ und p, ist genau dann alternierend,
wenn v-A-wi=—-w-A-vi=w-(—A) -vlist, also A" = —A. Das ist genau

dann der Fall, wenn gilt:

0 a2 a3 tet Q1n
—ai2 0 a23 Q2p
A=
0 Qp—1n
—Q1p, —Q2n r —Op—1n 0

Solche Matrizen nennt man schiefsymmetrisch.
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0 1 .
IstetwauA—(_1 0>,SOISt
((v1,v9), (w1, ws)) = (v1,vs) - ) iy — vy =det [ O
PallVy, V2), (W1, W2)) = (V1, V2 —w1_12 W1 = v wy )
. Uns interessiert ganz besonders der Fall n = 3. Die Matrizen
0 1 0 0 0 -1 0 0 0
Eso=1 -1 0 0 ],Es3=10 0 0 i B 0 1
0 0 O 1 0 0 0o -1 0
sind schiefsymmetrisch, und durch
0 as —a9
S(a1,a,a3) == a1 - Bz +as - Bz +az- Eip= | —ay 0 a
(05} —ay 0

wird jedem Vektor a € R? eine schiefsymmetrische Matrix S(a) € M;3(R)
zugeordnet. Diese Abbildung ist bijektiv, ihre Umkehrung liefert ein Koordi-
natensystem fiir den 3-dimensionalen Vektorraum aller schiefsymmetrischen
(3 x 3)-Matrizen.

Die Menge aller alternierenden Bilinearformen auf einem Vektorraum V' be-
zeichnen wir mit A%(V). Offensichtlich ist dann A%*(R?) ein 3-dimensionaler
R-Vektorraum. Die Formen

bilden eine Basis von A%(R3). Dabei setzen wir Ej3 := —Ej3;.
Offensichtlich ist

VXW = (@23<V7W>7 9031(V>W)7 9012(V7W)> .

Daraus kann man sofort ableiten, daf3 das Vektorprodukt bilinear und alter-
nierend ist (allerdings mit Werten in R?, es ist also keine Bilinearform).

. Sind f,g € L(K™, K) zwei Linearformen, so ist ihr duferes Produkt (oder

Dachprodukt oder Grassmann-Produkt) f A g eine Bilinearform auf K", defi-
niert durch

(fAg) v, w) = f(v)-g(w) —g(v) - f(w).
Die Bilinearitéat folgt sofort aus der Linearitdt von f und g. Dariiber hinaus
ist f A g alternierend:

(fAg)v,w) = f(v)-g(w)—g(v) f(w)
= —(f(w) - g(v) —g(w)- f(v)
= —(f/\g)(W,V).

Fiir das Rechnen mit dem Dachprodukt notieren wir noch die folgenden Re-
geln:
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(a) fAg=—gA f, also insbesondere stets f A f = 0.

) fANG+g)=FAg+fAg.

()
)

(d

(it fo)Ng=fing+ faNg.
(r-fing=fAlr-g =r-(fNg)

Die einfachen Beweise fiihrt man, indem man die Formen auf beliebige Vektor-
Paare anwendet, z.B.

(A (1 +g2)(v,w) = f(v) ((g1+92) (W) — (g1 + g2) (V) - f(W)
V) (g1(w) + g2(W)) = (91(V) + g2(Vv)) - f(w)
fv) - g1(w) + f(v) - go(W) = g1(v) - f(W) = g2(v) - f(W)
= (V) a1(w) = g1(v) - f(W)] + [f(V) - g2(W) — g2(v) - f(W)
= (fAg)(v.w)+ ([ Aga)(v, W)
(fANgL+ fAg)(v,w).

Im Falle K = R haben wir jedem Vektor a € R"™ eine Linearform A, €
L(R™ R) zugeordnet, durch

Ma(X) =aex=a-x"(=x-a") =ax; + - + a,7,.
Dann ist

MaAXM(xy) = (a-x)-(b-y")—(b-x" - (a-y")
= x-(a’*b—b'-a)-y".

Also ist A =a’-b —b!-a die Matrix zu der Bilinearform Ay A \p.

Die Linearform A, (mit A, (V) = e, ¢ v .= v,) haben wir auch mit dz,
bezeichnet, fiir v = 1, ..., n. Jede Linearform auf dem R"™ hat daher die Form

Aa = a1 dxy + asdxoy + - - + a, dz,.

Man spricht auch von einer Differentialform der Dimension 1 oder kurz von
einer 1-Form, speziell von der kanonischen 1-Form zum Vektor a.

Im R3 folgt nun:

(dzy, Ndx,)(V,W) = vw, —v,w,

= v-b, -w,
also dz, N dz, = ¢, fir alle v < p (und dz, A dz, = 0).
Jede alternierende Bilinearform auf dem R® hat daher die Form

Aa = ai dl’g A d.’L’g + a9 dl’g N d$1 + as diL‘l A dl’g.
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Man nennt A, eine Differentialform der Dimension 2 (oder kurz eine 2-Form),
speziell auch die kanonische 2-Form zum Vektor a. Man beachte, dafl dies
nur im Falle n = 3 geht!

Ist n beliebig, so hat eine alternierende Bilinearform auf dem R" die Form
Y = Z Qi dl’z VAN dl’j.
1<i<j<n

Auch in diesem Falle spricht man von einer 2-Form. Die Anzahl der Koeffizi-
enten betragt

n*—n _ n(n-1) n! _(n
2 2 2m-=20 \2/°

Damit (n? —n)/2 = n ist, muB n*? — 3n = 0, also n = 3 sein. Das ist der

Grund, warum man nur fiir n = 3 einen Isomorphismus zwischen dem R”

und dem Raum der alternierenden Bilinearformen auf dem R™ erhélt, und

warum es nur im Falle n = 3 ein Vektorprodukt gibt.

Satz (Zusammenhang zwischen duflerem Produkt und
Vektorprodukt)

1. Ista = (ay,as,a3) € R® und Ay = a1 dvy Adas + ay dos Adzy + asz doy A dws
die zugehorige 2-Form, so ist

Aa(v,w) =ae(vxw), firv,weR>

2. Sind a,b € R?, s0ist  Aa A Xp = Aaxh.

BEWEIS: 1) Es ist Ay = a1¢23 + aspsr + aspie, also

Aa(V, W) = a19023(V, W) + a2ps1 (v, W) + aspia(v, w)
= (Cl1, ag, as) ° (9023<V7 W)7 @31(V7W)7 9012(Va W)

= ae(VXWw).

2) Es ist p,,(a,b) = a,b, — a,b,, also

AaAXe = > ayb,dx, Ad,

v,

= Z(a,,bﬂ —a,b,) dx, Ndx,
v<pt

= Z ‘Pw(aa b)‘Pw
v<p

A(pas(ab).ps (@ab)pizab) = Naxb.
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Damit ist alles gezeigt. "

Sei nun ¢ : K2 x K? — K eine beliebige alternierende Bilinearform. Dann ist

e(x,y) = ¢(z1e1 + 2202, y1€1 + 12€2)
= a1y2 - p(er,e2) + Tay1 - p(e2, €1)
= (212 — 2201) - (€1, €2)
= det(z,y) - pler, e).

Es gibt also genau eine alternierende Bilinearform A, auf K? mit Ay(e;,es) = 1,
namlich

AQ(Xv Y) = det(;, g)

Man nennt A, die Determinantenform auf K?2.

Definition:

Eine alternierende n-Form auf einem n-dimensionalen K-Vektorraum V ist eine
Funktion ¢ : V x ... x V — K mit folgenden Eigenschaften:

1. (x1,...,x,) ist in jedem Argument linear (man nennt ¢ daher auch n-fach
multilinear).

2. Fire=1,...,n — 1 ist stets

w(xla ey Ly g1y e - - 7xn) = _90<$1a ey L1, Ty v e ,I‘n).

Satz (Eigenschaften alternierender n-Formen)

1. Fir jede Permutation o € S,, ist
O(To1)s - - Tom)) = sign(o) - (@1, .., xp).

2. Sind xq,...,x, €V linear abhingig, so ist (xy,...,x,) =0.

BEWEIS: Die erste Behauptung folgt daraus, dal jede Permutation in Transpo-
sitionen zerlegt werden kann. Insbesondere ist ¢(x1,...,2,) = 0, falls zwei der
Argumente gleich sind. Daraus folgt die zweite Behauptung. "

Zum Beispiel ist jede alternierende 2-Form auf dem K? ein Vielfaches der Deter-
minantenform As.
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Satz

Es gibt genau eine alternierende n-Form A, auf dem K™ mit

An(el, R ,en) =1.

BEWEIS:
Eindeutigkeit: Wir nehmen an, daf3 A,, existiert. Setzen wir irgendwelche Vekto-
ren a; = (ay, ..., ay;) ein, so erhalten wir:
n n
Ap(ag,...,a,) = A, <Z iy 1€, - - - Z ain,nein)
i1=1 in=1

= § § aihl“'ainﬂAn(ein"'aein)
1

i1

- Z sign(0)ag(1),1 " * Ao(n)n -

O'GSn

Damit ist A,, festgelegt.
Zum Beweis der Existenz miissen wir nur zeigen, dafl durch

Ay(ag,...,a,) = Z sign(o)aqy,1 - Go(n)n

O'GS’VL

eine alternierende n-Form auf dem K" gegeben ist. Dafl A, multilinear ist, ist
offensichtlich. Den Rest der Behauptung zeigen wir in mehreren Schritten:

1. Schritt: Ist a; = ay, so ist A,(ay,...,a,) =0.

Es sei S; die Menge aller geraden Permutationen aus S, und 7 := (1,2) die Ver-
tauschung der ersten zwei Zahlen. Durchliuft o alle Elemente von S, so durchlauft
o o 7 alle ungeraden Permutationen.! Daher ist

An(ala a;,ag, ... 7an) = Z Sign(U)aa(l),laa(Q),1aa(3),3 ©Go(n)n
O‘ES’n
= Z U5(1),100(2),1%¢(3),3 * * * Aa(n),n
oeS;Y
- Z A5(2),106(1),15(3),3 * * * Ag(n),;n — 0.
oESﬁ
Genauso folgt, dal A, (ay,...,a,) schon verschwindet, wenn zwei beliebige Argu-

mente gleich sind.

LOffensichtlich ist o o 7 ungerade. Ist umgekehrt ¢ eine beliebige ungerade Permutation, so ist
g:=opo071 ! gerade und 0 o T = .
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2. Schritt: Fiir alle 4, £ und alle A € K ist
Ap(ay,...,a;+ Aag, ..., ak,...,a,) =A@, ..., a;,...,8,...,4,).

Das ergibt sich sofort aus Schritt 1.

3. Schritt: Jetzt folgt, dafi A, alternierend ist, denn die Vertauschung zweier
Argumente kann man aus elementaren Transformationen, wie sie in Schritt 2 be-
schrieben wurden, gewinnen. Dabei ergibt sich ein Vorzeichenwechsel:

Ap(oo @y Ty o) = =Ap(co 2y, —Thy L)
= AT, — Ty )
= —An( = (T — k), T — Thy - )
= A, Ty, T — Ty )
= —An( Thy e, (1 —xp) 2, - )
= —Ap(co o Thye Ty ). .
Definition:

Die eindeutig bestimmte alternierende n-Form A,, auf dem K™ mit
Ayer,....e,) =1

heiBt die Determinantenform auf dem K™. Ist A = (ay,..., dn) € M, ,(K),
so heifit
det(A) := A, (ay,...,a,)

die Determinante von A.

Eigenschaften der Determinante:

1. det(A) ist multilinear und alternierend in den Spalten von A.
2. Ist rg(A) < n, so ist det(A) = 0.
3. Es ist det(E,) = 1.

4. Ist A = (aij), so ist det(A) = Z Sign(o) a1,0(1) -+ * An,o(n) -

O’GSn

Der BEWEIS der ersten drei Aussagen ergibt sich direkt aus der Definition der
Determinante. Zur letzten Aussage stellen wir folgende Uberlegungen an:
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e Da das gewohnliche Produkt in K kommutativ ist und die Werte o(1),...,0(n)
wieder genau die Zahlen 1,...,n durchlaufen, ist

As(1),1 " Qo(n),;n = A1,0-1(1) " " An,o—1(n)-

e Weil sign(o) - sign(c™!) = sign(c o 07!) = 1 ist, ist sign(c~') = sign(o).
e Die Abbildung I : S, — S, mit I(0) = o~ ! ist bijektiv, denn es ist offen-
sichtlich I o I = id. Durchlauft also ¢ alle Elemente von S,,, so durchlauft

gleichzeitig auch o~ alle Elemente von S,,.

Mit 7 := o~ ! folgt nun:

An(ala s 7an) = Z Sigl’l(O’)CLg(l)’l U ag(”)ﬂ”

O'GSn

= Z sign(07")ay o-1(1) * * * Ano—1(n)
gES)

= Z Sign(7)a1,7(1) * * * Anyr(n)-
TeSn

Jetzt kann man aber wieder o statt 7 schreiben und erhélt so die gewiinschte
Formel.

Beispiel.

Ist n =3 und a; = (a1, az,;, as;) fiir ¢ = 1,2, 3, so ist

— = —
det(ay, as, az) = A,(a;,as, a3)
= E SIgN(0) - a1,0(1) - A2,0(2) * 43,0(3)
0ES3
= Q11022033 + (12023031 1+ G13G21032

— (11023032 — (12021033 — A1302203] -

Die so gewonnene Berechnungsformel heifit die Sarrus’sche Regel. Es gibt
ein Schema, nach dem man sie sich leicht merken kann. Man schreibe die
Matrix-Elemente in der folgenden Form auf:

@11 Q12 A13 | aAix; Qa2
Q21 Qg2 QG23 | A21 (22
31 azz2 Aazz | Az a3z

Die Produkte der Elemente in den ,Hauptdiagonalen“ werden mit ,,+% ver-
sehen, die Produkte der Elemente in den ,Nebendiagonalen“ werden mit ,, —“
versehen, und schliellich werden alle Produkte aufsummiert:
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Determinante der transponierten Matrix

Sei A € M, ,(K). Dann gilt:

det(A") = det(A).

BEWEIS: Sei A = (a;;). Mit b;; := aj; erhdlt man:
det(A) = Z SigN(0)a1,0(1) * * * Ano(n)
0ESH

= Z Sign(o)as-11),1** * Go—1(n)m

oESy

= Z Sigﬂ(O’il)bLU—l(l) cee bn,a—l(n)

oc~leS,

= det(A").

Also ist die Determinante auch in den Zeilen der Matrix multilinear und alternie-
rend.

Wir kommen jetzt noch einmal auf die spezielle Situation des R? zuriick. Hier
kennen wir schon alle 1-Formen, sie sind von der Gestalt

)\a = a1 dl’l + as dZL'Q + as dl’g.
Wir kennen auch alle 2-Formen, sie sind von der Gestalt
Aa = a1 dl’g A d.’L’g + a9 dl’g A diﬂl + as diL‘l A dl’g.

Damit ist A\y(v) = aev und A,(v,w) = ae (v x w). Da eine alternierende n-Form
auf dem R? fiir n > 4 nur noch den Wert 0 ergibt (denn die 4 Argumente miissen
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zwangslaufig linear abhéngig sein), brauchen wir bloff noch die alternierenden 3-
Formen zu untersuchen.

Definition:

Sind fi, fa, f3 Linearformen auf dem R3, so erhilt man eine alternierende 3-Form
fi A fa A fz3 auf dem R3 durch

(fL A fa A f3)(Vi, Vo, vs) i=det(fi(v;) = 4,5 =1,...,3).

DaB fiA foA f5 tatsdchlich eine alternierende 3-Form ist, folgt aus den Eigenschaften
der Determinante.

Speziell ist

(dzy N dxo A dzs)(ag,ag, asz) = det(ay, as, as),
also dx1 A dxe A drs = As.

3-Formen und Permutationen

Jo) A fo2) N foz) = sign(o) fi A fa A f3, fiir alle o € Ss.

BEWEIs: Weil die Determinante alternierend in den Spalten und det(A?) =
det(A) ist, folgt:

(fo) A fo) A o) (Vi va,vs) = det(fo@(vy) = 4,5 =1,...,3)
) (Vi)

(
= det(fsq ci,j=1,...,3)
= sign(o) - det(f;(vi) : 4,5 =1,...,3)
= sign(o) - det(fi(v;) : 4,5 =1,...,3)
(o) -

= sign(o) - (fi A fa A f3)(V1, V2, v3).

Unter Verwendung von det(A*) = det(A) folgt auch:

- = =

)\31 A )\az A )\a3(e17 €9, e3) = det(ah a2, a’3) )

also
Aoy A Aag A day = det(ay, ag, as)dzy A dzy A des.

Generell ist jede alternierende 3-Form auf dem R? ein Vielfaches der Determinan-
tenform, hat also die Gestalt w = cdxy A dxo A dxsz. Wir sprechen dann auch von
einer Differentialform der Dimension 3.
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Zum Schluf3 wollen wir noch das auflere Produkt einer 1-Form mit einer 2-Form
einfiithren.

Existenz des dulleren Produktes einer 1-Form und einer
2-Form

Einer 1-Form f und einer (alternierenden) 2-Form ¢ auf dem R® kann man
dufsere Produkte f N\ @ und @ A f zuordnen, so daf$ gult:

1. f Ao und ¢ A f sind (alternierende) 3-Formen, und es ist stets
fhe=eNT.
2. Es gelten die Formeln

(i+f)Ne = fine+ 2N,
FA(pr+92) = fA@L+ A
und  (rf)Ne = fA(re) = r(fAo).

3. Sind fi, fa, f3 Linearformen, so ist

JNA(fanNfs)=(finfo) Nfa=fiNfaAfs.

Auf den BEWEIS miissen wir hier verzichten. Es sei nur erwahnt, daf§ man z.B.
definiert:

(F A )ar,az,a) == 5 3 sign(0) (o) - #lar, ).

Der Faktor 1/2 findet sich iibrigens nicht bei allen Autoren.

Berechnung des Produktes einer 1-Form und einer
2-Form

Sind a,b € R3, so ist

AaAAp = (aeb)dry Adry Adxs.

BEwWEIS: Esist A\, = a;dzi + az drs + asdrs und

Ab = bl dl‘g A dl’g + bQ diL‘g A dﬂl’l + as d&?l AN dl’g,
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also

)\a A Ab = CL1b1 dLL’l VAN (dxg VAN dl’g) + CLQbQ dIQ VAN (dl’g VAN dIl)
+ ngg d.ng AN (d.’Bl A dl‘g)
= (a.b) d[L‘l/\dIL‘Q/\dftg.

Alle anderen Terme fallen weg. "
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§2 Determinanten

Inhalt:

Rechenregeln fiir Determinanten, Dreiecksmatrizen, Determinanten-Produktsatz,
Kastchensatz, Adjunkte und Streichungsmatrix, Laplacescher Entwicklungssatz,
Cramersche Regel, Formel fiir die inverse Matrix, Rangbestimmung durch Unter-
determinanten.

Volumen eines Parallelotops, Orientierung von Basen und Vektorrdumen.

Isometrien, orthogonale Matrizen, Drehungen und Spiegelungen, orthogonale und
spezielle orthogonale Gruppe, unitidre Matrizen, unitdre Gruppen.

Wir wiederholen noch einmal die wichtigsten Eigenschaften der Determinante:

1=1,...,n ) .
Ist A = (aij i—1 :n>’ so ist | det(A) = Z Sign(0)a1,e1) « - - - Ano(n) -
gESy
Bemerkung. Man schreibt manchmal auch
apn - Qip aipn - Qip
statt  det
an1 e Qpn an1 e Qpp

Die Originalformel fiir die Determinante ist im Falle n > 4 zur Berechnung denkbar
ungeeignet, denn die Anzahl der Permutationen betragt ja n!. Also suchen wir nach
besseren Methoden. Der Weg dorthin fiihrt iiber einige allgemeine Sétze.

Die folgenden Regeln haben wir schon hergeleitet:

Rechenregeln fiir Determinanten

Sei A€ M, ,(K).

1. Multipliziert man in A eine Zeile oder eine Spalte mit A € K, so muf§ man
auch det(A) mit X multiplizieren.

Insbesondere ist det(\ - A) = A" - det(A).
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Rechenregeln fiir Determinanten (Fortsetzung)

2. Addiert man das Vielfache einer Zeile (bzw. Spalte) zu einer anderen Zeile
(bzw. Spalte), so dndert sich der Wert der Determinante nicht.

3. Vertauscht man zwei Zeilen oder Spalten, so wechselt das Vorzeichen der
Determinante.

4. Istrg(A) < n, so ist det(A) = 0.
5. Es ist det(A') = det(A).

6. Ist f : M, ,(K) — K eine Funktion, die multilinear und alternierend in
den Zeilen von A ist, mit f(E,) =1, so ist f = A,, die Determinantenform

und f(A) = det(A).

Durch elementare Umformungen kann man jede Matrix A € M, ,,(K) auf Dreiecks-
gestalt bringen. Da man dabei die Anderung der Determinante gut kontrollieren
kann, ist der folgende Satz sehr niitzlich:

Determinante einer Dreiecksmatrix

aix - Aip

= 11 ... App-

BEWEIS: Die Matrix sei mit A bezeichnet. Wir unterscheiden zwei Falle:

1. Fall: Ist a;; = 0 fiir ein ¢, so verschwinden beide Seiten der Gleichung: Bei der
rechten Seite ist es klar, und die Determinante auf der linken Seite verschwindet,
weil rg(A) < n ist.

3. Fall: ayy,...,a,, #0.

Durch elementare Zeilenumformungen, die nicht die Determinante verédndern, kann
man alle Elemente oberhalb der Diagonalen zum Verschwinden bringen. Wenn aber
a;; = 0 fiir 7 # j ist, dann ergibt sich die Behauptung sofort aus der Determinan-
tenformel. u

Der néchste Satz hat sowohl praktische als auch theoretische Bedeutung;:
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Determinanten—Produktsatz

Es seien A, B € M,, ,(K). Dann gilt:

det(A - B) = det(A) - det(B).

BEWEIS:
1) Zunéchst sei rg(B) < n. Dann ist det(A) - det(B) = 0.

Da aber rg(A - B) < rg(B) ist, ist auch det(A - B) = 0.
2) Ist rg(B) = n, so kann man B durch elementare Zeilenumformungen auf obere

Dreiecksgestalt bringen, so da in der Diagonale nur Elemente # 0 stehen. Die
Determinante &ndert sich dabei nur um einen Faktor # 0. Also ist det(B) # 0.

Nun sei 0 : M, ,(K) — K definiert durch

det(A - B)
0(A) = ———
(4) det(B)
Man rechnet leicht nach, dal  multilinear in den Zeilen von A ist. Und wenn A
zwei gleiche Zeilen enthélt, dann trifft das auch auf A - B zu, so da§ §(4A) = 0

ist. Schliellich ist noch §(F,) = 1. Aber dann mufl §(A) = det(A) sein, und die
Produktformel folgt. "

Wir haben implizit mitbewiesen:

Determinante und Regularitéit

Ae M, ,(K) ist genau dann regulir, wenn det(A) # 0 ist.
In diesem Falle ist  det(A™') =

det(A)

Kastchensatz
Sind Ae M, .(K), BeE M, ,—.(K) und C € My_yn_r(K), so ist

det ( 4 ) — det(A) - det(C).

Beweis: 1) Mit Hilfe von Zeilenoperationen im Bereich der ersten r Zeilen und
Spaltenvertauschungen im Bereich der ersten r Spalten kann man A in eine obere
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Dreiecksmatrix A; umformen. Es gibt ein a # 0 und eine Matrix B* € M, ,,_.(K),
so daf} gilt:

B A BY A B
det(A) = a-det(A;) und det(0 C)-a-det( 0 C’)'

2) Mit Hilfe von Zeilenoperationen im Bereich der letzten n —r Zeilen und Spalten-
vertauschungen im Bereich der letzten n—r Spalten kann man C' in eine obere Drei-
ecksmatrix Ay umformen. Es gibt dann ein ¢ # 0 und eine Matrix B** € M,.,,_.(K),
so dafl gilt:

B Ay BT A, B”
det(C) = ¢ - det(Ay) und det( 0 c )—c det( 0 A, )

3) Da die Determinante einer oberen Dreiecksmatrix gleich dem Produkt der Dia-
gonalelemente ist, folgt:

A B A, B™
det(o C’) = a-c-det( 0 A2)
= a-C- det(Al) . det(Ag)
= (a-det(Ay))- (c-det(Ay))

= det(A) - det(B). .

Als néchstes wollen wir den allgemeinen Laplace’schen Entwicklungssatz beweisen,
der es erlaubt, die Berechnung einer n-reihigen Determinante auf die von (n — 1)
reihigen zuriickzufiihren.

Definition:
Sei A = (El, . En) € M, ,(K). Dann nennt man
Aij = det(al, ey A1, €4y Qjq1y e, an)

den Cofaktor (oder das algebraische Komplement oder die Adjunkte) von A zur
i~ten Zeile und j—ten Spalte.

Mit S;;(A) wird diejenige Matrix bezeichnet, die man aus A durch Streichen der
i-ten Zeile und der j-ten Spalte gewinnt. Man nennt sie auch Streichungsmatrix.

Adjunkte und Streichungsmatrix

Fiir alle 1,7 gilt: Ay = (_1)i+j det Sj;(A).
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BEWEIS: Es ist
apn v a1 0 a0 an
Azg = 1 «— 1
Qp1 -+ Qpj—1 0 Anj+1 - Qnp
L an -+ aijo1 Gijn Qin
T e B
0 Ap1  *** Apj—1 Qnj+1 Apn
1 ‘ *
L 0
= (=1 -det | .
3 ii(A)
0
= (—1)i+j - det SIJ(A>
Die letzte Gleichung ergibt sich aus dem Késtchensatz! u

Sei A = (a;j) € My, ,(K). Dann gilt fir festes j (bzw. i) :

det(A) = i<_1)i+jazijdetSij(A)

i=1
n

J=1

Zeile).

Laplace’scher Entwicklungssatz

(bzw. = Y (=1)"Ma;det S;(A) ).

Man spricht von der Entwicklung nach der j-ten Spalte (bzw. nach der i-ten

BEWEIS:  Der zweite Fall folgt aus dem ersten durch Ubergang zur transponierten

Matrix.

Sind @y, ..., a, die Spalten von A, so gilt:
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— — —
det(ay,...,a,) = det( al,.. a] 1,5 awel,aﬁl,...,an)

—  —

— —
= E a;;det(aq, ..., aj 1y €4y Qjgls- -y Qp)

n n

= Zaiinj = Zaij(—l)iﬂ det SU<A>

i=1 i=1

Die Vorzeichen sind wie bei einem Schachbrett verteilt:

Beispiel.

Die Entwicklung nach der ersten Zeile ergibt:

0o 1 2
det| 3 2 1 = O—l-det(3 1)+2-det<3 2)
.10 1 0 1 1

= 0-(-1)—=1-(-1)+2-(3-2) = 3.

Im allgemeinen wird man eine Zeile oder Spalte suchen, in der moglichst viele
Nullen zu finden sind.

Eine Anwendung der Determinantentheorie ergibt sich fiir Lineare Gleichungen:

Cramersche Regel

Sei A= (dy,...,a,) € M, ,(K). Dann gilt:

1. A-x = Z ist genau dann fir jedes 3 € K™ eindeutig lisbar,
wenn det(A) # 0 ist.

2. Ist det(A) # 0 und = = (x4, ..., x,)" der eindeutig bestimmte Lisungsvek-
tor des LGS A-7 = b, so ist

1
det(A)

.
T; = ~det(ay,...,a;-1,b,ai11,...,ay), firi=1,...,n
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BEWEIS:
1) Schon bekannt!

2) Ist = der Losungsvektor des LGS A -z = 3, so ist

b = .Tkak
k=1
Daraus folgt:
det(zl, c. ,gifl, b, Ei+l> c. 7En) =
= det(al,...,gi_l, xkEk,EiJrl,...,En)
k=1
= Zl’k det(gl, . ’Ei—h Ek, Ez’—&-l, Ce ,En>
k=1
= Z;- det(al, Ce ,En)
]
Beispiel.
: 2 =3 = —13 :
Sei A = - und b = - ) Dann gilt: det(A) = 2+ 15 = 17,

d.h., das LGS ist eindeutig losbar,

det(g,az) = det ( __173 _13 ) = —13-21=-34

und det(al,g) = det ( g __173 ) = —14+ 65 =51.

Fiir den Losungsvektor © = (1, 22)" gilt dann:

—34 51
x1:1—7:—2undx2:1—7:3.

Als weitere Anwendung ergibt sich eine Berechnungsmoglichkeit fiir die inverse
Matrix:
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Formel fiir die inverse Matrix

Sei A € GL(n,K). Dann ist A~' = (y;;) gegeben durch

1 1

e AL — (—1) y
Yi = Qo) A= qengay (7Y det SalA).

Man beachte die Reihenfolge der Indizes!

BEWEIS:  Sei gj} = (Y1j, -+, Yn;)" die j-te Spalte von A™'. Da A- A™! = E,, ist,
gilt:
A-y;=e;firj=1,...,n.

Aus der Cramerschen Regel folgt dann:

Yij = det(A)'det(al,-~-,Ei—172jaai+1a'"7571)
1 L
_ (—=1)" det S (A).
dor(ay (DT det Suld)

Beispiel.

Schliefllich kann man auch den Rang einer Matrix mit Hilfe von Determinanten
bestimmen:

Rangbestimmung durch Unterdeterminanten

Sei A € M, ,,(K) nicht die Null-Matriz. Dann ist rg(A) die grofte natirliche
Zahl r, zu der es eine r-reihige Unterdeterminante # 0 von A gibt.

BEWEIS:
Sei r die Anzahl der Spalten der gréfiten Unterdeterminante # 0 von A.

1) Sei A’ eine r-reihige Untermatrix von A mit det(A’) # 0. Dann sind die Spalten
von A’ und damit auch r Spalten von A linear unabhéngig. Also ist rg(A) > r.
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2) Sei k = rg(A). Dann gibt es k linear unabhéngige Spalten in A. Sie bilden eine
Matrix A" € M, x(K), die ebenfalls den Rang k hat. Aber dann gibt es in A" k
linear unabhéngige Zeilen. Die bilden eine k-reihige quadratische Untermatrix A”

mit det(A”) # 0. Also ist r > rg(A). n
Beispiele.

1. Wir betrachten

11 2
A={(2 1 0
3 2 2
Es ist det(A) =24+ 0+8 -6 —0—4 =0, also rg(A) < 3. Links oben findet

sich die Unterdeterminante 1-1—2-1 = —1# 0. Also ist rg(A) = 2.

2. Sei
] 0 2
10 2
B = ) € M, 5(C
0 j ] (C)
1 3 5

Man kann nachrechnen, dafl alle 3-reihigen Unterdeterminanten Null sind.

— = —

Man kann aber auch leicht sehen, da§ B = (b1, bo, b3) mit 2 - 31 + 52 =

bs ist. Also ist rg(B) < 3. Rechts unten findet sich die Unterdeterminante
j-5—=3-j =2j #0. Also ist rg(B) = 2.

Sei nun V ein beliebiger n-dimensionaler K-Vektorraum und f : V' — V linear,
also ein Endomorphismus. Wir kénnen eine Basis A = {a1,...,a,} von V wihlen.
Dann wird f durch die Matrix M = M(f) € M, ,(K) beschrieben, mit

Ma(f) = M(@a0 fo®y') = ([f(ar)la, .- [f(an)]a).

Ist nun A’ eine andere Basis von V', M’ = M /(f) und P die zugehérige Basiswech-
selmatrix, so ist M’ = P~1- M - P, also

det(M") = det(P)~" - det(M) - det(P) = det(M).

Daher ist die folgende Definition sinnvoll:

Definition:

Sei V' ein beliebiger endlich-dimensionaler K-Vektorraum, A eine Basis fiir V'
und f : V — V ein Endomorphismus. Dann setzt man

det(f) :=det(Ma(f)).
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Wir wollen uns noch ein wenig mit der geometrischen Deutung der Determinante
beschéftigen.

Am einfachsten ist es im Falle n = 2. Es seien zwei Spaltenvektoren a = (Z;) und
b = (Z;) gegeben. Dann ist

—

(al,GQ,O) X (bl,bQ,O) = (0,0,(11(72 — Gle) = (0,0,det(g, b>)7

also
(@1, a2,0) % (b1, bs, 0)]] = [det(a, b)].

Andererseits wissen wir aus dem 1. Semester, daf
(a1, a2, 0) x (b, by, 0)|| = |[a]| - || ] - sin()

ist, wobei o den Winkel zwischen @ und b bezeichnet. Er muB so gewéhlt werden,
daB er zwischen 0 und 7 liegt. Aber dann ist

[det(a, b)| = [[all - [ b] - sin(a)

der Flicheninhalt des von @ und b aufgespannten Parallelogramms.

Im Bild sieht das folgendermaflen aus:

b h 4 h:=| bl -sin(a)
LA a

Wir kommen Jetzt zum Fall n = 3. Gegeben seien drei Vektoren a, b und . Wir

nehmen an, daf @ und b in der z-y-Ebene liegen. Die Hohe des von a, b und ¢
aufgespannten Parallelotops (oder Spats) ist die Grofle

h = |pra><b(c)|>

wobei pr, . (c) die orthogonale Projektion von ¢ auf die von a x b aufgespannte
Gerade bedeutet. Da ||a x b|| die Grundflache des Parallelotops wiedergibt, ist

V(a,b,c) :=h-|lax b

das Volumen des Parallelotops.
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Fiir die orthogonale Projektion gilt:

axb
Praxp(c) =ce M-

Also ist
V = |prap(c)] - [la x b|| = |c e (a x b)| = |Ac(a, b)|.

Man nennt [a, b, c] := c e (a x b) auch das Spatprodukt der Vektoren a, b und c.
Nach dem Laplaceschen Entwicklungssatz ist aber

—

det(a, b,¢) = det(c,a,b)
= (agbg — (lgbg) — 02(a1b3 — Clgbl) + 03(a1b2 — agbl)
= ce(axb).

Also ist V(a, b, c) = ]det(a,g,?ﬂ.

In hoheren Dimensionen konnen wir nicht mehr anschaulich argumentieren. Dort
setzen wir das ,, Volumen“ per definitionem fest.

Definition:

Sind ay, ...a, linear unabhéngig im R", so nennt man die Zahl
V(al, ce ,an) = |det(51, e ,En)|

das Volumen des von ay, ..., a, aufgespannten Parallelotops.

Sind die Vektoren linear abhéngig, so spannen sie ein niederdimensionales Gebilde
auf, dessen Volumen im R™ natiirlich = 0 sein sollte.

Als nachstes befassen wir uns mit dem Vorzeichen der Determinante.

Seien a,b zwei Vektoren im R% Ist a = (aj,a) # (0,0), so setzen wir a* :=
(—ag,a;). Weil a e a* = 0 ist, bildet {a,a*} eine Basis des R%. Dabei entsteht a*
aus a durch eine Drehung um 90° (gegen den Uhrzeigersinn). Es ist
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b = \a + pa®.

Genau dann ist ;4 > 0, wenn b in der gleichen Halbebene wie a* liegt. Andererseits
ist

det(a,b) = det(a, \a + pa*) = u - det(a,a*) = - (a] + a3).
Das Vorzeichen der Determinante kennzeichnet also die ,,Orientierung® der Vekto-
ren.

Sind jetzt A = {aj,...,a,} und B = {by,...,b,} zwei Basen des R", so ist
B-Wg a4 = A, also det(B) - det(Wg 4) = det(A). Haben det(A) und det(B) das
gleiche Vorzeichen, so mufl det(Wp 4) > 0 sein. Wir sagen in diesem Fall, dafi A
und B gleich orientiert sind, und andernfalls, dafl sie entgegengesetzt orientiert
sind.

Definition:

Eine Basis A des R™ heiflt positiv orientiert, falls A und die Standardbasis
E = {ey,...,e,} gleich orientiert sind, falls also det(A) = det(Wg 4) > 0 ist.
Andernfalls nennt man A negativ orientiert.

Ein Isomorphismus f : R" — R™ heifit orientierungstreu, falls det(f) > 0 ist.

Wie weit lassen sich diese Dinge auf beliebige Vektorrdume iibertragen? Zunéchst
ist klar, dal wir nur reelle Vektorrdume zu betrachten brauchen, denn wir miissen
zwischen positiven und negativen Determinanten unterscheiden kénnen. Auflerdem
brauchen wir die Beschreibung linearer Abbildungen durch Matrizen. Das geht nur
in endlich-dimensionalen Rdumen. Wir konnen uns also auf Unterrdume V' C R"
beschrinken. Was ist nun die Schwierigkeit? Was ist anders als beim R"™ selbst?

Nehmen wir als Beispiel den Raum V' = {(—x,r) x € R} C R?. Es gibt genau zwei
ON-Basen von V, némlich {\%(—1, 1)} und {\%(1, —1)}. Welche von beiden ist
besser? Welche sollte man auszeichnen? Wir konnen keine auszuzeichnende Basis
finden, und deshalb ist es auch nicht moglich zu sagen, wann eine Basis positiv
orientiert ist. Was bleibt?

Zwei Basen A, B von V' C R" heiflen gleich orientiert, falls det(Wy4 5) > 0 ist. Wir
schreiben dafiir kurz A ~ B. Dann gilt:

1. Fiir jede Basis A gilt: A ~ A (,Reflexivitat®).
2. Ist A~ B, soist auch B ~ A (,,Symmetrie“).
3. Ist A~ B und B ~ C, so ist auch A ~ C (,, Transitivitat“).

BEWEIS: 1) det(Wy4 4) =det(E,) =1>0.
2) Ist det(Wp 4) > 0, so ist det(W4 p) = det(ngk) =1/det(Wg.a) > 0.
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3) Ist det(Wg 4) > 0 und det(Wep) > 0, so ist det(Wea) = det(Wep - Wpa) =
det(WC’B) . det(WBA) > 0. [ ]

Eine Relation, die reflexiv, symmetrisch und transitiv ist, nennt man eine A quiva-
lenzrelation. Aquivalenzrelationen sind ein Wundermittel in der Mathematik. Sie
schaffen ndmlich neue abstrakte Begriffe. Im Grunde kennt das aber jeder aus dem
Alltag. Niemand kann Farben definieren (versuchen Sie mal, einem kleinen Kind
die Farbe ,Rot* zu erkldren), aber man begreift, welche Dinge die gleiche Farbe
haben. Das Zusammenfassen solcher Dinge fiihrt erst zum Farbbegriff. Der Mathe-
matiker sagt dazu, dafl Aquivalenzklassen gebildet werden. Ein Beispiel sind die
Restklassen in Z. Die zugehérige Aquivalenzrelation ist die Kongruenz.

Zuriick zu unserem Thema. Die Relation ,, gleich orientiert* liefert genau zwei Aqui-
valenzklassen in V. Halt man irgend eine Basis fest, so ist jede andere Basis zu ihr
entweder gleich oder entgegengesetzt orientiert. Jede Aquivalenzklasse heiBt eine
Orientierung von V.

Fassen wir zusammen: Auf jedem endlich-dimensionalen Vektorraum gibt es zwei
Orientierungen. Aber nur im Falle des R™ konnen wir die eine Orientierung positiv
und die andere Orientierung negativ nennen.

Definition:
Eine lineare Abbildung f : R" — R" heifit eine Isometrie, falls gilt:

Il f(x)]| = ||x|| fiir alle x € R".

Satz (Charakterisierung von Isometrien)
Sei f: R" — R" linear und A = M(f). Dann sind die folgenden Aussagen
dquivalent:
1. f st eine Isometrie.

2. f ist ein Isomorphismus, und es ist
f(x)e f(y) =xey fir alle x,y € R".

3. A ist orthogonal, d.h. es ist At - A=A -A=F,,.
4. Die Zeilen von A bilden eine ON-Basis.

5. Die Spalten von A bilden eine ON-Basis.
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BEWEIS: Vorbemerkung: Ist A*A = E,, soist det(A)? = det(A-A?) = det(E,) =
1, also insbesondere det(A) # 0. Daraus folgt, dafl A invertierbar ist, und dann ist
A'= A% und auch A- At = E,,.

(1) = (2): Ist f(x) = 0, so ist ||x]| = || f(x)]| = 0, also auch x = 0. Damit ist
f injektiv, und eine injektive lineare Abbildung f : R®™ — R" ist automatisch ein
Isomorphismus.

Aus der Beziehung
Ix=yl* = x-y)ex-y)
= XeX+yeoy—2xeoy
= [x|*+ llyll* — 2x ey,

1
folgt: — xey = o (llx—yl* = X" = llyl*)-

Es ist [| f()I1* = (%[ [f )] = lyl]* und
1£G) = FOI* = f (= =)I* =[x = y]*

Daraus folgt: f(x)e f(y) =xey.
(2) = (3): Weil x-y"' =xeoy = f(x)o f(y) =x-A"- A-y'ist, folgt: A" A=E,
Nach der Vorbemerkung ist dann aber auch A- A' = E,,.

(3) = (4): Sind ay, ..., a, die Zeilen von A, so ist
En:A'At:<aioaj:i,jzl,...,n),

also {ai,...,a,} eine ON-Basis.

(4) = (5): Bilden die Zeilen von A eine ON-Basis, so ist A- A" = E,,, und nach der
Vorbemerkung ist dann auch A'- A = E,,. Daraus folgt wie beim vorigen Schritt,
daB die Spalten von A eine ON-Basis bilden.

(5) = (1): Nach Voraussetzung ist {f(e1),..., f(e,)} eine ON-Basis. Ist x =
(T1,...,%y,), SO ist

60 = 7(3 o) o1 (S we)
= Zﬂiifb’jf(ez‘) * f(e)

= |xI*

Damit ist f eine Isometrie. "



2  Determinanten 105

Definition:

A € M, »,(R) heifit eine orthogonale Matriz, falls A* - A = E,, ist.

Notwendiges Kriterium fiir Orthogonalitit

Ist A orthogonal, so ist |det(A)| = 1.

BEWEIS: Klar, denn wegen A'- A = E,, ist det(A)? = 1. -

Im Falle n = 2 wollen wir alle orthogonalen Matrizen bestimmen:

Sei also A = @

bilden, gilt:

Z ) orthogonal. Da dann die Spaltenvektoren ein ON-System

(@, )P =1 und (a,c) e (b,d)=0.

Also ist a®+c? = 1, und weil (a,c)e(—c,a) = 0, (—c,a) # (0, 0) und das orthogonale
Komplement zu R(a,c) im R? 1-dimensional ist, gibt es ein A\ € R mit (b,d) =
A (—c,a).

Aus der ersten Aussage folgt: Es gibt ein ¢ € [0,27), so daB a = cos(p) und
¢ = sin(yp) ist.

Wir miissen nun zwei Féalle unterscheiden:

1) Ist det(A) =1, so ist 1 = ad — bc = A\(a® + ¢*) = A, also

A=m= (560 e )

Man nennt R(p) die Drehmatriz zum Winkel .

Rl bitder 28 () aut (517 ) () aut (70

2) Sei det(A) = —1.

Mit A und S := ( (1) _01 > ist auch A - S orthogonal, aber die neue Matrix
besitzt die Determinante +1. Also gibt es ein ¢, so da A = R(p)-S™' = R(p)- S

ist. Dabei ist fs(x,y) = (x, —y) die Spiegelung an der x—Achse.
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Definition:
Eine orthogonale Matrix A € M,, ,(R) heit Drehung, falls det(A) = 1 ist, und
Drehspiegelung, falls det(A) = —1 ist.

Die Menge aller orthogonalen Matrizen wird mit O(n) bezeichnet, die Menge
aller Drehungen mit SO(n).

Satz

O(n) ist eine Gruppe und SO(n) eine Untergruppe.

BEweEls:  Offensichtlich liegt die Einheitsmatrix F, in beiden Mengen. Sind A, B
orthogonal, so ist

(A-B)-(A-B)'=A-B-B'-A'=E,,
also auch A - B orthogonal. Auflerdem ist
A_l-(A_l)t:At'Att:At'A:En,

also auch A~! orthogonal.

Wegen det(A - B) = det(A) - det(B) und det(A™') = det(A)~! folgt sofort, dafl
SO(n) eine Untergruppe von O(n) ist. .

Ist A € O(n), so gibt es zwei Moglichkeiten: Entweder ist schon A € SO(n), oder
esist A-S € SO(n), mit

1 00 - 0
0 —1

S=| 0 01
: 0
0 01

Das heifit, jede orthogonale Transformation ist eine Drehung oder eine Drehspie-
gelung.

Wir wollen noch Drehungen im R? betrachten, weil sie wichtig fiir die Computer-
graphik sind.

Sei also A € SO(3).

Behauptung: Es gibt ein v # 0 mit A- 0 =7.
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BEWEIS:  A-v = v ist gleichbedeutend mit (A—Fs)-v = 0. Da A eine Drehmatrix
ist, ist

det(A— F5) = det(A- (B3 — A"))

(_1)3 det(A) - det(At — Ej3)
= —det(A) - det(A — By),

also

Das Gleichungssystem (A — Ej) .Z = 0 muB demnach eine Losung v # 0 besitzen,
und dann ist A- v = v. .

Wir kénnen annehmen, daf v normiert ist. Dann gibt es eine ON-Basis V =

- = =

. — — . . .
{v1,v9,v3} des R? mit v; = v. Der Vektor v; wird sich als Drehachse erweisen.

Die Matrix V' = Wpgy ist orthogonal, und f = fa wird beziiglich V' durch die
Matrix

A::Mv(f):V_1~A-V:Vt'A~V
beschrieben. Nun ist
A-A'=V' A" V.V' AV = Ej,

also A orthogonal. AuBerdem ist det(A) = det(A4) = 1, also sogar A € SO(3). Aber
jetzt ist

Ay =My(f)-vilv = [f V)l = v = €.
Das bedeutet, daf3 A folgende Gestalt hat:

N 1 0 0
A=1 0 a b
0 ¢ d

Die Matrix Ay := ( ZL 2 ) ist orthogonal, mit det(Ay) = 1. Also gibt es ein

¢ € [0,27) mit
_ 1 0 0
A= 0 «cosp —singp
0 sing Cos

Das zeigt, daf3 A eine Drehung um e; mit Winkel ¢ beschreibt.
WegenV-g:A-Vist

N ~

AUJ :ng] = (1)17,0271)3).;]'(‘/4)7

also
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fvy) = ..
f(?2) = 003(90)52 + sin(@)zs,
f(?g) = — sin(gp)?z + COS(QO)Z)?,.

Das ist eine Drehung um v; mit Winkel .

Bemerkung. Eine andere Beschreibung der Drehungen benutzt die sogenannten
FEulerschen Winkel.

Im Komplexen sehen die Isometrien etwas anders aus.

Wir nennen f : C* — C" eine Isometrie, wenn <f(z), f(w)> = <z, w> fiir alle
z,w € C"ist. Da < z,w >=1z-W' ist, folgt:

Die Matrix zu einer Isometrie des C"

Set A e M, ,(C), f=fa:C*— C". f ist genau dann eine Isometrie (beziiglich
des hermiteschen Skalarproduktes), wenn A A= B, ist.

Der BEWEIS funktioniert genauso wie beim euklidischen Skalarprodukt.

Definition:

A € M, ,(C) heiit eine unitire Matriz, falls A A= E,, ist.

Die Gruppe der unitdren Matrizen wird mit U(n) bezeichnet, die Untergruppe
aller unitéren Matrizen A mit det(A) = 1 wird mit SU(n) bezeichnet.

Es gilt:

A unitir = |det(A4)|* = 1.
Aber VORSICHT! Eine komplexe Zahl vom Betrag 1 hat die Gestalt e¢/t. Daher
kann man die Unterscheidung zwischen Drehungen und Drehspiegelungen nicht
auf unitdre Matrizen iibertragen!
Es ist SU(1) = {1} und U(1) = {z € C* : |z| = 1} = {cos(p) + j sin(¢)}, also
U(1) = SO(2). Ebenso besteht ein enger Zusammenhang (aber keine Isomorphie)
zwischen SO(3) und SU(2), auf den wir hier aber nicht eingehen kénnen.
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§3 Eigenwerte und Eigenvektoren

Inhalt:

Eigenwerte, Eigenvektoren, Eigenraum, Diagonalisierbarkeit, charakteristisches Po-
lynom, lineare Unabhéngigkeit von Figenvektoren, Invarianz des charakteristischen
Polynoms unter Basiswechsel, algebraische und geometrische Vielfachheit, Charak-
terisierung der Diagonalisierbarkeit, der Satz von Cayley-Hamilton.

Eigenwerte von orthogonalen, unitdren, symmetrischen und hermiteschen Matrizen,
Hauptachsentransformation.

Definition:

Sei V' ein K-Vektorraum, f : V' — V linear. Ein Vektor z € V' heifit Figenvektor
von f, falls gilt:

1. z ist nicht der Nullvektor.
2. Es gibt ein A € K, so dafl f(x) = Az ist.

Der Skalar A heifit Figenwert von f zum FEigenvektor x.

Ist A € M, ,(K) eine quadratische Matrix, so versteht man unter einem Eigen-
vektor (Eigenwert) von A einen Eigenvektor (Eigenwert) von f4 : K" — K™.

1 2 — 2 .
Ist z.B. A= ( 3 9 ) und zq = (3), SO ist

A' — = I4~ :4
o (3 242, 3) <12) (3) o

also 4 ein Eigenwert von A zum Eigenvektor z.

Der Raum FE()\)

Sei V' ein K-Vektorraum, f :V — V linear und A € K. Dann ist
EX):={x eV | f(x) = Az}

ein Untervektorraum von V.
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BEWEIS:

1) Offensichtlich liegt der Nullvektor in F(\). Man beachte allerdings, dafi 0 kein
Eigenvektor ist!

2) Ist x € E()), also f(z) = Az, so ist auch

flaz) = a- f(z) = a(Ae) = Maw),

also ax € E(N), fir a € K.
3) Sind z,y € E()N), so ist f(z) = Az und f(y) = A\y. Also ist

flx+y) = f(x)+ f(y) = v+ Ay = Mz + y),

also x +y € E()). .

Definition:

Ist f:V — V linear, A € K, so heifit E(\) der Eigenraum von f zu A.

Bemerkung. Die Menge E()) \ {0} besteht aus Eigenvektoren zum Eigenwert
A. Im allgemeinen wird sie natiirlich leer sein.

Wozu sind Eigenvektoren gut?

Definition:

Sei V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum. Eine lineare Abbildung f: V —
V heifit diagonalisierbar, wenn es eine Basis {by,...,b,} von V gibt, bzgl. der f
durch eine Diagonalmatrix beschrieben wird.

Eine Matrix A € M,, ,(K) heiBt diagonalisierbar, wenn f, : K™ — K™ diagona-
lisierbar ist.

Die Matrix Mp(f) = (dij), die f bzgl. der Basis B = {b,...,b,} beschreibt, ist
gegeben durch

()= disbs.
=1

Mp(f) ist genau dann eine Diagonalmatrix, wenn d;; = 0 fiir ¢ # j ist, wenn also
f(bj) = d;;b; fiir j = 1,...,n ist. Das ist genau dann der Fall, wenn B nur aus
Eigenvektoren besteht.

Nun sei speziell f = fa4: K" — K" mit A € M, ,(K).
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Beziiglich einer beliebigen Basis B = {bs,...,b,} wird f durch die Matrix

Mp(fa) = B™' - A - B beschrieben, mit der reguliren Matrix B = (by,..., b,).
Damit haben wir:

Diagonalisierbarkeit von Matrizen

Folgende Aussagen iber eine Matriz A € M, ,(K) sind dquivalent:
1. A ist diagonalisierbar.
2. Im K™ gibt es eine Basis von Eigenvektoren von A.

3. Es gibt eine Diagonalmatriz D und eine requldre Matrix B, so daf$ gilt:

D=B'- A-B

Wie findet man Eigenvektoren zu einer Matrix A 7 Es ist einfacher, mit den Ei-
genwerten zu beginnen:
v £ 0 mit fa(v)=A-v
v #0 mit fa(v)—A-v=0
dv#0mit (f4—A-id)(v) =0
Ker(fa — A-id) # {0}
rg(A—X-E,) <n
det(A—X-E,) =0

apg — A ai2 T A1n

21 g — A -+ (0579

A Eigenwert von A

1reee

[

an1 An2 E ¢ 777 - A

L . . . ~ i fiir i # j
Wie sieht diese Determinante aus? Wir setzen a;; := { " i \ fﬁi z fj .
i — =

AuBlerdem beachten wir folgende Tatsache:

Ist o € S, eine Permutation # id, so gibt es ein ¢ mit j := o (i) # i. Weil Permu-
tationen bijektive Abbildungen sind, kann auch nicht o(j) = j gelten, denn dann
hétten ja zwei Zahlen das gleiche Bild. Damit folgt:

det(A —A- En) = Z Sign(a)&lya(l) L -an’g(n)
gESy
= (a;1 —A) ... (ann — A) + Terme, bei denen
A in hochstens n — 2 Faktoren vorkommt
= (—1)"\"+ (—1)”’1(2 a;;)A\""' + Terme vom Grad < n — 2.

i=1
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Definition:

pa(z) = det(A — z - E,) heifit charakteristisches Polynom von A.

pa(z) =co+crw+-+ 12" + ¢, 2" ist ein Polynom vom Grad n iiber K, mit

= (=17
o1 = (=1)"7" - Spur(4),

co = pa(0) = det(A).

Dabei ist Spur(A) = Z Qi
i=1

Das Entscheidende ist nun:
Die Figenwerte von A sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms
pa(z).

Das liefert eine praktische Berechnungsmoglichkeit.

Beispiele.

1. Wir betrachten noch einmal die Matrix A = ( il)) ; ) Es gilt:

1—A 2
det( 5 2_)\>:(1—>\)(2—)\)—6:>\2—3)\—4.

Also ist

3+ +v9+ 16
pa(A) =0 <— A:—+:{ 4

2 -1
Den einen dieser beiden Eigenwerte hatten wir schon kennengelernt. Nun

suchen wir die zugehorigen Eigenvektoren. Dazu mufl man bei gegebenem A
die Gleichung (A — X - Fy) - 2 = 0 losen:

_ (2 2 r1\ (0 - (1 .

A= —1: ( 5 3 ) . (962) = (0) hat z.B. b, := (_1) als Losung.
. -3 2 r1\ (0 - (2 .

A=4: ( 3 9 ) . <:c2> = (0) hat  bq:= (3) als Losung.

b, und b4 sind Eigenvektoren zu den Eigenwerten —1 bzw. 4. Da det < 2

1
-1 3
5 # 0 ist, bilden sie auch eine Basis.



3 FEigenwerte und Eigenvektoren 113

Damit ist bewiesen, dafl A diagonalisierbar ist. Wir machen noch die Pro-

be. Dazu setzen wir B := (by, by) = (_11 g) Damn ist B~ =
1 /3 =2
5( | | ) und

Bl.A.B =

(1 7))
(4

(0 »)=(0 )

Es kommt tatséchlich eine Diagonalmatrix heraus, und die Elntrage darin

7~ N 7 N
—_
—_
—_
o ®©
~

1
5
1
5
1
5

sind gerade die Eigenwerte. Das mufl natiirlich so sein, weil {bl, 2} eine
Basis von Eigenvektoren ist.

. . [ cosp —sing ,
2. R(yp) sei die Drehmatrix R(p) := ( sin o cos & ) Dann ist
cosS Y — A — sin
det(Rlp) = A~ Fo) = det < siﬁgp COS ¢ _‘P)\ )

= (cosp — \)? +sin® ¢
= M —2\cosp + 1.

Dieser Ausdruck wird genau dann Null, wenn

- (2cosp £ \/4cos2p —4) =cosp £/ —sin®p ist.

Das ist nur moglich, wenn ¢ = 0 oder ¢ = 7 ist, also sin ¢ = 0. Das bedeutet,
daf} unter allen Drehmatrizen nur die speziellen Matrizen

1 0 —1 0
(O 1>—E2 und <O _1)——E2

Eigenwerte besitzen (und zwar A = 1 bzw. A = —1). Andere Drehungen
besitzen keinen Eigenwert und daher auch keinen Eigenvektor.

A=

[\.’JI»—l

Spafleshalber kann man ja einmal R(y) als Endomorphismus des C™ auffassen
und nach komplexen Eigenwerten suchen. Auf Grund der obigen Berechnung
ist sofort klar, dal A\; o = cos¢ + j sin ¢ = e*¥ komplexe Eigenwerte sind.

z .
) € C? zum Eigenwert \; = %

Die Gleichung fiir einen Eigenvektor (
w

lautet:



114 KAPITEL 7 MULTILINEARE ALGEBRA

—jsing  —singp \ [z) _ 0
sin —j singp w)  \0/J’
1 ) 3 . : Iy .
.| eine Losung ist. Genauso ist . | ein Eigenvektor zum
—J
: 1 1
Eigenwert Ay = e/ %. Offensichtlich sind ( ) und ( ) > linear unabhéngig
J —J
(itber C), es gibt also eine Basis von Eigenvektoren. Man sieht, daf eine
Matrix iiber R nicht diagonalisierbar, aber {iber C diagonalisierbar sein kann.

Man sieht, daf3 (

Lineare Unabhingigkeit von Eigenvektoren

Sind vy,...,viy € K™ FEigenvektoren zu paarweise verschiedenen FEigenwerten
A, A, der Matriz A € M, (K), so sind sie linear unabhdngig.

BEWEIS: Dies ist Gelegenheit fiir einen Induktionsbeweis. Wir fithren Induktion
nach der Anzahl k.

k=1: Fin einzelner Eigenvektor v; ist immer linear unabhéngig, weil er ja # 0

1st.

k—1— k: Esseien Eigenvektoren vy, ..., vy zu paarweise verschiedenen Eigen-
werten \q,...,\, gegeben. Wir nehmen an, sie wéren linear abhéngig, und versu-
chen, daraus einen Widerspruch zu konstruieren:

Nach Induktionsvoraussetzung sind vy, ..., vi_; linear unabhéngig. Wenn sie durch
Hinzunahme von vy, linear abhéngig werden, mufl es Koeffizienten a; € K geben,

so dafi gilt:
k—1
Vi = Z Q;Vj.
j=1

Daraus folgt:

0= (M) = (fa=de- i)Y o)
= S ay (fa— M id)(vy)
- i%‘ (A = Ak) v

Da die A\; # A sind, also \; — Ay # 0 fiir j = 1,...,k — 1, und da vy,..., vy
linear unabhéngig sind, mufl a; = ... = ap_; = 0 sein. Aber dann ist v = 0, und
das kann bei einem Eigenvektor nicht sein. WS! "
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Folgerung

Hat A € M, ,(K) n verschiedene Eigenwerte, so ist A diagonalisierbar.

Eine besondere Rolle spielt der Eigenwert 0:

Der Eigenwert 0

A e M, ,(K) ist genau dann reguldr, wenn 0 kein Eigenwert von A ist.

BEwEIS: Es ist p4(0) = det(A), also

A regulir <= det(A) #0
< pa(0) #0
<= 0 kein Eigenwert.

Das charakteristische Polynom py4 einer Matrix A € M,, ,,(K) héngt in Wirklichkeit
nur von der linearen Abbildung f = f4 ab, ganz egal, beziiglich welcher Basis man
f beschreibt:

Invarianz von py(x) unter Basiswechsel

Ist B invertierbar, so ist

pe-14(x) = pa(x) fir alle v € R.

BEwEIS: Es ist

ppiap(r) = det(B'-A-B—-2x-E,)
= det(B'-A-B-B*'-(z-E,) - B)
= det(B™'-(A—2-E,)-B)
= (detB)'-det(A—=z-E,)-detB
= det(A—=x-E,) = pa(x).

Leider kann man nicht immer erwarten, dafl das charakteristische Polynom in lauter
verschiedene Linearfaktoren zerfallt.
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Beispiel.
6 4 4
SeiA:=| —1 0 —1 |. Dann gilt:
-2 0 0
66—\ 4 4
det(A— - E3) = det -1 -2 -1

-2 0 —A
= (6—=M)AN+8+4-0—8\—0—4)\
= X +6X* - 12\ +38
= (2-))%
Also ist A = 2 die einzige Nullstelle von p4(z). Sie hat die Vielfachheit 3.

Mehr Nullstellen kann es aus Gradgriinden selbst im Komplexen nicht geben.
Wie steht es nun mit den Eigenvektoren? Die zugehorige Gleichung hat die

4 4 4 T 0
-1 -2 1 |-{a]=]0
—2 0 —2 T3 0

Aus der Koeffizientenmatrix gewinnt man durch elementare Umformungen
zunéchst die Matrix

1 1 1 1 1 1 1 1
-1 -2 -1 |, dann 0 -1 0 und schlieflich 0 1
1 0 1 1 0 1 0 0

Das resultierende Gleichungssystem

T +wo+x3 = 0,
To = 0

liefert als Losungsraum den Eigenraum
E2)={a-(-1,0,1) | « € R}.

Der ist nur 1-dimensional.

Definition:
Sei A € K ein Eigenwert der Matrix A € M,, ,(K).

a(A) := Vielfachheit der Nullstelle A des charakteristischen Polynoms p4(z)
heifit algebraische Vielfachheit von .
g(A\) = dimg(F(N)) heiBt geometrische Vielfachheit von .
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Das Verhalten im vorigen Beispiel war kein Zufall:

Vergleich zwischen geometrischer und algebraischer
Vielfachheit

Ist A Eigenwert von A € M, ,(K), so ist

1<g(N\) <a()) <n.

BEWEIS:  Sei k := g(\).

Dann gibt es eine Basis {vy,...,vx} von E(X). Wir ergénzen sie zu einer Basis
{vi,..., vy} des ganzen K™. Dann ist B := (v, ..., v,) eine regulire Matrix, und
es gilt:

Bil'A'B = Bil'(A.(617"'7616)7"4'(ZkJrlu"'vzn))
Bl (Avy, . AU A (Vkgts -, 0))
= A-B7'(vy,.. ., 0k), B A (Whgy e, U))

X

mit irgendwelchen Matrizen X € My, (K) und Y € M,,_,—(K). Daraus folgt:

pA(x) = pB—lAB(JU)

= det

0 Y -2 -FE, 4

= (A—a)f - det(Y —z- E,_y).

Also ist A eine Nullstelle von mindestens k-ter Ordnung, es ist a(\) > g(\).

Da pa(z) hochstens n Nullstellen haben kann, ist a(A) < n, und da A nur dann
Eigenwert ist, wenn es dazu mindestens einen Eigenvektor gibt, ist g(A\) > 1. "
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Hilfssatz
A, ..., A seien paarweise verschiedene Eigenwerte von A € M, ,(K).
Istw; € E(\) firi=1,....,r undw;+---+w, =0, soistw; =...=w, =0.

BEWwEIs: st r = 1, so ist nichts zu zeigen. Sei also r > 2.

Wir nehmen an, dafl es ein £ mit 1 < k < r gibt, so dafl — nach geeigneter
Numerierung — die ersten k& Vektoren # 0 sind, wihrend wy,; = ... = w, = 0 ist.
Dann ist auch wy + --- +wj; = 0, also £ > 2 und

k k k
0= FaQwi) =2 Falwi) = 3 - wi
i=1 i=1 i=1

Da Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten linear unabhéngig sind, muff \; =
... = X = 0 sein. Aber das ist ein Widerspruch, denn die \; sollten paarweise
verschieden sein. .

Charakterisierung der Diagonalisierbarkeit

Sei A € M, ,(K). A ist genau dann diagonalisierbar, wenn gilt:
1. pa(z) zerfdllt vollstindig in Linearfaktoren.

2. Fir jeden Eigenwert X\ ist a(\) = g(A).

Bewels: 1) Ist A diagonalisierbar, so gibt es eine Basis B = {vy,...,v,} von
Eigenvektoren. Wir konnen die Basisvektoren so anordnen, daf} gilt:

Die ersten ky von ihnen sind Eigenvektoren zum Eigenwert A\, die néchsten ks sind
Eigenvektoren zum Eigenwert Ay usw., wobei die Eigenwerte A1, ..., \, paarweise
verschieden sind. Dann wird f4 beziiglich B durch die Diagonalmatrix

A1+ By, 0
)\2 . EkQ

0 A By,
beschrieben, d.h. es ist A = Mp(f4) = B™'- A- B, mit B = (31, . ,gn) Daher
gilt:
pa(m) =palz) = A\ —2)" - - (N —2)F,
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Das charakteristische Polynom zerfillt in Linearfaktoren, und es ist a();) = k; fiir
1=1,...,r.

Wir wissen schon, dafl k; > g(\;) ist. Aber B; := BN E()\;) besteht aus k; linear
unabhéngigen Vektoren, die alle in F()\;) liegen. Also ist auch k; < dim E()\;) =
g(Ni).

2) Sei umgekehrt das Kriterium erfiillt, Ay, ..., A\, die verschiedenen Eigenwerte mit
den Vielfachheiten k; = a()\;) = g(\;) und ky + - - + k. = n.
Dann wéhlen wir Basen B; von E()\;), fiir i = 1,...,r, und setzen

B:=BU...UB,.

Offensichtlich besteht B aus n Elementen. Eine Linearkombination w von Ele-
menten von B kann in der Form w = w; + --- 4+ W, geschrieben werden, wobei
w; € E()\;) jeweils Linearkombination von Elementen von B; ist. Ist w = 0, so
verschwinden nach dem Hilfssatz auch alle w;, und da die Elemente von B; linear
unabhéngig sind, kann w nur die triviale Linearkombination sein. Also sind die
Elemente von B linear unabhéngig und bilden somit eine Basis von Eigenvektoren
von A, d.h. A ist diagonalisierbar. "

Bemerkung. Uber C zerfillt jedes Polynom in Linearfaktoren. Da ist die erste
Bedingung tiberfliissig.

Ist A Eigenwert einer Matrix A, so gibt es einen Vektor x # 0 mit fa(x) = X - x,
und dann ist

faz(x) = fao fa(x) = fa0x) = X - fa(x) = X - (Ax) = A*x.
Also ist A\? Eigenwert der Matrix A? = A - A, und allgemeiner ist \? Eigenwert der
Matrix AP : = A-... - A
—_—
p-mal

Bei diagonalisierbaren Matrizen kann man mehr aussagen und zudem die Matrix-
potenz AP bequem ausrechnen:

A 0
Ist B'AB =D := eine Diagonalmatrix, so ist
0 An
B'A"B = (B 'AB)-...-(B"'AB) = D".
p—‘nrlal

Aber die Potenzen einer Diagonalmatrix kann man sofort hinschreiben, und es ist

Ap:B- .B_l‘
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Als Anwendung kann man sogar mit Polynomen von (diagonalisierbaren) Matrizen

rechnen. Ist f(x) = Z a;x", so setzt man
i=1

f(A):=ay-E,+a-A+ay- A*+-- 4 a,- A"
Ist A wie oben diagonalisierbar, so erhélt man:

f(h) 0

f(A) — B'(CLO'En+CL1'D+CL2'D2+' . .+an.Dn).Bil = B. 'Bil.

0 f(n)

Eine besondere Situation liegt vor, wenn f(x) = pa(z) das charakteristische Poly-
nom von A ist. Dann ist f()\;) = 0 fur alle 4, also psa(A) = 0. Diese hier nur fiir
diagonalisierbare Matrizen bewiesene Aussage ist ein Spezialfall eines allgemeinen
Satzes.

Satz von Cayley-Hamilton

Ist A€ M, ,(K), so gilt:  pa(A) =0.

Der Beweis ist zu schwer fiir uns. Hier soll nur vor folgendem ,, Kurzschluff* gewarnt
werden:

pa(x) = det(A — zE,), also pa(A) = det(A — AE,) = det(A — A) = det(0) = 0.

Das ist natiirlich volliger Unsinn!! (Warum?)

Eine wichtige Folgerung aus dem Satz von Cayley-Hamilton ist die Tatsache, daf3
A" eine Linearkombination der Matrizen E,,, A, A%, ..., A" ! ist.

Wir wollen uns jetzt mit den Eigenwerten spezieller Matrizen befassen:

Eigenwerte von orthogonalen und unitiren Matrizen
Sei A € M, ,(K) orthogonal (im Falle K =R ) oder unitir (im Falle K = C ).
Dann gilt:

1. Ist A € K ein Eigenwert von A, so ist || = 1.

2. Figenvektoren zu verschiedenen FEigenwerten von A sind zueinander
orthogonal.

BEwEIS:  Wir betrachten nur den komplexen Fall. Es sei f := f4.
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1) Sei x # 0, f(x) = A-x. Da f eine Isometrie ist, gilt:
M <X X>=< XM >=< f(x), f(X) >=<x,x > .

Daraus folgt, dafl |A\|? =1 ist.
2) Ist f(x) = Ax und f(y) = py, mit A # p, so folgt:

M <X,y >=< f(x), fly) >=<x,y >.

Also ist (A\z —1)- < x,y >= 0. Wiire \fi = 1, so wire i = A" = X (weil [\ =1
ist). Aber dann wére auch A = u, im Widerspruch zur Voraussetzung. Also muf
<X,y >=0 sein. "

Eigenwerte von symmetrischen und hermiteschen
Matrizen

Sei A € M, ,,(K) symmetrisch (d.h. K =R und A" = A ) oder hermitesch (d.h.
K=CundA' = A ). Dann gilt:

1. Das charakteristische Polynom von A zerfdllt in Linearfaktoren.

2. Alle Figenwerte von A sind reell.

3. FEigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten von A sind zueinander
orthogonal.

BEWEIS: Eine reelle symmetrische Matrix ist natiirlich auch hermitesch, und iiber
C zerfillt das charakteristische Polynom in Linearfaktoren. Wir brauchen also nur
zu zeigen, daf alle Eigenwerte einer hermiteschen Matrix A reell sind, dann folgt
(1) und (2) automatisch fiir R und C.

Wieder arbeiten wir mit der zugehorigen linearen Abbildung f = f4. Diesmal ist
[ ,selbstadjungiert*, d.h. < f(z),w >=< z, f(w) > fiir alle z,w € C", denn es
ist

< f(z),w> = (A-z")" - w'
= Z.At.wt

z- AW

= z- A wt=12- (w)t

= <z f(w)>.

Ist A € C Eigenwert von f, so gibt es einen Vektor z € C" mit z # 0, so dafl
f(z) = Az ist. Dann folgt:
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A<z,z2> = <Az,z>=< f(z),z >
= <z f(z)>
= <z \z2>= \<2,2>.
Da < z,z > reell und positiv ist, folgt: A = X, also A € R.
Zur Orthogonalitiat der Eigenvektoren:
Seien \ # u zwei FEigenwerte, z bzw. w zugehorige Eigenvektoren. Dann gilt:
A<zZ,W> = <) z,w >
= < f(z),w >
= <z f(w)>
= <z,uw >

= p <z,w> (weil yreell).

Also ist (A — p)- < z,w >=0, d.h. <z,w>=0. .

Satz von der Hauptachsentransformation

Ist A € M, ,(K) eine symmetrische (bzw. hermitesche) Matriz, so gibt es eine
orthogonale (bzw. unitire) Matriz S € GL(n, K), so dafs S™' - A- S eine reelle
Diagonalmatrixz ist. Die Eintrdge in der Diagonalmatriz sind die Eigenwerte der
Matriz A.

BEWwWEIS:  Wir betrachten den komplexen Fall, also eine hermitesche Matrix A.

Es gibt mindestens einen Eigenwert A und dazu einen Eigenvektor v;. Diesen kann
man normieren, so daf ||v;|| = 1 ist. Schliefilich setzen wir U := Cv;.

Offensichtlich ist f4(U) C U, und wir wollen zeigen, daf§ auch f4(U+t) C U+ ist.
Dazu geben wir uns einen beliebigen Vektor x € U+ vor. Dann ist

<vy, fa(x)> = <fa(vi), x> = <A-vy, x> =X <vy, x> =0,
also auch fa(x) € U+,

Wir wihlen nun eine ON-Basis {vy, ..., v, } von UL. Dannist B := {vy,va,..., v, }
eine ON-Basis des C" und B := (31, e 75)n) eine unitare Matrix. Sei

M :=Mg(fs)=B'-A-B=B'-A-B.
Dannist M =B -A'-B=B'-A-B= M, also M wieder hermitesch.
Wir wollen M genauer berechnen. Wegen f4(U*) C Ut gibt es Zahlen a;, so daf§

’L_)Ui =A-v; = Zozjﬂ)j ist, fiir © = 2,...,n. Daraus folgt:
j=1
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Vi
M = : A (Ui, U0)

Vi
Vi

- : : (/\;17 77}27 7En)
A0 -2 0
0

B : A
0

Weil M hermitesch ist, mufl auch A; hermitesch sein. Wir werden sehen, daf§ wir
damit das Problem um eine Dimension reduziert haben. Zu diesem Zweck nehmen
wir an, es gebe schon eine unitdre Matrix S7, so daf3

Al izglt'Al'Sl

eine Diagonalmatrix ist. Anschlieend setzen wir S := B - ( (1) g, ) Dann ist
1

auch S unitér, und es ist

Sl 4.8 — i_ot B'. A.B. 110
0|3, 0|8

1] /\‘0 1\0
lols ) O‘Al | 0‘51
e 0
ERIERT
[ a]o0
lola

Das ist die gewiinschte Diagonalisierung von A. Analog fiihrt man die Diagonali-
sierung von A; auf eine (n — 2)-reihige hermitesche Matrix A, zuriick, usw. n

Um den Begriff ,,Hauptachsentransformation® zu erldutern, sei noch ein Beispiel
angegeben:

Beispiel.

Ist A € M, ,(R) eine symmetrische Matrix, so nennt man ¢4 : R” — R mit

qa(x) :=x- A-x" die zugehirige quadratische Form. Ist z.B. A = ( Z ZC) ),

SO ist
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galz1,22) = (21,22) - ( Z ’2) , (2)
— (1, @) - (axl +b:c2)

bﬂ?l + cxo
Fiir ¢ € R bezeichnet man die Menge Q4(c) := {x : qa(x) = ¢} als Quadrik
oder quadratische Hyperfliche.

2 2
= ax] + 2bx179 + cx5.

) -2

Wir betrachten speziell A = ( 9 g

> . Dann ist

- dD—w -2 2 o _
pA(a:)—det( 9 8_$)—x 13z 4+ 36 = (x —4)(z — 9).

Einen Eigenvektor zum Eigenwert A\; = 4 finden wir durch die Gleichung
1 —2 ) I . 0

Eine Losung ist der Vektor v; = (2,1), mit ||v1| = v/5.

Einen Eigenvektor zum Eigenwert Ay = 9 erhalten wir aus der Gleichung
—4 -2 ) T . 0

Eine Losung ist vo = (—1,2), mit ||va]| = v/5.

Dann bilden die Vektoren wy := \%(2, 1) und wy := \/Lg(l, —2) eine ON-Basis
von Eigenvektoren von A. Die zugehorige Matrix

2 1
_ 5 5
s=| v ¥
vh Vb
definiert eine Drehung fs der Ebene um den Nullpunkt, und es ist

t 4 a_ (40
SAS_(O 9).

Nun gilt (mit y := (fs)'(x) = (S7!-xH)t = (St-x)t=x-9):

X €Qalc) <= qx)=c
— x-A-xt=c¢
— x-(S~<4 0) ShH.xt=c
0 9
= y~(4 0) t=¢
0 9
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Sei etwa ¢ = 36. Dann ist

Qalc) = {x| 5I% — 439 + 8x§ =36}
= fs({y : 47 + 993 = 36})

Y Y

= Sy (P + (5 =1
3 2

das Bild einer achsenparallelen Ellipse unter der Drehung fs. So haben wir

die ,Hauptachsen* von @ 4(c) bestimmt, sie zeigen in die durch die Spalten

von S vorgegebenen Richtungen und haben die Halbachsen 2 und 3.



