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Kapitel 6 Differenzierbare Funktionen

§1 Topologische Strukturen

Inhalt:

Umgebungen, innere Punkte, offene Mengen, abgeschlossene Mengen, Haufungs-
punkte, offener Kern und abgeschlossene Hiille, Rand einer Menge.

Der Konvergenzbegriff im R", kompakte Mengen und der Satz von Heine-Borel,
Stetigkeit, Ungleichungen, stetiges Bild einer kompakten Menge, Satz vom globalen
Maximum und Minimum, stetige Wege, Gebiete, Konvexitit.

Zur Erinnerung: Der Abstand zweier Punkte x und y im R" ist gegeben durch die
Zahl

dxy) =y = x| = vy — 212+ + (g — z0)2.
Man nennt die Funktion d : R® x R® — R die euklidische Metrik auf dem R"™. Sie
hat folgende Eigenschaften:

1. d(z,y) > 0 fiir alle z,y € X.
2. d(z,y) =0 <= z=uy.

3. d(z,y) = d(y,x) fir alle z,y € X (Symmetrie).

4. d(z,y) < d(z,z) + d(z,y) fir z,y,z € X (Dreiecks-Ungleichung).

Definition:
Sei x5 € R™ und € > 0 eine reelle Zahl. Dann heif3t
Uc(x0) == {x e R" : d(x,%x¢) < ¢}

die e-Umgebung von x.

In R? ist U.(xg) eine Kreisscheibe, im R? eine Kugel. Wir schreiben auch B.(xg)
(,B“ fiir ,ball“). Der Rand gehort jeweils nicht dazu.

Eine beliebige Menge M C R™ heifit eine Umgebung von xg, falls es ein € > 0 mit
U.(x¢) C M gibt. Der Punkt xy hat dann einen ,Sicherheitsabstand* zum Rand
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der Umgebung. M seinerseits kann aber beliebige Gestalt haben. Natiirlich ist jede
e-Umgebung von x; auch eine Umgebung von x, im obigen Sinne.

Ein Punkt x¢ € M heifit innerer Punkt von M, falls M noch eine ganze Umgebung
von X enthéalt.

Hausdorffscher Trennungssatz

Sind x,y € R" zwei Punkte mit x # 'y, so gibt es Umgebungen U von x und V
von'y, so daf UNV = & ist.

BEWEIS:  Wegen x # y ist r :=d(x,y) > 0. Nunsei 0 < e <r/2, U = U.(x) und
V = U.(y). Wire z ein Punkt in UNV, so wiire d(x,y) < d(x,z)+d(z,y) < 2e <.
Das wére ein Widerspruch. .

Definition:

Eine Menge M C R"™ heifit offen, falls es zu jedem x € M ein € > 0 gibt, so dafl
U.(x) C M ist.

Eine Menge M ist also genau dann offen, wenn sie eine Umgebung von jedem ihrer
Punkte ist. Dann ist jeder Punkt von M ein innerer Punkt von M.

Behauptung: Jede e-Umgebung ist eine offene Menge.

BEWEIS: Sei y € U.(xg). Wir suchen eine 6-Umgebung von y, die noch ganz
in U.(xg) enthalten ist. Dazu sei r := d(y,xp). Dann ist 0 < r < e. Man kann
eine positive reelle Zahl 0 < ¢ — r finden. Ist x € Us(y), also d(x,y) < 4, so ist
d(x,x0) < d(x,y)+d(y,x¢) < d+r < (e—r)+r = . Das zeigt, daB Us(y) C U-(xo)
ist. L]

Satz (Eigenschaften offener Mengen)

Die offenen Mengen im R™ besitzen folgende FEigenschaften:
1. Der R™ und die leere Menge sind offen.
2. Der Durchschnitt endlich vieler offener Mengen ist wieder offen.

3. Die Vereinigung beliebig vieler offener Mengen ist wieder offen.

Bewels: 1) Fiir den R™ und die leere Menge ist der Beweis trivial.
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2) Seien My, ..., M, offen und M := My N...NM,. Ist x € M, so gibt es Zahlen
g; > 0 mit U, (x) C M; fir i = 1,...,n. Setzt man € := min(ey,...,&,), so liegt
U.(x) in M.

3) Es sei M = {M, : ¢ € I} eine Familie von offenen Mengen,

M= M ={xeR": Jelmitxe M}

el

deren Vereinigung, x ein Element von M. Ist x € M,, so gibt es ein £ > 0, so daf
U.(x) C M, ist. Aber dann ist erst recht U.(x) C M. n

[¢]
Die Menge M aller inneren Punkte von M nennt man auch den offenen Kern von
M. Diese Menge ist immer offen. Eine Menge ist genau dann offen, wenn sie mit
ihrem offenen Kern iibereinstimmt.

Definition:

Eine Menge M C R™ heifit abgeschlossen, falls R™ \ M offen ist.

Satz (Eigenschaften abgeschlossener Mengen)
Die abgeschlossenen Mengen in einem metrischen Raum besitzen folgende Figen-
schaften:
1. Der R™ und die leere Menge sind abgeschlossen.

2. Die Vereinigung endlich vieler abgeschlossener Mengen ist wieder abge-
schlossen.

3. Der Durchschnitt beliebig vieler abgeschlossener Mengen ist wieder abge-
schlossen.

Der BEWEIS ergibt sich unmittelbar aus den Eigenschaften der offenen Mengen
durch Komplement-Bildung.

Definition:

Sei M C R" eine beliebige Teilmenge. Ein Punkt x, € R™ heifit ein Hdufungs-
punkt der Menge M, falls in jeder Umgebung von xq ein Punkt x # x; liegt, der
zu M gehort.
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Ist x¢ nicht Hiufungspunkt von M, so gibt es eine Umgebung U = U(xy), so daf
UNM = {x¢} ist. In diesem Falle wiirde man x einen isolierten Punkt von M
nennen.

Eine endliche Menge besitzt keine Haufungspunkte. Auch Z hat keinen Haufungs-
punkt in R. Aber jede reelle Zahl ist ein Haufungspunkt der Teilmenge Q C R.

Satz

FEine Menge M C R"™ ist genau dann abgeschlossen, wenn sie alle ihre Hdufungs-
punkte enthdlt.

BEWEIS: 1) Sei M abgeschlossen und x( ein Haufungspunkt von M. Wiirde xq
nicht zu M gehoren, so wire xg ein Element der offenen Menge R™\ M. Dann gébe
es ein € > 0, so daf auch noch U := U.(x¢) in R” \ M enthalten ist. Das wére ein
Widerspruch.

2) Es sei M eine Menge, die alle ihre Haufungspunkte enthélt. Wir betrachten einen
beliebigen Punkt xq € R" \ M. Da xq kein Haufungspunkt von M ist, gibt es eine
Umgebung V' = V(x¢) C R", die keinen Punkt von M enthéilt. Weil so etwas mit
jedem Punkt xq € R™\ M geht, ist R" \ M offen und M selbst abgeschlossen. =

Definition:

Ist M C R" eine beliebige Teilmenge und H (M) die Menge aller Hiufungspunkte
von M, so nennt man M := M U H(M) die abgeschlossene Hiille oder den
Abschlufl von M.

Satz

Sei M eine beliebige Teilmenge eines metrischen Raumes X. Dann gilt:
1. M st abgeschlossen.

2. M ist genau dann abgeschlossen, wenn M = M ist.

BEwEIS: 1) Da R\ M offen ist, ist M abgeschlossen.

2) Esist M C M. Ist M abgeschlossen, so ist H(M) C M, also sogar M = M. Ist
umgekehrt diese Gleichheit gegeben, so ist M abgeschlossen, nach (1). "
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Es ist z.B. (a,b) = [a,b], und im R™ ist U.(xg) = {x € X : d(z,x) < €}.

Definition:
Ist M C R™ eine beliebige Menge, so nennt man
OM := M\ M

den Rand von M.

Ein Punkt x, € R" gehort genau dann zum Rand von M, wenn x, ein Haufungs-
punkt, aber kein innerer Punkt von M ist. Dann enthélt jede Umgebung von x
sowohl Punkte von M als auch Punkte von R™\ M.

Definition:

Eine Folge (x,) von Punkten im R"™ konvergiert gegen einen Punkt xq, falls
folgende Bedingung erfiillt ist:

Ve >0 3w, sodaB Vv > vy gilt: ||x, — x| < e.

Man schreibt dann: lim x, = xq.

V—00

Man kann auch sagen: (x,) konvergiert im R" gegen Xy, falls d(x,,X() in R gegen
0 konvergiert.

In R ergibt das den bereits bekannten Konvergenzbegriff. Der Grenzwert ist ein-
deutig bestimmt.

Ist x, = (z1”),...,2{) eine Punktfolge und xo = (z\*, ..., 2?) ein fester Punkt,

So ist

I, =0l = /@ = 202 4o+ (@) — 202,

Die Folge (x,) konvergiert also genau dann, wenn alle Komponentenfolgen (x(l’))

(2
konvergieren.

Satz (Charakterisierung abgeschlossener Mengen)

Fine Menge M ist genau dann abgeschlossen, wenn gilt: Ist (x,) eine Folge in
M, die im R™ konvergiert, so liegt der Grenzwert ebenfalls in M.
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BEWEIS: 1) Sei M abgeschlossen, (x,) eine Folge in M und x; = lim x,. Ist die

V—00

Menge der Folgeglieder endlich, so mufl xq eines dieser Folgeglieder sein und daher
in M liegen. Ist sie unendlich, so ist xq ein Haufungspunkt von M und es folgt
ebenfalls, dafl xy in M liegt.

2) M erfiille das Kriterium und xq sei ein Haufungspunkt von M. Dann liegt in
jeder (1/v)-Umgebung von xq ein Punkt x, € M. Offensichtlich konvergiert (x,)
gegen Xq. Also liegt xg schon in M. Damit ist M abgeschlossen. "

Eine Menge M C R"™ heifit beschréankt, falls es ein R > 0 gibt, so dafl M in
der Kugel Br(0) = {x € R" : d(x,0) < R} enthalten ist. Eine Folge im R"
heifit beschréinkt, wenn die Menge der Folgeglieder beschrankt ist. Es gilt folgende
Verallgemeinerung des Satzes von Bolzano-Weierstraf:

Satz (Bolzano-Weierstraf3)

Sei x, = (xgl’), . ,xg)) eine beschrinkte Folge im R™. Dann besitzt (x,) eine

konvergente Teilfolge.

BeEwEIs: Es gibt ein R > 0, so daf§ alle x,, in Bg(0) liegen. Aber dann liegen sie
erst recht in I" =1 x ... x I, mit I := [-R, R].

(x§”)) besitzt eine konvergente Teilfolge (atgy(il))) mit einem Grenzwert xgo) el

(25 besitzt eine konvergente Teilfolge (z%)) mit einem Grenzwert 2 € I,

USwW.

SchlieBlich erhdlt man eine konvergente Teilfolge (x,;,)) von (z,). n

n

Detfinition:

Eine Menge K C R" heifit kompakt, falls jede Punktfolge in K eine konvergente
Teilfolge besitzt, deren Grenzwert ebenfalls in K liegt.

Satz von Heine-Borel

Eine Teilmenge K des R™ ist genau dann kompakt, wenn sie abgeschlossen und
beschrdnkt ist.
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BEWEIS: 1) Sei K kompakt. Ist K nicht beschriankt, so gibt es eine Punktfolge
(x,) in K mit ||x,| > v. Dann ist auch jede Teilfolge von (x,) unbeschrénkt. Das
ist ein Widerspruch.

Sei nun x( ein Haufungspunkt von K. Dann gibt es fiir jedes v einen Punkt x,, € KN
B /,(x0). Die Folge (x,) konvergiert gegen xo, und nach Voraussetzung konvergiert
eine Teilfolge gegen ein Element von K. Das mufl dann aber xq sein. Also ist K
abgeschlossen.

2) Sei jetzt K als abgeschlossen und beschréankt vorausgesetzt. Eine Punktfolge in
K ist dann ebenfalls beschrinkt, und nach Bolzano-Weierstrafl gibt es eine Teilfolge,
die gegen ein xy € R™ konvergiert. Aber weil K abgeschlossen ist, liegt xg in K. =

Beispiele.

1. In R ist jedes abgeschlossene Intervall kompakt. Im R™ ist jede abgeschlossene
Kugel
B,(x0) ={x e R" : [|[x —x¢| <1}

kompakt.
2. Jede endliche Teilmenge des R" ist kompakt.

3. Sei (x,) eine konvergente Punktfolge im R", mit Grenzwert xo. Dann ist
M = {x0} U{x, : v € N} kompakt. Man sieht das so: Jede Folge in M ist
eine Teilfolge von (x,), oder die Folgeglieder nehmen nur endlich viele Werte
an. In beiden Féllen gibt es eine Teilfolge, die in M konvergiert.

4. Ist X € R™ kompakt und M C X eine abgeschlossene Teilmenge, so ist auch
M kompakt. Der Beweis ist trivial.

Definition:

Sei M eine Teilmenge des R™ und f : M — R™ eine Abbildung. f heifit stetig in
xo € M, falls gilt:

Ve>035>0sd VxeMmit|x—xo <9 gilt: || f(x) — f(X0)]| < e.

f heiflt stetig auf M, falls f in jedem Punkt von M stetig ist.

Anschaulich bedeutet dies: Zu jeder noch so kleinen Fehlerschranke £ kann man
eine davon abhéngige Schranke § finden, so daf gilt: Ist eine Approximation x von
xg gegeben und der Fehler < §, so ist der Bildpunkt f(x) um weniger als ¢ von
f(x0) entfernt.
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Satz (Gleichwertige Beschreibungen der Stetigkeit)

Folgende Aussagen tber f : M — R™ und xq € M sind dquivalent:
1. f ist stetig in xq.

2. Zu jeder Umgebung V. = V(f(xq)) C R"™ gibt es eine Umgebung U =
U(xo) C R™ mit f(UNM)CV.

3. Fir jede Folge (x,) in M mit lim x, = x¢ gilt auch lim f(x,) = f(xo).

V—00 V—00

BEwels: (1) = (2):
Ist V' eine Umgebung von f(xg), so enthélt V' eine e-Umgebung von f(xg). Nach

Definition der Stetigkeit gibt es ein § > 0 mit f(Us(xo) N M) C U.(f(xo)). Wir
setzen U := Us(xp).

(2) = (3):

Sei (x,) eine Folge in M, die gegen x( konvergiert. Aulerdem sei ein € > 0 vorgege-
ben. Es gibt eine Umgebung U = U(x¢) mit f(UNM) C U.(f(xo)). Fiir ein geeig-
netes 1 liegen alle Folgeglieder x, mit v > 14 in U. Dann ist || f(x,) — f(x0)|| < ¢
fiir v > 1vg. Das bedeutet, dafi (f(x,)) gegen f(xo) konvergiert.

(3) = (1):

Es sei das Folgenkriterium erfiillt. Wir nehmen an, f sei nicht stetig in xy. Dann
gibt es ein € > 0, so dafl zu jedem v € N ein x, mit ||x, —Xo|| < 1/v und
| f(x,) — f(x0)|| > € existiert. Aber das kann nicht sein. n

Satz

Es seien M C R™ und N C R" Teilmengen, f : M — R™ und g : N — RF
Abbildungen mit f(M) C N. Ist f stetig in xg € M und g stetig in yg =
f(x0) € N, so ist auch go f : M — RF stetig in x.

BEWEIS:  Sei zg := g(yo) = (g0 f)(x0) und W = W(zy) C R* eine Umgebung.
Dann gibt es eine Umgebung V' = V(y,) € R™ mit g(V N N) C W, sowie eine
Umgebung U = U(xo) C R*" mit f(UNM) C V. Es folgt, da (go f)(UNM) C W
ist, also g o f stetig in xq. "
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Beispiele.

1. Jede konstante Abbildung k : R™ — R™ ist stetig, denn die Bildmenge besteht
nur aus einem einzigen Punkt.

2. Ist M C R"™ eine beliebige Teilmenge, so ist die identische Abbildung idy, :
M — R™ stetig, denn fiir jede offene Teilmenge U C R™ ist idy,(UNM) C U.

3. Sei f: R™ — R" linear. Dann ist f bereits durch die Werte f(e;), i =
1,...,m, festgelegt. Wir setzen

C= Y lse)

Dann erhalten wir fiir x = x1e; + - - - + x,,€,, die Abschétzung

FeIl = HZ:U@ ei)

< S el 17t
=1

< C-maxla]

< O |xl.

denn es ist max;|z;| = v/(max;|z;])2 < \/(21)2 + ()2

Aus der gewonnenen Ungleichung leitet man sofort ab, daf§ f im Nullpunkt
stetig ist: Ist € > 0 gegeben, so wihlen wir § := ¢/C. Fir ||x|| < ¢ ist
FEI<C- x| <e

Ist xo € R™ ein beliebiger Punkt, so ist

1F(x) = F (o) | = [[f(x = x0)[| < C - [Ix = x0]|.

Jetzt folgt wie oben, daf§ f auch in xy (und damit iiberall) stetig ist.

4. Es sei M C R™ eine beliebige Teilmenge. Sind f,g : M — R stetige Abbil-
dungen, so sind auch die Abbildungen f+g¢g: M — R" und feg: M — R
(mit (f e g)(x) := f(x) @ g(x)) stetig. Auf den BEWEIS verzichten wir hier.

5. Eine Abbildung f = (f1,..., fn) : M — R™ ist genau dann stetig, wenn alle
Komponenten-Funktionen f; : M — R stetig sind. Eine komplexe Funktion
f ist deshalb genau dann stetig, wenn Realteil und Imaginérteil stetig sind,
und dann folgt, daB auch f stetig ist.
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Satz

Sei B C R"™ eine offene Teilmenge und f : B — R eine stetige Funktion. Dann
ist auch die Menge M :={x € B : f(x) > 0} offen.

BEWEIS:  Sei xg € M, also ry := f(x¢) > 0. Ist 0 < € < 1, so gibt es ein § > 0,
so daB Us(x9) C B und |f(x) — f(x0)| < € fiir x € Us(xo) ist. Fiir jedes x € Us(xo)
ist dann 0 < 79 —e = f(x9) — ¢ < f(x), also x € M. Also ist M offen. n

Folgerung
Sei B C R™ offen. Sind f,g: B — R stetig, so gilt:
1. {xe B : f(x) < g(x)} ist offen.
2. {x e B : f(x)# g(x)} ist offen.

Bewers: 1) {f < g} ={g — f > 0} ist offen, wegen des Satzes.
2) Da auch {f > g} = {g < f} offen ist, muB {f # g} = {f < g} U{f > g} offen

sein. n

Satz (iiber das stetige Bild einer kompakten Menge)

Sei K C R™ kompakt und f : K — R" eine stetige Abbildung. Dann ist auch
f(K) kompakt.

BEWEIS:  Sei (y,) eine Folge von Punkten in f(K'). Dann gibt es zu jedem v einen
Punkt x, € K mit f(x,) = y,. Weil K kompakt ist, besitzt die Folge (x,) eine
in K konvergente Teilfolge (x,,), ihr Grenzwert in K sei mit x, bezeichnet. Wegen
der Stetigkeit von f konvergiert (y,,) gegen yo := f(Xo), und dieser Punkt liegt in

F(E). .

Satz (vom globalen Minimum und Maximum)

Auf einer kompakten Teilmenge K C R™ nimmt jede stetige Funktion ihr Maxi-
mum und thr Minimum an.
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BeEwers:  f(K) C R ist kompakt, also abgeschlossen und beschréankt. Demnach
existieren y_ :=inf f(K) und y, := sup f(K), und sie sind in f(K) enthalten. Also
gibt es Punkte x_ und x; in K mit f(x_) =y_ und f(x;) = y.. n

Speziell nimmt also eine stetige Funktion f : [a,b] — R immer Maximum und
Minimum an und ist demnach beschrankt.

Zur Erinnerung: Ein stetiger (parametrisierter) Weg im R” ist eine stetige Abbil-
dung o : I — R", wobei [ ein endliches oder unendliches Intervall ist.

Beispiele.

1. Sind xq,yq zwei Punkte im R", so wird die Verbindungsstrecke von xo und
yo durch
a(t) :=x9+ t(yo — x0) = (1 — t)x0 + tyo

parametrisiert, 0 < ¢t < 1. Wir verstehen unter der Verbindungsstrecke aber
auch die Bildmenge

S(x0,y0) = a([0,1]) ={x=(1—1t)xg+tyo : 0 <t <1}.

2. Im R? ist der Kreis um a = (ay, as) mit Radius r > 0 gegeben durch

a(t) = (a; + rcos(t),as + rsin(t)), 0<t <27,

Definition:

Eine offene Menge G C R™ heifit zusammenhdngend oder ein Gebiet, falls gilt:

Zu je zwei beliebigen Punkten x,y € G gibt es einen stetigen Weg « : [0, 1] — G
mit a(0) = x und (1) =y.

Ein Gebiet kann nicht in zwei offene Mengen zerlegt werden.

Satz (von der Unzerlegbarkeit von Gebieten)

Ser G C R"™ ein Gebiet und B C G eine offene nicht-leere Teilmenge. Ist auch
G\ B offen, so muff B =G sein.

BEWEIS: Sei xg € B und yj ein beliebiger Punkt von G. Weil G ein Gebiet ist,
gibt es einen stetigen Weg « : [0, 1] — G mit a(0) = xo und «(1) = yo. Fiir kleines
t liegt a(t) noch in der offenen Menge B.

Sei to :=sup{t € [0,1] : a(s) € B fiir 0 < s < t}. Wir wollen zeigen, dafi t; = 1
und damit yo € B ist. Also nehmen wir an, es sei t5 < 1. Wegen der Offenheit von
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B kann a(ty) nicht in B liegen. Wegen der Offenheit von G \ B kann es aber auch
nicht in G\ B liegen. Das ist ein Widerspruch, die Annahme ist falsch. .

Definition:

Eine Teilmenge M C R" heifit konvez, falls mit je zwei Punkten von M auch
deren Verbindungsstrecke in M enthalten ist.

Beispiele.
1. Jedes Intervall ist eine konvexe Teilmenge von R.
2. Offene und abgeschlossene Kugeln im R" sind konvex.

3. Jede offene konvexe Menge ist ein Gebiet. Umgekehrt braucht ein Gebiet
nicht unbedingt konvex zu sein. So ist z.B. das Gebiet

G={(z,y) eR*: ~-1<z<lund1l—-2*<y<2}

nicht konvex.
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§ 2 Partielle Differenzierbarkeit

Inhalt:

Richtungsableitungen, partielle Ableitungen, héhere partielle Ableitungen, der Satz
von Schwarz, Vektorfelder, der Nabla-Operator, spezielle Kettenregel, Eigenschaf-
ten des Gradienten.

Sei nun G C R" ein Gebiet und f : G — R eine Funktion. Wie kann man sich eine
solche Funktion veranschaulichen? Ist n = 2, so ist der Graph

Gy ={(x1,22,2) € G XR| 2= f(x1,22)}

eine Fliche im R*. Jede ,vertikale Gerade® {(a,b,2) | z € R} durch einen festen
Punkt (a,b) € G trifft den Graphen in genau einem Punkt.

Eine andere Moglichkeit der Darstellung ist die Benutzung von ,,Hohenlinien®“. In
G liegen die Niveaumengen

Ne(f) ={x e G| f(x) = c},

im Falle n = 2 sind das Linien. Man kennt diese Darstellung von den Landkarten

her.

Ist allerdings n > 2, so ist eine anschauliche Darstellung von f durch den Graphen
oder durch Niveaumengen kaum noch praktikabel.

Definition:

Sei G C R” ein Gebiet, a € G und f : G — R eine Funktion. Fiir v. € R”

bezeichnet man .
Dy f(a) = lim fla+ \;) — f(a)

als Richtungsableitung von f in a in Richtung v (sofern der Grenzwert existiert).

Was bedeutet das anschaulich?

Durch a(t) := a+ tv wird eine Gerade L C R" durch den Punkt a mit Richtungs-
vektor v parametrisiert. Die Funktion

fr(t) = foa(t) = fla+tv)
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ist eine gewohnliche Funktion einer Verdnderlichen, und die Richtungsableitung von
f in a mit Richtung v ist nichts anderes als die gew6hnliche Ableitung (f1)'(0).

Den Graphen von f;, erhélt man, indem man den Graphen von f mit der iiber der
Geraden L gelegenen ,senkrechten Ebene {(x,z) € R” x R | x € L} schneidet.

Beispiel.

Sei f:R? — R definiert durch f(z,y) := 1 — 22 — 32, vektoriell geschrieben
also

fx)=1—xex.

Ist a = (ai,b;) und v = (vy,vy), so ist

frt) = f(a+tv) = 1—(a+tv)e(a+ttv)
= l—aea—2tvea—tvev,

also

Dyf(a) = (f)'(0)

= —2vea.

Ist a # 0, so verschwindet die Richtungsableitung Dy f(a) = 0 genau dann,
wenn der Richtungsvektor v auf dem Ortsvektor a senkrecht steht. In a =0
verschwindet jede Richtungsableitung.



2 Partielle Differenzierbarkeit 61

Eigenschaften der Richtungsableitung

f und g seien in a in Richtung v differenzierbar, ¢ sei eine Konstante. Dann
sind auch c- f, f+ g und f - g in a in Richtung v differenzierbar, und es gilt:

1. Do(c- f)(a) = c- Dy f(a).
2. Dy(f +g)(a) = Dy f(a) + Dvg(a).
3. Dy(f-g)(a) = f(a) - Dvg(a) + Dy f(a) - g(a).

Die BEWEISE funktionieren wie bei den Funktionen von einer Verdnderlichen.

Eine besondere Rolle spielen die Richtungsableitungen in Richtung der Einheits-
vektoren eq,...,e,:

Definition:

Die Funktion f sei in a in Richtung des i—ten Einheits—Vektors e; differenzierbar.
Dann heifit
of

&%’i
die i—te partielle Ableitung von f in a. Man schreibt auch f,,(a) dafiir.

(a) := D, f(a)

Wenn alle partiellen Ableitungen von f in a existieren, dann heifit f in a partiell
differenzierbar.

Wie fithrt man die partielle Differentiation praktisch durch?

Sei a = (ay, ...,a,). Dann gilt:
of . fla+te) — f(a)
Go(@) = Do f(a) = lim D0
1
= lir%g(f(al,...,ai—i—t,...,an) — flay,...; a4 ... a,))
— lim f(al, vy i1, 8, A1y - - - ,an) — f(CLl, ey A1, Ay Qi 1y - - ,(ln)
s—a; s — a;
LIk )
= - A1y ooy i1,8,Qj41y...,0p).
dS —a, 1 ) 1 +1

Um also die i—te partielle Ableitung von f in a auszurechnen, mufl man in
f(z1,...,x,) die Variablen z;, j # i, durch die Konstanten a; (also die Kom-
ponenten von a) ersetzen. Danach hingt die Funktion nur noch von der einen ver-
bliebenen Variablen x; ab und kann im gewohnlichen Sinne nach dieser Variablen
an der Stelle a; differenziert werden.
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Beispiel.
Sei f(z,y,z) = x* - cos(yz).

Um partiell nach z zu differenzieren, mufl man die Variablen y und z festhal-
ten und nur die Funktion x — x? - cos(yz) betrachten. Also ist

aof B
%(x,y, z) = 2z - cos(yz).

Um partiell nach y zu differenzieren, mufl man die Variablen x und z festhal-
ten und nur die Funktion y — 2 - cos(yz) betrachten. So erhilt man

Z_g/c(ﬂf, y,z) = x*- (—sin(yz) - 2) = —a?zsin(yz)

und analog

0 )
2 (2,,2) = —a?ysin(y2).

Es sieht so aus, als hitte man die Verallgemeinerung der Differenzierbarkeit auf
mehrere Verédnderliche gefunden. Aber leider ist die partielle Differenzierbarkeit
eine zu schwache Figenschaft. Sie hat noch nicht einmal die Stetigkeit der Funktion
selbst zur Folge:

Beispiel.

Wir betrachten die Funktion
i (a,y) £ (0,0)
ir (x, ,
flz,y) =4 a2 +yt Y

0 fir (z,y) = (0,0).

Die Funktionen z — f(x,0) = 0 und y — f(
Nullpunkt differenzierbar. Also ist f in 0 = (
Andererseits ist f dort nicht stetig:

0,y) = 0 sind sicherlich im
0,0) partiell differenzierbar.
Wenn man y, = ((a,)? a,) setzt, mit einer Nullfolge (a,), so konvergiert
diese Folge gegen (0,0), aber es ist

(au)4

lim f(y,) = lim =

1
V—00 2(&,/)4 2

Das diirfte nicht passieren, wenn f im Nullpunkt stetig wére.

Eine weitere Schwéche der partiellen Differenzierbarkeit tritt auf, wenn man hohere
Ableitungen betrachtet:
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Ist B C R” offen und f : B — R in allen Punkten von B partiell differenzierbar,

0
so bilden die partiellen Ableitungen —f(x) wieder reellwertige Funktionen auf B.

0x;

Sind sie alle stetig, so nennt man f stetlz'g partiell differenzierbar.

Definition:

Sei B C R" offen, a € B und f : B — R iiberall partiell differenzierbar. Alle

seien in a noch einmal partiell differenzierbar. Dann

partiellen Ableitungen
8[EZ‘

definiert man fiiri,5 =1,...,n:

0*f 0 [of

Man nennt diesen Ausdruck auch die 2-te partielle Ableitung von f nach x; und
x; an der Stelle a, und schreibt dafiir auch f,,,(a).

Man beachte die Reihenfolge! Zuerst wird nach der Variablen differenziert, die am
weitesten rechts steht!

Beispiel.

Sei f(zy,m3) := ¥ - cos(wy). Dann gilt:

%(X) = k- e . cos(zy)  und aa_x];(x) = —eM - sin(zy),
sowie
2 2
o°f o7 (a) = —keF sin(ay).

011079 = 0x20x,

Man kann sich nun fragen, ob man die 2-ten Ableitungen immer miteinander vertau-
schen kann, ob es also bei hoheren partiellen Ableitungen nicht auf die Reihenfolge
ankommt. Leider ist das nicht generell der Fall:

Beispiel.
22— o2
Sei  f(x,y) = Ty vy fir (z,y) # (0,0
0 fir (z,y) = (0,0

Dann gilt fiir (z,y) # (0,0):
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g(w ) = 9 M
oz Y or \ z2+1y?
_ B’y —y)(@? +y) — (@Y —yla)2e
(22 + y2)?2
B aty + day® — b
o (ac2 4 y2)2 ?
also
0 .
0=y (fry £0)
Weiter ist
ox z—0 T
| of, . of
Also ist sogar %(O, y) = —y fir alle y und ayax(o, 0)=—1.
Entsprechend erhalten wir fiir (z,y) # (0,0):
g(x ) = 9 M
dy Y oy \ 22+ 2
(@ =3y%a) (2 +y?) — (2 — )2y
- (xz +y2)2
2 — Aty —ay!
- (x2 +y2)2 )
also
g—i(:c,O) =z fir ¢ # 0,
und
ay y—)O y
.0
Somlt 1st ax—ay(o,O) = +].

Zum Gliick gilt folgendes hinreichende Kriterium fiir die Gleichheit der gemischten
zweiten Ableitungen:
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Satz von Schwarz

Sei B C R" offen und f : B — R auf ganz B nach allen Variablen partiell

differenzierbar, a € B.

0*f o*f
d

l'iailfj (X) un ai[}j €T;

Umgebung von a in B existieren und in a stetig sind, so ist

Wenn die gemischten zweiten Ableitungen

(x) auf einer

e MRy B
axi&pj N 8ZL‘]8IZ ’

Auf den etwas technischen Beweis verzichten wir hier.

Definition:

Sei G C R"™ ein Gebiet. Ein Vektorfeld auf G ist eine Abbildung F : G — R",
die jedem x € G einen Vektor F'(x) € R™ zuordnet.

Graphisch stellt man das Vektorfeld dar, indem man in jedem Punkt x den zuge-
ordneten Vektorpfeil F'(x) zeichnet. Dadurch wird deutlich gemacht, dafl es auf die
gesamte Abbildung F ankommt, nicht nur

. -7 auf die einzelnen Werte.
]‘ / Manchmal versteht man deshalb unter einem
-7 / Vektorfeld auf G auch die Menge aller Paare
S (x, F(x)) mit x € G.

-7 «7 7

Die Bildung der partiellen Ableitungen of

i

einer Funktion f kann man auch als

Anwendung des ,linearen Operators® D, := — auf die Funktion f auffassen.
T
Man fafit nun gerne die n Operatoren Dy, ..., D, zu einem vektoriellen Operator
zusamien:
0 0
V=(—,...,— ). Nabla®
<8x1’ ’ 8xn) G )

Dieser Operator kann auf verschiedene Weise wirken.

Sei G C R" offen.

1. Ist f : G — R eine stetig partiell differenzierbare Funktion, so heifit das
Vektorfeld
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of of
d(f):= = (=", ..., =
grad() =V = (1. 50
das Gradientenfeld von f. Der Wert grad(f)(a) wird als Gradient von f in
a bezeichnet.

2. Seiv = (vy, ...,v,) : G — R" ein Vektorfeld, dessen séamtliche Komponenten
v; stetig partiell differenzierbar sind. Dann heifit die Funktion

div(v) ::Vov:%+...+gzn

die Divergenz von v.

3. Sei jetzt speziell n = 3 und v : G — R3 ein stetig partiell differenzierbares
Vektorfeld. Dann heifit das Vektorfeld

81)3 B 81)2 81)1 _ 81}3 81}2 _ 87}1
(%2 8953’ 89173 01’1’ 0.171 8[E2

rot(v) :=V x v =(
die Rotation von v.

Man beachte, dal bei Vev und V x v nicht einfach nur Multiplikationen zwischen
den Komponenten von V und denen von v durchgefiihrt werden, sondern dafl die
partiellen Ableitungen in V als Operatoren auf den Komponenten von v wirken!
Die vereinfachte Schreibweise mit dem V kann daher leicht zu Fehlern fiithren.

Divergenz und Rotation werden spéter ausfiihrlicher in einem Kapitel {iber Vektor-
analysis behandelt werden, mit dem Gradienten und seiner Bedeutung beschéftigen
wir uns noch einmal weiter unten in diesem Paragraphen.

Lemma (schwacher Mittelwertsatz)

Sei xg = (m§°),...,x;°)) € R”, f: Uslxo) — R partiell differenzierbar und
x € U.(x0) beliebig. Die Punkte z,...,z, seien definiert durch zo = xq und
Z; = zi,l—i—(a:i—xgo)) ce; firi=1,...,n.

Dann liegen alle z; und die Verbindungsstrecken von z;_1 nach z; in U.(Xq), und
auf jeder dieser Verbindungsstrecken gibt es einen Punkt c;, so daf$ gilt:

) = flxo) + S g‘—gq) (i — 2.

i=1
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z

[

C3
-
Zy) — X
Cy
VAl T

BEWEIS: Es ist z; = (xl,...,:ci,xg?r)l,...,:c,(lo)), also ||z; — xo|| < [|x —xo|] < e.

Wegen der Konvexitit der Kugel liegen auch die Verbindungsstrecken in U, (xg).
Sei g; : [0,1] — R definiert durch g;(t) := xz(»o) + t(x; — xgo)). Dann ist

Z;—1 + t(zz - Zi—l) = ('Tla s 7Ii—1agi(t)? xz('g)r)h s 7x7(10)) .

Die Funktion f;(s) :== f(x1,...,2;1,S, a:g?r)l, . 7%(10)) ist fiir jedes t € [0, 1] in g;(t)
differenzierbar, und es gilt:

fio gi(t) = f(zi—]_ + t(Zi — Zi—l))-

Weiter ist f/(s) = fo,(z1,..., 21, S, xz(»?r)l, . ,x,(lo)) und daher
0
(090 (1) = F0i0)  60) = S (oo + bl — ) - (o — 1)

Nach dem Mittelwertsatz gibt es ein & € (0,1) mit
(fiog:)' (&) = filg:i(1)) — fi(gi(0)) = f(zi) — f(zi-1) -
Setzen wir ¢; := z; 1 + &;(z; — Z;_1), S0 ist

Z g_i(cz) . (l'z — :pl(,o)) — Z(f(z,) — f(zi—l))
f( .

x) — f(x%o)

Folgerung (Spezielle Kettenregel)

Ist B C R™ offen, I ein Intervall, o : I — B in tg € I ein differenzierbarer Weg
und f : B — R partiell differenzierbar und in a = a(ty) sogar stetig partiell
differenzierbar, so ist auch foa: I — R in ty differenzierbar, und es gilt:

i=1 Oz;

(foa)(to) =V[(a)ed(ty) = (a(to)) - aj(to)-
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BEwEIs:  Wir wihlen ein ¢ > 0, so dal U.(a) C B ist, und ein § > 0, so daf§
a(t) € U, ist, fur |t —ty] < 6. Nach dem gerade bewiesenen Satz kann man zu
jedem t Punkte c; = ¢;(t), i = 1,...,n, mit ||c; — a|| < ||a(t) — a|| finden, so dal
gilt:

fa(t) = flalto) = g—i(ci)(ai(t) — ai(to)).

Teilt man beide Seiten durch ¢ — ¢, und 148t man ¢ gegen ¢y gehen, so streben alle
Punkte c;(t) gegen a, und man erhélt die Behauptung,. .

Folgerung

Ist B C R™ offen, f : B — R partiell differenzierbar und in a € B sogar stetig
partiell differenzierbar, so existieren in a alle Richtungsableitungen von f, und

es ist Dyf(a) =V f(a)ev.

BeEwEIs: Fiir einen beliebigen Richtungsvektor v # 0 sei a(t) := a + tv. Dann
ist f o« in t = 0 differenzierbar, und weil o/(t) = v ist, folgt:

(foa)(0)=Vf(a)ev.
Andererseits ist

foa(t) - foa(0) flat+tv) — f(a)

! _ . . .
(Foay(0) =t 22000, ST ) Z ],
und das ist die Richtungsableitung Dy f(a). .

Wir koénnen jetzt das Wesen des Gradienten etwas besser ergriinden:

Sei B C R" offen und f : B — R eine stetig partiell differenzierbare Funktion. Fiir
c € R sei
F..={xeB| f(x)=c}

die entsprechende Niveaumenge von f.

Satz

Seia € B, f(a) =c und Vf(a) #0.
1. Vf(a) zeigt in die Richtung, in der f am schnellsten wdichst.

2. Ist a: (—e,e) — R™ ein differenzierbarer Weg mit a(0) = a, der ganz in
F, verlauft, so steht V f(a) auf o/(0) senkrecht.
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BEWwEIS: 1) Wir betrachten beliebige Vektoren v mit ||v|| = 1. Zu zeigen ist,
daB D, f(a) genau dann sein Maximum annimmt, wenn v in die Richtung des
Gradienten zeigt. Tatséchlich ist

Dyf(a) = Vf(a)ev
= V@] - [Iv]-cost,

wobei 6 € [0, 7] der Winkel zwischen v und V f(a) ist.
V/(a)

Dieser Ausdruck wird genau dann maximal, wenn 6 = 0 ist, also v = ———.
IVf(@@)

2) Verlauft o ganz in Fy, so ist f o a(t) = ¢, also

0=(f0°a)(0)=Vf(a)ea'(0).

Man sagt dann auch, der Gradient steht auf der Niveaumenge senkrecht.
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§3 Totale Differenzierbarkeit

Inhalt:

Linearformen und Tangentialebenen, totale Differenzierbarkeit, Differential, Be-
rechnung der totalen Ableitung, Differenzierbarkeitskriterium, Beispiele differen-
zierbarer Funktionen, Mittelwertsatz.

Wir wollen jetzt den Differenzierbarkeitsbegriff noch einmal iiberdenken. Bei der
partiellen Differenzierbarkeit haben wir folgende Méngel festgestellt:

e Eine partiell differenzierbare Funktion braucht nicht stetig zu sein.

e Ist eine Funktion 2x partiell differenzierbar, so hiangen die Werte der zweiten
Ableitungen von der Reihenfolge der Differentiation ab.

Erinnern wir uns noch einmal an die Situation in einer Veranderlichen:

Sei I C R ein offenes Intervall, ¢y € I und f : I — R eine Funktion. Ist f in g
differenzierbar, so existiert der Grenzwert

1) = fto)

f'(to) = lim r—
Setzen wir
ste) = LOZL) _ pry,
so gilt:

L f(t) = f(to) + f'(to) - (t —to) + (L) - (t —tp) fiir t € I.

Hier ist L(t) := f(to) + f'(to) - (t — to) eine affin-lineare Funktion mit L(ty) =
f(to), und der Ausdruck 6(t) - (t —to) ist der , Fehler, den man macht, wenn
man f durch L approximiert.

2. lim o(¢) = 0.

t—to

Das zeigt, dafl der Fehler mit t — ¢, quadratisch gegen Null geht. Dadurch
wird zum Ausdruck gebracht, dafl sich die Graphen von f und L iiber ¢y nicht
nur treffen, sondern sich sogar ,,tangential“ beriihren.

3. Die Tangente an den Graphen von f im Punkte (¢, f(o)) ist der Graph der
affin-linearen Funktion

L(t) = f(to) + f'(to) - (t — to).



3 Totale Differenzierbarkeit 71

Allgemein ist eine Gerade im R? durch einen Punkt (a,b) gegeben durch eine Glei-
chung der Form

A(xr —a)+ B(y —b) =0, mit A, B € R und (A4, B) # (0,0).

Soll diese Gerade der Graph einer affin-linearen Funktion sein, so darf sie nicht
,senkrecht” (d.h. nicht parallel zur y-Achse) verlaufen. Es muf also B # 0 sein,
und man kann die Gleichung nach y auflosen:

y=b+a(r—a), mta:=—A/B.

Soll die Gerade in (a,b) den Graphen von f treffen, so mufl b = f(a) sein. Soll sie
dort auBerdem die gleiche Steigung wie f besitzen, so mufl a = f’(a) sein, so daf
die Geradengleichung die Form

y = f(a) + f'(a)(z — a)
annimmt.

Im Falle mehrerer Verdnderlicher versuchen wir jetzt genauso vorzugehen. Der Ein-
fachheit halber betrachten wir zunéchst n = 2.

Sei G C R? ein Gebiet und z = f(x,y) eine stetig partiell differenzierbare Funktion.
Wir suchen die Tangentialebene an den Graphen im Punkt (a, b, ¢) mit ¢ = f(a,b).
Eine solche Ebene im R? wird durch eine Gleichung der Form

A(x—a)+B(y—b)+C(z—¢) =0

beschrieben, mit (A, B, C) # (0,0, 0).
Damit die Ebene nicht senkrecht auf der xz-y-Ebene steht, mufi C' # 0 sein. Also
kann man die Gleichung folgendermafien auflosen:

z=c+plxr—a)+qly—>), mit p=—A/C und ¢ = —B/C.
Die (senkrechte) Ebene y = b trifft den Graphen von f in einem 1-dimensionalen
Graphen z = f(z,b). Die Tangente an diesen Graphen im Punkt (z,b, 2) = (a, b, ¢)

0
ist durch die Gleichung z = ¢ + a—f(a, b)(z — a) gegeben. Da diese Tangente in
x

0
der Tangentialebene enthalten sein soll, ist p = a—(a, b). Analog funktioniert es im
x

Falle x = a. Die Gleichung der Tangentialebene ist also

z = f(a,b) + g—i(a,b) . (x—a)%—%(a,b) (y —a).

Jetzt miissen wir noch irgendwie zum Ausdruck bringen, daf§ die Tangentialebe-
ne den Graphen beriihrt. Wir versuchen es wieder mit einem Fehlerterm, der fiir
(x,y) — (a,b) quadratisch gegen Null strebt.
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Weil wir vorausgesetzt haben, dal z = f(x,y) stetig partiell differenzierbar ist,
haben wir die Darstellung

f(xy) = fla,b) + faler)(w — a) + fy(c)(y — b)
= [fla,0) + fula,b)(x — a) + fy(a,b)(y = b)
+01(z,y) (2 — a) + d2(2,y)(y — b),
mit 01(x,y) = fi(c1) — fo(a,b) und ds(x,y) := f,(c2) — f,(a,b). Dabei liegen die
Punkte ¢y, cy jeweils sehr nahe bei (a,b). Fir (z,y) — (a,b) streben sie gegen

(a,b), und wegen der Stetigkeit der partiellen Ableitungen strebt dann é(x,y) =
(51 (l’, y)v 52(1‘7 y)) fiir (fL’, y) - (CL7 b) gegen Null.

Definition:

Sei G C R" ein Gebiet, f : G — R eine Funktion und xy € G ein Punkt.

f heifit in xq (total) differenzierbar, wenn es eine Linearform A : R” — R und
eine auf G definierte vektorwertige Funktion ¢ gibt, so dafl in der Ndhe von x
gilt:

1. f(x) = f(x0) + A(x — x0) + I(x) ® (x — xq).
2. lim &(x) = 0.

X—X0

Die (dadurch eindeutig bestimmte) Linearform A heifit die (totale) Ableitung oder
das (totale) Differential von f in xo. Wir schreiben dafiir auch (df),.

Eine Linearform A € L(R™, R) kann immer in der Form
AMx)=aex=a -x"=ax + -+ a,7,

dargestellt werden, mit einem festen Vektor a. Anschaulich wird so eine Linearform
durch die Hyperebenen Hy = {x : A(x) = 0} = Ker(\) und H; = {x : A\(x) =1}
reprasentiert. Dabei ist Ker(\) das orthogonale Komplement zu der Geraden Ra,
also die Menge aller Vektoren, die auf a senkrecht stehen. Im Falle n = 2 sieht das
folgendermaflen aus:

a

"
Die Hyperebene H ist parallel zu Hy und geht durch den Punkt a; := a/||a||*. Ein

beliebiger Vektor x € R” besitzt eine eindeutige Darstellung x = zya; + agp, mit
a; € R und ag = pry, (x) € Ker()). Dann ist
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/\(X) = Jfl/\(al) + )\(a()) = X1.

Der Graph G der affin-linearen Abbildung L(x) = f(Xo) + A(x — Xp) ist eine
Hyperebene im Raum R™*! und beriihrt dort den Graphen Gy = {(x,2) € R*xR :
z = f(x)} im Punkt (xq, f(xg)). Definieren wir die Linearform A € L(R"™! R)
durch

A(h,t) := A(h) — ¢,

So ist

(x0, f(x0)) + Ker(A) = {(x,2) : A(x —x0,2— f(x0)) =0}
= {(x,2) : f(x0) + Ax—%0) —2=0} = GI.

Bemerkung. Die Bedingungen (1) und (2) fiir die totale Differenzierbarkeit in
einem Punkt x sind zu der folgenden Aussage dquivalent:

Es gibt eine Linearform A : R® — R, so daf gilt:

o 00 ) = f(x0) = Alh)

=0.
h—0 i

Ist ndmlich f differenzierbar, so benutzen wir die Ungleichung von Cauchy-Schwarz:
[0(x) & (x = xo)| < [[0(x)]| - [Ix — xol| -
Daraus folgt:

i fO0 T h) = f(xo) = A) | [0(xo+h) ey
o [n] W I

< lim||§(xg + h)|| = 0.
=1 0H5( 0 )| =0
Ist umgekehrt das Kriterium erfiillt, so setzen wir

: (f(X) — f(x0) = A(x - Xo)) .

d(x) : X~ %o

x = xolf?

Dann sind die Bedingungen fiir die Differenzierbarkeit erfiillt.

Berechnung der totalen Ableitung

Sei f: B — R inxg € B differenzierbar. Dann existieren in Xy auch simtliche
Richtungsableitungen von f, und es gilt:

(df )xo (V) = Dy f (x0).
Insbesondere ist f in xo nach allen Variablen partiell differenzierbar und

of
oz,

(df)xO(V):aa—i(Xo)’m-f-'”-f— (x0) - v, = Vf(X0) ® V.




74 KAPITEL 6 DIFFERENZIERBARE FUNKTIONEN

Aus diesem Satz folgt auch sofort die Eindeutigkeit der Ableitung!
BEWEIS: Ist f in x( differenzierbar, so haben wir die Darstellung

f(x) = f(x0) + AM(x —x0) + I(x) ® (x — X0).
Sei jetzt v = (vq, ..., v,) ein Richtungsvektor # 0 und t € R, ¢ # 0. Dann gilt:

f(xo+1tv) = f(x0) +t-ANv)+t-0(xg+1tv)ev,

mit
li_r)% d(xo +tv) =0.
Also ist \
i f(xo + tv) J;(Xo) t-Av) _
und damit
Def(x0) = lim f(xo + t‘;) —fxo) _ A(V).

0
Insbesondere existieren die partiellen Ableitungen 8f (x0) = Do, f(x0) fiir i =
Z;

1,...,n, und es gilt:

A(v) = )‘(Z vie;) = sz)\(ez) = ZviDeif(XU) =v e Vf(xo).

Dieser Satz erlaubt es jetzt, totale Ableitungen mit Hilfe von partiellen Ableitungen
auszurechnen, und fiir die letzteren brauchen wir ja nur den Kalkiil aus der Theorie
einer Verdnderlichen zu iibernehmen.

Eine Warnung muf} allerdings ausgesprochen werden! Es gibt Funktionen, die
partiell, aber nicht total differenzierbar sind, wihrend andererseits gilt:

Total differenzierbare Funktionen sind stetig

Ist f in xq total differenzierbar, so ist f dort auch stetig.

BeEwEgls:  Wir haben
f(x) = f(x0) + AMx — x0) + (x) ® (x — Xq),

mit einer (stetigen) Linearform A und §(x) — 0 fir x — x¢. Also strebt f(x) fiir
X — X gegen f(xg). n
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Wir haben schon ein Beispiel einer Funktion gesehen, die im Nullpunkt partiell
differenzierbar, aber nicht stetig ist. Sie kann dann natiirlich erst recht nicht total
differenzierbar sein.

Wir stehen damit vor einem Dilemma: Bevor wir die Ableitung einer Funktion
f mit Hilfe der partiellen Ableitungen ausrechnen koénnen, miissen wir die totale
Differenzierbarkeit beweisen. Zum Gliick gibt es folgendes einfache Kriterium:

Differenzierbarkeitskriterium

Sei B C R"™ offen, f : B — R eine Funktion und xo € B ein Punkt.

Wenn es eine offene Umgebung U von x¢ in B gibt, so daf$ alle partiellen Ab-
leitungen von [ auf U existieren und in xo stetig sind, dann ist f in xq total
differenzierbar.

Den BEWEIS haben wir uns oben im Falle n = 2 schon iiberlegt. Bei beliebigem n
geht’s genauso.

Beispiele.

1. Sei f(x) = ¢ konstant. Dann verschwinden alle partiellen Ableitungen, und
da die Nullfunktion stetig ist, ist f total differenzierbar und (df)x = 0 (die
,Null-Form*) in jedem Punkt x des R".

2. Sei f(x) :=uex = ujx; + -+ + u,x, selbst schon eine Linearform. Dann
ist f,(x) = u; konstant (und damit stetig) fiir alle i. Also ist f {iberall total
differenzierbar, und offensichtlich ist (df)x(v) = uev = f(v) fiir jedes x. Die
Ableitung einer Linearform f stimmt in jedem Punkt x des R™ mit genau
dieser Linearform iiberein.

Ein Spezialfall ist die Linearform z; : v — e; e v.= v;. In jedem Punkt x
ist das Differential (dz;)x wieder die Projektion auf die i-te Komponente.
Deshalb bezeichnen wir diese Projektion auch einfach mit dem Symbol dz;
(ohne Index x).

3. Nun sei A = (a;;) € M, ,(R) eine symmetrische Matrix, d.h. A* = A, und
f(x) == x-A-x" = (z1,...,7,) " (Zaljxj,...,Zanjmj>
j=1 j=1

n
= E aijximj

ij=1

die durch A bestimmte ,,quadratische Form®“. Um die Ableitung in einem
Punkt a zu bestimmen, bleiben wir bei der vektoriellen Schreibweise. Es ist
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. Sei f(z,y) == e* - cos(y) und a := (0, T).

. Sei fla,y) =4 Zig

fa+h)—f(a) = (a+h)-A-(a+h)'—a-A-a’
= a-A-a'+h-A-a"+a-A-h'+h-A-h'
—a-A-a'

= 2a-A-h'+h-A-h' = A(h)+d§(a+h)eh,

mit L(h) :=(2a- A)eh und 4(x):= (x —a) - A. Offensichtlich ist A eine
Linearform, und

lim 6(x) = 0.

X—a

Somit ist f total differenzierbar und (df)a(h) =2a-A-h'.

. Ist f eine beliebige total differenzierbare Funktion, so ist

(df)x(V) = f:Bl(X) N R fmn<x) *Up
= fu(X) - (dr1)x(V) + -+ fo, (%) - (dzn)x(V),

also
(df)x = for(x) - (dz1)x + -+ + fa, (%) - (dn)x.

Im Falle n = 1 (und einer Funktion y = f(z)) wird daraus die Formel

Hier sind (df), und (dx), Linearformen auf R und keine reellen Zahlen. Des-
halb ist f'(z) = (df)./(dz), kein echter Quotient (von Differentialen).

4

Dann ist f, = 2ze® - cos(y) und f, = —e*" - sin(y), also

(df)a = f2(@) (dr)a+ Fy(a) (dy)a = — 5V (dy)a

i (1) £ (0,0)
0 fir (z,y) = (0,0).

Wir zeigen zunéchst, dal f im Nullpunkt stetig ist: Sei (x,) eine Nullfolge.
Dann kénnen wir schreiben:

x, = (1, cos(p,),r, sin(yp,)), fir v € N.
Dabei konvergiert r, = ||x, | gegen Null, und unabhéngig von ¢, ist
(cos ,)? 4 (sinp,)? = 1 und 0 < |cos @, |, [sinp, | < 1.

Also konvergiert
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3
%

COS Yy (Sin QOV)Q
2

[f(x)] = |

| <7y

gegen Null.

Weiter ist f(z,0) =0 und f(0,y) = 0. Also ist f im Nullpunkt auch partiell
differenzierbar, und es gilt:

of . Of,
500 =5 0.0 =0.

Es existieren sogar beliebige Richtungsableitungen:

Da f(tx,ty) =t - f(x,y) fir alle t und beliebiges (z,y) gilt (man nennt f
daher auch eine homogene Funktion), ist

Man kann also an G ¢ im Nullpunkt in jeder beliebigen Richtung eine Tangente
legen.

Dnf(0) = lim

Wire f in 0 total differenzierbar, so miifite (df )o = 0 sein. Fiir h := (r,r) ist

aber
f -0
[l 212 - /2|r| 2v/2’

und das kann nicht gegen Null konvergieren.

Also ist f im Nullpunkt nicht total differenzierbar, und der Graph von f
besitzt dort keine Tangentialebene. Wie soll man sich das vorstellen?

Da f homogen ist, gehort mit (x, z) auch jeder Punkt (¢x,tz) zum Graphen
von f, also die ganze Gerade durch (x, z) und den Nullpunkt. Diese Geraden
sind dann natiirlich auch Tangenten, und sie miifiten daher auch in einer etwa
existierenden Tangentialebene enthalten sein. Das ist nicht moglich, weil die
Geraden gar nicht alle in einer Ebene liegen. Die Punkte (1,1, 3), (1,—1,3)
und (1,0,0) liegen z.B. auf Gy, sind aber linear unabhéngig.

Tatséchlich hat Gy im Nullpunkt eine ,,Spitze“, und dieser Mangel an Glatt-
heit verhindert die totale Differenzierbarkeit.

Der Mittelwertsatz

Sei B C R™ offen und konvez, f : B — R eine differenzierbare Funktion, a,b € B
zwets Punkte.

Dann gibt es ein t € (0,1) mit

f(b) = f(a) = Vf(a+i(b—a))e(b—a).
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BEwEIS:  Wir setzen «a(t) := a+t(b —a) und h(t) := f o a(t). Dies ist eine auf
0, 1] stetige und auf (0, 1) differenzierbare Funktion. Nach dem Mittelwertsatz in
einer Verdnderlichen gibt es ein ¢t € (0,1), so da8

h(1) — h(0) = W' (t) - (1 — 0) = KW' (¢)
ist. Es ist aber (1) — h(0) = f(b) — f(a) und

W() = Dy-af(alt) = Vf(a+ (b —a)) s (b — a).

Folgerung

Sei G C R" ein Gebiet, f : G — R differenzierbar und V f(x) = 0 fir allex € G.
Dann ist f konstant.

BEWEIS:  Sei xg € G und ¢ := f(Xq). Dann ist die Menge
M:={xeG: f(x)=c}

nicht leer. Ist y € M, so gibt es eine kleine Kugel U = U,(y), die noch ganz in G
liegt. Fiir x € U ist

fx) = f(y) =VIly +ty —x)) e (y —x) =0,
also f(x) = f(y) = c¢. Damit gehort U zu M und M ist offen.

Weil f stetig ist, ist auch die Menge G\ M = {x € G : f(x) # ¢} offen. Also mu8
M = @ sein. n



