Kapitel 5 Lineare Algebra

§1 Algebraische Strukturen

Inhalt:

Gruppen, Restklassen, Permutationen, Korper, Vektorrdume, lineare Abbildungen,
Matrizen und Matrizenprodukt.

Eine bindre Operation auf einer Menge M ist eine Abbildung m : M x M — M.
Von Fall zu Fall werden ganz unterschiedliche Bezeichnungen fiir m(x,y) gewéahlt.

Beispiele.
1. M eine Menge von Zahlen, m(x,y) = x +y oder = x - y.

2. M die Menge aller endlichen Gruppen von Zeichen (Buchstaben, Ziffern, Satz-
zeichen, Leerrdume), zwei Gruppen werden einfach hintereinander gestellt.

3. M eine Menge von Abbildungen f : X — X, fiir eine feste Menge X. Als
bindre Operation kann man die Verkniipfung f o g nehmen.

4. Das Skalarprodukt auf dem R”™ ist fiir n > 2 keine bindre Operation, denn
das Produkt zweier Vektoren ist ein Skalar, kein Vektor.

Definition:

Eine Menge G mit einer bindren Operation * heifit eine Gruppe, falls folgende
Eigenschaften erfiillt sind:

L. (axb)xc=ax(bxc) fur alle a,b,c € G.
2. deeG,sodaB axe =exa=a fir alle a € G.
3. Zu jedem a € G gibt es ein Element a~! € G mit

axa t=al%a=c.

Man nennt dann * die Gruppenoperation, e das neutrale Element und a~' das
Inverse zu a.
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Eine Gruppenoperation muf3 also immer assoziativ sein, sie braucht aber nicht
kommutativ zu sein. Ist sie kommutativ, so spricht man von einer kommutativen
oder abelschen Gruppe.

Beispiele.

1. (Z,+), (Q,+), (R,+) und (C,+) sind abelsche Gruppen mit dem neutralen
Element 0, das Inverse ist in diesem Falle das Negative. Auch (Q \ {0}, "),
(R\ {0}, -) und (C\{0},-) sind abelsche Gruppen, mit dem neutralen Element
1. Das Inverse ist das Reziproke. Aber (Z\ {0}, -) ist keine Gruppe mehr, weil
das Inverse fehlt.

2. Sei X eine beliebig nicht-leere Menge und G die Menge aller bijektiven
Abbildungen f : X — X. Mit der Verkniipfung von Abbildungen wird G
zu einer Gruppe. Das neutrale Element ist die identische Abbildung idx, das
Inverse zu f ist die Umkehrabbildung f~!.

3. Die Vektoren des R3 bilden mit der Vektoraddition eine abelsche Gruppe.
Neutrales Element ist der Nullvektor, das Inverse zu x ist —x.

Dagegen bildet der R* mit dem Vektorprodukt v x w keine Gruppe, denn
schon das Assoziativgesetz ist nicht erfiillt.

Im Folgenden sollen noch zwei etwas umfangreichere Beispiele betrachtet werden.

Weil ganze Zahlen i.a. kein ganzzahliges Inverses besitzen, gibt es die Teilbarkeits-
theorie. Bekanntlich ist x ein Teiler von y, wenn es eine ganze Zahl ¢ gibt, so daf3
y = x - q ist. Man schreibt dann auch: z |y. Jede positive ganze Zahl a hat die
trivialen Teiler £1 und +a. Hat sie nur diese trivialen Teiler und ist sie > 1, so
nennt man sie eine Primzahl.

Definition:

Es sei n > 1 eine feste natiirliche Zahl. Zwei Zahlen a,b € Z heilen kongruent
modulo n (in Zeichen: a = b mod n), falls gilt:

n|(a—>5).

Soist z.B. 23 =1 mod 11 und 23 = —2 mod 25.

Die Kongruenz modulo n besitzt folgende Eigenschaften:
1. a =a mod n;
2. wenn a = b mod n, dann auch b = a mod n;

3. wenn a =b mod n und b = ¢ mod n, dann auch a = ¢ mod n.
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Ist a > 0, so gibt es ein ¢ und genau ein r mit 0 < r < n — 1, so daf} gilt:
a=qg-n+r.

Dann ist r der Rest, der bei der (ganzzahligen) Division von a durch n bleibt.
Offensichtlich ist a = r mod n.

Insgesamt gibt es unendlich viele Zahlen x, die modulo n zu a kongruent sind,
nédmlich alle Zahlen z = a 4+ ¢ - n, ¢ € Z. Man nennt die Menge dieser Zahlen
die Kongruenzklasse von a modulo n. Das kleinste Element > 0 in dieser Klasse
ist der Rest r. Weil die Kongruenzklasse von a schon durch den Rest r bestimmt
ist, nennt man sie auch die Restklasse von a modulo n und bezeichnet sie mit [r]
oder [r],. Man darf sie aber auch mit [a] oder [a],, bezeichnen, wenn man folgende
Verabredung trifft:
lal, =[], :<= a=b modn.

Halten wir den ,Modul“ n fest, so werden durch die n moglichen Reste 0, 1, ...,
n —1 alle Restklassen modulo n bestimmt, mehr kann es nicht geben. Und da es zu
jeder ganzen Zahl einen eindeutig bestimmten Rest bei der Division durch n gibt,
gehort jede ganze Zahl zu genau einer Restklasse.

Beispiel.

Sei n = 3. Es gibt drei mogliche Reste, ndmlich »r =0, r = 1 und r = 2. Also
gibt es genau drei Restklassen:

0] = {0, +3, 6, £9, ...},
1] = {1,-2,4, 5,7 -8, ...},
2] = {2,-1,5, 4,8, —7,...}.

Zusammen ergibt das die Menge aller ganzen Zahlen.

Es ist dann z.B. [1] = [-5] = [7].

Man kann sehr leicht zeigen: Ist a = b mod n und ¢ = d mod n, so ist auch
a+c=b+d modn wund a-c=b-d modn.
Das bedeutet, dafl man Kongruenzklassen addieren und multiplizieren kann:
[a] +[b] :=[a+b] wund [a]-[b]:=]a-b].

Dabei passieren aber merkwiirdige Dinge.

Ist etwa n = 7, so ist [2] + [3] = [5], wie man es erwarten wiirde. Aber es ist auch
[5] + [3] = [1], denn 5 + 3 = 8 ist kongruent 1 modulo 7. Natiirlich wére auch
die Gleichung [5] 4 [3] = [8] richtig gewesen, aber wir wollen moglichst nur die

Bezeichnungen [0], [1] ..., [6] fiir die Restklassen modulo 7 verwenden.
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Ein Vorteil der Kongruenzrechnung liegt darin, dafl man Rechnungen mit grofien
Zahlen auf Rechnungen mit kleinen Zahlen reduzieren kann. Man verliert zwar
etwas Information, behéalt aber oft noch geniigend viel iibrig. Ein Beispiel sind die
bekannten Teilbarkeitsregeln:

Eine natiirliche Zahl hat im Dezimalsystem eine Darstellung
n:ao+10a1+100a2+---+10kak, mit 0 < a; <9.
Weil 10 =1 mod 9 ist, folgt:
n=ay+a +---+a mod?9.

Daraus folgt: Ist die rechte Seite der Kongruenz, also die Quersumme von n, durch
9 teilbar, so ist auch die linke Seite, also n selbst, durch 9 teilbar. In der ,,Zahlen-
theorie” lernt man noch viel mehr solcher Tricks.

Was hat das alles mit Gruppen zu tun?

Sein > 1 und G = {[0],[1],...,[n — 1]} die Menge aller Restklassen modulo n.
Wir haben oben schon gelernt, wie man Restklassen addiert. Diese Addition ist
assoziativ und kommutativ, das rechnet man leicht nach. Die ,Nullklasse“ [0] ist
das neutrale Element, denn es ist ja [a] 4+ [0] = [a + 0] = [a]. Und wie steht es mit
dem Inversen, das hier ja ein Negatives sein sollte? Ist 1 < r < n — 1, so ist auch
1<n—r<n—1Weilr+(n-—r)=n=0 mod nist, ist —[r] = [n —r|. Also ist
G eine abelsche Gruppe, die wir mit Z,, bezeichnen wollen.

Zum Beispiel ist Zo = {[0], [1]}, mit

[0]+[0] = 0],
o1+ 0] = [1],
[]+[0] = [1]
und [1] + [1] = [0].
Wir kommen jetzt zum néchsten Beispiel.
Unter einer Permutation versteht man eine bijektive Abbildung von {1,...,n} auf

sich. Wir schreiben eine Permutation ¢ in der Form

- 1 2 ...0n
T\ o2 ... on) )
Die Werte o(1),...,0(n) bestimmen — in dieser Anordnung — die Abbildung o. Es

gibt bekanntlich genau n! Permutationen der Zahlen 1,...,n. Wir bezeichnen die
Menge aller dieser Permutationen mit .5,,. So ist z.B.

Sy = { 123 123 123 123 123 123 )
7 W23/ \132)\213 )7 \231 /)7 \312) "\ 321/
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Wird n gro8, so wird der Umgang mit den Permutationen aus .S,, kompliziert. Eine
gewisse Hilfe ist dann die ,Zykel-Schreibweise“. Wir demonstrieren das an einem

Beispiel:
: 1234567
Sela.—(S T 45 1 2 6)657.

Beginnen wir mit der 1. Die 1 wird auf 3 abgebildet, die 3 auf die 4, die 4 auf die
5 und die 5 wieder auf die 1. Das ergibt einen abgeschlossenen Zykel, den man mit
(1, 3,4,5) bezeichnet. Damit ist aber die Abbildung o noch nicht abgehandelt. Die
néchste Zahl nach der 1, die wir noch nicht beriicksichtigt haben, ist die 2. Mit ihr
beginnen wir das Spiel erneut: Die 2 wird auf die 7 abgebildet, die 7 auf die 6 und
die 6 wieder auf die 2. Das ergibt den Zykel (2,7,6). Da nun alle Zuordnungen von
o beriicksichtigt wurden, schreiben wir:

(s

Wird eine Zahl ¢ auf sich abgebildet, so ergibt das einen , Einer-Zykel“ (i). Solche
Zykel schreibt man normalerweise gar nicht hin. Wenn allerdings o die Identitét
ist, so besteht ¢ nur aus Einer-Zyklen, und man mufl wenigstens einen davon hin-
schreiben:

34567
4 5 1 2 6)—(173,4,5)(2,7,6’).

~ Do

Sind o := (0(11) o ) und 7 = (7(11) S ) swei Permutatio-

nen, so kann man sie zu einer neuen Permutation ¢ o 7 miteinander verkniipfen,
mit

707 = ( ooty - oty )

12 3 o 123\ (123

31 2 32 1) \213)
Man beachte, dafl die Permutationen von rechts nach links abzuarbeiten sind!
Die rechte (innere) Permutation bildet z.B. die 1 auf die 3 ab, und die linke (duflere)

Permutation bildet dann die 3 auf die 2 ab. Im Ergebnis auf der anderen Seite der
Gleichung mufl deshalb unter der 1 die 2 stehen.

So ist z.B.

Die Menge S,, aller Permutationen von {1, ...,n} bildet offensichtlich eine Gruppe.
Normalerweise ist die Verkniipfung von Permutationen nicht kommutativ. Wenn
wir allerdings die Menge {1, ..., n} in zwei disjunkte Teilmengen M und N aufteilen
konnen, so dafl die Permutation ¢ nur die Zahlen aus M verindert und 7 nur die
Zahlen aus N, dann spielt die Reihenfolge keine Rolle, es ist 0 o 7 = 7 0 0. Das
hat Konsequenzen fiir die Zykel-Schreibweise. Die Aufteilung einer Permutation
in mehrere (disjunkte) Zykel bedeutet, daf§ sich die gegebene Permutation aus
mehreren einfacheren Permutationen verkniipfen 148t, und die Reihenfolge spielt
dabei keine Rolle. Es ist also z.B.
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(s

Eine Permutation heifit Transposition oder Vertauschung, wenn nur zwei Zahlen
miteinander vertauscht werden und alle anderen fest bleiben, wenn sie also nur aus
einem ,, Zweier-Zykel“ besteht, z.B.

)=

23 45 6 7
7 4 5 1 2 6)_(1737475)0(27776)—(2,7,6)0(1,3,4,5)

— e

5
5

1 2 3
4 2 3
Satz

Jede Permutation laft sich als endliche Verkniipfung von Transpositionen schrei-
ben.

BEWEIS: Da wir jede Permutation als Folge von Zyklen schreiben kénnen, reicht
es zu zeigen, daf sich jeder beliebige Zykel aus endlich vielen Zweier-Zykeln zusam-
mensetzen 1af3t.

Betrachten wir also einen beliebigen Zykel (i1, s, ...,4) in einer Permutation o.
Dann ist

o(iy) =iy firv=1,2,... k=1, und o(ix) = 1.
Der Zweier-Zykel (i1, 1i5) vertauscht nur ¢; mit io und 148t alles andere fest. Fiihrt

man anschlieflend den Zweier-Zykel (i1, 3) aus, so wird insgesamt i; auf iy, iy auf
13 und 73 auf 7; abgebildet. So kann man fortfahren bis zu der Kombination

(i1,ik) © ... 0 (i1,13) o (i1,12),
die 7; auf i, i5 auf i3 usw. und schliellich 7;_; auf 7, und 4, auf ¢; abbildet. Also
ist
(il,ig, Ce ,Zk) = (il, Zk) o...0 (il,ig) (6] (il, ZQ)
Man beachte aber, dafl es hier auf die Reihenfolge ankommt, weil die einzelnen
Zweier-Zykel nicht paarweise disjunkt sind! "

Das oben angegebene Verfahren zur Auflésung einer Permutation in Transpositio-
nen liefert ein eindeutiges Ergebnis. Leider sind auch andere Verfahren denkbar,
und die Zerlegung einer Permutation in Transpositionen ist i.a. nicht eindeutig
bestimmt.
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Definition:

Ist o € S,,, so nennt man die Zahl

Ildﬁ—ao)

sign(o) = —

1<j

das Signum von o.

Das ist eine seltsame Definition. Um sie besser zu verstehen, mufl man sich iiberle-
gen, dafl oberhalb und unterhalb des Bruchstriches die gleichen numerischen Werte
stehen, nur in anderer Reihenfolge (was keine Rolle spielt) und mit anderen Vor-
zeichen: Unten steht vor jeder Zahl ein Minuszeichen, oben steht (fir i < j) das
Vorzeichen

5::(0) = { +1 falls 0(7) < o(y)

I —1 falls o(i) > o(j) .

Also ist sign(o) = H sij(0) = £1.
i<j
Ist z.B. 7 eine Transposition mit 7(i) =i+ 1, 7(: + 1) = ¢ und 7(k) = k fiir alle

anderen k, so ist s;,41(7) = —1 und sg;(7) = +1 in allen anderen Féllen, also
insgesamt sign(7) = —1.

Satz (Multiplikativitit des Signums)

Firo,7 € S, ist sign(ooT) = sign(o) - sign(7).

o(l) —o(k)

k)—o(l
BEWEIS: st k # [, so ist o ]3: — lg( ) = — . Da bei der Berechnung des
Signums ein Produkt iiber alle Paare (k,[) mit k # [ gebildet wird, folgt:

sign(oor) = [ 0’<T<i>2 - j<f<j>>
_ p o) — o)y =)

o ) =70) i—J
= sign(o) - sign(7) .

i<j

Da jede Permutation Produkt von Transpositionen ist, kénnen wir das Signum nun
sehr einfach berechnen, und insbesondere folgt:
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Satz

Auch wenn eine Permutation auf verschiedene Weisen durch eine Folge von
Transpositionen erzeugt wird, so ist die Anzahl der dabei bendtigten Vertauschun-
gen modulo 2 eindeutig bestimmi.

Eine Permutation o € S, heifit gerade, wenn sie sich aus einer geraden Anzahl von
Vertauschungen zusammensetzt. Andernfalls heifit sie ungerade. Ist o gerade, so ist
sign(c) = +1, andernfalls = —1. So ist z.B.

. 1 23 45 .
Slgn( 1 2 4 3 5 ) = sign[(3,4)] = —1,
. 1 23 45 :
sign ( 5412 5 ) = sign[(1,3) 0 (2,4)] = +1
1 23 45 .
und  sgn ( 35 4 1 9 ) = sign[(1,3,4) o (2,5)]

= sign[(1,4) 0 (1,3)0(2,5)] = —1.

Das Signum einer Permutation wird uns spéter bei den Determinanten wieder be-
gegnen.

Definition:
Ein Kérper ist eine Menge K mit zwei bindren Operationen + und -, so daf gilt:
1. (K, +) ist eine abelsche Gruppe mit neutralem Element 0.
2. (K \ {0}, ") ist eine abelsche Gruppe mit neutralem Element 1.

3. Es gilt das Distributivgesetz:

a-(z+y)=a-x+a-y.

Wir kennen schon die Koérper Q, R und C. Weitere Beispiele sind die Gruppen Z,
und Zs.

Allerdings sind nicht alle Restklassengruppen Korper. Zum Beispiel gilt in Zg :

Wiirde es zu [2] ein Inverses geben, also eine Restklasse [r] mit 0 < r < 5 und
2] - [r] = [1], so wére
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Das kann nicht sein.

Ist p eine Primzahl und 1 <r < p—1, so ist ggT(p,r) = 1. Mit Hilfe des Euklidi-
schen Algorithmus kann man dann zeigen, daf} es ganze (eventuell negative) Zahlen
a,b gibt, soda a-r+0b-p=ggT(r,p) = 1 ist. Das bedeutet, dal a-r =1 mod p
ist, also [a] - [r] = [1]. Jedes Element [r] # [0] in Z, besitzt ein Inverses. Damit ist
Z,, ein Korper.

Definition:

Ein Ring ist eine Menge R mit zwei bindren Operationen + und -, so daf gilt:
1. (K, +) ist eine abelsche Gruppe mit neutralem Element 0.
2. Die Multiplikation ist assoziativ.

3. Es gelten die Distributivgesetze:

a-(x+y) = a-x+a-y
und  (a+b)-z = a-x+b-x.

Der Ring heiflt kommutativ, falls a-b = b-a fiir alle a, b gilt. Gibt es ein neutrales
Element 1 fiir die Multiplikation, so spricht man von einem Ring mit Fins.

Ein Korper ist also ein kommutativer Ring mit Eins, in dem jedes Element x # 0
ein multiplikatives Inverses besitzt.

Z und Zg sind Beispiele von Ringen, die keine Koérper sind, aber auch die Menge
aller stetigen Funktionen auf einem Intervall.

Ringstrukturen werden fiir uns kiinftig keine grofle Rolle spielen, aber gelegentlich
kommen sie vor.

Definition:

Sei K ein beliebiger fester Korper. Ein K - Vektorraum besteht aus einer abelschen
Gruppe (V, +) und einer Multiplikation, die jedem Paar (A, x) € K x V eindeutig
ein Element Az € V' zuordnet, so daB fiir o, 5 € K und x,y € V gilt:

(af)z = afx),
alz+y) = ar+ay,
(a+ Bz az + fz,

lx = =
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Die Rechengesetze in einem beliebigen K-Vektorraum sind die gleichen wie in ei-
nem R-Vektorraum. Dementsprechend ubertragen sich auch die meisten Begrif-
fe und Aussagen. Unterrdume, Linearkombinationen, Erzeugendensysteme, Basen
werden in der bekannten Weise definiert, und es gelten die Sétze iiber Existenz
und Konstruktion von Basen (z.B. der Austauschsatz) wie im Falle K = R. Man
kann zeigen, dafl jeder Vektorraum eine Basis besitzt, aber wir interessieren uns
hauptséachlich fiir endlich-dimensionale Raume.

Wichtigstes Beispiel fiir einen K-Vektorraum ist natiirlich der Raum
K'={x=(zy,...,2,) :x; € Kfiri=1,...,n}.

Wir schreiben die Elemente des K™ also als ,,Zeilenvektoren®.

Mit M,, . (K) bezeichnen wir die Menge der Matrizen

@11 -+ Qim

A=
ap1 - Apm
Auch M, ,,(K) ist ein K-Vektorraum. Speziell ist M, ,,(K) = K™ und M, (K)
der Raum der n-reihigen Spaltenvektoren.

Ist A€ M, .(K), so ist die transponierte Matriz A* € M,,,,(K) definiert durch

aip o Gm
Al =
A1m = Qpm
Beim Transponieren werden also die Zeilen der alten Matrix zu den Spalten der

neuen Matrix, und umgekehrt. Ist x = (z1,...,2,) € K" = M, (K) ein Zeilen-
vektor, so ist

xy
7z =x'= : € M,:1(K)
In
der entsprechende Spaltenvektor.
Definition:

Es seien V und W zwei K-Vektorrdume. Eine Abbildung f : V' — W heifit
K-linear, falls fiir « € K und x,y € V gilt:

fla+y) = fl@)+ fy),
flaz) = af(x).
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Man beachte, daf§ es lineare Abbildungen immer nur iiber dem gleichen Koérper
geben kann.

Satz
Es seien V und W zwei K-Vektorriume, {ai,...,ay} eine Basis von V. Dann
gibt es zu jedem System von m Vektoren wq,...,w,, € W genau eine lineare

Abbildung f -V — W mit f(a;) = w; firi=1,...,m.

BEwEIS: Jeder Vektor v € V' besitzt eine eindeutige Darstellung
V=101 + -+ Qpa,, mit o; € K.

Gibt es eine lineare Abbildung f von der gewiinschten Art, so mufl wegen der
Linearitdat von f gelten:

fw) = flogar + -+ apan)
- alf(al) + amf<am>
= 0w+ -+ Wy .

Das zeigt die Eindeutigkeit!

Umgekehrt kann f auf diese Weise definiert werden:
flanar + -+ + amam) = cqwy + -+ + QW
Die Linearitét 148t sich dann leicht nachrechnen. Ist

v=a1a1+F apay  und  w = Gia + o+ B,

SO ist
flo+w) = f(lar+Bi)ar+ -+ (am + Ban)am)
= (a1 + Bwr+ -+ (o + B)wm
= (qqwi + -+ apwy) + (Brwy + -+ - + Brwn)
= f(v)+ f(w)
und

fw) = fl(Aar)ar + - + (Aawm)am)
— a)wn + -+ (Aam)wm
= )\(alwl + -+ amwm)

= Mf(v).
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Beispiel.

Wir schreiben die Elemente von K™ als Spaltenvektoren. Etwas vornehmer
konnten wir auch sagen, wir identifizieren den Vektorraum V' = K™ mit dem
Matrizenraum M, ;(K), indem wir jeden Zeilenvektor v durch den Spalten-

e t
vektor v = v’ ersetzen.

In K™ haben wir die Standardbasis {€1,..., €, }. Eine lineare Abbildung f :
K™ — K™ ist dann durch die Bilder der Einheitsvektoren w; := f(e;) € K"
festgelegt.

Schreibt man die m Spalten ws, ..., w,, nebeneinander, so erhilt man eine
Matrix M(f) = (w1, ..., Wn) € My,(K). Wir setzen
M(f)- T = f(D).

Auch jeder Vektor aus K" kann als Linearkombination von Einheitsvektoren
dargestellt werden, die wir (zur Unterscheidung von den Einheitsvektoren im
K™) hier mit k; bezeichnen wollen. Dann gibt es Elemente a;; € K, so da8
gilt:

n _ Q1 ai s A1m
N

U)j = E aijki = : s also M(f) =
i=1

Qpj Gn1 T Qpm

— — — .
Ist z =x1e14+ -+ 2, €4, SO ist

f(z) = zwy+ -+ Ty
- Y u Zamzl)

also

air o Qim 1 a11T1 + -+ AT

Qn1 e Qpm Tm Ap1Tq + -+ ApmTm

So ist das Produkt einer Matrix mit einem Vektor definiert.

Wie frither definieren wir fiir eine lineare Abbildung f:V — W

Ker(f) = {veV : f(v)=0}
und  Im(f) = f(V)={yeW : Jz eV mity= f(z)}.
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Die lineare Abbildung ist genau dann injektiv, wenn Ker(f) = {0} ist, und sie ist
genau dann surjektiv, wenn Im(f) = W ist.

Satz (Dimensionsformel)

Sei f V. — W eine lineare Abbildung zwischen endlich-dimensionalen K-
Vektorrdumen. Dann ist

dimg Ker(f) + dimg Im(f) = dimg V.

Der BEWEIS von frither kann praktisch unveréndert iibernommen werden.

Definition:

Eine bijektive lineare Abbildung f : V — W heifit ein Isomorphismus. Man
schreibt dann auch: V = W.

Satz

Ist f:V — W ein Isomorphismus, so ist auch f~': W — V linear.

BEWEIS:  Seien wy,wy € W, a € K. Dann gilt:

Juy,v9 € V mit f(v) = wy und f(vy) = ws.

Also ist
S wr +wa) = [T (01) + f(v))
= [T (f(on +w2))
= v+ v
= fHw) + fHwa),
und

fHaw) = fHaf(v))
= [T (flaw))

= vV

= o f M (w).
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Beispiel.
Sei

V = {<x1,$2,$3) ERg : I1+w2+$3:0}
und W o= {<y17y27y37y4> € R4 : 2y1 + 3y2 =0 und e — 0}

Beides sind reelle Vektorrdume. Wie man das zeigt, haben wir schon im ersten
Semester gesehen. Sei nun f : V — R* definiert durch

2
f(xtha l’g) = ('Ila — =1, T, _xQ)‘

3

ist offensichtlich Einschrankung einer linearen Abbildung F : R3 — R* mit
f g g

1 00 N
= -2 00 !

— 3
Fl)=1 "8 1 2
0 -1 0 s

Wie man leicht sieht, ist F'(V') C W. Also induziert F eine lineare Abbildung
f:V—-=Ww.

Offensichtlich ist
Ker(f) = {(931>$2,ZU3) eV :im=x= 0} = {(07070)}7
also f injektiv.

Ist y = <y17y27y37y4> S W7 so ist Y2 = _§y1 und Yg = —UY3. Setzen wir
X = (?Jhysa —Y1 — y3), so ist x € V und

2

J(x) = (y1, — 31 ¥, —y3) = (Y1, Yo, Y3, Y1)

Also ist f surjektiv und damit bijektiv, also ein Isomorphismus.

Die Umkehrabbildung erhélt man, indem man die Gleichung f(x) = y nach
x auflost. Also ist

F7 w1, v20 93, y4) = (Y1, Y3, —Y1 — Ys3)-

Dabei haben wir die letzte Komponente aus den ersten beiden errechnet, es
mufl ja x1 + 2o + 3 = 0 sein.

Fiir ein weiteres Beispiel miissen wir etwas ausholen.
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Definition:

Sind V, W zwei K-Vektorrdume, so setzen wir

L(V,W):={f:V — W|f K-linear }.

Dann ist L(V, W) selbst wieder ein K-Vektorraum, durch
(f+9)(v) = f(v)+g(v)
und  (Af)(v) = Af(v).

Das neutrale Element ist die ,Null-Abbildung® o : V' — W mit o(v) = 0 fiir alle
v € V. Genau genommen miifite allerlei nachgerechnet werden, ndmlich

1. Die Abbildungen f + g und Af sind wieder linear.
2. In L(V,W) sind alle Vektorraum-Axiome erfillt.

Wir ersparen uns hier die Rechnerei.

Im Falle V = K™ und W = K" gibt es eine Abbildung
M : LK™ K") — M, ,(K)

mit M(f) -z = f(z). Da die Bilder der Einheitsvektoren gerade die Spalten der

—

Matrix sind, ist M(f) = (f(€1),..., f(€m)).

Behauptung: M ist ein Isomorphismus.

Bewels:  Um die Gleichungen M (f +¢g) = M(f) + M(g) und M(\f) = AM(f)
zu beweisen, rechnen wir jeweils die Spalten aus:

M(f+g9)-e, = (f+9)e,) = f(e,)+g(en)

und  M(Af)-e, = (Af)(e,) = Af(e,)

Weiter ist

Ker(M) = {felL
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also M injektiv.

Ist eine Matrix A € an( ) gegeben so setzen wir f = fu, mit fa(z) = A- z.
Dann ist M(f)-e, = f(e,) = A-e, fiir alle v, also M(f) = A. Damit ist M auch

surjektiv. "

Satz

Sei f V. — W ein Isomorphismus zwischen zwei K-Vektorrdumen. Ist
dim(V) =n < oo, so ist auch dim(W) = n.

BeEweis: Ist {aj,...,a,} eine Basis von V, so wird Im(f) von den Vektoren
f(a1),..., f(a,) erzeugt, ist also wieder endlich-dimensional. Nach der Dimensi-
onsformel ist dimIm(f) = n — dimKer(f) = n. Aber weil f surjektiv ist, ist
Im(f)=W. n

Aus diesem Satz folgt:

dimg L(K™, K") = dim M,, ,,(K) = n - m.
Die Beziehungen zwischen dem Raum der linearen Abbildungen und dem Raum
der Matrizen gehen noch weiter:

Es seien zwei lineare Abbildungen f : K™ — K" und g : K™ — K" gegeben. Dann
ist auch go f: K™ — K" linear, und wir definieren:

M(g) - M(f) = M(gof).

Das ergibt ein Produkt von Matrizen aus M, ,,(K) und M, ,,(K). Die Anzahl der
Spalten der ersten Matrix mufl mit der Anzahl der Zeilen der zweiten Matrix iiber-
einstimmen Ist M(g) = (aw) und M (f) = (bjx), so gilt fir die Einheitsvektoren

er e K™, k: cK"und [; € K"

M(g)- M(f)-€x = M(gof)- ey
= g(f(ex))
= o(X k)
7=1
= SN Clz‘jbjk7z
7j=1 i=

Also ist
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n
= cee E al-jbjk
=1

Um das Element in der i-ten Zeile und der k-ten Spalte des Matrizenproduktes zu
erhalten, legt man die i-te Zeile der linken Matrix auf die k-te Spalte der rechten
Matrix, multipliziert die iibereinander liegenden Elemente miteinander und sum-
miert diese Produkte auf. Das geht genau dann, wenn die Anzahl der Spalten der
linken Matrix mit der Anzahl der Zeilen der rechten Matrix {ibereinstimmt.

Es folgen nun einige Rechenregeln fiir das Matrizenprodukt:

Satz

Voraussetzung ist immer, dafi die Matrizen multiplizierbar sind. Dann gilt:
1. A-(B-C)=(A-B)-C.
2.A-(B+B)=A-B+A-B.
3. (A+A)-B=A-B+ A -B.
4. a(A-B)=(aA)-B=A-(aB), firac K.

Bemerkung. Auch wenn man das Matrizenprodukt A - B bilden kann, braucht
das fiir B - A nicht zu gelten.

Sind A und B beides quadratische Matrizen aus M, ,,(K), so kann man A- B und
B - A bilden, aber i.a. ist A- B # B - A. So ist z.B.

(o) 2)= (0 ) (2 o) (o2)-(os)-

Auch kann man i.a. in Matrizengleichungen nicht kiirzen! Es ist
0O 0\ (1 2\ _ (0 0\ (1 2
1 0 3 4) \1 0 1 1)’
1 2 1 2
()0 T)

aber natiirlich
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§2 Lineare Koordinaten und Basiswechsel

Inhalt:

Lineare Koordinatensysteme, Basiswechsel, invertierbare Matrizen, die allgemeine
lineare Gruppe, Invarianz des Ranges, Invertierung von Matrizen, Beschreibung
linearer Abbildungen durch Matrizen.

Sei V' ein beliebiger endlich-dimensionaler K-Vektorraum, A = {a,...,a,} eine
Basis von V.

Zu jedem Vektor x € V gibt es eindeutig bestimmte Koeffizienten z4,...,x, €

K, so daf} gilt:
Tr = Z T;Q;.
i=1

Durch ®4(z) := (z1,...,x,) wird also eine Abbildung ®4 : V' — K™ definiert.
Wir nennen ®4 das durch A bestimmte lineare Koordinatensystem fiir V., und die
Koeffizienten x4, ..., z, heien die Koordinaten von x beziiglich der Basis A. Zum
Rechnen (mit Matrizen) sind Spaltenvektoren oftmals besser geeignet. Deshalb

setzen wir noch
T

[QZ]A = (I)A<I>t =

Ty,
Beispiele.
1. Ist V selbst der K" und F = {ey,...,e,} die Standardbasis, so ist Px = idy,
und [x]p = x' = 7.
2. Nun sei V.= K", aber A = {a,...,a,} eine beliebige Basis, mit a; =

(@14 .y ap) firi=1,...,n.

Wir kénnen die Vektoren a;, als Spalten a; = a} geschrieben, zu einer Matrix
A € M, ,,(K) zusammenfassen:

an s Q1n

—

A:(al,...,an):

An1 e QAnn

Wir haben hier einen Fall von ,Notations-Milbrauch“. Das Symbol A be-
zeichnet sowohl die Basis, als auch die Matrix, die aus den Basisvektoren
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gebildet werden kann. Es muf} jeweils aus dem Kontext entnommen werden,
welche Bedeutung gerade benutzt wird.

Sei jetzt y = (1, ..., yn) ein beliebiger Vektor in V. Dann gilt :
y:inai — yk:inakifﬂrk‘zl,...,n,
i=1 i=1

also
anrr + -+ ar, = Y1
Paly) =x <= : : — A-zr=y.

a1 + -+ AupTn = Yp.

Die Koeffizientenmatrix hat den Rang n, weil ihre Spalten eine Basis des
K™ bilden. Die erweiterte Matrix hat dann ebenfalls den Rang n, und das
Gleichungssystem ist in jedem Fall eindeutig losbar. Die Abbildung ® 4 ist
durch den Losungsalgorithmus bestimmt.

Der Vektor © = [y|a ist die eindeutig bestimmte Losung des Linearen Glei-

chungssystems A -z = y.
Speziell ist [a,]4 = €, fir v =1,...,n.

3. Sei jetzt V C K" ein r-dimensionaler Untervektorraum. Das ist schon fast
der allgemeinste Fall, mit dem wir uns zu befassen haben. Die Elemente
a; = (ay;, ..., an;) einer Basis von V', i =1,...,r, sind immer noch Vektoren
im K", aber wir haben nur r davon. Also ist

A=(dy,...,a,) € M, (K).
Die Berechnung der Koordinaten funktioniert aber genauso wie oben.

Isty € V, so ist der Vektor © = lyla € K" die eindeutig bestimmte Lisung
des Linearen Gleichungssystems A -z = .

Es ist rg(A) = r, und da jeder Vektor y € V Linearkombination der Spalten

von A ist, hat auch die erweiterte Matrix (A, 5) den Rang r. Deshalb ist das
LGS tatséchlich 16sbar.

4. Sei V' = My 5(K). Dann bilden die Matrizen

I 0 0 1 0 0 0 0
E115:<0 0>,E123=(0 O)’EQI::(l O)’EQQ::(O 1)

eine Basis A von V', und ®4 : My 5(K) — K* ist gegeben durch

@A((Z Z)):(a,b,c,d).
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5. Wir behandeln hier eigentlich nur endlich-dimensionale Vektorrdume. Trotz-
dem soll angedeutet werden, wie es im unendlichdimensionalen Fall aussehen
kann. Es sei V = R[X] der Raum aller Polynome mit reellen Koeffizienten.
Die Polynome 1, X, X? X3 usw. bilden eine (abzihlbare) Basis A von R[X].
Dann setzen wir

@A(ZaiXZ) = (ag,as,...,a,,0,0,...).

=0

Wir erhalten zwar Vektoren mit unendlich vielen Komponenten, aber nur
endlich viele davon sind jeweils # 0.

Sehr wichtig ist die Feststellung, dafl das lineare Koordinatensystem ®4 von der
Basis A = {ay,...,a,} abhingt. Was passiert, wenn man eine zweite Basis B =
{b1,...,b,} von V betrachtet. Welcher Zusammenhang besteht fiir einen Vektor
x € V zwischen ®4(z) und ®p(z) 7

Man sieht sehr leicht, dafl ®4 eine lineare Abbildung ist. Und auflerdem ist ® 4
bijektiv, die Umkehrabbildung ist durch

n
O () inai
i=1

gegeben.

Alsoist @4 : V — K" und &5 : V — K" jeweils ein Isomorphismus, und <I>BOCI>21 :
K™ — K" ist ebenfalls ein Isomorphismus. Man kann sich das sehr gut an Hand
des folgenden Diagramms veranschaulichen:

dpody,"

K" K"
Dy N\ /" ®p
V

dpod,' 1 K" — K" wird durch eine Matrix Wp 4 € M, ,,(K) beschrieben. Es
gilt:
Dy 0 07 (Da(x)) = Bp(a).

In der Sprache der Matrizen heiflt das:

WB,A . [$]A = [[E}B

Man nennt Wp 4 die Basiswechsel-Matriz und die obige Formel die Basiswechsel-
Formel.

Fiir die Spalten der Basiswechsel-Matrix gilt:
5§(Wpoa) =Wpa-€;=Wpa-[aa = a5

Also ist  Wpa = ([a1]B, ..., [as]B).
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Beispiel.

Sei V' C K™ ein r-dimensionaler Untervektorraum, und es seien zwei Basen
A={a,...,a,} und B={by,....b}

gegeben. Die zugehorigen Matrizen in M, ,(K) bezeichnen wir ebenfalls mit

A und B. Die Basiswechsel-Matrix Wp 4 liegt in diesem Falle in M, . (K),

und es gilt:

(B'WB,A)'QV:B'(WB,A'E)V):B'[au]B:EV:A'gua

also

B-Wpa = A

Die v-te Spalte von Wp 4 ist die Losung 7= 57:, des LGS B -7 = EV.

Kommen wir zuriick zu einem allgemeinen Basiswechsel in einem n-dimensionalen
K-Vektorraum V. Es gilt:

Wap -Wpa-[wla=Wap-[z]p=[2]a
und
Wpa -Wap-[xlpg=Wga-[z]a=|x]B.

Bezeichnen wir die n-reihige Einheitsmatrix (21, e ,En) mit F,, so erhalten wir
(weil [x]4 und [z]p jeweils vollig beliebig gew#hlt werden kénnen und z.B. [a,]a =
e, ist):

WA,B . WB,A = En und WB,A . WA,B = En

Definition:
Eine Matrix A € M, ,,(K) heifit invertierbar, falls gilt:
JA e M, o,(K) mit A-A'=A"-A=E,.

Man nennt dann die (eindeutig bestimmte) Matrix A’ die inverse Matriz zu A
und bezeichnet sie mit A~
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Eigenschaften invertierbarer Matrizen

Folgende Aussagen tber eine Matriz A € M, ,(K) sind dquivalent:
1. A ist invertierbar.
2. fa: K™ — K" ist ein Isomorphismus.
3. Ker(fa) = {0}.
4. Das LGS A-x = 0 ist eindeutig losbar.
5. Das LGS A-x = g ist fiir jedes Z € K™ eindeutig losbar.

6. rg(A) =n.

BEWEIS:
(1) = (2):
Sei B := A~!. Dann ist

idgn = fg, = fap = fao fp und genauso idg» = fpo fa.
Also ist fa bijektiv (und damit ein Isomorphismus) mit (f4)™! = f5.
2) = (3):
Ist fa ein Isomorphismus, so ist natiirlich Ker(f4) = {0}.
3) = (4):
Es ist Los(A,0) = Ker(f4) = {0}. Damit ist das LGS A-z = 0 eindeutig (durch
z = 0) losbar.
4) = (5):
DaB A-7 = 0 eindeutig l6sbar ist, bedeutet, daB f4 : K™ — K™ injektiv ist. Wegen
der Dimensionsformel ist dann f4 auch surjektiv, und jedes LGS Az = b 15sbar.
Ist A-2;=A-79=0, soistA-(El—;g): 0, also 71 = Zo.
(5) = (6):
Nach der Dimensionsformel ist rg(A) + dimg (Ker(f4)) = n. Aus der eindeutigen
Losbarkeit des LGS Aoz = 0 folgt, daB Ker(f4) = {0} ist. Also ist rg(A) = n.
(6) = (1):
Et rg(A) = n, so bilden die Spalten_ﬁ)j :igj(A) cine Basis von K. Weil f(e;) =
ajist, fir j = 1,...,n, wird durch a; — e; eine Umkehrabbildung zu f4 definiert.
Mit f4 ist auch A invertierbar. u
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Definition:

Eine Matrix A € M, ,(K) heifit regulir, wenn sie eine der dquivalenten Eigen-
schaften des obigen Satzes erfiillt.

Die Menge aller n-reihigen regulédren Matrizen wird mit GL,,(K) bezeichnet
(,,General Linear Group® oder ,allgemeine lineare Gruppe*).

»,Regular® ist also nur ein anderes Wort fiir ,,invertierbar®. Zur Rechtfertigung des
Namens ,, Allgemeine Lineare Gruppe“ brauchen wir noch den folgenden Satz:

Gruppeneigenschaft der GL,

GL,(K) :={A € M,,,(K) | rg(A) = n} bildet mit der Matrizenmultiplikation
eine Gruppe.

BEWEIS:
1) E, liegt in GL,(K) und spielt die Rolle des neutralen Elements.

2) Jedes A € GL,(K) besitzt ein Inverses, das wieder in GL,,(K) liegt.
3) Seien A, B € GL,(K). Dann ist A- B € M, ,(K), und es gilt:

(A-B)-(B"AY=A.-(B-BY)Y - A'=A.-A"1=E,,

und genauso
(B' A (A-B)=E,.

Also ist A- B invertierbar, mit (A-B)~' = B~'- A71. Man beachte die Reihenfolge!!

4) Offensichtlich ist A- (B-C)=(A-B)-C. n
Beispiele.
1. n=1:

GLi(K) = {a € K | ax = 0 eindeutig losbar } = K* = K \ {0}.

< CCL Z ) ist genau dann reguldr, wenn rg(A) = 2 ist, wenn also
ad — be = det(A) # 0 ist (vgl. Mathematik 1, Kap. 4, §8).

GLy(K) = {A € Mys(K) | det(A) # 0}.
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3. Eine Diagonalmatrix

diy
D =
dnn
ist genau dann invertierbar, wenn dyq, . .., d,, # 0 sind.
In diesem Spezialfall bezeichnet man die Grofle dqq - dos - ... - d,,,, als Deter-

minante von D, und D ist genau dann regulir, wenn det(D) # 0 ist.

Wir werden spéter jeder Matrix eine Determinante zuordnen, die mifit, ob
die Matrix regulér ist.

Satz von der Verkleinerung des Ranges

Sei A € My ,m(K) und B € M, ,(K).
Dann ist rg(A - B) <rg(A) und rg(A- B) < rg(B).

BEWEIS: Sei f = f4: K™ — K" und g := fp: K!' — K™,
Dann ist Im(f o g) = f(Im(g)) C f(K™) = Im(f), also

rg(A- B) =dimIm(f o g) < dimIm(f) =rg(A).

Andererseits gilt: Ist {xi,...,x;} eine Basis von Im(g), so ist {f(x1),..., f(xx)}
ein Erzeugendensystem von f(Im(g)) = Im(f o g). Also ist

rg(A - B) = dim(f(Im(g))) < k = dimIm(g) = rg(B).

Invarianz des Ranges

Die Multiplikation mit einer regquliren Matriz dndert den Rang nicht:

Ist Ae M, ,,(K), PeGL,(K) und Q € GL,,(K), so istrg(P-A-Q) =rg(A).

Bewels:  Nach dem Satz von der Verkleinerung des Ranges ist rg(P - A - Q) <
rg(A). Aberda A = P71 (P-A-Q)-Q ! ist, gilt auch die umgekehrte Ungleichung.
Zusammen ergibt das die Gleichheit. "
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Wir wollen jetzt ein Verfahren entwickeln, wie man A~! (fiir eine regulire Matrix
A) berechnen kann. Dazu benutzen wir die gleichen Methoden wie beim Gauf-
Algorithmus.

Eine Zeilenoperation vom Typ (I) ist eine lineare Abbildung der Form

2 1 . 0 2 o
Z; = : A : : Z; = Az; ;
Ty 0 . 1 T T,

und eine Zeilenoperation vom Typ (II) ist eine lineare Abbildung der Form

1 1 e 0 1 1
Z; : 1 1 : T T + T
— - )
o s 1 o o
Tn 0 Cen 1 Tn Tn

Eine Folge von Zeilenoperationen ist also eine bijektive lineare Abbildung der Ge-
stalt
z—P -,

simultan angewandt auf alle Spalten von A, und eine Folge von Spaltenvertau-
schungen ist eine bijektive lineare Abbildung der Gestalt

(ZEl, cee 73771) = (IO'(I)a s 7‘7;0'(71)) = (xla B 7xn) : Qa
simultan angewandt auf alle Zeilen von A, mit einer Permutation o € S,,.

Da man A durch elementare Zeilenumformungen und Spaltenvertauschungen auf
GauB-Form bringen kann, bedeutet das:

Ist r = rg(A), so gibt es requldre Matrizen P und Q, so daf8 P - A-Q eine
Gaufsmatriz vom Rang r ist. Dabei kann Q) wegfallen, wenn im Gauflverfahren
keine Spaltenvertauschungen bendtigt werden.

Nun betrachten wir den Fall, dal A € GL,,(K) ist. Wir konnen annchmen, daf8 A
schon r-speziell fiir ein r > 0 ist:

a1y - Q1

e 0 - a,
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Wiire r < n und wiirde die 1. Spalte von C' verschwinden, so wére die (r41)-te
Spalte von A linear abhéngig von den ersten r Spalten. Andererseits ist rg(A) = n,
es sind also alle Spalten linear unabhéngig. Das ist ein Widerspruch.

Ist also r < m, so muB es in der ersten Spalte von C' ein Element # 0 geben, und mit
Hilfe von Zeilenvertauschungen kann man es an die Stelle (r+1, 7+ 1) bringen. Das
bedeutet, dal man keine Spaltenvertauschung braucht, um A auch (r + 1)-speziell
zu machen.

Dieses Verfahren 143t sich fortsetzen, solange r < n ist. Das bedeutet: Es gibt eine
Matrix P € GL,(K), die einer Folge von Zeilenumformungen entspricht, so daf
P- A eine obere Dreiecksmatrix vom Rang n ist. Durch weitere Zeilenumformungen
kann man daraus schlielich sogar die Einheitsmatrix machen.

Ist aber P- A = E,, so ist P = A~!. Um nun bei der Durchfiihrung des Gauf-
verfahrens gleichzeitig auch die Matrix P zu erhalten, erweitern wir A zur Matrix
(A, E,). Dann gilt:

P-(AE,)=(P-A P -E,)=(E,A™).

Zusammengefafit ergibt sich so:

Verfahren zur Invertierung von Matrizen

Sei A € GL,(K).
1. Es gibt eine Folge € von Zeilenumformungen mit e(A) = E,,.

2. Iste(A,E,) = (E,, A*), so ist A* = AL,

BEwEIls: Dafl A allein durch eine Folge von Zeilenoperationen in die Einheits-
matrix verwandelt werden kann, haben wir oben gesehen. Wenn diese Folge von
Zeilenoperationen durch die invertierbare Matrix P verwirklicht wird, hat man die
Gleichung

P.-(AE,) = (E, A"),

also P-A=FE,und P=P-E, = A*. Damit ist A* = A% "
Beispiel.
1 1 0
Sei B:=| 1 0 1 |].Offensichtlich ist rg(B) = 3. Wir versuchen jetzt,
0O 1 1

auf
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110/100
(B|Es)=| 10 1/0 1 0
01100 1

so lange Zeilenoperationen anzuwenden, bis in der linken Hélfte die Einheits-
matrix steht.

1 1 01 0 0
1 0 1]0 1 0
01 1]0 0 1
1 1 01 0 0
0 -1 1 |—-1 1 0 (-1 Zeile)
0o 1 1]0 o0 1
1 0 1[0 1 0 (+2 Zeile)
0 -1 1|-1 1 0
0 0 2 |—-1 1 1 (42 Zeile)
1 0 1[0 1 0
0 1 -1/ 1 -1 0 (x(=1))
0 0 1 ]-5 5 3 (x3)
1 0 O % % —% ( — 3. Zeile)
01 0|35 —3 35 (+3 Zeile)
oo 1|-3 4 1
a! 1 -1
Also ist B~ = 3 1 -1 1
-1 1 1

Mit Hilfe der inversen Matrix lassen sich manche Dinge einfacher beschreiben.

1. Sei A- 7 = b ein LGS mit einer regulidren Matrix A. Dann erhilt man die
eindeutig bestimmte Losung sofort durch

r=A"b.
2. Sei A = {ay,...,a,} cine Basis von K". Wie iiblich bezeichnen wir die aus
den Spaltenvektoren a, ..., a, gebildete Matrix auch mit A. Dann ist A

invertierbar.
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Ist nuny € K", soist [y]4 die eindeutig bestimmte Losung des LGS A-z = y.
Daraus folgt:

—

yla=A""y.

Dies funktioniert nicht mehr, wenn wir einen Vektor y aus einem r-dimen-
sionalen Untervektorraum V' C K™ beziiglich einer Basis A = {ay,...,a,}
darstellen wollen, denn in diesem Falle ist A € M, .(K) nicht einmal eine
quadratische Matrix, kann also nicht invertiert werden. Giiltig bleibt aber
die Gleichung

A-lyla=vy.
3. Sind A ={a;,...,a,} und B ={by,...,b,} Basen von K", so ist
B-Wpa=A,
also
Wpa= B A

Auch diese explizite Formel gilt nicht mehr, wenn wir es mit Basen eines
Untervektorraums von K™ zu tun haben.

Beispiele.
1. Die Vektoren b; := (1,1,0), by := (1,0,1) und by := (0,1,1) bilden eine
Basis B des R3. Die Matrix B := (b1, bs, b3) haben wir oben schon einmal

betrachtet.

Wir wollen herausfinden, wie die Darstellung des Vektors x := (12,6, 30)
beziiglich der Basis B aussieht. Nach der obigen Formel ist

) 1 1 -1 12 —6
[x]BzB—l-E:’:5 1 -1 1 |- 6 |=| 18
-1 1 1 30 12
Probe: Tatsachlich ist
B B B —6 18 0 12
—6b;+18by+12b3=| =6 |+ 0 |+ 12 |=]| 6 | =7.
0 18 12 30

2. Die Vektoren a; = (1,3,2), ay = (0,—1,5) und ag = (4,2, —3) bilden auch
eine Basis des R3. Dann ist

L] 1 -1 1 0 4
Wpa = B 1A= A R N L
-1 1 1 2 5 =3

1 -3 9/

= (0o 3 -1/2

2 2 —5/2
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Eine lineare Abbildung f : K™ — K" wird durch eine eindeutig bestimmte Matrix
M(f) € M, »,(K) beschrieben, mit

M(f) - = f(

Die Beschreibung von f durch die Matrix M (f) benutzt die Darstellung von
Vektoren mit Hilfe der Standardbasen. Haben wir es mit beliebigen (endlich-
dimensionalen) Vektorrdumen und beliebigen Basen zu tun, so benutzen wir Ko-
ordinatensysteme, um auch in diesem Fall lineare Abbildungen durch Matrizen zu
beschreiben.

—

Gegeben seien also

e Zwei endlich-dimensionale K-Vektorrdaume V und W,
e zwei Basen A = {ay,...,a,} von V und B = {by,...,b,} von W,
e cine lineare Abbildung f:V — W.

f ist durch die m Werte f(aq),..., f(a,) bereits vollstindig festgelegt. Und je-
der der Vektoren f(a;) laBt sich auf eindeutige Weise als Linearkombination der
Basisvektoren by, ..., b, darstellen:

fla;) = Zaijbi, mit a;; € K, firj=1,...,m.
i=1

Mit Mp a(f) € My m(K) bezeichnen wir die Matrix der a;;. Man beachte dabei
die Stellung der Indizes. Links steht die Basis des Zielraums und rechts die Basis
des Ausgangsraums.

Mit Hilfe von Koordinaten kann man die Situation folgendermaflen beschreiben:

v Low
oy | | &3
g BA pen

Die Abbildung fp 4 := ®go fod,' : K™ — K" wird erst durch das vorgelegte
Diagramm definiert. Sie ist ebenfalls linear und wird in der iiblichen Weise durch
eine Matrix M(fp a) beschrieben. Wir zeigen, daB M (fg a) = Mp a(f) ist. Es gilt
namlich:

— —

sj(M(fpa)) = fpaley)

= (Ppofody'(e;))

= (Ppo f(a;))

= (Pp(aijbi + -+ an;by))
= Oélj,...,Oénj)t

—

= s;(Mpal(f))
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Definition:
Die Matrix Mp 4(f) := M(fp,.a) zur linearen Abbildung
fea=®pofod': K™ — K"

nennt man die Matriz, die f :V — W beziiglich der Basen A und B beschreibt.

Da fpa(®Pa(z)) = Pp(f(x)) ist, folgt nun:

Mg a(f) - [z]a=[f(z)]lg, firzeV.

Es ist [a;]a = Zj, fir j =1,...,m, also

$i(Mpa(f)) = Mpa(f)-€; =Mpa(f)-[ajla = [f(a;)]5.

Das ergibt folgende Formel zur Berechnung von Mp 4(f) :

MB,A<f) = ([f(al)]Bv ceey [f(am)]B)

Ein Sonderfall liegt vor, wenn f eine lineare Abbildung von K™ nach K™ ist. Dann
kann f beziiglich der Standardbasen durch eine Matrix M = M(f) € M, n(K)
beschrieben werden:

fx)=M - .
Wir wollen f aber beziiglich anderer Basen A = {ay,..., @} von K™ und B =
{b1,..., by} von K™ beschreiben. Dann ist

—

f(gl)]Ba---a[f(am)]B)
M-aylg,....,[M-anlB)
Bt-M-ay,...,B*-M-a,)
= B '.M-A.

Maa(f) = (
-
(

f = fu: K™ — K" wird beschrieben durch Mg 4(f) =B™'-M-A.

Sehr héufig wird auch der Fall V' = W betrachtet. Eine lineare Abbildung f : V —
V' bezeichnet man als einen Endomorphismus von V. Man kann dann versuchen,
mit einiger einzigen Basis A auszukommen und f durch Ma(f) := Maa(f) zu
beschreiben. Ist V' = K™, so liegt es nahe, die Standardbasis zu benutzen. Aber oft
zeigt es sich, daBl man durch geschickte Wahl der Basis zu einer viel einfacheren
Matrix kommen kann. Wie das geht, werden wir am Ende von Kapitel 7 in der
Eigenwert-Theorie sehen.
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Beispiele.

1. Sei V :={p € Rlz| : grad(p) < 3} der Vektorraum der Polynome vom Grad
< 3. Dann ist A := {1,z,2?% 23} eine Basis von V. Das Koordinatensystem
d,4: V — R* ist gegeben durch

b y(ag + a1z + asx? + a3x3) = (ag, a1, ag, az).

Nun betrachten wir die lineare Abbildung D : V' — V mit D(p) := p’ (Ablei-
tung von p). D ist ein Endomorphismus mit

D(ag + a17 + aox® + azx®) = a; + 2a9w + 3azr>.

Die Matrix M := M4(D), die D beziiglich der Basis A beschreibt, hat also
die Gestalt

o O O

0
M = (D], [D(@)], [D(a*)]a, [D(*)]1) = 0

o OO =
S w o o

0 0

Der Rang dieser Matrix ist 3, also ist dimIm(D) = 3 und dim Ker(D) =
4 — 3 = 1. Tatséchlich ist der Kern der Unterraum der konstanten Polynome,
der von 1 erzeugt wird.

Ist etwa p(r) = 2z — 522 + 23, so ist [p]a = (0,2, —5,1)%, und

0100 0 2
no_ 1 00 20 21 _ 10| _ 9
[p']a = Molpla = 000 3 _5 = 3 = [2—10z+3z°] 4.
00 0O 1 0

Tatséchlich ist p'(z) = 2 — 10z + 322
2. Sei V := C, aufgefafit als Vektorraum iiber R, mit der Basis A = {1,] }.

Fir z = x + yj ist Pa(z) = (x,y), also [z]4 = (a:)
Y

Sei nun w := a + bj € C fest gewdhlt und f : C — C definiert durch
f(2) == w - z. Diese Abbildung ist R-linear, und ihre Matrix beziiglich A ist
gegeben durch

a

A«:MAﬁ=qﬂmmumuwﬂm+mmPhﬁﬂﬂ=(Z _b)

Da jeder komplexen Zahl w genau eine solche Matrix zugeordnet ist, kann
man C auch als Menge aller Matrizen der Form < Z _ab ) € My»(R)

auffassen.
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§3 Dualitdt und Orthogonalitit

Inhalt:

Bilinearformen, Dualitdten, Dualraum und duale Basis, Orthogonalitéit, ON-Basen,
Orthogonalisierungsverfahren, orthogonales Komplement, orthogonale Projektion,
adjungierte Abbildung, hermitesche Formen und Skalarprodukte.

Definition:

V und W seien zwei K-Vektorrdume. Eine Abbildung b: V x W — K heif}t eine
Bilinearform, falls gilt:

1. Fir alle v € V ist die Abbildung w + b(v, w) linear.

2. Fiur alle w € W ist die Abbildung v — b(v, w) linear.

Beispiele.

1. Sei V=W = K" und b(v,w) := v-w!’ = vjw; + - - - + v,w,. Wir bezeichnen
dies als die kanonische Bilinearform auf K™.

Im Falle K = R erhalten wir so das euklidische Skalarprodukt v e w. Ist
dann v # 0, so ist b(v,v) = ||v||? > 0. Ist K dagegen ein anderer Kérper, so
braucht das nicht zu gelten. Im Falle K = C und v = (j, 0, ..., 0) erhdlt man
z.B. b(v,v) = —1.

2. Es sei wieder V =W = K™. Weiter sei A € M,,,(K). Dann ist auch

a1 Ain w1y
bA(V,W> =v-A-wl= (7117...,Un)'
(0751 Qpn Wp,

eine Bilinearform. Die Eigenschaften von b4 kénnen — abhéngig von A — sehr
unterschiedlich sein.

Istz.B.KzIR,anumdA:(_01 é),soist

s X
ba((1,29), (Y1,92)) = T1ya — 2ys = det ( b ) -
Y1 Y2
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Dann ist ba(x,x) = 0 fiir alle x € R2.

Die kanonische Bilinearform erhélt man auch auf diese Weise, durch die Ma-
trix A = E, (Einheitsmatrix).

Tatséchlich ist jede Bilinearform auf dem K™ von der Form b4, mit einer
geeigneten Matrix A. Ist eine Bilinearform b gegeben, so erhélt man die zu-
gehorige Matrix A = (a;; @ 4,5 =1,...,n) durch die Formel

ai;; = ba(e;,e;), firi,j=1,... n.

Man nennt eine Bilinearform b : V' x V. — K symmetrisch, falls b(v, w) =
b(w,v) fiir alle v,w € V gilt. Die kanonische Bilinearform auf K" (und da-
mit auch das euklidische Skalarprodukt) ist symmetrisch. Die Bilinearform
b((x1,m2), (y1,Y2)) = T1y2 — T2y1 ist dagegen nicht symmetrisch. Und bei Bi-
linearformen b : V x W — K mit V # W macht der Begriff der ,,Symmetrie*
keinen Sinn.

Wir wollen uns noch iiberlegen, wann eine Bilinearform b = b4 auf dem K"
symmetrisch ist. Dazu brauchen wir noch eine Aussage iiber das Transponie-
ren von Matrizen:

Behauptung: Ist A € M, ,,(K) und B € M, ;(K), so ist
(A-B)!=B" A"

BEWEIS: Ist A = (a;) und B = (by;), so ist

((A-B)")y =(A-B)j; = Zajkbki

und
m

(B*- ANy =Y (BYal(A) = D ajubys.

k=1
Ein Skalar o € K kann auch als (1 x 1)-Matrix aufgefaft werden. Dann ist
al = . Ist nun b = by die gegebene Bilinearform, so ist

bw,v)=bw,v)i=(w-A-vl)i=v. A" w'
Ist b zudem symmetrisch, so ist
b(w,v)=bv,w)=v-A-wh
Beides zusammen kann nur gelten, wenn A = A? ist.

Eine Matrix A € M, ,(K) wird symmetrisch genannt, wenn A = A ist.
Eine Bilinearform b = b4 auf dem K™ ist genau dann symmetrisch, wenn die
zugehorige Matrix A symmetrisch ist.
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Definition:

Eine Dualitat zwischen zwei Vektorrdumen V und W ist eine Bilinearform b :
V x W — K mit folgenden Eigenschaften:

1. Ist b(z,y) = 0 fur alle y € W, so ist « = 0.
2. Ist b(x,y) =0 fur alle z € V, so ist y = 0.

Ist V =W, so sprechen wir von einer Dualitit auf V.

Was bedeutet diese Definition? Eine Bilinerform b : V x W — K liefert zu jedem
w € W eine Linearform L,, € L(V, K) durch L,,(v) := b(v,w) und zu jedem v € V
eine Linearform R, € L(W, K) durch L,(w) := b(v, w). Dadurch erhalten wir zwei
lineare Abbildungen L : W — L(V,K) und R : V — L(W, K), mit

L:w—L, und R:v— R,.

Eine Dualitdt liegt genau dann vor, wenn Ker(L) = {0} und Ker(R) = {0} ist,
wenn also beide Abbildungen injektiv sind. Manchmal nennt man eine Dualitét
auch eine nicht ausgeartete Bilinearform.

Um dieses recht abstrakte Konzept zu verstehen, betrachten wir mehrere Beispiele.
Im wesentlichen mufl man mit diesen Beispielen zurechtkommen.

Beispiele.

1. Esseien oy, ..., a, Elemente # 0 von K, und a = (v, . . ., ay, ). Wir definieren
bo : K™ x K™ — K durch

bOé(Xv Y) =Y o QT Yn
Ist b, (x,y) = 0 fiir alle y, so ist insbesondere
0 = ba(x,€;) = ayzy, also x; =0, fiir alle 1.

Das gleiche gilt, wenn man x und y vertauscht. Also ist b, eine Dualitit auf
dem K™.

Spezialfille sind das euklidische Skalarprodukt, aber auch das ,, Minkowski-
Skalarprodukt® auf dem R*:

m(X,y) = T1y1 + Taya + T3Y3 — T4Ys.
Letzteres spielt eine bedeutende Rolle in der Relativitétstheorie.

2. Die Bilinearform b : R?* x R? — R mit b((x1,22), (y1,%2)) := z1y; ist keine
Dualitét, denn es ist b((z1,x2), (0,1)) = 0 fiir alle x = (21, x9).
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3. Sei V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum. Die Menge aller Linearfor-
men auf V' bildet den Vektorraum

V* = L(V, K).

Ist etwa V = K", so ist L(K", K) = M, ,(K) = K". Der Isomorphismus
funktioniert folgendermaflen: Jeder 1 x n-Matrix (also jedem Vektor) a € K™
wird eine lineare Abbildung A\, : K" — K zugeordnet, durch

Ma(X) i =a-x"=ax1 + -+ a,2, .

Im Falle K = R haben wir diese Zuordnung von Vektoren auf Linearformen
schon im ersten Semester kennen gelernt.

Ist V' beliebig, so wéihlen wir eine Basis A von V und erhalten ein Koordina-
tensystem ®4 : V' — K™. Dies ist ein Isomorphismus, und wir erhalten einen
weiteren Isomorphismus (K™)* — V* durch

)\|—>)\O(I)A.

Daf§ die letztere Abbildung linear ist,léa8t sich leicht nachrechnen, und die
Umkehrabbildung dazu ist durch ¢ +— go ®,' gegeben. Damit ist

V2 K" (K" 2V

Ein endlich-dimensionaler Vektorraum ist also immer zu seinem Dualraum
isomorph.

Behauptung: Die Abbildung b : V x V* — K mit b(v, f) := f(v) ist eine
Dualitét.

BEWEIS:

1) Die Linearitéit im 1. Argument ist trivial, denn fiir festes f ist natiirlich
v +— f(v) linear.

2) Linearitéat im 2. Argument: Ist v € V fest, so gilt:
b(v, fi + f2) = (fi + fo)(v) = fi(v) + fa(v) = b(v, f1) + b(v, f2)

und

bv,af) = (af)(v) =a- f(v) =a-bv, f).
3) Ist b(v, f) = 0 fiir alle v, so ist f(v) = 0 fur alle v, also f = 0 die
Nullabbildung.

Sei jetzt b(v, f) = 0 fiir alle f. Wir nehmen an, es sei v # 0. Dann gibt es eine
Basis {v1,...,v,} von V mit v = v; (Basis-Ergénzungssatz). Nun definieren
wir eine Linearform fy auf V' durch
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1 falls7=1,
0 sonst.

Jo(vi) := {

Damit ist b(v, fo) = fo(vi1) = 1, und das ist ein Widerspruch. Also muff v =0
sein. "

Man nennt V* = L(V, K) den Dualraum von V.

Satz (Existenz der ,,dualen Basis*)

V und W seien endlich-dimensionale K -Vektorrdume. Gibt es eine Dualitdit
b:VxW— K,
so sind V' und W isomorph, und zu jeder Basis {ay,...,a,} vonV gibt es genau

eine Basis {by,...,b,} von W, so daf gilt:

0 sonst.

b(as, bj) = 6ij = { L falls i =j, (Kronecker-Symbol)

BEwWEIS:  Wir benutzen folgende Beobachtung: Ist f : A — B eine injektive
lineare Abbildung (zwischen endlich-dimensionalen Vektorrdumen), so ist

dim(A) = dim(A) — dim Ker(f) = dim Im(f) < dim(B).

Ist b: V x W — K eine Dualitét, so sind die zugehorigen linearen Abbildungen
L:W —=V* (mit wr b(--+,w)) und R: V — W* (mit v — b(v,---)) injektiv.
Also ist

dim(V) < dim(W*) = dim(W) < dim(V*) = dim(V).

Das ist nur moglich, wenn iiberall Gleichheitszeichen stehen. Also sind L und R
Isomorphismen, und es ist V = W.

Ist {ay,...,a,} eine Basis von V, so gibt es eindeutig bestimmte Linearformen
Aj € V* mit

>\j<ai) = 51']', fir alle i,j7
und zu jeder Linearform A\; € V* gibt es einen eindeutig bestimmten Vektor b; € W
mit L(b;) = A;. Dann ist

b(ai, bj) = L(bj)(a;) = Aj(a;) = dyj.

Zur Eindeutigkeit: Ist {b%,...,b%} eine weitere Basis mit der gewiinschten Eigen-

schaft, so ist
b((li, bj - b}k) = 51']' - 51’]’ = 0 fiir alle i,j,



3 Dualitdt und Orthogonalitit 37

also b; = b} fiir alle j. .
Beispiele.

1. Sei V =W = R". Zwei Vektoren x,y € R" heilen orthogonal, falls x ey = 0
ist. Unter einer Orthonormalbasis von R™ versteht man eine Basis {ay, ..., a,}
mit a; ® a; = d;; fiir alle ¢, j. Sie ist zu sich selbst dual.

2. Sei W = V*. Ist {ay,...,a,} eine Basis von V| so ist die duale Basis ein
System {A1,..., A\, } von Linearformen mit \;(a;) = d;;.

Ist speziell V' = R™, so besteht die duale Basis zur Standardbasis {e1, ..., e,}
aus den Linearformen & mit

e'(xy, ... x,) =ay, firi=1,... n.

Die Berechnung der dualen Basis zu einer (beliebigen) Basis des R™ ist iibri-
gens ganz einfach. Ist A = {a;,...,a,} eine Basis, so bilden wir wie {iblich
die Matrix A = (31, . ,En). Die Elemente von L(R™, R) = M, ,(R) = R”
schreiben wir grundsétzlich als Zeilenvektoren. Sind a, .. ., a,, die Elemente
der dualen Basis, so wirken sie auf einen Vektor x durch

o;(x) = a; e x.

g
Fassen wir die a; zu einer Matrix A* := : zusammen, so ist
(6 79)
* 17 e * -1
A A= a(a)) =F,, also A" =A"".
.] 17 N Y n

Definition:

Ein Orthogonalsystem im R™ ist eine Menge S C R"™ von paarweise zueinander
orthogonalen Vektoren # 0. (Es ist also vew = 0 fiir v,w € S mit v # w).

Orthogonalsysteme sind linear unabhingig

Sei S C R™ ein Orthogonalsystem. Dann ist S linear unabhdngig und enthdlt
insbesondere hochstens n Elemente.
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BEWEIS:

Es seien ay,...,a; € S beliebig gewahlt. Nach Voraussetzung sind alle a; # 0. Ist
S Na; =0, so gilt fiir [ =1,...,k

k
0=0ea = Z/\iaz‘ oa; =)\ - ||al||2-
=1

Also ist \; = 0 fiir [ = 1,..., k. Damit sind die Vektoren linear unabhéngig, und
da sie beliebig ausgewahlt wurden, ist ganz S linear unabhéngig. "

Eine Orthonormalbasis (kurz: ON-Basis) im R" ist demnach ein maximales Ortho-
gonalsystem {ay,...,a;}, in dem die Vektoren a; zusétzlich normiert sind (d.h.,
la;|| = 1 fiir alle 7). Analog kann man auch Orthonormalbasen von Untervek-
torrdumen des R" definieren.

Beispiele.

1. Die Standardbasis {ey,...,e,} ist eine ON-Basis des R".

2. Die Vektoren a; := (1,1) und ag := (1, —1) bilden ein Orthogonalsystem im
R2, sie sind aber nicht normiert.

1 1
Die Vektoren by := —(1,1) und by := —(1, —1) bilden eine ON-Basis.
V2 V2

Die Uberpriifung, ob ein System von Vektoren eine Basis bildet, ist bei ON-
Systemen besonders einfach. Und auch die Ermittlung der Koordinaten eines Vek-
tors beziiglich einer ON-Basis ist einfach:

Die Koordinaten beziiglich einer ON-Basis

Sei U C R™ ein Untervektorraum, A := {ay,...,a;} eine ON-Basis von U. Ist
x € U ein beliebiger Vektor, so findet man die Koeffizienten x; in der Darstellung

k
X = E ZT;a;
=1

durch die Formel

ri=xea; firt=1,... k.

Es ist also [x]a = (xeay,...,xea;)’.

Der BEWEIS ist trivial, die Aussage sehr niitzlich.

Im R™ kennen wir schon ein Beispiel fiir eine ON-Basis. Bei einem beliebigen Un-
terraum des R stellt sich zunéchst die Frage, ob es dort {iberhaupt ON-Basen gibt.
Daf§ das in der Tat der Fall ist, zeigt der folgende Satz:
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Schmidt’sches Orthogonalisierungsverfahren

Sei U C R"™ ein k-dimensionaler Untervektorraum und {xi,...,X;} eine Basis
von U.

Dann besitzt U eine ON-Basis {ay,...,a,}, so daf gilt:

<a1,...,al> = <x1,...,xl> firl=1,... k.

BEwEIs: Wir konstruieren die a; rekursiv aus den x;.

Sei a; = -x1. Dann ist [|a;|| = 1 und <a1> = <x1>.

1
. (et

Nun nehmen wir an, wir hétten ay, . .., a; schon mit den gewiinschten FEigenschaften
konstruiert. Dann sei
l

b1 =X — Z(Xl—i—l . ai)ai-

i=1

Es gilt:

1. by € <X1, . ,xl+1>.

2. Firj=1,...,l ist b, ea;, =x110a;, — x4 0a; =0.

3. ai,...,a;, by sind linear unabhéingig (wegen (2)).
Also bilden ay, ..., a;, b, 1 ein Orthogonalsystem mit

<al, ..., ay, bl+1> = <x1, e ,xl+1>.
SchlieBlich setzen wir a;,; := L ~byyg. "
by ]

Beispiel.

Die Vektoren x; = (1,1,0) und x5 = (0, 1,0) bilden eine Basis des Untervek-
torraumes U := {x € R3 | z3 = 0}. Das Schmidt’sche Verfahren liefert:

1
a; = ﬁ(lvlaO%

by, = xy—(xpeaj)a; = (—3 570)

1
Dann ist  ||bs|| = —=, und wir setzen

\/§>

a; = V2-by = —(—1,1,0).

1
V2
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Definition:

Seib: V xW — K eine Dualitdt und U C V ein K-Unterraum. Dann nennen
wir

Ut :={yeW : b(z,y) =0 fiir alle z € U}
das orthogonale Komplement von U.

Ist T C W, so definiert man analog T+ := {z € V : b(z,y) = 0 fiir alle y € T'}.

Beispiele.

1. Ist U C R"™ ein Untervektorraum, so besteht das orthogonale Komplement
von U (beziiglich des Skalarproduktes) aus allen Vektoren, die auf U senkrecht

stehen:
Ul ={xcR"|xeu=0 fir alle u € U}

2. Ist V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum, {\y, ..., A} ein System linear
unabhéngiger Linearformen auf V' und 7" der von den \; erzeugte Unterraum
von V*, so ist

TH={zcV :\@)=...=\(z)=0}
die gemeinsame Nullstellenmenge von Aq,..., \,.

Ist U C V ein Untervektorraum und b : V x W — K eine Dualitét, so ist auch
UL C W ein Untervektorraum.

Satz (Eigenschaften des orthogonalen Komplements)

Seib:V x W — K eine Dualitdit.
1. IstU, CcUy,CV,s0ist U C U+ CW.
2. Ist n = dim(V) = dim(W) und U C V, so ist dim(U~+) = n — dim(U).

3. Esist U+ =U.

BEWEIS: 1) Sei y € Uy, also b(z,y) = 0 fiir alle z € U,. Dann gilt dies natiirlich
erst recht fiir alle x € Uy, d.h., y liegt in Ui-.

2) Ist U = {0}, so ist U+ = W und die Aussage trivial. Sei also U # {0} und
{ai,...,a,} eine Basis von U. Man kann sie zu einer Basis {a1, ..., as, i1, ...,0,}
von V ergénzen. Dann gibt es dazu eine eindeutig bestimmte duale Basis {b1, ..., b,}
von W.
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Sei S := <b7,+1,...,bn>. Weil b(a;,b;) =0firi=1,...,rund j =r+1,...,n ist,
ist S C U™ Sei nun umgekehrt y € U*. Es gibt eine Darstellung y = 377, y;b;.
Daraus folgt:

0= b(az,y) = Zyjb(ai,bj) = Zyjéw =Y fiir ¢ = 1, e,y
j=1 Jj=1

also y = Z y;b; € S. Das bedeutet, da S = U™ ist, sowie
j=r+1

dim(U*) =n —r =n — dim(U).

3) Wegen (2) ist dim(U++) = dim(U). Auferdem ist U C U**. Zusammen ergibt
das die Gleichheit. n

Sei U C R" ein Untervektorraum. Wir wollen jetzt den Begriff der orthogonalen
Projektion auf U einfiihren.

Jeder Vektor x € R” kann wie folgt eindeutig zerlegt werden:

Xx=u+v, mitueU und v e UL

Wir kénnen némlich eine ON-Basis {ay, ..., a,} von R” finden, so dal {a;,...,a,}
eine ON-Basis von U und {a,,1,...,a,} eine ON-Basis von U~ ist. Dann ist x =
u -+ v mit
T n
u = Z(x ea;)a; und v:= Z (x ®a;)a;
i=1 j=r+1

die gewiinschte Zerlegung.

Nun definiert man pry; : R® — U durch
pry:u+vie—u.

Es ist also
k

pry(x) = Z(X °a;)a,

i=1
Diese Abbildung ist verniinftig definiert und — wie man leicht nachrechnen kann —
auch linear. Sie hat folgende Eigenschaften:

1. pry : R® — U ist surjektiv.
2. Ker(pr,) = UL

3. [|[x —pry(x)|| < ||x —ul| fir alle u € U und x € R".
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Zum BEWEIS: (1) ist klar.
2) Esist pry(u+v) =0 < u=0 < ut+v=veU.
3) Sei x = ug + vy mit uy € U und vy € UL, Dann ist pry(x) = ug, und fiir u € U
ist (x —ug) @ (ug —u) = vy e (ug — u) = 0. Daraus folgt:
e —ul* = [l(x — o) + (uo — w)|*
=[x —uo* + [[ug —

> |x- uOHQ.

Die orthogonale Projektion von x auf U ist derjenige Vektor u € U, der von x den
kleinsten Abstand hat, der also x am besten approximiert.

Eine Anwendung der orthogonalen Projektion ist die ndherungsweise Losung von
linearen Gleichungssystemen. Ist f = f4 : R™ — R" eine lineare Abbildung, so ist
die Gleichung

fA(X) =b
nur dann lésbar, wenn b € Im(f,) ist.

Ist diese Bedingung nicht erfiillbar, etwa weil die Matrix A € M, ,,,(R) experimen-
tell bestimmt und daher nicht exakt bekannt ist, so interessiert man sich wenigstens
fiir eine gute Naherungslosung.

Bei einer exakten Losung x der Original-Gleichung wire f4(xo) = b und daher

| fa(x0) — b|| = 0. Ist das nicht erreichbar, so sucht man unter allen moglichen
x € R™ denjenigen Vektor x = xq, fiir den || fa(x) — b|| minimal wird. Dann
wird der Abstand von b vom Unterraum U := Im(f4) genau in yo = fa(xo)

angenommen, und das ist genau dann der Fall, wenn y, = pr;,(b) ist. Wie man xg
nun bestimmen kann, werden wir weiter unten sehen.

Zuvor miissen wir noch ein anderes Thema behandeln. Ist A € M, ,,(K), so ist
durch A eine lineare Abbildung f4 : K™ — K™ bestimmt.
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e Verwenden wir die Spaltenschreibweise, so ist

fa(z):=A-z (oder — anders geschrieben — f4(x') = A-x").

e Verwenden wir dagegen fiir alle Vektoren die Zeilenschreibweise, so miissen
wir das Ergebnis noch transponieren, um wieder eine Zeile zu erhalten:

fa(x)=(A-x"=x- A"

Definition:

Ist Ae M, ,,(K)und f = fq: K™ — K" die zugehorige lineare Abbildung, so
heifit die durch f*(y) ==y - A (bzw. y +— A*- %) definierte lineare Abbildung
ff: K" — K™ die zu f konjugierte Abbildung.

Die konjugierte Abbildung f* ist entgegengesetzt zu f gerichtet, und es ist

(fa)" = far.

Wir bezeichnen jetzt die kanonischen Dualitdten auf K™ bzw. K™ beide mit b.
Fiir x,y € K™ ist dann b(x,y) = x - y*. Orthogonale Komplemente sollen sich im
Folgenden auf diese Dualitét beziehen. Ist U C K™ ein Unterraum, so ist

Ut ={xe€ K" : bx,y) =0 fiiralley € U}

ebenfalls ein Unterraum von K™.

Insbesondere ist
b(x, f(y)) =x(y-A") =x(Ay") = (xA)y" = b(f*(x),y), firx€ K",y € K™
Weil b symmetrisch ist, ist genauso

b(f(y),x) = by, f*(x)).

Satz (Eigenschaften der konjugierten Abbildung)
Set A€ Mym(K), f=fa:K™— K" und f*: K™ — K™ die zu f konjugierte
Abbildung. Dann gilt:
1. Ker(f*) =Im(f)*.

2. rg(A) =rg(A") (Spaltenrang = Zeilenrang).
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BeEwers: 1) Seiy € Ker(f*). Dann ist f*(y) = 0.
Ist z € Im(f) beliebig, so ist z = f(x), fiir ein x € K™, und

b(z,y) = b(f(x),y) = b(x, [*(y)) = b(x,0) = 0.

Also liegt y in Im(f)*+, und es ist Ker(f*) C Im(f)*+. Da alle Schliisse umkehrbar
sind, gilt sogar die Gleichheit.

2) Es ist
rg(A") = dim Im(f*) = n — dim(Ker f*) = n — dim Im(f)* = dim Im(f) = rg(A).

Die Zahl rg(A) gibt die Anzahl der linear unabhéngigen Spalten von A an. Da die
Zeilen von A die Spalten von A? sind, hat A auch rg(A) linear unabhingige Zeilen.

Wir kommen jetzt noch einmal auf die ndherungsweise Losung von Linearen Glei-
chungssystemen zu sprechen.

Es sei x¢ die beste Niaherungslosung des LGS f4(x) = b. Wir haben gesehen, dafl
dann f4(x0) = pry(b) ist, mit U = Im(fa).

Wenden wir pr;; auf f4(xg) —b an, so bleibt f4(xg) als Element von U unveréndert.
Also gilt:

pry(fa(xo) —b) = pry(b) — pry(b) =0,
also

fa(x0) — b € Ker(pry) = (Im(fa))™ = Ker(far).

Daraus folgt: xq ist genau dann die beste Niherungslosung der Gleichung A - x! =
b’ wenn A’ (A-x}/—b") = 0" ist, also x¢ eine exakte Losung der sogenannten
,Normal-Gleichung*

(A" A).-x"= A" b.

Man iiberzeugt sich leicht davon, daf§ die obigen Schliisse auch umkehrbar sind:
erfiillt x, die Normalgleichung, so ist xy die beste Naherungslésung der urspriing-
lichen Gleichung.

Wir wollen jetzt noch das euklidische Skalarprodukt verallgemeinern. Auf dem C"
haben wir zwar die kanonische Dualitét

b(z,w) = zywy + + - - + zp Wy,

aber das ist kein Skalarprodukt. Das Ergebnis kann komplex sein, und selbst wenn
b(z,z) reell ist, so braucht diese Zahl nicht positiv zu sein. Mit einer Bilinearform
auf dem C" ist das nicht zu erreichen. Deshalb miissen wir iiber C mit einem
anderen Begriff arbeiten.
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Definition:

Es sei V' ein C-Vektorraum. Eine hermitesche Form auf V ist eine Abbildung
h:V xV — C mit folgenden Eigenschaften:

1. h ist R-bilinear.
2. h(av,w) = a-h(v,w) fir v,w € V und «a € C.

3. Esist h(v,w) = h(w,v) fir alle v,w € V.

Behauptung: Ist A : V x V' — C eine hermitesche Form, so gilt:
1. h(v,aw) =@ - h(v,w) fiir v,w € V und a € C.

2. Fur v € V ist h(v,v) reell.

BeEwEIs: Esist h(v, cw) = h(aw,v) = a - h(w,v) =a-h(w,v) =a-h(v,w), und
es ist h(v,v) = h(v,v), also h(v,v) reell. n

Definition:

Eine hermitesche Form h : V' x V' — C heifit positiv definit (oder ein (hermite-
sches) Skalarprodukt), falls h(v,v) > 0 fiir jedes v # 0 ist.

Beispiel.
Das kanonische hermitesche Skalarprodukt auf dem C” ist definiert durch
<Z,W>:=z1Wy + -+ 2, W0,.
Ist z=(z1,...,2,) € C" und 2, =z, + j ¥y, so ist
<z,2>=27Z1+ + 27 = (@) + ()2 + -+ (2)2 + (y)*
Also ist ||z|| = \/<z, z> die gewthnliche euklidische Norm.

Die Begriffe ,,Orthogonalitéat®, ,Orthonormalisierung* und ,,orthogonales Kom-
plement* iibertragen sich sinngemésf.

Jede hermitesche Form h auf dem C™ hat die Gestalt

h(v,w)=hp(v,w)=v-B-W',
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mit einer Matrix B € M,, ,(C). Die Eintrége b;; in der Matrix B = (b;;) gewinnt
man durch b;; = h(e;,e;). Dal h hermitesch ist, ist gleichbedeutend damit, da8
B' = Bist.

h ist ein Skalarprodukt, falls z - B - z* > 0 ist, fiir alle z # 0.

Wie man diese Eigenschaft mit einem handlichen Kriterium nachpriift, konnen wir
im Augenblick noch nicht sagen. Die Theorie der Determinanten wird uns dabei
spater weiterhelfen.



