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Kapitel 12 Fourieranalyse

§1 Quadratintegrable periodische Funktionen

Inhalt:

Periodische Funktionen, trigonometrische Polynome, quadratintegrable Funktio-
nen, L?-Norm, ON-Systeme, Konvergenz im quadratischen Mittel, die trigonome-
trischen Systeme, Parsevalsche Gleichung.

Zur Erinnerung:

Definition:

Eine Funktion f : R — C heifit periodisch mit Periode T, falls T # 0 ist und fiir
alle t € R gilt:
fE+T) = f(@).

Beispiele.

1. Die Funktionen sin(¢) und cos(t) haben die Periode 27,
der Tangens hat die Periode 7.

2. Die Eulerfunktion el! = cos(t) + j sin(¢) hat die Periode 27.

3. Die Menge Per(f) aller Perioden der Funktion f bildet einen Modul, d.h. es
gilt:
Tl,TQ € Per(f) — T1 + T2 € Per(f)

Hat also f die Periode T', so sind auch 27", 3T, ... Perioden von f.
4. Eine konstante Funktion f(¢) = ¢ hat jedes T € R als Periode.

Wie das letzte Beispiel zeigt, kann der Periodenmodul Per(f) aus ganz R bestehen.
Ist f allerdings nicht konstant und hat f auf einem Periodenintervall hochstens
endlich viele Unstetigkeitsstellen, so kann man zeigen, dafl f eine kleinste positive
Periode Tj besitzt. Dann besteht Per(f) aus allen ganzzahligen Vielfachen von 7.
Z.B. ist die Zahl 27 die kleinste (positive) Periode beim Sinus.

Ein typisches Beispiel ist die harmonische Schwingung
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f(t) := A-sin(wt + ¢).

Dabei heifit |A| die Amplitude, w die Frequenz und ¢ die Anfangsphase. f hat die
Periode T' = (27)/w und erfiillt offensichtlich die DGL y” + w?y = 0.

Wendet man das Additionstheorem an, so erhélt man die Darstellung
f(t) = acos(wt) + bsin(wt),
mit a = Asin(y) und b = A cos ¢.

Hat f die Periode T, so hat F(t) := f(s& -t) die Periode 2, denn es ist

F(t+2r) = f(;;r(t-i-Qﬂ'))
= f(g-t+T)
= =) = F()

Deshalb ist es keine Einschrankung der Allgemeinheit, wenn wir nur Funktionen
mit der Periode 27 betrachten. Wenn nichts anderes gesagt wird, bedeutet hier
kiinftig ,, periodisch® stets , periodisch mit Periode 27“. Das muf} allerdings
nicht in jedem Fall die kleinste Periode sein.

Ist nun I = [a,a + 27] und f eine Funktion auf I mit f(a + 27) = f(a), so kann
man f periodisch auf ganz R fortsetzen:

‘ LI ‘ U ‘ L
- | a T 21 a+ 27T

Dabei spielt es keine Rolle, mit welchem Intervall (der Linge 27) man begonnen
hat, es kommt immer die gleiche Funktion heraus. Wir verwenden hier meistens
das Intervall

I =[-m, +n],

manchmal aber auch das Intervall [0, 27].

Wichtigstes Beispiel sind die sogenannten trigonometrischen Polynome
N
Qo
=5 Z ay cos(nt) + by, sin(nt)).

Sie haben alle die Periode 27.
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Es sei S%(7) die Menge der stiickweise stetigen Funktionen auf I. Bei diesen Funk-
tionen existiert in jedem z € I der linksseitige und der rechtsseitige Grenzwert,
allerdings brauchen die beiden Grenzwerte nicht iibereinzustimmen. Es sind end-
lich viele solcher Sprungstellen erlaubt, aber keine schlimmeren Unstetigkeiten.

Sei I = [a, b, mit b—a = 27. Mit R([) bezeichnen wir die Menge aller Funktionen
f : I — C, die hochstens endlich viele Unstetigkeitsstellen haben und fiir die das
(eventuell uneigentliche) Integral

b b b
/NWZ/%wmwu/mmmﬁ

existiert. Wir sprechen vom Raum der integrierbaren Funktionen.! Offensichtlich ist
S%(I) € R(I). Ein Element f € R([I) heiit absolut integrierbar, falls das Integral

[isnae= [ (e s+ @m so)

existiert. Man beachte, daf stets |[Re f(¢)| < |f(¢)| und |Im f(¢)| < |f(t)] ist. Aus
der absoluten Integrierbarkeit folgt also auch im Komplexen die gewchnliche In-
tegrierbarkeit. Ist f absolut integrierbar und g beschrinkt und integrierbar, so ist
auch f - g absolut integrierbar.

Mit P(I) bezeichnen wir die Menge aller Funktionen f € R([I), fiir die gilt:
fla) = f(b).

Das sind diejenigen integrierbaren Funktionen auf I, die sich periodisch auf ganz
R fortsetzen lassen. Da wir aber unsere Funktionen problemlos in einem einzelnen
Punkt abédndern konnen, spielt die Zusatzbedingung iiber die Randwerte eigentlich
keine Rolle.

Alle betrachteten Funktionenmengen sind (komplexe) Vektorrdume. P(I) ist ein
Untervektorraum von R(I) und P(I) N S°(I) ist ein Untervektorraum von S°(I).

Definition:

Eine Funktion f € R(I) heilt quadratintegrabel, falls |f|* integrierbar ist. Die

Zahl . 12
1= [ 1 ar)

nennt man die L?-Norm von f.

!Das sind nicht die im Riemannschen Sinne integrierbaren Funktionen (die unendlich viele
Unstetigkeitsstellen haben koénnten) und es sind auch nicht die integrierbaren Funktionen im
Sinne von Mathematik 1 (die immer eine Stammfunktion haben).
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Beispiel.

ft) = liegt in R([0, 1]), ist aber nicht quadratintegrabel.

<)

t

Summe und Produkt von quadratintegrablen Funktionen

f1, fa seien quadratintegrabel. Dann ist f1+ fo quadratintegrabel und f1- fo absolut
integrierbar. AufSerdem ist

b
J 10000 201 de < SLUA? + (1520

und es gilt die Schwarzsche Ungleichung:

b —_
| 7 @] < 15l 1]

BEwEISs: Es ist

0 < (IAl=1f2D)* = A =2f1 - fol + | £,
also 1
|fi-fol < 2 (fil?+ 112,
Das liefert die erste Ungleichung und die absolute Integrierbarkeit von f fs.

Wegen |f,|?> = | f2|? ist auch f, quadratintegrabel und damit Re(f; - f2) integrierbar.
Fiir A € C haben wir aulerdem die Gleichung

[fr + Mol? = (fu+ Mf2) - (Fu + Af) = [A]2 +2Re(Ma - fo) + AP fof
Das zeigt, da f; + A\ fo quadratintegrabel ist.
Weiter gilt :

b b b b b
0§/|f1+Af2\2dt:/|f1\2dt+X/ flﬁdtJr)\/ Efgdt+|>\\2/|f2|2dt.

Mit A := fab]fl\z dt, B := fab fifadt und C = f:\fQIQ dt liefert das die Ungleichung
A+ BX+ BX+ C|\* > 0 (fiir alle A € C).
Ist C' # 0, so setze man A := —B/C. Dann erhilt man die Ungleichung

AC —2BB + |B|* > 0, also |B|* < AC.
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Ist € = 0 und A # 0, argumentiert man analog. Ist ¢' = A = 0, so setze man
A = —B. Dann erhélt man —2BB > 0, also auch B = 0. Damit ist die Schwarzsche
Ungleichung bewiesen.

Es folgt, dafl die quadratintegrablen Funktionen auf I einen C-Vektorraum Q;
bilden.

Definition:

Fiir quadratintegrable Funktionen f, g auf I = [a, b] sei

<f,g> ::/ f(t)@dt.

Das ,,Skalarprodukt® <f, g> ist R-bilinear, und es gilt:

<f,g>=<g, [>

FirceCist <c- f,g>=c-<f,g>,aber <f,c-g>=7¢-<f, g>. Es liegt also
ein hermitesches Skalarprodukt vor. Auflerdem ist

Il = <f, f>12.

Bei einem richtigen Skalarprodukt miifite eigentlich noch gelten: Ist || f||s = 0, so
ist f = 0. Das ist hier nicht der Fall, f kann ja in endlich vielen Punkten einen
Wert # 0 haben. Diese Schwierigkeit tritt {ibrigens nicht auf, wenn man nur mit
stetigen Funktionen arbeitet.

Eigenschaften der L?>-Norm

L le- flla = lel - | f]]2-
2.1 f+4gllz2 < Ifll2+ llgll2 (Dreiecksungleichung).

3. 0<fy 9> <|fll2- llgll2 (Schwarzsche Ungleichung).

BEWEIS: 1) ist trivial.
3) Die Schwarzsche Ungleichung haben wir oben schon bewiesen.

2) Die Dreiecksungleichung folgt wie iiblich aus der Schwarzschen Ungleichung:
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(If+gl2)* = <f+g, f+g>
<f,f>+<f,9>+<g, [>+<g, g>
(If1l2)* + (llgll2)* + 2Re<f, g>
(If112)* + (llgll2)* +21<f . 9>

(1£112)* + (llgll2)? + 2[1 £ - lgll2

(I £1l2 + 1lgll2)*.

IAIA

Definition:

Zwei Funktionen f, g € Qy heiflen orthogonal zueinander, falls <f, g> = 0 ist.

Im Folgenden bezeichne ||...|| die L? — Norm.

Satz des Pythagoras

Ist <f, g>=0, soist | f +glI* = [lFI* + lglI*.

Der Beweis erfolgt fast genauso wie im Falle des euklidischen Skalarproduktes im
R™ :

If+9l> = <f+g,f+g>
= <f,f>+<f,9>+<g, f>+<g, 9>
= |IfIP+2-Re<f, g>+ g
= [IfI*+ gl

Definition:

Eine (abzdhlbare) Teilmenge S = {po, 1, ¥2,...} C Qr heifit ein ON-System,
falls gilt:

1. <@, om> =0 fir n #m.

2. ||¢nll =1 fiir alle n.

Es sei daran erinnert, dal eine unendliche Teilmenge B eines Vektorraumes V'
linear unabhéngig heifit, wenn jede beliebige endliche Auswahl von Elementen von
B linear unabhéngig ist.
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Orthonormalsysteme sind linear unabhingig

Ist S C Q; ein ON-System, so ist S linear unabhdngig.

BEWEIS: Sei I C N endlich und 0 = Z ¢;p;. Dann folgt:

el

0= <Z Cipi, ;> = ZCK@M pj> = ZCZ‘% =G,

iel i€l i€l

fiir j € I. Damit ist die lineare Unabhéngigkeit gezeigt. "

Wir werden jetzt einige Beispiele von ON-Systemen betrachten.

Das trigonometrische System (T)

Sei I = [—m,]. Dann bilden die Funktionen
1
t) = ——,
gO( ) \/%
1
gn(t) = 7 cos(nt) fiirn >1
1
und  h,(t) = 7 sin(nt) firn >1

ein. ON-System in Q.

BEWwEISs:  Wir betrachten zunéchst die Funktionen 1, cos(nt) und sin(nt). Dabei
benutzen wir die Additionstheoreme

sin(a + ) = sin(a) cos(B) + cos(a) sin(3)
und  cos(a+ ) = cos(a)cos(f) — sin(a) sin(/3).

1) Esist < 1, 1>:/ dt =2
(nt)
2) < 1, cos(nt) / cos(n = sin(nt) = 0.
n -
t) |7
3) < 1,sin(nt) / sin(nt) dt = _cos(nt) = 0.
n —T

4) Wegen sin(a) cos(3) = 3[sin(a + §) + sin(a — §)] ist
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< sin(nt), cos(mt) > = /7T sin(nt) cos(mt) dt

—T

—T —T

= %/W sin((n + m)t) dt + % /7r sin((n —m)t) dt
0

fiir beliebiges n und m.

5) Wegen cos(a) cos() = 1[co

n

(a+ B) + cos(a — 3)] ist

< cos(nt),cos(mt) > = /7r cos(nt) cos(mt) dt

1 [7 1 /7
= 5/ cos((n +m)t) dt + 5 / cos((n —m)t) dt
B m fallsmn=m
- 0 sonst.

6) Wegen sin(a) sin(8) = [cos(a — 3) — cos(a + )] ist

< sin(nt),sin(mt) > = / sin(nt) sin(mt) dt

1 [7 1 ("
= 3 / cos((n — m)t)dt — 5 / cos((n+ m)t) dt
B m fallsn=m
N 0 sonst
Das gewiinschte Ergebnis kann man nun direkt ablesen. "

Das komplexe trigonometrische System (E)

Sei I = [—m,n1]. Dann bilden die Funktionen

1 .
fult) := e nez,

9

ein. ON-System in Q.

BEwEIS: Es ist

< et eimt /ﬂ oi (n=m)t gy { 2 falls n = m,

. 0 sonst.

Das Rechnen im Komplexen ist erheblich einfacher! "

Sei I = [a,b], V := Q; und F := (fi)ien ein ON-System in V. Fiir eine end-
liche Teilmenge J C N sei V; der von den Funktionen f;,7 € J, aufgespannte
Untervektorraum von V.
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Ist f € V beliebig und ¢ € N, so nennt man

~

f(l) = <f7 fi>

den i-ten (formalen) Fourierkoeffizienten von f beziiglich F. Das Element

ps(f) :Zf(z)fz eV

ieJ

nennt man die orthogonale Projektion von f auf V.

Eigenschaften der orthogonalen Projektion

LA =ps (DI = ISP = s (DI (Pythagoras).
2. Mf =ps(NOI < I = gll fir alle g € V5.

3. s (D12 =D IF @) < IFII

icJ

~

BewEIs:  Es sei ¢; := f(i), fiir ¢ € N. Dann gilt fiir j € J :

<f=pif). fi> = <f. fi>=> a<fi, ;>

ieJ
= Cj_zci(sij ::Cj—Cj = 0.
ied
f
0 g— 1/
pa(f)
g \%}

Also ist <f — ps(f), h> = 0 fiir alle Elemente h € V;, insbesondere

<f—=ps(f), ps(f)>=0.

Nach dem Satz von Pythagoras ist also

AP = 11f = ps(OIF + s (HIF - und - lps(HIF < IFIP.

Fiir g € V; ist aulerdem

<f—=ps(f),ps(f) —9>=0,
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also  |If—gl* = I(f —ps()+ s(f) = 9
= |f = ps(DIP +1lps () = gl>-
Das bedeutet, da8 || f — ps(f)|| < ||f — g]| fir g € Vj ist.
Schliellich ist

s (NIP = <ps(f), ps(f)>

= <Z cifi,s Zijj>

i jeJ

= Z ¢ici<fi, ;>
V)

- S

1eJ
n

Der Satz besagt, daf8 f unter allen Elementen von V; durch p;(f) am besten appro-
ximiert wird (in der L?-Norm). Man nennt p;(f) daher auch die Bestapprozimation
von f in V.

Aus den obigen Abschéitzungen folgt insbesondere:

Besselsche Ungleichung

~

Ist ¢; = f(i) firi € N, so ist

oo
Y lal < IIfI%
i=1

Das bedeutet insbesondere, daf die Reihe Z|ci|2 konvergiert und die Folge (¢;)
i=1
gegen Null konvergiert.

Definition:

Eine Folge von Funktionen f, € Q; konvergiert im quadratischen Mittel gegen
eine (quadratintegrable) Funktion f, wenn gilt:

tim [~ fulls = 0.

Dies ist ein neuer Grenzwertbegriff, und er ist mit Vorsicht zu genieflen. Ist fast
iiberall £ = g, 50 ist g — fulls = (f — fu) + (9 — F)ll> = lf — full>- Das hat 7ur
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Folge, daf der Grenzwert einer (im quadratischen Mittel) konvergenten Folge nicht
eindeutig bestimmt ist.

Fiir f € Q; und ein vorher festgelegtes ON-System F = (f,,) sei kiinftig

i=1 i=1

oo
Die Reihe Sy := Z f(z) - fi nennt man die Fourier-Rethe von f. Man interessiert

i=1
sich dafiir, unter welchen Umstdnden und auf welche Art f = Sy ist.

Definition:

Sei F = (f,) ein ON-System in Q.
F heilit vollstindig, falls fiir alle f € Q; gilt:

lim || f = Sa(f)] =0,

n—oo

wenn also die formale Fourier-Reihe Sy immer im quadratischen Mittel gegen f
konvergiert.

Charakterisierung vollstindiger ON-Systeme

Sei F ein ON-System in Q. Dann sind folgende Figenschaften dquivalent:

1. Alle f € Qy erfiillen die Parsevalsche Gleichung:
A1 =D I<f fi>]”
i=1

2. F ist vollstindig.

BEWEIS:  Sei f € Q; beliebig vorgegeben und ¢; := <f, f;> fiir ¢ € N. Dann ist

1f = SalHI* = [IFI* = [1Sa(/)II* (Pythagoras)

= /1P =D el
i=1

o0

Also konvergiert ||f — S,(f)| genau dann gegen Null, wenn || f|* = Z]cﬁ ist. m

i=1
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Die Vollsténdigkeit des trigonometrischen Systems

Das trigonometrische System (T) der Funktionen

go(t) = # () = %

ist vollstindig.

~cos(nt) und  hy(t) = -sin(nt), firn > 1,

1
N

Den BEWEIS konnen wir hier leider nicht ausfiihren.

Unmittelbar folgt jetzt, dal auch das komplexe trigonometrische System (E)
vollstandig ist.

Wir betrachten nun Fourierreihen. Beginnen wir mit dem System (T):

go(t) := \/LZ_w’ gn(t) == % ccos(nt)  und  hy(t) =

sin(nt), firn > 1.

I

Aus historischen Griinden setzt man

ag = /f f<f,go>

ay = f(t)cos(nt)dt = —- < f, g, >
78 v

1
und b, = /f ) sin(nt) d < fih,> .
S

Dann hat die formale Fourierreihe Sy die Gestalt

Spx) = < fr90> go(x) + D (< fign > gu(@)+ < fihn > hy(x))
n=1

_ \/z ! —+ ool(\/_an \/1_008(713:) (\/%bn)-%sin(mf)),

es ist also

3
I

Si(x) = EO Z a, cos(nx) + b, sin(nx)).

Man beachte, daf§ die Koeffizienten a,,, b,, hier nicht mit den zuvor definierten for-
malen Fourierkoeffizienten iibereinstimmen. Aus historischen Griinden nennt man
ag, a, und b, dennoch die Fourierkoeffizienten von f (bzgl. (T) ).

Wir kommen jetzt zum System (E):
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1 1
Setzt man ¢, := 5(% —jby) und c_,, := §(an +jb,) = ¢, fiir n > 1, sowie ¢y := %,
so folgt:
Z ™ = ¢+ Z(cnej " e_,ei™)
n=-—oo n=1

= ¢+ Z ((en + c—p) cos(nt) + j (¢, — c—y) sin(nt))

n=1

Qo = .
= 5 + ;(an cos(nt) + by, sin(nt)).

Damit haben wir die komplexe Form der Fourierreihe von f gefunden:

o0

St(x) = Z cped™.

n=—oo

Die komplexen Fourierkoeffizienten ¢, kann man iibrigens auch direkt berechnen,
ohne den Umweg iiber die a,, und b,. Es ist ndmlich

o = %/_ (1) dt

1 [" ;
und ¢, = —/ f(te"dt  (fiirn > 1).
2 ) .

Da (T) (und damit auch (E)) vollsténdig ist, konvergiert die Fourierreihe Sy im
quadratischen Mittel gegen f, und es gilt die Parsevalsche Gleichung;:

1< fogo >+ (1< fign > +1< £ ha =) = 1 £]%,

n=1
also .
7T s
300+ X (Va4 1ab?) = [ 10 e
n=1 -
Das heifit:

1 2 - 2 2\ __ 1 " 2
g+ vty = wora

oder (mit den komplexen Fourierkoeffizienten)

o0 1 T
Sleal? = 5= [ 1P at.

Bei der harmonischen Analyse versucht man, eine periodische Bewegung in ih-
re harmonischen Bestandteile zu zerlegen. Ein guter Kandidat ist die Fouriersche
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Reihe, deren Koeffizienten wir ja schon bestimmen koénnen. Wir miissen jetzt al-
lerdings wissen, wann eine Funktion tatsédchlich durch ihre Fourierreihe dargestellt
wird, wann die Reihe also zumindest punktweise gegen die Funktion konvergiert.
Man nennt das auch das Konvergenzproblem.
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§2 Konvergenz von Fourierreihen

Inhalt:

Dirichlet-Kern, stiickweise glatte Funktionen, Riemann-Lebesguesches Lemma, Di-
richletsche Integralformel, Hauptsatz der harmonischen Analyse, gleichméfige Kon-
vergenz, Gibbs’schen Phianomen, Beispiele von Fourierentwicklungen.

Hilfssatz

N - 1
1 N+ 35
Fiir x # 2km ist 3 + ngﬂ cos(nz) = M

2sin 3
N
BEWEIS:  Sei Dy(z) := Z e!™. Dann gilt:
n=—N
N N
(ejx—l)DN(CL’) _ Z eJ(n+1)x_ Z edne
n=—N n=—N

el (N+1l)z e NI'

Multiplikation mit e 2 ergibt:
(65 —e13). Dy(z) = el VHa)r _ =i (N+a)w,

also

. N l
Dy(x) = M fir x # 2kn.

‘T
SlIl2

Daraus folgt:
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%+ ZCOS(TM) = 5 (1 + ZZCOS(RI))
= 5 (1 + Z(ej ne 4 e ”z)>

| =

n=1

N
— .E:ém
n=—N

sin(N + 3)z

: X
281115

N | —

Bemerkung. Die Gleichung bleibt auch fiir x = 2k7 richtig, wie man durch
Anwendung von de I’Hospital auf der rechten Seite sehen kann. Der Wert ist dann
=N+3.

Die Funktion

N . 1 N
: sin(N + 3)z
D = ) nx = —2 =
~(z) E e p— 1+2 E cos(nx)
n=—N 2 n=1
heilt (N-ter) Dirichlet-Kern.
Hilfssatz

Es ist -
Dn(—z) = Dy(z) und / Dy (z)dx = 7.
0

BEWEIS: Die erste Aussage ist trivial, und weil

Dy(z)=1+2- Zcos(na:)

n=1

ist, folgt:

= T.

N
T 1
/DN(x)dx:W—i-Zg — sin(nx)
0 n:ln
|

Ist die Funktion f (auf einem beschriankten Intervall) stiickweise stetig, so ist sie bis
auf endlich viele Stellen stetig, und als Unstetigkeiten kommen héchstens Sprung-
stellen vor. Ist a eine solche Sprungstelle, so existieren die einseitigen Grenzwerte
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fla=) = lim f(z)

r—a—

und  f(a+) = lim f(x).

T—a+

Wir setzen

My(a) 1= 5(fla=) + flat))

Ist f in a stetig, so ist M¢(a) = f(a). An den Sprungstellen ist M; gerade der
Mittelwert der beiden einseitigen Grenzwerte.

Um die Konvergenz der Fourierreihe gegen die Funktion beweisen zu konnen,
miissen wir starkere Bedingungen an die Glattheit der Funktion stellen. Dazu noch
eine Bemerkung iiber Differenzierbarkeit in Unstetigkeitsstellen:

Ist eine Funktion f : [a,b] — R zwar nicht in x stetig, existiert aber der rechtsseitige
Grenzwert f(z+), so heiit f in x rechtsseitig differenzierbar, wenn der Grenzwert

Pt it LD = )

t—0 t
t>0

existiert. Analog definiert man die linksseitige Differenzierbarkeit und die linkssei-
tige Ableitung f'(z—).

Definition:

Eine Funktion f : [a,b] — R heifit stickweise glatt, wenn sie bis auf endlich
viele Ausnahmen stetig differenzierbar ist, und wenn in den Ausnahmepunkten
die einseitigen Grenzwerte f(x—) und f(z+) und die einseitigen Ableitungen
f'(x—) und f’(xz+) existieren.

Ist f stiickweise glatt, so ist f’ stiickweise stetig, also insbesondere integrierbar. Ist
f sogar stetig, so ist f Stammfunktion von f’. Ist f stiickweise glatt und stetig und
g stetig differenzierbar, so gilt (vgl. 1. Semester, Kap. 4, §4):

[ rwswa = wso) | - [ swg0a

Hilfssatz

Sei [ : [a,b] — C stetig. Dann gibt es zu jedem ¢ > 0 eine stiickweise glatte und
stetige Funktion g : [a,b] — C, so daf gilt:

|f(x) —g(x)| <e fira<z<b.
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BEweEIs:  Wir konnen Realteil und Imaginérteil gesondert behandeln. Deshalb
nehmen wir an, daf§ f reellwertig ist. In Mathematik 1 (Kapitel 4, §3, Beweis der
Integrierbarkeit stetiger Funktionen) wurde folgende Tatsache bewiesen: Es gibt
eine Zerlegung des Intervalls, a = zo <21 < ... <x, =b,sodaB firi=1,...,m
gilt:

sup{f(z) : vi1 <z <z} <inf{f(z) : z;1 <z <x;} +e.

Fiir x € [z;_1, x;] sei nun

f(xi) = flzi)

Ty — Tj—1

Ai(r) = f(2i1) +

(r —xiq).

Das ist eine lineare Approximation von f, die in den Endpunkten des Teilintervalls
mit f tbereinstimmt. Die Werte von A; liegen zwischen min(f(x;_1), f(z;)) und
max(f(x;_1), f(z;)). Daher ist

—e+ f(z) < Ni(z) < f(z) + e, fiir x € [z;,1, 2],
also |\;(x) — f(z)| < € auf [z;_q, x;].

f

Ai

Wir setzen g(x) := \;(z) auf [z;_1, 2], fiir i = 1,..., m. Offensichtlich ist g stiick-
weise glatt und stetig. "

Hilfssatz

Sei f: a,b] — C absolut integrierbar. Dann gibt es zu jedem € > 0 eine stiick-
weise glatte und stetige Funktion g : [a,b] — C, so daf gilt:

b
/ (@) — ()| d < e.

BEwWEIS:  Wir nehmen wieder an, dafl f reellwertig ist. Definitionsgeméfl besitzt
f nur endlich viele Unstetigkeitsstellen. Wir kénnen Intervalle um diese Stellen
herum finden, so dafl das Integral iiber f und diese Intervalle insgesamt kleiner als
/3 bleibt. Ersetzt man f auf den genannten Intervallen durch Null, so entsteht eine
beschréinkte integrierbare Funktion f; (mit endlich vielen Unstetigkeitsstellen).



2 Konvergenz von Fourierreihen 183

Als néchstes wihlen wir Intervalle um die Unstetigkeitsstellen von f; herum, deren
Gesamtlinge L folgende Bedingung erfiillen soll:

2-sup|fi]- L < =
@] 3

Wenn man jetzt auf diesen Intervallen die Unstetigkeiten durch ein lineares Stiick
iiberbriickt, erhédlt man eine stetige Funktion f,, und es gilt:

L1
S—— Unstetigkeitsstelle von f;

/]f1 z)|dr < 2- sup]f1| L<§.
[a.b

Nach dem vorigen Hilfssatz gibt es eine stetige und stiickweise glatte Funktion ¢
auf [a, b], so daB gilt:

| fo(x) — g(z)] < 30— a) fira<az <b.

Dann ist / |fo(z) — g(x)| dz < 3 und es folgt:

[1r@ -l < [15@ - p@lars [ 1660 - pe) e
/Ifzar — g(a)] da

< §+3—|—§ E.

Riemann-Lebesguesches Lemma
Sei f: ]a,b] — R absolut integrierbar und

:/ f(t)sin(yt) dt

Dann ist lim F(y) = 0.

Yy——+00




184 KAPITEL 12 FOURIERANALYSE

BEwEIs: Wir konnen annehmen, dafl f stetig und stiickweise glatt ist. Dann ist

/ " (0 sin(yt) dt — -4

b

1 b
+-— / g'(t) cos(yt) dt.
YJa

cos(yt))

a

Dieser Ausdruck strebt fiir y — oo gegen Null. "

Bemerkung. Die gleiche Aussage gilt mit der Cosinus-Funktion. Es folgt, dafl
die Fourier-Koeffizienten einer absolut integrierbaren Funktion eine Nullfolge bil-
den. Fiir quadratintegrable Funktionen haben wir das schon im vorigen Paragra-
phen gesehen.

Wir konnen jetzt den entscheidenden Schritt in Richtung auf einen allgemeinen
Konvergenzbeweis hin tun:

Dirichletsche Integralformel

Es sei f stiickweise stetig und periodisch, und

Trn(x) = % + Z(an cos(nx) + by, sin(nx))

n=1

das N-te Fourierpolynom von f. Dann ist

TfN / fI+tDN()d

BEWEIS: Setzt man die Integraldarstellungen der Koeffizienten ag, a,, und b, in
die Definition von T y(x) ein, so erhélt man:

Trn(x) = % ' f(t) %—i—Z(Cos(nt)cos(nx)—I—sin(nt)sin(nx))] dt
- [ s §+Zc <<t—x>>] i

= /f —Dy(t—x)dt
_ %/_Wf(HT)DN(T)dT.

Beim letzten Schritt wurde die Substitution ¢(7) = x + 7 (mit ¢/(7) = 1) vorge-
nommen. Die Integrationsgrenzen mufiten wegen der Periodizitdt des Integranden
nicht verdndert werden! "
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Hauptsatz der harmonischen Analyse

Die Funktion f sei stiickweise glatt und periodisch. Dann konvergiert die Fou-
rierreihe von f punktweise gegen Mjy.

BEWwWEIs: Wir beweisen den Satz zunéchst nur fiir stetige Punkte von f. Sei x €
(—m,4m) ein solcher Punkt. Wegen der Periodizitdt kénnen wir immer annehmen,
dafl der Punkt im Innern des Periodenintervalls liegt.

Nach der Dirichletschen Integralformel ist

Tyta) = 1) = = [ [fe+0) - f@)] 3Dt .

i sel Jat )~ f@)  fatt) - f@) 12

2sin £ B t Csin(t/2)

p(t) =

Der erste Faktor bleibt fiir ¢ — 0 beschréankt, weil f in der Ndhe von x stetig ist
und der linksseitige und rechtsseitige Grenzwert des Differenzenquotienten existiert
(f ist ja stiickweise glatt). Der zweite Faktor strebt fiir ¢ — 0 gegen 1 und bleibt
auf [—m, 7| stetig. Es folgt, dafi ¢ absolut integrierbar und auBerhalb von ¢ = 0
sogar stiickweise glatt ist.

Nun ist aber L g .
Ton(z) = f&) = = / p(t)sin(N + 3t

T —T

Nach dem Riemann-Lebesgue-Lemma strebt |1y y(z) — f(z)| dann fir N — oo
gegen Null.

Den Beweis fiir die unstetigen Punkte tragen wir spéater nach. "

Wir betrachten zunéchst ein besonders wichtiges Beispiel:

-9

™T—X

fiir 0 < x < 2m,

0 fiir z = 0 und z = 27.
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Wir wollen die Fourierkoeffizienten von fy berechnen. Es ist

27 2w
/ cos(nzx) dr = / sin(nx) dz = 0,
0 0

und

x sin(nx)

r = =0,
0

n n n

2 o 2T L2 o
/ v cos(nz) dz _/ sin(nz) q cos(nx)
0 0

sowie

_ zcos(nzx)

n

27 o 2m
/ zrsin(nz)dr = + / cos(nz) dx
0 0 0 n

21 sin(nz) |27
B n n? o
B 2m
B n
Also ergibt sich:
1/2”7T—xd 1( 12) 2 0
ag = — r = —(mx—=x =
0 7 Jo 2 27 2 0 ’
1 2
@G = o i (m —z)cos(nz)de = 0
1 b = = [ gt de = = [ sty do - 2
un w = — 7 —x)sin(nz)dr = —— rsin(nz)dr = —.
27T 0 27T 0 n

Die Fourierreihe von f hat also die Gestalt

Sy () = Z sin(mc)'

n

n=1
Wir wissen schon, dafl Sy, (x) fir  # 27k punktweise gegen fo(x) konvergiert.

Ist © = 27k, so ist Sy, (x) die Nullreihe. Da M, (z) in diesen Punkten ebenfalls den
Wert Null annimmt, konvergiert also die Fourierreihe von f, iiberall gegen My, .

Wir konnen jetzt den fehlenden Teil des Beweises des Hauptsatzes nachtragen.

Die stiickweise glatte Funktion f sei in xy unstetig. Es liege eine Sprungstelle der

Hohe h vor. Sei g(z) := 2 fo(z — o). Das ist eine stiickweise glatte Funktion mit

einer einzigen Sprungstelle der Hohe h bei 2y, und die Fourierreihe von g konvergiert
iberall gegen M,.

Weil die Annédherung an xy bei f — g von links und von rechts den gleichen Wert
ergibt, ist die Funktion f — ¢ in z( stetig! Also konvergiert die Fourierreihe von
f—gin xy gegen (f — g)(xo) = My¢(xo) — My(x0). Damit ist
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Sp(xo) = Sp—g(wo) + Sg(0) = (My(0) — My(w0)) + My(x0) = My (x0)
und der Hauptsatz ist auch in unstetigen Punkten bewiesen.

Wir wollen jetzt etwas genauer untersuchen, wie gut die Fourierreihe konvergiert.

Sei I C R ein Intervall und (f,) eine Folge von (reell- oder komplexwertigen)
Funktionen auf 1.

Definition:

Die Funktionenfolge (f,) konvergiert auf I gleichmdjf$ig gegen eine Funktion f,
wenn gilt:

Ve>03ng €N, s.d. fiir n >ng und alle z € I gilt: |f.(x) — f(z)| < e.

Ist f reellwertig, so konnen wir die gleichméflige Konvergenz noch anschaulicher
deuten: Die Menge

U(f) ={(z,y) eR* : x € Tund f(z) —e <y < f(z)+ ¢}

kann man als e-Schlauch um Gy bezeichnen. Die gleichméfige Konvergenz bedeutet,
daB in jedem e-Schlauch die Graphen fast aller Funktionen f,, liegen.

Satz

Ist eine Funktionenreihe auf I normal konvergent, so konvergiert die Folge ihrer
Partialsummen gleichmdfig auf I.

BEWEIS: Wir betrachten die Funktionenreihe > 7 f,. Dafl die Reihe normal
konvergiert, bedeutet: Die Reihe konvergiert punktweise gegen eine Funktion f,
und es gibt reelle Zahlen a,,, so dafl 7 | a,, konvergiert und |f,,(z)| < a, auf ganz
I gilt.

N
Sei Sy (x) = Z fn(z) die N-te Partialsumme.

n=1
Zu vorgegebenem ¢ > 0 gibt es ein ng, so daB >~ .| a, < ¢ fiir k > ng ist. Dann
gilt fiir z € [ und m > k:

| Z fa(@)] < Z | fu(z)] < Z an < €.
n=k+1 n=k+1 n=k+1

LaBt man m gegen oo gehen, so bleibt fiir & > ny die Abschéitzung
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() = IZIan I <e

n=k+1

Das ergibt die gleichméfige Konvergenz. "

Beispiel.

Wir betrachten noch einmal die Funktion

T—r fiir 0 <z < 2,
fo(z) ==
0 fir x = 0 und = = 2.
Sie hat die Fourierreihe S fo Z sin(n
n=1

Behauptung: Die Fourierreihe von f; konvergiert gleichméflig auf jedem
Intervall [e, 27 — €].

BEWEIS dazu: Es sei

Ry(x) =Ty _yosnbn) Lo

n=1

fir e <z <27 — ¢ und kleines € > 0. Dann ist

Ry(z) = EN:/:cos(m)dH%/: dt

Dieses Integral werten wir mit Hilfe von partieller Integration aus. Aulerdem
benutzen wir noch den 2. Mittelwertsatz der Integralrechnung:

Sind f, . |a,b] — R stetig, p > 0, so gibt es ein ¢ € [a,b] mit
f f(z)p(z) dx = (c)ffp(a:) dx

Mit einem geeigneten ¢ zwischen 7 und x ist daher
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 gin(N + )t
/ : ; t2) dt =
x 2sin 5

_ —cos(N—f—l) x+/‘”cos(N+%)t( 1 )/dt
(2N +1)sint I« /. 2N +1 sin &
—cos(N + —) cos(N+3)c (*/ 1Y

- (2N +1)sin § * 2N +1 /7r <Sin%) dat

_ —cos(N+3)z  cos(N + 3)c _ ( I 1)
(2N +1)sin § 2N +1 sin 5

1

— m . (— cos((N + %)az) + cos((N + %)c) (1 — sin %)) .

™

. €
Fire<z<2m —¢eist = <7 ——, also

T
< Z
-2

[\]
[\]

€ T
O<sin=<sin— <1
51112_31112_

und damit

1 1
- < —.
sinZ — sin €

1<

N8
[V}

Auflerdem ist 0 < 1 — sing < 1. Daraus folgt:

2 2
|Ry(z)| < < fire <z <2m—e¢.

(2N +1)sin§ =~ (2N +1)sin §

Das bedeutet aber, dal (Ry) fir N — oo gleichméfig gegen Null konvergiert,
und damit (T y,) gleichméBig gegen fj.

In der Néhe von x = 0 ist die Konvergenz nicht mehr gleichmdflig. Wie macht
sich das bemerkbar?

sin(nz)

N

Wir miissen die Werte der Partialsummen Ty (x) = Z in der Nihe
n=1

von x = 0 abschétzen. Um etwaige Maxima zu ermitteln, berechnen wir die

erste Ableitung:

n

Also ist .
Tn(z) =0 < sin(N + é)x = sing.

Bei festem N kann z so klein gewéhlt werden, dafl
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T 1
O<z<(N+z)xr<m
2 ( 2>
ist. Da der Sinus zwischen 0 und 7 jeden Wert (zwischen 0 und 1) genau
zweimal annimmt, und zwar symmetrisch zu x = 7, tritt die erste positive
Nullstelle von T}, genau dort auf, wo

T
N+1

1
%"‘ (N + 5)35 = 7 ist, also bei x = xy :=
Da Tx(0) = 0 und Ty(zy) > 0 ist und dazwischen kein Extremwert liegt,
mufl T in xx ein Maximum besitzen. Wir wollen den Wert von Ty in diesem
Maximum berechnen:

TN(xN) = TN($N)—TN<O) = /O‘INT]/V(t)dt

T : 1
1/ Nsm(N—f-i)tdt_x_N.
0

1
sin 3 2

2
Fiir grofies N und 0 < t < xpy ist sin(%) < %, also

N sin(N + )t TN

Tn(zn) > / dt — —.

; t 2
. L L, .
Mit der Substitution u = u(t) = (N + 5)75 ist

N sin(N + )t m(1=en) gin(u)
—=—dt = d
T

1
2N + 2

mit ey =

LaBit man NV gegen Unendlich gehen, so strebt ey gegen Null und 557 gegen
Null. Also néhert sich Ty (xy) fiir grofes N einem Wert, der {iber der festen

Zahl o
/ sin(u) b — 185193705, .
0

u

liegt, wahrend
lim f(z) = g — 1.570...

z—0+

ist. Die Partialsummen der Fourierreihe schieffen in der Néhe der Unstetig-
keitsstelle um einen unangenehm hohen Betrag iiber das Ziel hinaus, und die
Approximation wird um so schlechter, je grofler das N ist. Dieses Verhal-
ten wird das Gibbs’sche Phdnomen genannt, und es ist bei allen unstetigen
stiickweise glatten periodischen Funktionen zu beobachten.

Betrachten wir noch zwei Partialsummen im Bild:



2 Konvergenz von Fourierreihen 191

1- Ts(z) /

Satz iiber gleichmiflige Konvergenz von Fourierreihen

Die Funktion f sei stiickweise glatt, periodisch und zusdtzlich stetig. Dann kon-
vergiert die Fourierreihe von f gleichmdf$ig gegen f.

BEWEIS:

Sei Sy(x) = % + Z(an cos(nx) + by, sin(nz)).

n=1
Die Funktion g := f’ ist stiickweise stetig, also kann man formal auch ihre Forier-
reihe bilden:

Sy(z) = %0 + Z(cn cos(nx) + d,, sin(nx)).

Weil f stetig und stiickweise glatt ist, kann man partielle Integration anwenden:

Cn = / f'(t) cos(nt) d

= %(f(t)cos (nt))

/ f(t)nsin(nt) d

= n-b,

und
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d, = / f'(t)sin(nt) d

— ;(f(t)smnt ——/ f(t)ncos(nt) dt
= —n-a,.

= [ rwa-—so

Nun erinnern wir uns an die Besselsche Ungleichung:

Auflerdem ist
= 0.

(e 9]

d (@ +dy)< /f

n=1

Daraus folgt, dafl die Reihe Z(Ci + d?) konvergent ist. Andererseits gilt:

n=1

1\? oenl 1
0 < (lenl==) =2 - |C|+_
n " n n?

1\?2 2ld 1
und 0 < (|dn|——) =d> - |n|—i——
n

n n

Also ist
2

d,
’n_‘ ( +d2 n2)

l\')l»—t

Cp
lan] + Jba] = 120 1
n

Damit besitzt S¢(x) eine konvergente Majorante, und nach dem Weierstrafi—
Kriterium ist S¢(z) gleichméBig konvergent. n

sin(nx)

Im Beispiel der Reihe Z
n=1
die gleichméflige Konvergenz auf jedem abgeschlossenen Intervall, das keine Unste-

tigkeitsstelle enthélt. Auch das ist ganz allgemein richtig:

hatten wir etwas mehr herausbekommen, ndamlich
n

Konvergenzverhalten auflerhalb der Sprungstellen

Ist f stiickweise glatt und periodisch und [a,b] ein abgeschlossenes Intervall, das
keine der Unstetigkeitsstellen von f enthdlt, so konvergiert die Fourierreihe Sy(x)
auf [a,b] gleichmdfig gegen f.

BEWEIS:  Sei ¢(x) := Z sin(nz) die Funktion aus dem Beispiel. Dann hat v in
n
n=1
[—7, 4+ genau eine Sprungstelle der Hohe 7, némlich bei z = 0.
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h
Sei zy € [—m, 7| ein Punkt, h eine reelle Zahl. Dann hat die Funktion —¢(z — zo)
m

nur jeweils in den Punkten zg + 2k7 eine Sprungstelle (von der Hohe A ), und von
diesen Stellen liegt nur xq selbst in [—7, 7.

Hat jetzt f(z) in [—m, 7] die Sprungstellen z1, xo, . . ., 5 mit den Hohen hy, ho, . .., hy,
so hat

iiberhaupt keine Sprungstellen mehr. Die Fourierreihe Sr konvergiert iiberall
gleichméBig, und die Fourierreihe des Korrekturterms konvergiert auf jedem abge-
schlossenen Intervall gleichméfig, das keine der Sprungstellen x1, zo, . . ., x; enthélt.
Daraus folgt die Behauptung. "

Fourierkoeffizienten gerader und ungerader Funktionen

St(x) = C;O + Z (an cos(nx) + b, sin(nzx)) sei die (formale) Fourierreihe einer
n=1

stiickweise stetigen Funktion f(x). Dann gilt:
1. Ist f gerade (also f(—x) = f(z) ), so ist b, =0 firn > 1.

2. Ist f ungerade (also f(—x) = —f(x) ), so ist a, =0 firn > 0.

BeweEls: Ist f gerade, so ist f(z)sin(nz) fiir jedes n > 1 ungerade, und dann ist

= %/W f(t)sin(nt)dt =0,

weil sich die positiven und die negativen Teile gerade wegheben.

Ist f ungerade, so ist ap = 0 und f(z)cos(nz) ungerade, also auch a,, = 0 fiir
n>1. n

Beispiele.

1. Wir beginnen mit einer Fourierreihe, zu der wir die passende Funktion suchen:

o0
Sei F'(x Z 0 . Da die konvergente Reihe Z — eine Majorante ist,

n= 1
konvergiert (x) uberall gleichméfig, stellt also eine stetige Funktion dar.
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2.

Die gliedweise differenzierte Reihe Z —sin(nz) _— ; T konvergiert auf
n

n=1
jedem Intervall I, = [g, 271 — €] gleichméBig. Auf solchen Intervallen ist also
r—T

F(x) = L dh. F(z) = (

T —m
2

2
5 ) + C mit einer Konstanten C.

Die Gleichung gilt zunéchst nur aulerhalb der Punkte 2n7, aber da F'(z) als
gleichméfliger Limes von stetigen Funktionen selbst wieder stetig ist, gilt sie
sogar iiberall. Nun ist

27 2 S 2
/ F(x)de = / ( ) dr + 27C
0 0 2

(x —m)3 |2

12
3

= %—1—2#0

+27C

0

und andererseits wegen der gleichméfigen Konvergenz von F(z)

/0 QﬁF(:L') dr = Z; /O " Cosg‘”) dx

n

o0

_ Z smg;zx)

n=1

2
= 0.
0

2

Also ist C' = —% und

00 2
Z cos(nx) _(r—m\ 7
n? 2 12°

n=1

Der Fall x = 0 ergibt insbesondere die Formel

D=

n=1

So liefert uns die Fouriertheorie den Grenzwert einer Reihe, deren Konvergenz
uns schon lange bekannt ist.

Als néchstes betrachten wir die Fourierreihe einer stetigen Funktion:
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37
27
1 —
I T T I
-2 - T 2m
Wir definieren f(x) := |z| auf [—7, 7] und setzen wie iiblich periodisch fort.

Dann erhalten wir folgende Fourierkoeffizienten:

2 ™
= —/ tdt
T Jo
1 T
= —_ t2 = ’]'("
s 0
1 s
a, = — f(t) cos(nt) dt
m —T
2 s
= —/ t cos(nt) dt
T Jo
2 , sin(nt) ﬂ_/’r sin(nt) "
oo n o Jo
2 cos(nt) |7 2
= - 5|, = nZ—W(cos(mr) —1)
9 falls n gerade
— 2 (=1 =1) =
n27r(( ) ) ——— falls n ungerade
und b, = 0, weil f eine gerade Funktion ist.

Also erhalten wir die Fourierreihe

Sf<x>=1_§zcos<<2k+1>x> w4

2 (2k +1)2 2

Hier ist schon Tj(z) eine gute Approximation:

cos(3x) N cos(5x)

= —— ;(cos(a:)%—

32 52
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3,
2,
1,
I T T |
-2m - T 27
Insbesondere ergibt sich fiir x = 0:
oA 1
0=—-—— ——F— —, also
2 7 ; (2k +1)2
2
pr (2k+1) 8

3. Schliefflich betrachten wir noch einen typischen ,, Rechteckimpuls®:

—1 falls —7m <2 <0,
flx) = 0 firx=0,
1 fallsO0<x <.

\ * * \
-2 - T 2
-1

Da f eine ungerade Funktion ist, ist a, = 0 fiir alle n. Weiter gilt:

by = % / 7; F(#)sin(nt) di
2 s

= - in(nt) dt
77/0 sin(nt)

_ _ 2 cos(nt) |
= (-

— falls n ungerade.
™

{ 0 falls n gerade,
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Die Fourierreihe hat also die Gestalt
4 i": in((2k + 1)x)
™= 2k +1

Wegen der Unstetigkeitsstellen tritt natiirlich wieder das Gibbs’sche Phéno-
men auf! Wir skizzieren das Polynom Ty(x):
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§3 Die Fouriertransformation

Inhalt:

Die Fouriertransformierte, einfache Beispiele und Regeln, Fouriertransformation
und Ableitung, die Faltung, das Fourier-Integral-Theorem, Riicktransformation mit
Hilfe des Residuensatzes, stark abfallende Funktionen und Distributionen.

Sei f: R — C eine stiickweise stetige Funktion, so daf§ das uneigentliche Integral

[ s

konvergiert. Dann kann man zeigen, dafl das Integral F(w) := / f(t)e ¥ dt eine
stetige Funktion auf R darstellt. Auflerdem ist lim F(w) = 0. Ist sogar |t - f(t)]

w—00
iiber R absolut integrierbar, so ist F' stetig differenzierbar und

F'(w) = —] -/_Oot-f(t)e—l'“t dt.

(e}

Definition:

Flw) = / FB)e i dt
heifit die Fourier-Transformierte von f.
Man schreibt auch ~ F(w) = f(w) oder F = F[f].

f heiBBt Originalfunktion oder Urbildfunktion, F heif3t Spektralfunktion oder Bild-
funktion. Den Zusammenhang zwischen Originalfunktion und Bildfunktion macht
man auch mit folgender Symbolik deutlich:

f(t) o—e F(w)

Bemerkung. Die Fourier-Transformierte ]?ist wie folgt beschrankt:

Fw)l = / " F)e it < / ) d.
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Die Funktionen f = f(¢) sind im sogenannten Original- oder Zeitbereich angesie-
delt. Man kann sich darunter irgendwelche eingehenden elektromagnetischen Si-
gnale vorstellen. Mit Hilfe der Fourier-Transformation wird das Signal wie beim
Empfang durch eine Antenne als kontinuierliche Uberlagerung von harmonischen
Schwingungen dargestellt. Die im Bild- oder Frequenzbereich angesiedelte Fourier-
Transformierte F' = F'(w) beschreibt, welchen Beitrag die verschiedenen Frequen-
zen leisten.

Beispiele.

1. Wir beginnen mit dem ,, Rechteck-Impuls*

o [ Lt <1 —
T 0 fir e > 1 : :

-1 1
ist gegeben durch

—

Die Fourier-Transformierte F' = F[r
F(w) e i@t qt

. 6_j wt

-1

(e =)

-sin(w).

Il

Fiihren wir die Schreibweise

si(z) = sinx

T

ein, so erhalten wir:
7(t) o—e 2si(w) .

2. Als néchstes betrachten wir den symmetrisch abfallenden Impuls

f@t) = el

f ist stetig und absolut integrierbar:

o7} 0 —at
/]f(t)|dt:2/ ettt =2 °
_ 0 —a

o0

o 2

0o a

1

/——//\
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Die Fourier-Transformierte ist gegeben durch

Flw) = / e~altlemiwt gt

[e.9]

%) 0
— / e*((l‘i’] w)t dt + / 6*(*044’] u))t dt
0 —00

1 1

_ etation [ 1 catjor |
a+jw 0 —a+jw —o0
1 1

a+jw —a+jw
—2a

— w2 — g2
2a

w? 4+ a?’
Also haben wir: 2/a

2a

e—a\t| - .
a® + w

Man beachte, dafl man zu vielen Standard-Funktionen nicht die Fourier-Transformierte
bilden kann (z.B. Konstante, sin, cos usw.) !

Eigenschaften der Fourier-Transformation

1. Flfv+ fol = FLAL+ FLf2.
2. Ist a € C, soist Fla - f] = a- F[f].

3. f(t—c)o—e A(w)efj ve.

4. f(at) o—e L. f(i))

lal 7 \a

BEwEIS: (1) und (2) sind trivial.
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Zu

(3):
/OO f(t _ C)e—jwt dt — /OO f(8>6—jw(s+c) ds = e—iwe /OO f(s)e—jws ds.

o0

Zu (4):
Sei p(t) := at. Im Endlichen gilt :

B B
/mMﬁzl/mwwmﬁ

a

= é/a:ﬁg(S)dS
1 /|awg<8)ds.

|CL| ala

Also gilt auch

/_OO flat)e 3 “t dt = Eﬂ/—z f(s)e’j“’g ds = ﬁf(E) .

[e.9]

Beispiele.
1. Wir betrachten einen etwas modifizierten Rechteck-Impuls:

o 2. [ A furlt <
mar = A-w(t) = { 0 fiir [¢| >

t\glﬂwlﬂ

Dann gilt:

T
Taro—e A-T- si(Ew).

2. Als nachstes untersuchen wir einen modifizierten und verschobenen Rechteck-

Impuls:
o t—a, [ 1 firlt—al<T
J(t) = T )_{ 0 fir|t—a|>T.
Wir gehen aus von der Beziehung — 7(t) o—e 2si(w).
Sei f1(t) i= m(t — ). Dann st f(t) = (ot — =) = fi(t). Damit folgt
ei fi(t):=m 7). Dann is = (5t = ) = fi(75t). Damit folgt:

fi(t) o—e F(w)e 9T = 2si(w)e 1T

und R
f(t) o—e T - f(Tw) = 2T - si(Tw)e 3+,



KAPITEL 12 FOURIERANALYSE

202

Translation im Bildbereich

BEwWEIS: Es ist
/ ft)e o)t gy

Beispiel.
Wir berechnen die Fourier-Transformierte einer amplitudenmodulierten Cosinus-

f(@t) = e cos(N), Qa€R, a>0.

N
VALY, t

Schwingung:

IR

cosz + j sinz

iz _
cos z — j sin z.

Wir erinnern uns an die Formeln
e

—-jz  _

und e

Also ist cos z = 5(6“ +e73%) und
1 —alt|/ jQt —jat
—e W™ 4 7).

ft) =

Nun haben wir:
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2a
—alt| F —
: @) = s
: 2
also e altlel ¥ Flw-9Q)= e (wa )
. 2a
—alt| ,—j Qt _
und e altle Flw+Q) T (1 Q)
und damit e~ cos(Qt) ¢ + ¢
a?+(w—09)?2 a+(w+Q)
2a
02+92
—Q 0 w

absolut integrierbar. Dann gilt:

f'(t) o—e

Die Fouriertransformierte der Ableitung

Sei [ : R — C stetig und stickweise glatt. Auferdem seien f und f' tiber R

w - f(w)

BeEweIs:  Auf Grund der Voraussetzungen muf} lim, o, f(z) = lim,._ f(z) =0
sein. Auflerdem kann man partielle Integration anwenden:

[ et = g

/ f)(—jw)e It dt.

Fiir N, M — oo strebt der erste Summand auf der rechten Seite gegen 0 und der

zweite gegen jw - f(w)

Bemerkung. Bei hoherer Differenzierbarkeit erhélt man die Formel

F(t) o—e

Auf die Einzelheiten gehen wir hier nicht ein.

-~

(w)-
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Die Ableitung der Fouriertransformierten

Sei f stiickweise stetig. Die Funktionen f und t — t - f(t) seien iber R absolut
integrierbar.

Dann ist fstetz’g differenzierbar, und es gilt:

~1

t-f(t)o—ej - f(w).

BEwEIls:  Auf Grund der Voraussetzungen existiert ]?und ist stetig differenzier-
bar. Auflerdem gilt:

Flw = / RO e db

= —j /_Oot-f(t)ejwtdt
= —j-Flt-f)]

Daraus folgt die Behauptung. u

Beispiel.

Sei f(t) := e~*". Die Funktion ist stetig, > 0 und iiber R absolut integrierbar.
Also existiert die Fourier-Transformierte

£(t) o—e F(w) = / " fe e dt.

f ist sogar stetig differenzierbar, und f'(t) = —2t-e~* = —2¢- f(t) ist ebenfalls
absolut integrierbar. Wir haben deshalb zwei Darstellungsmdoglichkeiten fiir
die Fourier-Transformierte von f'(¢):

f'(t) o—e —2jF'(w) (Ableitung der Fouriertransformierten)
und  f'(t) o—e jwF(w) (Fouriertransformierte der Ableitung)

Also ist

F'(w) = —§F(w)

und  F(0) = /7.

Das ist eine gewohnliche DGL 1. Ordnung mit Anfangsbedingung. Die Losung

ist einfach: o
(nFY(w) =5 ==,
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also
2

In F(w) = —% +const., d.h. Flw)=C.e “/Y,
und wegen der Anfangsbedingung ist C' = /7. Also haben wir:
f(t) = eitz o—=e F(w) e \/;ei(

Jetzt folgt:

»Fixpunkt“ der Fouriertransformation

(/2 oo /oo @/2)

BEwEIS: Wir verwenden die Formel

1 ~yjw
flat) o—e — - f <—) .
la] " \a
Daraus ergibt sich (mit F(w) := /me” @ /)

Tatséchlich ist e~ **/?) nicht wirklich ein Fixpunkt der Fouriertransformation. Set-

zen wir aber
I
Flf(t)] = \/—Q—Wf[f(t)] = \/_2_#/ f(t)e " dt,

so ergibt sich:
]?[e—(t2/2)] — o~ W?/2)

Deshalb findet sich in der Literatur héufig auch F als Fourier-Transformation.

Existenz der Faltung

f und g seien stiickweise stetig, beschrinkt und tiiber R absolut integrierbar. Dann
ist die Faltung (das Konvolutionsprodukt)

(f = 0)(t / f(t - 7)g(r) dr

eine stetige und absolut integrierbare Funktion auf R.

Auflerdem ist fxg=gx* f.
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Wir verzichten hier auf den Beweis.
Beispiel.

Wir wollen sehen, was herauskommt, wenn man den Rechteckimpuls 7 mit
sich selbst faltet:

Es ist 1

(5 ) (t) = /_OO r(F)r(t — 1) dr = / (t— 7)dr

00 —1
Der Integrand auf der rechten Seite ist = 1, wenn |7] < 1 und |t — 7| < 1 ist,
sonst ist er = 0. Nur wenn [t| < 2 ist, iiberlappen sich die beiden Bereiche:

—1

Ist = die Linge des Uberlappungsbereiches, so ist
l—z=|t|—1, alsox=2-—]t.

Daraus folgt:
B 0 falls |t] >2
(mxm)(t) = { 2—|t| falls |¢| < 2.

Das ist ein Dreiecks-Impuls der Breite 4 und der Hohe 2.

Fouriertransformation der Faltung

Die Funktionen f und g seien stiickweise stetig, beschrdnkt und tber R integrier-
bar. Dann gilt:

~

(f xg)(t) o—o f(w) - §(w).
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BEweEis: Es gilt:

fw) - gw) = Glw) f(t)e I dt

/
_ /_oo et (/: e 19 g(7) dT) F(¢) dt

/ h e YN g (7) f(t) dr dt

Beispiel.

Es ist (7% m)(t) o—e T(w) - T(w) = 4si*(w).

Fourier-Integral-Theorem

Sei f stiickweise glatt und absolut integrierbar. Dann ist

1
2

“[fla=) + flz+)] = %C.H. /OO Fw)el“" dw. (Cauchyscher Hauptwert)

Auf den Beweis miissen wir hier verzichten. In einem speziellen Fall konnen wir

aber die Riicktransformation praktisch ausfiihren.

Wir nehmen zusétzlich an, daf3 fEinschré,nkung einer meromorphen Funktion F
auf C ist (AcHTUNG!! F ist hier nicht die Fourier-Transformierte, sondern deren

Fortsetzung ins Komplexe).
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Wir nehmen auBerdem an, dafi F' nur endlich viele Polstellen hat und daf z - F(z)
fiir groles z beschriankt bleibt, und wir betrachten zunéchst nur den Fall £ > 0.

Dann benutzen wir folgenden Integrationsweg:

Yr

Nach dem Residuensatz ist

/ F(z)ed# dz + /T ]?(w)ej“’t dw = 27j - Z res, (F(z)el ™).

Im(z)>0

Ist |z - F(2)| < M fiir |z|] > R, so gilt fur r > R:
|/ F(2)é#dz| = |/7r F(re3®)j rejs-e”’(s)tds|
yr 0
< /ﬂr|F(Tej5)|e_”Si“5ds
0
< o [
0

/2 '
= 2M~/ e S s,
0

Um das verbliebene Integral auszuwerten, miissen wir die Sinusfunktion nidher un-
tersuchen:

7 . . 2
Ist 0 <s< 5 S0 ist sins > —s, also
T

i 2
e—rt sin s S 6_Tt7f s'

w/2 w/2 )
/ e—rt sin s dS S / 6—7‘t;s dS
0 0
™

Damit ist

und es folgt:
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- M
| [ F(2)e*"dz| < —:(1 —e ™) =0 fiirr — oo
r
Yr

Daraus folgt:

ft) = —CH/ f et dw
= —hm/ f )el“t dw
27 r—o0
= j- Z res, (F(z)el*).
Im(2)>0

Die Formel gilt nur fiir ¢ > 0. Ist ¢ < 0, so mufl man durch die untere Halbebene

laufen und erhélt: .
flt)y=-j - Z res, (F(z)e!*").

Im(z)<0

Wir wollen das Ergebnis auf rationale Funktionen F'(z) anwenden:

Ist F(z) = ]LZ; mit deg(q) > deg(p) + 1, so ist |z - F/(z)| im Unendlichen be-
q(z

schrankt. Fiir unsere Zwecke reicht diese Bedingung, denn fiir die Riicktransforma-
tion brauchen wir nur den Cauchyschen Hauptwert, nicht die Existenz des unei-
gentlichen Integrals von —oo bis +o0.

Beispiel.

Gegeben sei die Funktion ]/”\(w) = mit einer Konstanten a > 0. Dann

w2 4+ a?’

ist J/‘"\Einschréinkung einer meromorphen Funktion

2a

P& = G50

die zwei einfache Polstellen aufweist. Sie erfiillt alle Bedingungen, die wir
brauchen, um die Riicktransformation vornehmen zu koénnen.

Es ist
- 2a 1
'aF jzt — fat:_ —at
resj o (F(2)e’*") _Qjae J_e
. 2 1
und  res_j,(F(2)e ) = .
—2ja —

Daraus folgt:

Fiir t > 0ist f(t) =] -resjq(F(2)el?) = e,
und fiir ¢ < 0ist f(t) = —j -res_jo(F(2)el*) = a™.
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Zusammen ergibt das:
ft) =e .

Das ist genau das, was wir erwartet haben.

Wir beschlieen den Paragraphen mit einem Ausblick auf weitere Aspekte der
Theorie der Fourier-Transformationen:

Definition:

S:={f € C®(R,C) : sup|z? f?(z)| < oo fiir p,q € No}

rz€R
heifit Raum der stark abfallenden Funktionen.

S ist ein Vektorraum von komplexwertigen Funktionen. Die Funktion e’ gehort
dazu, und natiirlich jede C'*°-Funktion mit kompaktem Trager. Mit f gehort auch
die Ableitung f’ zu S. Das Produkt eines Elementes von & mit einem Polynom
gehort wieder zu S. Zu jedem f € S existiert die Fourier-Transformierte f, und
auch sie liegt wieder in . f 1a8t sich aus f zuriickgewinnen, mit der Umkehrformel

1) =5z [ P a

Man kann eine Funktion ¢ € § mit folgenden Eigenschaften konstruieren:

1. () > 0 fiir alle t und p(t) = 0 fir [¢| > 1.

S

2.

3S)

(
(—t) = p(t) fir alle ¢.
(

3. ¢(t) streng monoton wachsend fiir —1 < ¢ < 0.

o(t)dt = 1.

=~
I

(e}

5. @ (0) = 0 fiir alle ¢ > 1.
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Wir setzen ;

1
() i=—-p(—).
pelt) = = - o(5)
Dann hat (. dhnliche Eigenschaften wie ¢, aber der Triger schrumpft nun auf
ein Intervall der Lange 2¢, und das Maximum bei 0 wéchst mit fallendem e. Das

Integral iiber die ganze Achse behélt immer den Wert 1.
Sei nun f auf R stetig und absolut integrierbar und ¢, € R.

Behauptung

1m/ffw%a—mﬁ:fw)

e—0

BEwEIS: Wir konnen den Beweis nur skizzieren: Es ist

[ffm%@—mwu—ﬂm>= [%U@—f@%%@—%ﬂt

[ee]

_ l[fw(“*ﬁaﬂw—ﬂm»w

€ J €

- /iﬂ$ﬁ@&”@—f%ﬂw,

1
und dieser Ausdruck strebt gegen 0 fiir ¢ — 0. .

Ist f stetig und absolut integrierbar, so wird durch
Tl = [ 1eod  (irees)

eine Abbildung (ein Funktional, ein Operator)
Tf . S — C

definiert. Man iiberzeugt sich sofort davon, dafl T linear ist, wir konnen also auch
von einer Linearform auf § sprechen.

Wir haben oben gezeigt, dal man die Funktionswerte von f aus den Integralen
Trlp], ¢ € S, wieder berechnen kann. Anders ausgedriickt:

Sind f, g zwei stetige und absolut integrierbare Funktionen, und ist T[] = T[4
fiir alle ¢ € S, so ist auch f = g.

Das lineare Funktional T ist somit nur eine andere Erscheinungsform der Funktion
f. Wir kénnen f und T} miteinander identifizieren. Aber die Beschreibung einer
Funktion als Linearform auf dem Raum der stark abfallenden Funktionen erlaubt
es jetzt, den Funktionsbegriff zu verallgemeinern:
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Definition:

Eine stetige Linearform 7' : § — C nennt man eine verallgemeinerte Funktion
oder (temperierte) Distribution.

Bemerkung. Generell nennt man lineare Funktionale auf einem Funktionen-
raum Distributionen. Von ,temperierten Distributionen spricht man, wenn der
Grundraum der Raum & der stark abfallenden Funktionen ist. Sehr wichtig ist auch
der Raum der Schwartzschen Distributionen, die Linearformen auf dem Raum der
C*°-Funktionen mit kompaktem Tréger sind.

Die ,,Stetigkeit* von T bedeutet: Wenn (¢,) in S gegen ¢ konvergiert, dann kon-
vergiert auch T'[p,] in C gegen T[¢]. Wir verzichten aber darauf, hier die Folgen-
konvergenz in S zu definieren. Fiir den Anwender ist das nicht so relevant, alle hier
vorkommenden Distributionen sind in der Tat stetige Linearformen.

Die Menge aller Distributionen (also aller stetigen Linearformen auf S') bezeichnen
wir mit D. Wir haben gesehen, dafl die Zuordnung

[Ty

(von der Menge der stetigen absolut integrierbaren Funktionen nach D) eine injek-
tive Abbildung ist, so dafl wir jede solche Funktion f auch als Distribution auffassen
konnen. Umgekehrt geht es nicht! Es gibt Distributionen, die nicht irgendwelchen
Funktionen entsprechen.

Beispiel.

Durch é[p] := ¢(0) wird eine Distribution definiert, die sogenannte Dirac’sche
0-Distribution.

Dazu mufl nur nachgerechnet werden, dafl ¢ linear auf S operiert, aber das
ist trivial. Dafl § auch stetig ist, mufl hier ohne Beweis akzeptiert werden.

Wir nehmen nun an, es gébe eine Funktion f, so dal § = T ist! Dann wére
(fﬁl" to € R)
fto) = limy [ fEente - o)
— lim Tyl (t — to)]
= 11H(1)5[g0€(t - tO)]
= lin% e (—to)

B oo fiirtg =0
a 0 sonst.
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Aber eine solche Funktion gibt es nicht! Die Distributionen sind also wirklich
,verallgemeinerte Funktionen®.

Wir betrachten nun eine Distribution T" = T, die zu einer stetig differenzier-
baren Funktion f gehort. Ist auch f’ absolut integrierbar, so konnen wir f’ als
Distribution auffassen:

1l = [ roeta
~ swe [T~ [ roswd

= Tyl

Wir haben ein Gesetz gefunden, dafl sich auf beliebige Distributionen verallgemei-
nern l&t.

Definition:

Ist T' € D eine beliebige Distribution, so definiert man die Ableitung T" von T
durch

Bei stetig differenzierbaren Funktionen mit absolut integrierbarer Ableitung ist die
distributionelle Ableitung nichts anderes als die gewohnliche Ableitung.

Beispiel.
Wir beginnen mit der Funktion
0 firt <0
/) '_{ st2 fiir ¢ > 0.

f ist stetig differenzierbar, aber leider nicht absolut integrierbar. Da jedoch
mit ¢ € S auch t"¢(t) fir jedes n > 0 eine stark abfallende Funktion ist,
wird auch durch

Tiel= [ roetya=3 [ eeta

eine Distribution definiert.

Nun ist
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(Ty)'Tel = —Trle]

1 oo

= ——/ 2/ (t) dt
2 0
1

N (GO) \;O - /U " otg(t) di

— /OO to(t) dt
= Tyl

Auch hier ist die distributionelle Ableitung gleich der gewo6hnlichen Ablei-

tung. Die Funktion
s [0 fiirt <0
f(t>_{ t firt>0

ist stetig, aber nicht absolut integrierbar. Wie schon f selbst definiert f’ aber
dennoch eine Distribution.

f' hat eine Knick-Stelle und ist daher im gewohnlichen Sinne nicht mehr
differenzierbar, wohl aber im Distributions-Sinne:

(T )l = =Tpl¢]
. / 1o/ (1) dt

= —[(te(t)) ‘:O —/OOO (1) di]
= /000 o(t)dt = Thly],

wobei H die sogenannte Heaviside-Funktion ist, definiert durch

0 furt <0
H{(t) '_{ 1 fiirt > 0.

H ist nun nicht einmal mehr stetig! Dennoch ist Ty eine Distribution. Man
beachte aber, dal H durch Ty nicht mehr eindeutig bestimmt ist. Wir kénnen
den Wert von H in ¢t = 0 beliebig abdndern, ohne daf sich Ty &ndert. Die
Injektivitdt der Zuordnung f ~— T gilt nur fiir stetige Funktionen!

Nichts kann uns daran hindern, Ty erneut zu differenzieren:

(Tr)'le] = —THLSOI]
= _/o o' (t) dt
= () | = #(0).

Also ist (1) = ¢ die Dirac-Distribution!
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Und nun differenzieren wir § ein weiteres Mal:

d'[p] = —0[¢'] = —¢'(0).

Offensichtlich kann man das beliebig oft so weitertreiben und erhélt schliefllich

0] = (=1)" - ™(0).

Distributionen sind immer beliebig oft differenzierbar.

Nun kommen wir endlich wieder zu den Fourier-Transformationen zuriick.

Ist f stetig und absolut integrierbar, so existiert die Fourier-Transformierte f Sie
ist stetig und beschrankt und definiert daher eine Distribution. Dann gilt:

mﬂz/mmmwt

— /Z o(t) /Z f(s)e it dsdt
_ /Z £(s) /Z o(t)e I dt ds
- [ res)as

Ty (%]

Also bietet sich folgende Verallgemeinerung der Fourier-Transformation an:

Definition:

Ist T" eine Distribution, so wird ihre Fourier-Transformierte T definiert durch

Tle] == Tlgl.

Beispiel.

Wir berechnen die Fourier-Transformierte der Dirac-Distribution:

el = d[@] = 3(0)
_ /_ (1) dt
= Ti[p].

Also ist 0 = 1.



