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Kapitel 10 Vektoranalysis

§1 Jordangebiete und Greenscher Satz

Inhalt:

Ketten von Wegen, Jordangebiete, Beispiele, Greenscher Satz

Unter einem Integrationsweg verstehen wir bekanntlich eine stetige und stiickweise
stetig differenzierbare Abbildung « von einem Intervall in den R™. Der Weg heif3t
stiickweise glatt, falls o/(t) # 0 bis auf endlich viele Ausnahmen ist. Wir wollen
jetzt den Begriff des stiickweise glatten Weges noch etwas verallgemeinern.

Beispiel.
Der Rand des Rechtecks
Q={(z,y) €ER* ta<wr<bundc<y<d}

besteht aus 4 Strecken, die wir alle iiber dem Intervall [0, 1] parametrisieren

konnen:
Oéu(t) = (a+t(b_a)vc>’
a.(t) = (b,c+t(d—rc)),
a(t) == (a+tb—a)d)
und  «t) = (a,c+t(d—c))

Wenn wir «, und «; jeweils verkehrt herum und alle Wege der Reihe nach
durchlaufen, so durchlaufen wir den gesamten Rand des Rechtecks () gegen
den Uhrzeigersinn. Wir konnten das auch mit einem einzigen Weg « : [0,4] —
R" erledigen:

a,(t) firo<t<1l,
a(t—1) firl <t<2,
a,(3—1) fir2<t<3,
Oél(4—t) fir 3 <t < 4.

a(t) ==

Dieses Verfahren ist umsténdlich, und meistens braucht man die gemeinsame
Parametrisierung « iiberhaupt nicht. Deshalb verwendet man statt o den
formalen Ausdruck «,,+«, —a,—a; und spricht von einer ,, Kette von Wegen*.
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Definition:

1. Sind aq, ..., a; Wege und ist jeweils der Endpunkt von «; gleich dem An-
fangspunkt von a1, so kann man die Kette oy + - - - + o bilden. Gemeint
ist damit der Weg, der alle einzelnen Wege hintereinander durchlauft.

2. Ist a ein geschlossener Weg und m € N, so versteht man unter m - a den
m-mal durchlaufenen Weg.

3. Ist o ein Weg, so ist —« der in umgekehrter Richtung durchlaufene Weg.

Dariiber hinaus sind auch beliebige formale Linearkombinationen I' = m; - ay +
-« -+ my - ap mit Koeffizienten my, ..., my € Z erlaubt. Eine anschauliche Deutung
ist dann zwar i.a. nicht mehr moglich, aber man kann iiber Ketten integrieren:

k
Fedx = mi/Fodx.

Wir werden hier nur mit anschaulichen Ketten von Wegen arbeiten. Dann ist z.B.
auch klar, wann eine solche Kette ,,geschlossen® ist. Meist lassen wir sogar das
Wort ,Kette* weg und sprechen auch dann von Wegen, wenn eigentlich Ketten von
Wegen gemeint sind. Ein Integrationsweg « : [a, b] — R™ heifit einfach geschlossen,
wenn er geschlossen ist und auerdem « auf [a, b) injektiv ist, d.h. a(s) # a(t) fir
a<s<t<hb.

Es sei daran erinnert, dafl unter einem Gebiet immer eine zusammenhéngende
offene Menge zu verstehen ist. Das Gebiet heifft beschrdnkt, wenn es in einen hin-
reichend groflen Quader pafit.

Detfinition:

Ein Parametergebiet oder Jordangebiet ist ein beschrinktes Gebiet G im R2
dessen Rand Spur eines einfach geschlossenen stiickweise glatten Weges ist.

Beispiele.
1. Die Kreisscheibe D, (x) = {x € R? : ||x — x|| < r} ist ein Jordangebiet.
2. Das Innere des Rechtecks @ = [a,b] X [c, d] ist ein Jordangebiet.

3. Sind ¢, 9 : [a, b] — R stetig differenzierbare Funktionen mit ¢(z) < ¢(z) fiir
x € (a,b), so ist das Normalgebiet

N={(z,y) €eR* : a<z<bund ¢(r) <y < ¥(r)}
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ein Jordangebiet. Dabei ist erlaubt, dafl ¢ und ¢ in den Endpunkten iiberein-
stimmen. Durch «a(t) := (¢,¢(t)) wird dann z.B. das untere Randstiick von
G parametrisiert. Weil a(t) = (1, ¢'(t)) # (0,0) ist, ist « glatt.

Das ,,Ringgebiet* R = {x : r; < ||x| < r2} ist kein Jordangebiet, denn sein
Rand besteht aus zwei glatten Wegen.

Jordangebiete haben einige besonders schone Eigenschaften, die hier ohne Beweis
aufgezahlt werden sollen:

a)

d)

R?\ OG besteht aus genau zwei zusammenhingenden offenen Mengen, dem
Inneren von G (also dem Gebiet G selbst) und dem Auferen von G (der
Menge R?\ G). Im Falle des Ringgebietes war diese Eigenschaft nicht erfiillt.

Man kann zeigen, dal G lokal wie ein Funktionsgraph aussieht und daf} jeder
Randpunkt von G auch Randpunkt von R?\ G ist. Entfernt man etwa aus
dem Rechteck (a, b) % (¢, d) den ,,Stachel” {(z,y) : a <z < (a+0b)/2 und y =
(c+d)/2}, so stellt der Rest kein Jordangebiet mehr dar:

Der Rand von G kann so orientiert werden, dal G immer ,links“ von 0G
liegt. Im Detail ist das wie folgt zu verstehen:

Ist xg € OG ein glatter Randpunkt, so haben wir dort den Tangenten-
einheitsvektor T, dessen Richtung den Durchlaufungssinn angibt. Ist et-
wa T = (T1,T3), so erhédlt man nach einer Drehung um 90° nach links
den Vektor N; = (—T5,T;7). Das entspricht in der komplexen Ebene der
Multiplikation mit der imagindren Einheit j. Wir nennen N; den inneren
Normalen(einheits)vektor, er zeigt ins Innere von G. Der duflere Norma-
len(einheits)Jvektor N, = —N; = (T3, —T}) zeigt nach auflen (bzw. ,rechts“).
Ist € > 0 klein genug gewéhlt, so liegen fiir 0 < ¢t < ¢ alle Punkte x¢ + tIN; in
G und alle Punkte xo + tN, in R? \ G.

Der Rand von G ist eine Jordan-Nullmenge und G deshalb (Jordan)-mefbar.

Ist jetzt eine stetige Funktion auf G gegeben, so ist sie — weil G kompakt ist
— beschriinkt und damit iiber G (oder iiber G) integrierbar. Ist andererseits ein
stetiges Vektorfeld F auf einer Umgebung von 0G gegeben, so konnen wir das
Kurvenintegral |, oc F @ dx bilden. Wir wollen nun zwischen beiden Integrationen
einen Zusammenhang herstellen.

Dabei sei F sogar auf einer Umgebung U(G) definiert und zudem stetig differen-
zierbar. Wir kénnen das Kurvenintegral auch wie folgt schreiben:

/FodX:/ (Fy dx + F> dy).
oG oG
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Auf der rechten Seite ist der Integrand die durch F bestimmte 1-Form wg = F} dx+
FQ dy .

Satz von Green

Sei G C R? ein Jordangebiet und F = (f,g) ein stetig differenzierbares Vektorfeld
auf einer Umgebung U = U(G). Dann ist

/é)GFodx:/G(gz—fy)dxdy.

BEwEIS: Die Schwierigkeit liegt in der Geometrie des Jordangebietes. Wir be-
schrianken uns deshalb auf ein Normalgebiet. In der Praxis vorkommende Jordan-
gebiete kann man meistens aus solchen Normalgebieten zusammensetzen.

Sei also G = {(z,y) : a < z < bund p(z) < y < ¥(x)}. Der Rand wird jetzt
durch folgende Wege parametrisiert:

a,(t) = (t,p(t)), fiira <t <b,
a(t) = (b,p(b) +t(P(b) — (b)), fir 0 <t <1,
a,(t) = (t,¥(t)), fira <t <b

und  au(t) = (a,¢(a) +1(¥(a) - p(a))), fir 0 <t <1.

Dabei miissen a,, und «; umgekehrt durchlaufen werden, damit G immer links vom
Weg liegt. Also wird 0G durch die Kette o, + o, — a, — ag beschrieben.

_ao
S

/

Oy

|
a

[y

Wir unterscheiden zwei Falle:

1. Fall: F = (f,0), also g = 0. Dann ist

/(gw—fy) dzdy = —/ fy(z,y) dedy
G el

_ 1[<£gwuaw@>m

b
_ —/[ﬂmwu»—ﬂaqudw



62 KAPITEL 10 VEKTORANALYSIS

Weiter ist o.(t) = (0,¢(b) — (b)) und «o;(t) = (0,¢(a) — ¢(a)), also

/Fodx:/ f(a.(t))-0dt =0 und analog /Fodx:O.
o o]

/Fodx = /Fodx—/FodX
oG a o

- /f(t,go(t))dt—/ ft, (1)) dt
fx

Daraus folgt:

=~ [ 1) - S o)) da.

2. Fall: F = (0,9), also f = 0. Wir wollen diese Situation auf den ersten Fall
zuriickfiihren und fiithren deshalb folgende Hilfsfunktion ein:

y
u(z,y) = / g(x,s)ds, fir (z,y) € G.
o(x)

Es folgt:

%@M:/:%@@@ﬂ@WWW@(mmRMMJM%@w:Ww%

also gy = (uy)s = (Ug)y-

Weil OG ein geschlossener Weg ist, ist [, (u, dx +uy, dy) = [,,(Vu) e dx = 0, also

/uzdx:—/ uydy:—/ gdy.
oG oG oG

/G (9= — fy) dady = /G 9:(7,y) dxdy
Ny (o

= —/ (ug,0) @dx  (nach Fall 1)
oG

= —/ uxdas:/gdy
G oG
= / Fedx.
G

Damit ergibt sich:



1 Jordangebiete und Greenscher Satz 63

Man kann den Satz von Green zur Berechnung von Fliacheninhalten heranziehen.

Satz

Ist G C R? ein Jordan-Gebiet, so ist

(@) =5 [ (wdy—yda).

BEwEIS: Es ist

1 1
-1/ (xdy —ydz) = —/“@ﬂh@‘dx
2 oG 2 oG

Beispiele.

1
= —/($x+yy) dzdy
2 Ja

= /dedy = u(Q).

1. Ist G = D,(0) = {(z,y) € R? : 2% +y* < r?}, so ist

UQ(G) ==

1/(fvdy—ydl“)
2 Joc

1

—/ (—y,x) e dx
2 Jap,(0)

1 21
5/ (—rsint,rcost) e (—rsint,rcost) dt
0

1 2T
—/ r’dt = r’r.
2 Jo

2. Sei GG die Ellipse, deren Rand durch «(t) := (acost, bsint) beschrieben wird.

Dann ist

UQ(G) =

1 2m
5/ (—bsint,acost) e (—asint,bcost) dt
0

1 2
—/ abdt = abm.
2 Jo
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§2 Flachenintegrale

Inhalt:

Fldchenstiicke, Beispiele von Parametrisierungen, Flacheninhalt, Gramsche Deter-
minante, Fluf-Integrale.

Definition:

Eine Teilmenge S C R? heifit ein abgeschlossenes Ck—FldcheEstdck, falls es ein
Jordansches Gebiet G C R?, eine offene Umgebung U = U(G) C R? und eine
k-mal stetig differenzierbare Abbildung ¢ : U — R3 gibt, so daf} gilt:

1. S=p(G).
2. ¢|g ist injektiv.

3. r1gJ,(u) = 2 fiir alle u € G.

Die Menge S := ¢(G) nennt man ein offenes Flichenstiick.

Wir nennen ¢ eine Parametrisierung von S und sprechen auch von einem parame-
trisierten Fldchenstiick. Bezeichnen wir die Parameter in G mit v und v, so erhalten
wir die Funktionalmatrix

_ (©1)u _ (¢1)w
Pu = (¥2)u und @, = (¢2)v
(¢3)u (¢3)v

in uo linear unabhéngig. Sie spannen einen 2-dimensionalen Unterraum Ty, (S) C
R3 auf, den wir als die Tangentialebene von S im Punkt py bezeichnen. Motiviert
wird diese Bezeichnung durch folgende Betrachtung:

Ist a(t) := p(ug + ter) und [(t) := p(ug + tey), so verlaufen die Kurven o und (3
auf der Fliche, es ist a(0) = 3(0) = pp und
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—

OCIZ()) = Jw(uo) '21 = S;u(uo) und ﬁ’(O) = Jso(uo) '22 = S;v(uo)-

Die Tangentialebene wird also von zwei Vektoren aufgespannt, die in pg tatséchlich
tangential zu S sind.

Beispiele.
1. Sei G := (0,27) x (—1,1) und ¢ : G — R? definiert durch

o(u,v) := (cos(u), sin(u), v).

Dann ist S = ¢(G) = {(v,y,2) € R® : 22 +y*> = 1und |z| < 1} ein
Zylindermantel der Hohe 2 mit Radius 1. Es ist

—sin(u) 0
Jo(u,v) = COS(U()) (1)

Offensichtlich sind die Spalten immer linear unabhéngig, und man kann sich
leicht iiberlegen, dafl ¢ auf G injektiv ist.

Man beachte, daf der Zylinder entlang der Linie {(1,0,2) : |z| <1} zusam-
mengeklebt wird. Auf G ist ¢ nicht mehr injektiv.

2. Sei wieder G = (0,27) x (0,1) und ¢ : G — R? definiert durch
o(u,v) := (veos(u),vsin(u),v).

Fiir jeden Punkt x = (z,v, z) mit 22 +4* = 1 und z = 1 ist die Verbindungs-
strecke von 0 und x ganz in S enthalten.
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Daher ist S ein kreisformiger Ke-
gelmantel mit einer Spitze bei
(0,0,0).

3. Sei G := (0,27) x (=7, 5) und p(u,v) := (cos(u) cos(v),sin(u) cos(v), sin(v)).
Dies ist die von den rdumlichen Polarkoordinaten herriihrende Parametrisie-

rung der Oberfliche der Einheitskugel.

Die linke und die rechte Seite von G werden
zu einem Langenkreis zusammengeklebt, die
untere und die obere Seite von GG ergeben den
Stidpol und den Nordpol.

4. Ist G ein Jordan-Gebiet, U eine offene Umgebung von G und f : U — R stetig
differenzierbar, so ist S := {(z,9,2) € G xR : z = f(z,y)} ein Flichenstiick
mit Parametrisierung ¢(u,v) := (u, v, f(u,v)). Solch ein glatter Graph ist der
Prototyp eines Fléachenstiicks.

Sei U C R? offen, h : U — R stetig differenzierbar und Vi(x) # 0 in jedem
Punkt x € N(h) := {(x,y,2) € U : h(z,y,2) = 0}. Dann kann man den Satz
iiber implizite Funktionen anwenden: Ist xo = (o, Yo, 20) € N(h), so muf} es
zumindest eine partielle Ableitung von h geben, die in x( nicht verschwindet.
Ist etwa h.(xq) # 0, so gibt es eine Umgebung V von (x¢,79) C R?, eine
Umgebung W von z; und eine stetig differenzierbare Funktion g : V. — W/,
so daB V' x W in U enthalten und

(VxW)NN(h) ={(z,y,2) e VW : z=g(z,y)}

ist. Ist G ein Jordangebiet mit G C V, so ist S = (G x W) N N(h) ein
Fléchenstiick. Wir nennen N (h) eine glatte Fliche.

5. Sei a: [a,b] — R? eine stetig differenzierbare Abbildung, a(t) = (f(t), g(t)),
f(t) > 0 auf [a,b]. Dann wird durch

o(u,v) = (f(u) cosv, f(u)sinv, g(u))

ein Fldchenstiick parametrisiert, die durch « bestimmte ,, Rotationsflache®.

Wie kann man nun den Fléacheninhalt eines Fléchenstiicks bestimmen? Wir versu-
chen es mit einer Approximation! Es sei ein Quader () und eine Parametrisierung
©:Q — S C R gegeben. Wir zerlegen @) in viele kleine Teilquader. (ug,vy) € Q
sei ein Gitterpunkt. Dann gibt es Zahlen s und ¢, so daf3
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Xg = (UO,’U()), Xg + se; = (UO + S,’Uo), Xg +teg = (uo,vo + t)

und xg + se; + tes = (ug + S, v9 + t)

die Ecken eines Teilquaders sind. Die Bilder dieser Ecken auf der Flache brauchen
leider nicht unbedingt in einer Ebene zu liegen!!

o

Wir konnen Genaueres iiber die Lage der Bilder der Ecken herausbekommen, wenn
wir die Differenzierbarkeit von ¢ in (ug, vg) ausnutzen: Es gibt eine lineare Abbil-
dung L : R? — R3 und eine in der Nihe des Nullpunktes definierte (vektorwertige)
Funktion 7, so daf fiir (u,v) nahe (ug,vg) gilt:

1. p(u,v) = (ug,vo) + L(u — ug, v — vg) + r(u — ug, v — vg).

. r(h)
2. lim —=~ =
h—0 ||kl

Dabei ist

0 0
L(hy, he) = a_f(u(h vo)h1 + a—f(um vg)ha.

Néherungsweise ist also

0 0
o(ug + s,v9 + t) = @(ug, vo) + a—i(ug, vo)s + a—f(ug, vo)t.

0
Setzen wir a := _gp(um vo) und b := —Sp(uo, 1), so werden die Ecken des Teilqua-

ou ov
ders auf die Punkte x4, Xg + sa, x¢ + tb und xq + sa + tb abgebildet, also auf die

Ecken eines Parallelogramms. Wie gesagt, das gilt nur ndherungsweise und nur fiir
kleines s und ¢!

Die Fliache des Parallelogramms ist durch ||sa x tb|| = st||a x b|| gegeben. Nun
bezeichnen wir die Teilquader von @ mit Q;; = [tﬁ”,tﬁ)l] X [t§2)7 tﬁ)l]. Zusétzlich

setzen wir ¢;; := ", t§-2)) (= linke untere Ecke von @Q;; ). Ist P die Zerlegung von

Q in die Q;;, so approximieren wir A(S) durch die ,,Riemannsche Summe* X (P),
mit
dy dp
E(P) 1= Y lI5oty) x St - (¢ — ) (e — ).
4,J
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Unter den gegebenen Voraussetzungen konvergieren die ,, Riemannschen Summen*
gegen einen Wert, der in nachpriifbaren Fillen mit dem erwarteten Flacheninhalt
iibereinstimmt.

Definition:

Sei G C R? ein Jordangebiet und ¢ : G — S ein (parametrisiertes) C!-

Flachenstiick. Dann heifit
[, 9 Dy
A(S) = /G”a_u<“’”) % S (w,0)| du o

der Flacheninhalt von S.

Wir wollen zeigen, dafl der Flacheninhalt nicht von der Parametrisierung abhéngt.
Dazu brauchen wir einige Vorbereitungen.

Definition:

Ist A€ M, ,(R), so heiit G4 := det(A"- A) die Gramsche Determinante von A.

Man beachte, da A* - A € M, x(R) eine quadratische Matrix ist.

Satz

1. Sei A € M, 1(R) und B € Myy. Dann ist G 4.5 = det(B)* - G 4.
2. Ist A= (ay, as) € Ms5(R), so ist

— —

Ga= HElHZ : ||5>2H2 —(a, o a2)2 = HE1 X 52’\2-

BEweEls: 1) Es ist

Gaip = det((AB)'-(AB))
B! (A" A)-B)

(
= det(
= det(B) -det(A"- A) - det(B)
= det(B)2 . GA.
2) Dieser Teil folgt aus den Definitionen und der Tatsache, daf @, ® ay = ||ay]| -
@z cos(a) und |[ay X as| = ||ay|| - |[az| sin(a) ist, falls o der Winkel zwischen

— .
aq, und as ist. n
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Wir kehren zuriick zu dem parametrisierten Flichenstiick ¢ : G — S C R3. Ist
B C R? ein weiteres Jordangebiet und ® = (®;,®,) : B — G ein (stetig differen-
zierbarer) Diffeomorphismus, so kann man ¢ auch eine Parametertransformation
nennen. Mit ¢ ist auch ¥ = ¢ o ® eine Parametrisierung von S, und mit der
Kettenregel folgt:

J¢ == (Jap e} (p) . Jq>.

s x || = \/ GJZL, = |det(Jo)]| - \/GJ¢0<1>

= |det(Jo)[ - [[(pu 0 @) X (0 0 D).

Dann ist

Mit der Transformationsformel folgt:

/ by x o dsdt = / det(Ja)] - | (2 0 ®) X (o 0 ®)| dsdt
B B
= /||gou><gpv||dudv.
G

Der Flacheninhalt hédngt also nicht von der Parametrisierung ab.

Wir wollen nun Flacheninhalte berechnen.

Beispiele.

1. Wir beginnen mit der Flédche eines Zylinders. Dabei handelt es sich um den
besonders einfachen Fall einer ,abwickelbaren® Fliche. Gehen wir von der
Parametrisierung ¢ : Q = [0, 27] X [a,b] — S C R? mit

o(u,v) := (rcos(u),rsin(u), v)

aus, so entsteht der Zylinder, indem wir das Rechteck zusammenrollen und
entlang einer Seite verkleben. Daher erwarten wir, dafi der Flacheninhalt
A(S) =2rm - (b — a) betragt.

—rsin(u)
Nun ist J,(u,v) = | rcos(u)
0

, also

_ o O

Damit ist die Gramsche Determinante
Gy =det(J] - J,) = r?

und es gilt:
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A(S) = /Q\/mczudu
= /027r /abrdv du
= 7“(()—@)-/027r du = 2rn(b—a),

ganz so, wie wir es erwartet haben.

2. Als néchstes wollen wir den Inhalt der Oberfldche einer Kugel vom Radius r
berechnen. Dazu benutzen wir die Parametrisierung

o(u,v) := (rcos(u) cos(v), rsin(u) cos(v), rsin(v)), 0 < u < 2, —g <ov< g
Dann ist
—7rsinucosv —7 coS U Sinv
Jo(u,v) = rcosucosv  —rsinusinv
0 7 COSV
und daher
2 2
Gy(u,v) = det(J(u,v) - J,(u,v)) = det ( " cgs ! 7?2 > :

Also ist

2m  pw/2

A(S) = / / r? cos(v) dv du
0 w/2
2

/27r ( ) ( ) w/2 ) d
= T SIN{v u
0 —7/2

27
= 2r2/ du = 47’7,
0

Definition:
Sei ¢ : G — R3 die Parametrisierung eines Flichenstiicks S und F ein stetiges

Vektorfeld auf einer offenen Umgebung U von S im R3. Dann bezeichnet man
das Integral

/F ¢ d0 := /GF(go(u,v)) e (u(u,v) x py(u,v)) dudv

als den Flufs des Vektorfeldes F' durch die Fléache S.
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Wir untersuchen zunéichst die Abhéngigkeit des Integrals von der Parametrisierung.

Zur Erinnerung: Ist a € R3, so wird durch
Aa(v,w) :=ae (v xw)

eine alternierende Bilinearform A, : R? x R?® — R definiert. Ist nun eine Matrix

a b .
A= ( . d ) gegeben, so gilt:

Aa(av + ew, bv +dw) = ab-Ay(v,v) 4+ ad - Aa(v, w)
+cb-Aa(w,v) +cd - Ay(w, w)
= (ad —bc) - Aa(v,w).
Also ist
ae ((av+cw) x (bv +dw)) = det(A) -ae (v x w).
Setzt man in einem Skalarprodukt a e z fiir a die Einheitsvektoren e, e; und es
ein, so erhilt man die drei kartesischen Komponenten des Vektors z. Daraus folgt:

(av + cw) X (bv + dw) = det(A) - (v x w).

Wenden wir das auf eine Parametertransformation ® : B — G, die Parametrisie-
rung ¢ = ¢ o &, die Vektoren v = ¢, 0 &, w = p, o & und die Matrix A = Jp an,
so folgt aus der Gleichung Jy, = (J, o @) - Jp die Beziehung

1/’3 X ¢t = det(JCI>> : ((Qou o (I)) X (SOU © (I)))
Also ist

/ FedO = / F(i(s,t)) e (@/)S(s,t) X wt(s,t)) dsdt
¥ B
_ /BFW(@(S,LL)) o (g 0 ®) x (12, 0 ®)) - det(Ja) dsdt

= sign(det Jg) - / F(p(u,v)) e (¢u X ¢,) dudv.
a

Da & ein Diffeomorphismus ist, mufl det(Js(s,t)) # 0 fiir alle (s,t) € B sein. Da

B zusammenhéngend ist, hat die Funktionaldeterminante konstantes Vorzeichen.

Wir nennen ® orientierungstreu, falls det(Jg) > 0 ist, und orientierungsumkehrend,

falls det(Jp) < 0 ist.

Was versteht man nun unter der Orientierung eines Flichenstiicks? Der Vektor
Yu X @, steht auf der Tangentialebene senkrecht. Daher heift

_ Pu Xy
ng

T lw X 0|

die Fldchennormale von S. Es ist anschaulich klar, dal es in jedem Punkt der
Fldche S genau 2 Vektoren der Lange 1 gibt, die in diesem Punkt auf S senkrecht



72 KAPITEL 10 VEKTORANALYSIS

stehen. Andert man die Parametrisierung mittels einer Parametertransformation
®, so multipliziert sich die Flachennormale mit dem Vorzeichen der Funktionalde-
terminante det(Jg).

Die Richtung der Fldchennormale legt die sogenannte ,transversale Orientierung"
von S fest. Sie bestimmt, wo ,oben“ und ,unten“ ist. Die transversale Orientie-
rung bestimmt auf eindeutige Weise eine ,jinnere Orientierung® von S, namlich
einen Umlaufsinn um die Normale. Dieser Umlaufsinn wird durch die Anordnung
der Basis des Tangentialraumes festgelegt. Die Vektoren ¢, ¢, und ¢, X ¢, bilden
— in dieser Reihenfolge — ein Rechts-System (d.h. eine Basis des R® mit positi-
ver Determinante). Der Umlaufsinn wird so festgelegt, daf§ man — ausgehend von
der durch ¢, festgelegten Richtung — nach einer positiven Drehung die durch ¢,
festgelegte Richtung erreicht.

Halten wir eine (transversale oder innere) Orientierung von S fest, so sprechen wir
von einem orientierten Fldchenstiick. Wir definieren den Fluf eines Vektorfeldes F
durch ein orientiertes Flachenstiick S durch

/FodO:/FOdO,
S ®

wobei fiir ¢ nur positiv orientierte Parametrisierungen von S zugelassen sind. Geht
man mittels einer orientierungstreuen Parametertransformation zu einer anderen
Parametrisierung iiber, so &ndert sich der Flufl nicht. Eine Umkehrung der Orien-
tierung fiihrt jedoch zu einem Vorzeichenwechsel.

Beispiel.

E(x) = ist das elektrische Feld einer Punktladung ¢ im Nullpunkt.

x
"I
Nun sei S := 9B,(0). Verwenden wir die iibliche Parametrisierung ¢ fiir S,
so erhalten wir

Yy X @y = (—sinucosv,cosucosv,0) X (—cosusinv, —sinusinv, cosv)
= (cosucos®v,sinu cos? v, sin v cos v)

= cosv - p(u,v).

Weil ||p(u,v)|| =1 ist, folgt:
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lp(u, v)[?

2 pmw/2
= q-/ / cos v dvdu
0 —7/2

= ¢q-27-2 = 4mnq.

2r  pw/2
/FodO = / / q-Mo(COSU-w(u,v))dvdu
[ 0 —/2

Wegen der Ladung im Nullpunkt ist die Gesamtbilanz des Flusses durch die
Kugeloberfldche (von innen nach aufien) positiv.
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§3 Der Satz von Stokes

Inhalt:

Fléchenstiicke mit stiickweise glattem Rand, Satz von Stokes, Zirkulation und Wir-
beldichte, Interpretation der Rotation, Integration iiber geschlossene Flachen.

Gegeben sei ein Jordansches Gebiet G C R?, eine Zerlegung 0G = C; U ... U Cy
des Randes in glatte Kurven (mit Parametrisierungen «, : I, — C,), eine offene
Umgebung U = U(G) und eine k-mal stetig differenzierbare Abbildung ¢ : U — R3.
Es sei ¢|¢ injektiv und rg J,(u) = 2 fiir alle u € G.

Definition:

Ist ¢ sogar auf G injektiv und auBerdem rg J,(u) = 2 fiir alle u € G, so nennen
wir S := (G) ein requlires C*-Flichenstiick mit stiickweise glattem Rand. Die
Menge bS := ¢(0G) heifit der Rand von S.

Beispiel.
Ist f: U — R k-mal stetig differenzierbar, so wird der Graph
S={(z,y,2) e G xR : z= f(x,y)}

durch ¢(u, v) := (u, v, f(u,v)) parametrisiert. Offensichtlich ist ¢ auf G injek-
tiv und rg J,(u,v) = 2 auf ganz U. Also ist S ein regulires C*-Flichenstiick
mit stiickweise glattem Rand. Der Rand bS setzt sich aus den glatten Kur-
ven K, = ¢(C,) zusammen, die durch p o a, : I, — K, C R? parametrisiert
werden.

Fiir viele theoretische Untersuchungen reicht das Konzept des reguléaren Flichen-
stiicks mit Rand aus. In der Praxis haben wir aber leider oft mit Parametrisierungen
zu tun, die nicht die n6tigen Voraussetzungen erfiillen.

Betrachten wir als Beispiel den Zylinder
Si={(z,y,2) eR® : 2 +¢y*=r*und a < z < b}.

Als natiirliche Parametrisierung bietet sich



8  Der Satz von Stokes 75

¢ :[0,27] X [a,b] mit p(u,v) = (rcos(u), rsin(u),v)

an. Aber dann ist ¢(0,v) = ¢(27,v) fiir alle v € [a, b] (klar, es werden ja die linke
und die rechte Kante miteinander verklebt). Also ist ¢ auf G = [0,27] x [a, b]
nicht mehr injektiv. Und es gibt andere wichtige Beispiele, bei denen auch noch die
Rangbedingung auf dem Rand verletzt ist.

Im Beispiel des Zylinders konnten wir jeweils halbe Zylinder (z.B. die Teile mit
y > 0 bzw. y < 0) als regulidre Flichenstiicke auffassen, wir miifiten dann aber
immer mit zwei Parametrisierungen arbeiten. Das ist umstédndlich! Um also das
Rechnen zu vereinfachen, miissen wir unsere Definition eines berandeten Fl&-
chenstiicks verallgemeinern.

Wir gehen von einem gewohnlichen Fléachenstiick aus und wollen uns iiberlegen,
welches Verhalten wir fiir die Parametrisierung auf dem Rand zulassen wollen.

1. Ist rg J,(u) = 0 auf der Randkurve C,, so ist (¢ o o)’ (t) = 0 auf I, also
@ oo, (t) konstant. Dann besteht K, = ¢(C,) nur aus einem einzigen Punkt,
und wir nennen K, eine entartete Randkomponente oder eine Spitze von S.

2. Ist rg J,(u) = 2 in jedem Punkt der Randkurve C, und ¢ auf C, injektiv, so
nennen wir K, = ¢(C,) eine reguldre Randkomponente. Wir werden forden,
dafl es nur entartete oder reguldre Randkomponenten gibt.

3. Es kann vorkommen, daf zwei reguldre Randkomponenten K, und K, mit-
einander verklebt werden. Das ist aber nur erlaubt, wenn sie entgegengesetzt
orientiert sind (damit sich spéter die Integrale iiber solche Kanten gegenseitig
wegheben). Die Parametrisierungen o, und o, miissen immer so gewahlt wer-
den, dafl das Jordangebiet G links vom Weg liegt. Ist nun K, = K, (fiir zwei
regulire Randkomponenten), so soll es einen Parameterwechsel ¢, : 1, — I,
geben, so daf} gilt:

w,’ju(t) <0und (poay,)oth, =poaq,.

Auflerdem diirfen immer nur zwei Randkomponenten miteinander verklebt
werden. Wir nennen dann K := K, = K, eine Klebekante. Wird K, mit kei-
ner anderen Randkomponente verklebt, sprechen wir von einer freien Rand-
komponente.

4. Sind u,v € G mit u # v und p(u) = p(v) =: p, so sollen u und v beide auf
dem Rand von G liegen und eine der folgenden Bedingungen erfiillen:

(a) uund v liegen beide in einer Randkurve C,, und K, = ¢(C,) ist entar-
tet.

(b) uund v liegen in zwei verschiedenen Randkurven C, und C,,, und K, =
K, ist eine Klebekante.
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Definition:

S = (@) heiBt ein semiregulires Flichenstiick mit stiickweise glattem Rand,
falls die obigen Bedingungen erfiillt sind. Unter dem Rand bS verstehen wir die
Vereinigung aller freien Randkomponenten von S. Ist bS = &, so heifit S eine
geschlossene Fliche.

Beispiele.

1. Die Kugeloberfliche S? enthélt zwei entartete Komponenten (Nord- und
Siidpol) und eine Klebekante. Da keine freie Randkomponente iibrigbleibt,
ist bS? = @, also S? eine geschlossene Fliche.

Genau sehen wir das alles an Hand der Parametrisierung
o(u,v) = (cos(u) cos(v), sin(u) cos(v), sin(v)).
Es ist

o(u, j:g) = (0,0,£1) und ¢(0,v) = (cos(v),0,sin(v)) = p(2m,v).

Auf dem oberen und unteren Rand des Definitionsgebietes G = (0,27) X
(=5, %) ist ¢ konstant, der rechte und der linke Rand werden entlang eines
Meridians verklebt. Damit der Rand von G richtig orientiert wird, miissen wir
z.B. a(t) = (27,t) (mit —F < ¢ < ) als Parametrisierung fiir den rechten

Rand von G nehmen, und () := (0, —t) fiir den linken Rand.

Die Parametertransformation 1 : (—%,
nun die Gleichung

oy

) — (—g, g) mit (t) := —t erfiillt

poBoi(t)=poa(t) = (cos(v),0,sin(v)).

2. Der durch ¢(u,v) = (cos(u),sin(u),v) parametrisierte Zylinder S hat eine
Klebekante. Der Rand bS besteht aus zwei Kreisen, den Bildern der oberen
und der unteren Kante des Definitionsgebietes unter .

3. Bei dem durch ¢(u,v) = (vcos(u),vsin(u),v) parametrisierten Kegel gibt es
eine entartete Randkomponente (die ,,Spitze“) und eine Klebekante. Es bleibt
ein Kreis als freie Randkomponente iibrig.

4. Jedes reguldre Fliachenstiick ist auch semireguldr. Es besitzt nur freie Rand-
komponenten.



8  Der Satz von Stokes i

Bemerkung. Der ,Rand“ bS eines Flichenstiickes S stimmt nicht mit dem
topologischen Rand von S im R? {iberein. Da S keine inneren Punkte besitzt, ist

0S =S.

Satz von Stokes

Sei S C R? ein (semiregulires) Flichenstiick mit stiickweise glattem Rand und F
ein stetig differenzierbares Vektorfeld auf einer offenen Umgebung von S. Dann

qgilt:
/rotFodO:/ F e dx.
S bS

BEWEIS:  Sei ¢ : G — R? die Parametrisierung von S,  : [a, b] — R? die Parame-
trisierung von 0G und (5 := ¢ o a. Ist S regulér, so stellt 3 eine Parametrisierung
von bS dar. Aber auch im semireguléren Fall ist

/Fodxz/ I e dx,
B8 bS

denn das Integral iiber entartete Randkomponenten und Klebekanten verschwindet.

Weil 3 (1) = Ju(a(t)) - & (¢) ist, folgt:

[ Feax = [ Ry s

.

b
— [ Flecalt): (Jula) & @) d

b
= [ Flecalt)- (@10)- Fula(t) + ab(0) - Gufalt) d
= /(Xdu—l—de)

oG

= / (Ya(u,v) — X,(u,v)) dudv, (Greenscher Satz),
G

mit den durch

—

X(u,v) = Fop(u,v) - @u(u,v)
und  Y(u,v) = Fop(u,v)- py(u,v)
definierten Funktionen X,Y : G — R (wobei der Punkt das Matrizenprodukt
zwischen dem Zeilenvektor F und den Spaltenvektoren ¢, und ¢, bezeichnet).

Nach der Kettenregel ist
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Y. = (FOQO)U'SE;"F(FOQO)"PW
und X, = (Fow)v~@+(Fog0)~<puv,

also
/Fodx:/((Fogo)u-gE;—(Fogp)v-go_;)dudv.
bS e

Um zu zeigen, dafl dieses Integral mit dem Fléchenintegral | s rot F e dO iiberein-
stimmt, miissen wir weitere Umformungen vornehmen.
Laut Kettenregel ist (F o ¢)! = (Jp o) - @, und (F o)l = (Jpo ) - @, und
deshalb
(FOSO)u'S;v_(FOSO)v'S;u =

= u-(Jrow) oo =gy (Jrow) oy

= o (Jrop) pu—wu (Jrop)' v,

= ¢ (Jrop—(Jrop)') - vu.

Dabei haben wir benutzt, dafl fiir zwei Vektoren a,b € R? und eine Matrix A €
M;3(R) gilt: a- A - b’ ist ein Skalar, und deshalb ist

a-A-b'=(a-A-b"'=b-A".a’.

Nun benutzen wir die Beziechung

/rotF e dO = /((rot F)op)e (v, X p,)dudv
s e

= / det((rot F) o ¢, pu, ¢,) dudv.
G

Wir sind fertig, wenn wir zeigen kénnen:
a-(Jp— Ji)-b' =det(rot F,a,b) fiir alle Vektoren a, b.
Dafiir geniigt es, fiir a und b Einheitsvektoren einzusetzen. Es ist aber
e - (Jr—Jp)-ef = (F)a; — (Fj)a

und andererseits
3
det(rot F,e;,e;) = Z(rot F)i - det(eg, e;,€;)
k=1
= sign(k,i,j) - (rot F); (wenn {k,i,5} = {1,2,3} ist)

- (E)$J - (Fj)l”z
Ist ndmlich (&, 14, 7) eine zyklische Vertauschung von (1, 2, 3), so ist sign(k, i, 7) = +1

und (rot ), = (Fi)s; — (Fj)s,. Liegt keine zyklische Vertauschung vor, so édndert
sich bei beiden Termen das Vorzeichen. n
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Wir wollen den Stokesschen Satz benutzen, um die Rotation eines Vektorfeldes zu
interpretieren.

Sei n ein Einheitsvektor (in beliebiger Richtung), ¢ > 0 und S; eine kleine Scheibe
mit Radius € um einen Punkt xq, die in xy auf n senkrecht steht. Es gibt ein ON-
System {a, b}, so dal a x b = n ist. Wir kénnen dann die Fldche S. wie folgt
parametrisieren:

o(u,v) :=xo +ua+vb, fir (u,v) € D.(0) C R%

Es ist ¢, = a und ¢, = b, also ¢, X ¢, = n. Die Kreisscheibe ist also so orientiert,
daf die zugehorige transversale Orientierung durch n gegeben ist. Offensichtlich
handelt es sich um ein reguléres Flachenstiick mit glattem Rand. Durch

a(t) :=x¢ + (rcost)a+ (rsint)b

wird eine positive Parametrisierung « : [0,27] — bS. gegeben. Ist F' ein stetiges
Vektorfeld, so heifit das Integral

Z(F,bS,) ::/ F e dx
bSe

die Zirkulation von F auf bS..

Definition:

Ist F' ein stetig differenzierbares Vektorfeld, so nennen wir

wr(xp,n) 1= lim

1
F
e—0 A(SE) /b . * dx

die Wirbeldichte von F'in x( beziiglich n.

Satz (Zusammenhang zwischen Rotation und
Wirbeldichte)

Esist wp(x9,n) =rot [ en.

BEwEIs: Es ist

/ Fedx = /rotFodO
bSe Se

= / rot F(¢(u,v)) e ndudv
D<(0)

= (rot F(¢(a) 1) - 12(D,(0)).
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wobei q. ein Punkt aus D.(0) ist (Mittelwertsatz der Integralrechnung!).
Andererseits ist A(S.) = / dudv = vy(D.(0)) = &* - 7.

D¢(0)
Der Grenziibergang ¢ — 0 liefert das gewiinschte Resultat. "

Die Wirbeldichte mifit die infinitesimale Zirkulation des Vektorfeldes F um die
Achse n. Dies entspricht dem Anteil von rot F' in Richtung des Vektors n.

Satz (Integration iiber geschlossene Flichen)

Sei S eine geschlossene Fliche und F ein stetig differenzierbares Vektorfeld.
Dann ist / rot ['e dO = 0.
S

BEWEIS:  Sei Sy C S ein kleines Flachenstiick mit stiickweise glattem Rand C.

Dann ist
/ rotFodO:/FodX.
So c

Den Rest S\ Sy kann man (notfalls durch Zerlegung in kleinere Stiicke) ebenfalls
als Flachenstiick mit Rand C' auffassen. Dann ist

/ rotFOdO:—/Fodx,
S\So c

weil der Rand eines Flédchenstiicks immer so orientiert werden muf}, daf3 die Fliache
,links*“ vom Rand liegt. Nun folgt:

/rotFodO: rotFodO—i—/
S So

rotFodO:/Fodx—/FodX:O.
S\So c c

|
Zum Schluf} ein Rechenbeispiel:
Beispiel.

Schneidet man im R? den durch z? + y?> = 1 gegebenen Zylinder mit der
durch z = y gegebenen Ebene, so erhilt man eine elliptische Flache S, para-
metrisiert durch p(u,v) = (u,v,v), fiir (u,v) € D;(0). Dann ist

Yu X 0, = (1,0,0) x (0,1,1) = (0,—1,1) =: n.
Will man / F e dx fir das Vektorfeld F(z,y,2) := (z,x +y, o +y + 2)
bS

berechnen, so kann man stattdessen / rot F' e dO berechnen.
5
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Nun ist rot F' = (1, —1,1), also

/Fodx =
bS

Man konnte das Integral natiirlich auch direkt berechnen. Dazu mufi man
eine Parametrisierung des Randes finden, z.B. « : [0,27] — bS mit «(t) :=
(cost,sint,sint). Dann ist

27
/Fodx = / (cost,cost +sint,cost + 2sint) e (—sint, cost,cost) dt
bS 0
2m
= / [—sintcost+cos2t+sintcost+coth+QSintcost]dt
0

= /27r [sin(2t) + 1 + cos(2t)] dt

2w

= (1 + g lsin(2r) — cos(21)) [

= 2.

Der zweite Weg ist etwas umsténdlicher.
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§4 Der Satz von Gauf

Inhalt:

Gebiete mit stiickweise glattem Rand, Satz von Gauf}, Quelldichte und Divergenz,
Kontinuitatsgleichung, Maxwellsche Gleichungen, Gauflsches Gesetz.

Wir wollen jetzt Gebiete im R? betrachten, deren Rand lokal wie ein regulires
Fliachenstiick aussieht. Allerdings kann man normalerweise nicht erwarten, dafl der
gesamte Rand des Gebietes aus einem einzigen Flachenstiick besteht.

Sei Q C R3 ein beschriinktes Gebiet. Ein Punkt xq € OG heifit requlirer Randpunkt
von €, falls es eine offene Umgebung U(xg) C R? und eine stetig differenzierbare
Funktion A : U — R gibt, so daf} gilt:

1. UNQ={xeU : h(x) <0},
2. Vh(x) #0 firx € U.

Man kann dann zeigen, dal UNoQ = {x € U : h(x) = 0} ist. Die ,Randfunktion*
h ist nicht eindeutig bestimmt. Sind Ay, ho zwei solche Randfunktionen, so gibt es
eine Funktion A > 0, so dal ho = A - hy auf U ist.

Definition:

Ein beschriinktes Gebiet 2 C R? heiit ein Gebiet mit stiickweise glattem Rand,
falls es endlich viele semiregulire Flachenstiicke S, ..., Sy mit stiickweise glat-
tem Rand gibt, so daf3 gilt:

1. 02 =S5,U...USy.

2. Fiir¢ # j ist 5;NS; = @ oder der Durchschnitt setzt sich aus endlich vielen
gemeinsamen freien Randkomponenten von S; und S; zusammen.

3. Fiir alle 7 ist jeder Punkt x € §; ein reguldrer Randpunkt von (2.

Beispiel.

Sei G C R? ein Jordangebiet, ¢ € R, [ : G — R stetig differenzierbar und
f(x) > c fiir alle x € G. Dann ist
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Q:={(z,y,2) €R® : (z,y) €Gund c < z < f(z,y)}

ein Gebiet mit stiickweise glattem Rand. Man kann das folgendermaflen se-
hen:

e S, = {(z,y,¢) : (x,y) € G} ist der ,Boden“ von 2, mit der Parame-
trisierung ¢, (u, v) = (u, v, c).

e S, = {(z,y, f(z,y)) : (w,y) € G} ist der ,Deckel* von © mit der
Parametrisierung ¢, (u, v) := (u, v, f(u,v)).

e Besteht 0G aus den glatten Kurvenstiicken (1, ..., Cy, so erhilt man
die Seitenflachen

S, ={(z,y,2) : (z,y) € C, und ¢ < z < f(x,y)},

firv=1,...,N. Ist o, : [a,,b,] — C, eine Parametrisierung des v-ten
Kurvenstiicks, so kann S, durch

pu(u,0) = (ay(u);v-c+ (1 =) - fla(u)))

parametrisiert werden, fiir (u,v) € [a,,b,] x [0, 1].

So
Man kann lelcht zelgen daf alle
Randpunkte auf Su, S und den S
reguldre Randpunkte von €2 sind.
Sy

Sei jetzt Q C R? ein Gebiet mit stiickweise glattem Rand, durch 0Q = S;U...USx
sei die Zerlegung des Randes in semireguldre Fléchenstiicke gegeben. Fir v =
1,...,N sei ¢, : G, — S, die Parametrisierung des v-ten Randstiickes. Dann

sollen alle Punkte x € é,, = ¢, (G,) reguldre Randpunkte sein.

Wir wollen sehen, dafl 2 in der Néhe eines reguldren Randpunktes immer so dhn-
lich wie das obige Beispiel aussieht, und daf§ insbesondere in solchen Punkten auf
eindeutige Weise eine innere und eine duflere Normale festgelegt werden kann.

Sei ¢ : G — S C R? die Parametrisierung eines speziellen Randstiickes, uy =

(ug,v0) € G und xo = (2o, Yo, 20) = @(ug) € S. Da rgJ,(ug) = 2 ist, besitzt
J,(ug) eine nicht verschwindende 2-reihige Unterdeterminante.

Wir nehmen an, es sei
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det < ny o ) 7 0in U,

die anderen Fille werden analog behandelt.

Sei 7 : R® — R? die durch 7(x,y,2) := (z,y) definierte Projektion. Dann ist
7o = (¢1,p2) und deshalb det Jro,(ug) # 0.

Nach dem Umkehrsatz gibt es Umgebungen U = U(uy) C G und V = V (7(xg)) C
R?, so dafl mo ¢ : U — V bijektiv ist und eine differenzierbare Umkehrung besitzt.
Nun sei

fi=p30(mop)t:V =R
2

g

-5

G Y
U V

Behauptung: Fiir (z,y,2) € V x R gilt:
z=f(z,y) <= 3F(u,v) €U mit (z,y,2) = ¢(u,v).

Bewers: 1) Ist (z,y) € V, so gibt es wegen der Bijektivitéit von wop ein (u,v) € U
mit 7o ¢(u,v) = (z,y). Ist auerdem z = f(x,y) = p30 (mo ) (z,y) = ¢3(u,v),
so ist p(u,v) = (2,9, 2).

2) Ist umgekehrt (z,y) € V, z € R und (z,y, z) das Bild eines Punktes (u,v) € U
unter ¢, so ist (z,y) = 7o p(u,v) und f(z,y) = pz0 (rop) o (rop)(uv) =
w3(u,v) = 2.

S sieht also in der Nédhe von xy wie der Graph der Funktion f aus, und man kann
zeigen, dal h(z,y, 2) := z — f(x,y) eine Randfunktion ist (eventuell muff man das
Vorzeichen wechseln, damit h wirklich auf 2 negativ wird). Der Vektor

o Vh(xo)
N = Vo)

steht in x¢ auf J€2 senkrecht. Jetzt sei o(t) := h(xo+tIN). Dann ist o(0) = h(x¢) = 0
und ¢'(0) = Vh(xo) e N = ||[VA(xq)|| > 0. Also wichst ¢ in der Néhe von ¢ = 0
streng monoton. Daraus folgt: Es gibt ein ¢ > 0, so daf§ o(t) < 0 (und damit
xg+tN € Q) fiir —¢ < t < 0 und o(t) > 0 (und damit xo+tN & Q) fiir 0 < ¢ < ¢ ist.
Deshalb heifit N duferer (Einheits-)Normalenvektor in xg. Die innere Orientierung
von S muf} nun so gewéhlt werden, dafl die zugehorige transversale Orientierung
durch N gegeben ist.
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Bemerkungen.

1. Man kann zeigen, da8 jeder Randpunkt von € auch Randpunkt von R?\
ist.

2. Weil der Rand von 2 lokal wie ein Graph aussieht, ist er eine Nullmenge.
Daraus folgt, dafl €2 mefibar ist.

Der Satz von Gaufl

Sei Q C R3 ein Gebiet mit stiickweise glattem Rand und F ein Vektorfeld, das
auf einer Umgebung von ) stetig differenzierbar ist. Dann gilt:

/diVFdV;;:/ F e dO.
Q a9

Ist@Qleu...USN,soist/
0

N
F edO ::Z/ F e dO.
i=1 Y Si

Die Divergenz eines Vektorfeldes F ist im R? definiert durch

oF, 0F, OF.
1, Ofr Ofs

div F' :=
v ox oy 0z

Zur Bedeutung der Divergenz kommen wir spéter.
BEWEIS: Der allgemeine Satz ist schwierig zu beweisen, wir beschrinken uns auf
den Fall

Q={(z,y,2) : (z,y) € Gund c <z < f(z,y)},

wobei G C R? ein Jordansches Gebiet und f : G — R stetig differenzierbar ist. Wir
iibernehmen die Bezeichnungen von dem zu Anfang dieses Abschnittes behandelten
Beispiel, setzen C' ;= C;U...UCy, = 0G und S := S; U...U S, Dann ist
oN=S,US,US.

1. Schritt: Sei F' = (0,0, u(z,y, 2)), mit einer stetig differenzierbaren Funktion u.

Dann ist div /' = au und
0z
] ou
div(F)dVs = —(z,y,2)dV3
Q Q 82

CEO
= /G</C a(x,y,z)dz> dxdy

= [ [#tev. ) = ulep.0)] day.
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Die (duBere) Fliachennormale zum Boden S, ist n, = (0,0, —1). Also ist
/ FedO = /(O, 0,u(x,y,c)) e (0,0, —1) dedy = —/ u(z,y, c) dxedy.
u G G

In jedem glatten Punkt der Seitenfliche S ist ng = (a,b,0), mit gewissen Zahlen a
und b, also F' e ng = 0. Das Integral {iber die Seitenwénde liefert keinen Beitrag.

Der Deckel S, ist gegeben durch z — f(z,y) = 0, die (nicht normierte) Flachennor-
male

n, = (1707fx) X (07 1afy) = (_fxa _fy7 1)

zeigt nach oben. Dann ist

[ Fod0 = [ 0.0.uw,. 1. 0))0(~ o~y ) dady = [ (o, f(,) dody
So G G

Setzt man alles zusammen, so erhélt man die gewiinschte Formel fiir das spezielle
Vektorfeld.

2. Schritt: Jetzt sei F(z,y,2) = (ui(x,y, 2),us(x,y, 2),0). Wir setzen

Ui(z,y, z) ::—/ uy(z,y,t)dt  und  Us(z,y, 2) ::/ ug(z,y,t)dt,

sowie Us := (Us)y — (Uy),. Dann konnen wir die Vektorfelder A und B definieren
durch
A:=(Up,U1,0) und B :=(0,0,-Uj).

Es folgt:

I'OtA = ((A{g)y - (AQ)z; (Al)z - <A3)x7 (AQ)QC - (Al)y)
= (~()., (a)s, (Uh), — (Ua),)
= (Ul,UQ,—Ug) = F+B.

Weiter ist (Us), = ((Uz)2)y — (U1)2)z = (u2)y + (u1)s, also
div F' = (u1); + (u2)y = (Us), = —div B.

Weil 052 eine geschlossene Fliche ist, ist / (rot A) ¢ dO = 0, und daher
)

/Fodo = /(rotA—B)odO
o0 o0N

= —/ BedO
a0

= —/dideVg, (nach Schritt 1)
Q

= / div F dVs.
Q



4 Der Satz von Gauf 87

Damit ist alles gezeigt. "

Eine stetige Funktion kennt man schon dann, wenn man ihr Integral iiber beliebige
kleine Kugeln kennt. Das folgt aus dem Mittelwertsatz der Integralrechnung;:

Hilfssatz

Sei f stetig auf dem Gebiet ).

Ist / f(x)dVs =0 fiir jede Kugel B C €, so ist f(x) = 0.
B

BEWEIS:  Sei x¢ € €. Fiir kleines ¢ > 0 liegt die Kugel B. = B.(x) in 2 und es
gibt ein q. € B, so daf gilt:

0= ; f(x)dVs = f(q:) - vs(B:).
Also ist

fxo) =1 25

(x)dVs = 0.

Dieses Ergebnis wird zum Beispiel bei den Maxwellschen Gleichungen beim Uber-
gang von der Integral-Form zur differentiellen Form gebraucht (s.u.). Zunéchst
werden wir den Satz aber benutzen, um die Divergenz zu interpretieren.

Ist I ein stetig differenzierbares Vektorfeld auf einem Gebiet €2, so nennen wir

1
) =1 FedO
F(XO) El_T% US(BE) /@BE °

die Quelldichte von F in xq. Dabei bezeichnet B. wieder eine Kugel mit Radius ¢
um Xg. In der Umgebung einer ,,Quelle® ist die Gesamtbilanz des Flusses von F
durch die Kugeloberfliche (von innen nach auen) positiv, bei einer ,,Senke* ist sie
negativ. Nun ist aber

1 1
lim / FedO = lim / div F(x)dV5 = div F(xg).

Die Quelldichte ist also nichts anderes als die Divergenz.
Beispiel.

Wir betrachten die Strémung eines fliissigen oder gastérmigen Mediums. Das
(zeitabhéngige) Geschwindigkeitsfeld sei durch das Vektorfeld F' = F(x,t)
beschrieben, die Dichte des Mediums durch die Funktion o = o(x,t). Es
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werde im Innern der Stromung weder Masse produziert noch vernichtet. Ist
B ein kleines Gebiet, so wird durch

M(t) ::/BQ(X,t)dvg

die Gesamtmasse in B zur Zeit t gegeben. Der Flufl des Mediums durch ein
Flachenstiick S wird durch das Integral / (0 F) edO gegeben (Einheit =
s

Masse Léange __ Masse
Volumen Zeit - Flache = Zeit )

Ist der Flul durch 0B positiv, so nimmt die Masse im Innern ab! Also gilt
die Gleichung

~M(t) = /BB(Q.F) ¢ dO.

Unter Verwendung der Formel fiir die Differentiation von Parameterintegralen

folgt:
d
M) = dt/ (x, 1) dV; = /axtd%

Andererseit gilt wegen des Gauflschen Satzes:

/ (0-F)edO = / div(p- F)dVs.
OB B
Mit dem Hilfssatz ergibt sich nun die berithmte Kontinuitditsgleichung:

do
a—l—dlv(g F)=0.

Zum Schlu} wollen wir als Anwendung die Mazwellschen Gleichungen betrachten:

Das Coulombsche Gesetz besagt: Eine Ladungsverteilung erzeugt ein elektrisches
Feld E und veréndert damit die Struktur des Raumes. Wird eine Probeladung ¢
in das elekrische Feld gebracht, so wirkt auf ¢ eine zu ¢ proportionale Kraft in
Richtung der Feldlinien. Diese Kraft kann man messen und so fiir jede stiickweise
glatte Kurve C' die Arbeit

A(q,C):/CEodx

ermitteln, die verrichtet wird, wenn ¢ entlang C' bewegt wird. In einem elektrosta-
tischen Feld, also bei ruhender Ladungsverteilung, hingt das Integral nicht vom
Verlauf der Kurve ab, sondern nur vom Anfangs- und Endpunkt, und sein Wert
gibt die Spannungsdifferenz zwischen diesen Punkten wieder.

Die durch das elektrische Feld verdnderte Struktur des Raumes wird durch die
elektrische Verschiebungsdichte D beschrieben. Der Unterschied zwischen E und D
ist etwas schwer zu verstehen. Aus physikalischer Sicht unterscheiden sich die Felder
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(im Vakuum) um eine Konstante, und sie werden in unterschiedlichen Einheiten
gemessen. Auflerdem beschreibt E die Fernwirkung und D die Nahwirkung des
elektrischen Feldes. Aus mathematischer Sicht sind diese Unterschiede irrelevant.
Allerdings ist zu beobachten, dal E immer {iber Kurven integriert wird, wahrend
D benutzt wird, um den Flufl des Feldes durch Flachenstiicke zu messen. Das
liegt daran, dal E eigentlich eine 1-Form und D eine 2-Form ist. Im Rahmen der
Vorlesung kénnen wir darauf nicht eingehen.

Ist in einem Gebiet €2 eine Ladungsverteilung durch eine Dichtefunktion ¢ gegeben,
so besagt das sogenannte Gaufische Gesetz:

D.doz/gdvg.
o0 Q

Zusammen mit dem Gaufischen Satz ergibt das fiir beliebige Gebiete €2 :

/(diVD— 0)dVs = 0.
Q

Daraus folgt die 1. Maxwellsche Gleichung :

Als néchstes nehmen wir an, dafl ein Magnetfeld vorliegt. Man interessiert sich
fiir den Flu | B e dO der magnetischen Feldlinien durch Flidchenstiicke S. Das

Vektorfeld B ngnnt man die magnetische Induktion. Bewegt man eine Leiterschleife
im Magnetfeld, so beobachtet man einen Spannungsstofl, der nach Faraday der
negativen zeitlichen Anderung des Flusses durch diejenige Fliche entspricht, die
von der Leiterschleife berandet wird. Auf Grund der Spannung flieft Strom, werden
Ladungen entlang der Leiterschleife bewegt und es entsteht ein elektrisches Feld. Da
man die Spannung auch als die beim Ladungstransport verrichtete Arbeit auffassen

kann, gilt:
/ EOdX:—i/BOdO.
bS dt Jg

Nach Stokes und wegen der eindeutigen Rekonstruierbarkeit der Vektorfelder aus
ihren Fléchenintegralen folgt das Induktionsgesetz, die 2. Mazwellsche Gleichung ):

P
tE— —2B.
ro ot

Da man auflerdem noch nie magnetische Monopole (also magnetische Quellen)
entdeckt hat, fordert man zusétzlich als 3. Mazwellsche Gleichung ):
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Fliefit Strom durch eine Leiterschleife, so kann man beobachten, dafl sich ein Ma-
gnetfeld um die Stromlinien herum aufbaut. Durch Integration der magnetischen
Errequng H iiber geschlossene Wege erhélt man den Gesamtstrom durch die einge-
schlossene Fliche. Ist die Stromverteilung durch eine (vektorielle) Dichtefunktion
J gegeben, die sogenannte Stromdichte, so ergibt sich der Gesamtstrom als Integral
iiber die Stromdichte. Das ist das Durchflutungsgesetz

/ HodX:/JodO.
bS S

Maxwell entdeckte als erster, dal das Gesetz so unvollsténdig ist und in gewissen
Situationen zu Widerspriichen fiihrt.

trom 2

/]\(D

Wihlt man die Flidche S wie im Bild, so ergibt das Integral | Hedx den Gesamt-
strom 4, der durch den Leiter flieBt. Aber das Integral auf bger rechten Seite der
Gleichung, / J ¢ dO, verschwindet, denn zwischen den Kondensatorplatten fliefit
kein Strom.

Maxwell fand heraus, dafl zur Stromdichte als Korrekturterm noch die zeitliche
Anderung der elektrischen Verschiebungsdichte addiert werden muf3:

HodX:/(J+aa—D)odO.
bS S 13

Mit dem Stokesschen Satz fithrt das zur 4. Mazwellschen Gleichung :

oD
tH=J + —.
ro + BN

Wir wollen jetzt noch den Beweis des Gaufischen Gesetzes in einem besonders
einfachen Fall nachtragen. Im Nullpunkt des R? sei eine punktférmige Ladung
g gegeben. Physikalische Uberlegungen zeigen, daff das folgende elektrische Feld
erzeugt wird:
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q .
D(x) = s X (mit 7 := ||x]]).

Satz (Gauf3sches Gesetz, mathematischer Teil)

X 6 dO — A7 falls O € €,
0 T3 N 0 sonst.

BeEwEeIs:  Sei F(x) := 13 Im Falle Q = B;(0) haben wir das Integral schon frither
r

berechnet.

1. Fall: 0 ¢ Q. In diesem Fall ist F stetig differenzierbar auf €2, und es ist divF = 0,

also
/ FodO:/diVFdVg:O.
a0 Q

2. Fall: 0 € Q. Dann gibt es ein € > 0, so dal B.(0) C € ist. Sei ' := Q \ B.(0).

Dann ist
O—/ Fod()—/ FodO—/ F ¢ dO,
o o0 0B:

/ F e dO = / F ¢ dO = 47 (frither gezeigt).
o0 0B.

also

Als Folgerung ergibt sich nun:

D.dozi./ X edO =
Io

3
0 ™ QT

0 falls 0 & €,
q falls 0 € Q.

Das ist das Gaufische Gesetz im Falle einer Punktladung.
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§5 Krummlinige Koordinaten u. Tensoranalysis

Inhalt:

Orthogonale krummlinige Koordinaten, der Gradient in krummlinigen Koordina-
ten, Tensoren und Differentialformen, der Differentialformen-Kalkiil, Divergenz und
Rotation in krummlinigen Koordinaten, Integration iiber Differentialformen.

Achtung! Der Inhalt dieses Paragraphen wurde nur zu
einem kleinen Teil in der Vorlesung behandelt und wird
nicht Thema der Klausur sein.

Sei G C R3 ein Gebiet. Durch (x,y,2) = ®(u,v,w) sei ein Diffeomorphismus von
G auf ein anderes Gebiet G C R?® gegeben. Als Beispiel kann man sich etwa die
Zylinderkoordinaten

r=rcosp, y=rsinyg und z = 2

vorstellen. Hier ist G = {(r,p,2) : r >0, 0 < ¢ < 27, z € R} und G =
R3\ {(2,0,2) : © > 0 und z beliebig}.

Die Parameter u,v,w (im Beispiel also r, ¢, z) nennt man auch krummlinige Ko-
ordinaten. Man nennt sie orthogonal, falls die Gradienten Vu, Vv und Vw {iiberall
paarweise zueinander orthogonal sind (wobei u, v, w vermége ®~' als Funktionen
von x,y, z aufgefalit werden).

Durch den Punkt (u,v,w) = (c1,c2,c3) gehen die drei Fliachen v = ¢, v = ¢
und w = c3. Auch sie treffen sich dort paarweise orthogonal. Je zwei der Fliachen
schneiden sich entlang einer Kurve, parametrisiert durch u, v oder w. Die Tangen-
tialvektoren an diese Kurven in ¢ = (¢q, ¢2, ¢3) sind die Vektoren

0P 0P 0P
a, = (9_u<c)’ a, = %(c) und a,, == 8_w(c>

Bei orthogonalen krummlinigen Koordinaten sind auch diese Tangentialvektoren
paarweise zueinander orthogonal (und natiirlich # 0). Dabei ist

Eu = JQ)(C) : gly E'u = JCI)(C) ' E)2 und Ew = J(I;.(C) ' gg.

0P 0P 0P
Setzen wir hy = H%H, hy == H%H und hgz = H%H, so bilden die Vektoren

1 00 1 00 1 00
e, :=—+ -—,€,:=— -— und e, :=
U

hg ov h_g(‘?_w
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ein ON-System.
Im Beispiel ist hy = 1, hy = r und hg = 1, also
e, = (cosp,sing,0), e, = (—sing,cosp,0) und e, = (0,0, 1).
Im allgemeinen ist
1 = det (eu, e,, ew>

1 0 1 0P 1 8_@)
hl 8u’ hg 8@’ h3 (9w

L (20 o oy
B hthhg 0u’ 8"07 ow
1
= - det
hiholy 00

also det Jp = hihahs.
Beispiel.
Wir betrachten die Kugelkoordinaten (rdumliche Polarkoordinaten):
x=rcospcost, y=rsinpcosf, z =rsinf.

Die Flidche r = ¢; ist eine Sphére, also zeigt Vr(c) in Richtung des Vektors
c (radial nach aufien). Die Flache ¢ = ¢, ist eine Halbebene, die auf der z-
y-Ebene senkrecht steht. Offensichtlich ist V(c) parallel zur z-y-Ebene und
tangential zu der Sphére durch c, insbesondere orthogonal zu c. Schliellich
ist die Fliche 6§ = c3 ein zur z-Achse rotationssymmetrischer Kegel. Daher
ist VO(c) orthogonal zu ¢ und liegt in der Halbebene ¢ = ¢y durch c. Das
bedeutet, daf§ die Kugelkoordinaten ein orthogonales System krummliniger
Koordinaten bilden.

Offensichtlich ist

a, = (cospcosh, sinypcosb,sinb),
a, = (—rsinpcosd,rcospcosf,0)
und ay = (—rcosysinf, —rsinpsind, rcosf).

Daraus folgt: hy = 1, hy = rcosf und hy = r. Als Anwendung erhalten wir
sehr viel einfacher als durch Determinantenberechnung:

det Jp = hihyhs = r% cosé.
Auflerdem ist

e, = (cospcosb, singpcosh, sind),
e, = (—singp,cosyp,0)

und ey = (—cospsinf, —sinpsind,cosb).
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Man mochte nun gerne die Differentialoperatoren grad, div und rot in krummli-
nigen Koordinaten ausdriicken. Was heif3t das?

Wir beginnen mit dem Gradienten. Sei f eine differenzierbare Funktion auf ®(G).
Dann ist Vf = (f., fy, f») ein Vektorfeld auf ®(G) und (V f) o ® ein Vektorfeld auf
G. Da die Felder e,, e, und e, in jedem Punkt von G eine ON-Basis bilden, kann
man nach der Darstellung von (Vf) o ® beziiglich dieser Basis fragen. Im Prinzip
ist das einfach. Weil eine ON-Basis vorliegt, gilt fiir jedes Feld A:

A=(Aee,)e, +(Aeoe)e,+(Aee,)e,.

Wir miissen noch die Skalarprodukte ausrechnen. Nach Kettenregel ist

0P
(Vf)o®)ee, = %;-GVf)o¢).55

1 o)

B h_l ou '

und analog

ONfod
(Vf)od)ee, = h% (fav )
1 O(fod
wd  ((V)e®)ee, = - (J;w )

Beispiele.
1. Im Falle der Zylinderkoordinaten (z,y, z) = ®(r, ¢, z) ist

Ofo®) 10(fo%)  d(fo?)

o = .
(Vf)e o oy D e 0z

2. Im Falle der Kugelkoordinaten (x,y, z) = ®(r, ¢, 0) ist

_O(fo®) 1 9(fod) 1 9(fo®)
<vf)oq)_Ter+rcosﬁ ) et T

Man beachte, dafl die Kugelkoordinaten in der Literatur unterschiedlich defi-
niert werden, und dafl deshalb die obige Formel in der Literatur auch anders
lauten kann.

Wir kommen jetzt zur Divergenz. Es sei ein differenzierbares Vektorfeld F =
(Fy, Fy, Fs) auf ®(G) gegeben. Dann ist div(F') = (F1), + (F2), + (F3). eine Funk-
tion auf ®(G) und div(F) o ® eine Funktion auf G. Wir wollen diese Funktion
mit Hilfe von Ableitungen der Komponentenfunktionen F; o ® nach u, v und w be-
schreiben. Das auf dem direkten Wege durchzufiihren, erweist sich als iiberraschend
schwierig. Wir werden das spéater mit geeigneteren Methoden tun.
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Ahnlich ergeht es einem bei der Rotation. Fiir ein Vektorfeld F auf ®(G) soll
(rot F') o ® als Linearkombination von e,, e, und e, dargestellt werden, mit Ko-
effizienten, die sich aus den Ableitungen der Funktionen F; o ® nach u, v und w
zusammensetzen. Auch dies ist schwierig durchzufithren, wir werden es mit Hilfe
von Differentialformen tun.

Ein Tensor(feld) k-ter Stufe ordnet jedem k-Tupel (A4, ..., Ax) von Vektorfeldern
eine Funktion T[A;, ..., Ay zu, so daB gilt:

Tl...,fA;,...] = f-T[.., A, ...] (fur differenzierbare Funktionen f),

Speziell ist eine k-Form ein alternierender Tensor k-ter Stufe, also ein Tensor mit
der zusatzlichen Eigenschaft

Tl Aiyo Ay ] = =T Ay A

Es gibt aber auch andere Tensoren. Ein beliebiger Tensor 2-ter Stufe ist durch eine
Matrix

Tij = Tles, €]

gegeben. Ein Beispiel ist etwa der Spannungstensor in der Physik. Ein Tensor
hoéherer Stufe ist der Krimmungstensor in der Riemannschen Geometrie.

Wir wollen jetzt Differentialformen niher betrachten. Auf einem Gebiet G C R?
stehen uns folgende Sorten von Differentialformen zur Verfiigung:

e Eine 0-Form ist eine beliebig oft differenzierbare Funktion auf G.
e Eine 1-Form auf G ist eine beliebig oft differenzierbare Funktion
w:G xR =R,

die im zweiten Argument linear ist. Sie wirkt wie folgt auf Vektorfelder: Ist
A = (Ay, Ag, A3) ein Vektorfeld auf G, so wird die Funktion w[A] definiert
durch

WA](x) = w(x, A(x)).

Jedem (beliebig oft) differenzierbaren Vektorfeld F' = (Fy, Fy, F3) kann eine
1-Form wp zugeordnet werden, durch

wr(x,v) = F(x)ev.

Insbesondere ist wr[A] = F @ A. Das ist iibrigens kein Spezialfall, weil jede
1-Form die Gestalt wr besitzt.
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Speziell ist df := wyy das totale Differential der Funktion f. Die Differentia-
le dx, dy und dz sind den konstanten Einheits-Vektorfeldern e, e; und ej
zugeordnet, es ist

dr(x,v) =ejev=uv, dy(x,v)=1wvy und dz(x,v) = vs.

Da eine lineare Abbildung durch ihre Werte auf den Einheitsvektoren festge-
legt ist, besitzt jede 1-Form eine eindeutig bestimmte Darstellung

w=wp=Fidr+ Fydy+ F3dz,
mit Fj(x) = w(x,e;) fiir i =1,2,3.

Ist « : [a,b] — R3 ein Integrationsweg, so setzt man
b b
/wp = / wr(a(t),d(t)) dt = / F(a(t)) ed/(t)dt = / F e dx.

Eine 2-Form auf G ist eine beliebig oft differenzierbare Funktion
0:GxR*xR* =R,

die im zweiten und dritten Argument bilinear und alternierend ist, d.h., es
gilt:

Q(X7 Vi + Vg, W) = Q(Xv Vi, W) + Q(Xa V2, W)a
Qx, Av,w) = A Q(x,v,w)

und  Q(x,v,w) = —Q(x,w,V).
) wirkt auf Vektorfelder A und B durch
Q[A, B)(x) = Q(x, A(x), B(x)).

Jedem (beliebig oft) differenzierbaren Vektorfeld F' = (Fy, Fy, F3) kann eine
2-Form Qp zugeordnet werden, durch

Qp(x,v,w) :=det(F(x),v,w) = F(x) e (v X W).
Dann ist Qp[A, B] = F e (A x B) = det(F, A, B).

Sind w und ¢ zwei 1-Formen, so wird die 2-Form w A ¢ (das ,,Dachprodukt*
von w und ¢) definiert durch

(WA P)(X, Vv, W) :=w(X, V) o(x,W) —w(X,W) - p(X, V).

Speziell ist
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(wa Awp)(x,v,w) = (A(x)eV):(B(x)ew)— (A(x)ew):(B(x)evV)
= (A(x) X B(x)) ° (V X w)
= Quup(x,v,w),
also
WA VAN wpBp = QAXB'

Man sieht unmittelbar:

(Wi t+w) A = wiAp+wAp,
(c-w)hp = c-(WAp)

und wAp = —pAw (und damit w Aw = 0).
Es ist
(dx ANdy)(x,v,W) = vjwy — vawy,
(dx Ndz)(x,v,w) = vjws— v3w;
und  (dy Adz)(x,v,W) = vsws — v3ws.

Behauptung: QU = Fy dy Adz + Fydz N dx + Fsdz A dy.
BEWwWEIS: Es ist
Qr(x,v,w) = F(x)e(
Fl(X) . (’Ugwg — v3w2) + FQ(X) . (v3w1 — 11111)3)

+ Fg(X) . (U1w2 — ’U2U)1>
= (Fldy/\dz+F2dzAdx+nga:/\dy)(x,v,w).

V X W)

Das Differential einer 1-Form wp = F dx + F5 dy + F3dz ist die 2-Form

dwp = dFy Ndx+dFs Ndy +dFs Ndz
= ((F1)ydy+ (F1).dz) Ndx + ((Fy), dx + (F2). dz) N dy
+ ((F3) dx + (F3)y dy) A dz
= ((Fs)y — (F2):) dy A dz + ((F1): — (F3)) dz A da
(F:

+ ((F2)a — (F1)y) d A dy
QrotF—

Behauptung: f, g seien Funktionen, w eine 1-Form. Dann gilt:

L d(f 9)=fdg+gdf.
df -w)=df Nw+ f - dw.
3, ddf 0,
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BEWEIS: 1) d(f . g) = Wy(f.g) = Wfvgt+gVf = fdg + gdf
2) Sei w = Fydzx + Fydy + F3dz. Dann ist

d(f-w) = d(f-Fi)Nde+d(f-Fy) Ndy+d(f - F3) Ndz
(f-dFy 4+ Fy-df) Ndx + (f - dFy + Fy - df) A dy
+ (f -dFs + Fy-df) Adz
= frdw+df Nw.

3) Wir schreiben hier dxq, dzs und dzg an Stelle von dz, dy und dz. Dann ist

3
ddf = d<; fe, dxj)
= (idfzj/\d:cj)
j=1

= Z fIiﬂﬁj d.fll'l N dl’j
1,]

i<j
= 0 (well foo; = fo;e, ist).

Weil ddf = d(u)vf) = Qrot(Vf) iSt, fOlgtI
rot grad(f) =0 fiir alle Funktionen f.

Ist ¢ : U — G ein parametrisiertes Flachenstiick, so setzt man
[or = [ o). o) duds
© U

_ /UF(go(u,v))o(apu X @) dudy = [OFodO.

e Eine 3-Form auf G ist eine beliebig oft differenzierbare Funktion
A:G xR xR xR =R,

die im zweiten, dritten und vierten Argument multilinear und alternierend
ist.

Da es auf dem R? (bis auf einen konstanten Faktor) nur eine alternierende
dreifache Multilinearform gibt (némlich die Determinante), hat jede 3-Form
die Gestalt
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A(x,u,v,w) = f(x) - det(u,v,w),

mit einer (beliebig oft) differenzierbaren Funktion f : G — R. Wir schreiben
dies in der Form

A= fdx NdyNdz

und konnen deshalb das Dachprodukt dreier 1-Formen w4, wg und we durch
wa ANwp Awe =det(A, B,C)dx ANdy A dz
definieren. Speziell ist wq A Qp = (A e B)dx Ady A dz.

Das Differential einer 2-Form Qp = Fidy AN dz + Fydz N\ dx + Fydx A dy ist

die 3-Form
dQp = dFy ANdyANdz+ dFs Ndz Ndx + dF3 A\ dx A dy
= ((Fl)z‘i‘(FQ)y‘i‘(Fg)z) dm/\dy/\dz
= div(F)dz Ndy N dz.

Jede alternierende 4-Form auf dem R? muf verschwinden, weil die vier Argu-
mente immer linear abhéngig sind. Deshalb setzt man auch dA = 0 fiir jede
3-Form A.

Behauptung: Ist f eine Funktion und 2 eine 2-Form, und sind w und ¢
1-Formen, so gilt:

Lod(f-Q)=df NQ+ f-dQ.

2. dlwNhp)=dwNp—wAdp.

3. ddw = 0.

BEwEIS: 1) wird genauso wie bei 1-Formen bewiesen.
2) Wir betrachten nur den einfachen Fall w = f dz; und ¢ = g dxy. Dann ist

dlwAe) = d(fgdz; Ndxy)
= d(fg) Ndx; \dzy
= (fdg+ gdf) Ndx; N\ dxy
= (df Ndz;) N (gdxy) +dg A (f dx;) A dxy,
= dwN\p—wAdp.

Fiir beliebige 1-Formen folgt’s per Linearitét.

3
3) Ist w = Z F;dx;, so ist

i=1
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ddw — d(Z dF; A dxi)

_ ((ddF;) A da; — dF; Adda;)  (nach (2))

I
o

(weil ddf = 0 fiir Funktionen gilt).

Weil ddwp = d(Qypot ) = div(rot F') dx A dy A dz ist, folgt:
div(rot F) =0 fiir alle Vektorfelder F.

Ist ®: G — G ein Diffeomorphismus, der krummlinige Koordinaten definiert
(durch (z,y, z) = ®(u,v,w)), und A = fdx A dy A dz, so setzen wir

/A = /A(@(u,v,w),@u,q)v,q)w)dudvdw
@ G

= / f(@(u,v,w))det Jo(u, v, w) du dv dw
a

— & [ floy2) dedyd
a
je nach Vorzeichen der Funktionaldeterminante.

Man kann auch jeder 3-Form A = fdx A dy A dz auf G die 3-Form ®*A auf
G zuordnen, durch

PA = (fO(I)) dq)l /\dq)g/\dq)g
(fo®)-J,duNdvAdw.

Dann ist fG O\ = fq) A.

Ist Q = Qp = Fidy Ndz 4+ Fydz N\ de + Fzdx N\ dy eine 2-Form auf é, SO
definiert man die 2-Form ®*() auf G durch

O*() = (Fl o (I)) d(I)Q VAN dq)g -+ (FQ 9 (I)) d(I)g VAN dq)l + (Fg o) (ID) dq)l N d(I)Q

Ist w=wp = Fidx + Fydy + F3dz eine 1-Form auf C~¥, so definiert man die
1-Form ®*w auf G durch

*w = (Fy 0 ®) d®; + (Fy o ®) ddy + (F3 0 ®) dbs.

Es folgt dann, dafl ®*w A &*p = O*(w A ) ist.
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SchlieBlich sei ®*(f) := f o ® fiir jede differenzierbare Funktion f.
Behauptung: Fiir jede Differentialform 1) ist d(®*¢)) = &*(dv).
BEWEIS: Es ist

3

*(df) = D (fr, 0 ®)dD;

i=1

(S o) (@)

k=1 1i=1
3

= Z(fo@)uk duk
k=1

= d(fo®) = d(®°f),

also z.B.
= d(fo®)ANdD; + (f o @) ddP;
O*(df) A ®*(dx;)
O*(df Ndx;) = O*(d(f dxy)).
Fiir 2-Formen folgt die Behauptung auf dhnliche Weise. n

Wir kehren nun zuriick zu unseren orthogonalen krummlinigen Koordinaten. Es sei
(xla T, ,.'['3) = ¢(u17 Uz, U’3)7 sowie

1
| und e,, =

0

fiir i = 1,2, 3.

AuBerdem sei f = f(x1,x9,x3) eine differenzierbare Funktion und F = (F}, Fy, F3)
ein differenzierbares Vektorfeld im (z1, 9, x3)-Raum. Dann gilt:
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3

=1

Satz (Differentialformen in krummlinigen Koordinaten)

1. BsistFo® =Y Fe,, mit F; = (Fod)ee,,

3

3
2. Fir WF = Z.del'l 15t (I)*<LUF) = Z(ﬁ]hj)du]

=1

i=1

3. Fir QF = F1 deQ VAN dl'g + F2 dl’g A dl’l + Fg dl’l AN d.’L’Q 15t

(I)*<QF> = (ﬁlhghg) dUQ VAN dUQ + (ﬁghghl) dU3 A du1 + (ﬁ:;hlhg) du1 A dUQ.

4. FEs ist (I)*<f dl’l A de‘Q A dflfg) = (f o) @)hlhghg dU1 A dU,Q N dU3.

BEWEIS:

a) Es ist

b) Zunéchst ist

" (wr)

Wir miissen nur noch die Formeln fiir ®*(wg) und ®*(2r) beweisen.

3
o (; F, dmi)
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P (dl‘l VAN dIQ) == d(I)l A d(I)Q

0P, 0P,
= du; N d
; ou; @uj i A et

0P, 0Py 0Py 094
Z |:auz ‘ au]‘ B 8’&2 . 0%} dUZ/\dUJ

o® 09
= Z(@ul X 8—uj>3dui A duy; ,

i<j

oo 00
und analog ®*(dzy A dxs) = X — ) du; A du;
;(&L, (9uj>1 !
o d
und O*(dzs A dxy) = Z(gu %) du; N du.
i j

1<J
Daraus folgt:
(I)*(QF) = (Fl o (I))q)*<dl’2 N dl’g) (FQ ¢) (I))(I)*(dl'g VAN dl’l) + (Fg e} @)‘I)*(dl’l VAN dl’g)

oe 09
= Z(Fo®)0<8u au)duz/\du]
i j

1<j
= Z hzh] (F ¢} (D) o (eui X euj) duz A de
1<j
= Z hzhj ((F e} (I)> (] euk) du, AN de

1<J
sign(k,i,j)=1

= (ﬁlhghg) d’LLQ A dU,3 + (ﬁghghl) dU,3 A du1 + (ﬁghlhg) du1 N dUQ.

Daraus ergeben sich nun Formeln fiir div und rot in krummlinigen Koordinaten:

Divergenz in krummlinigen Koordinaten

Es ist

1 0 0 0
(F1h2h3) + 8_(F2h3h1) + 0_(F3h1h2)

divF)o ® = :
( v )O hthhg 0u1

BEWEIS: Es ist
(I)*(diVF da:l A dl’g A dxg) = ((le F) o) (13) h1h2h3 du1 N dUg VAN dU3,

und andererseits
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O*(div F duy A dag Ades) = O (dQp) = d(O*Qp)
= d((ﬁlhghg) dU,2 A dng + (ﬁghghl) dlL3 N du1 + (ﬁghlhg) du1 VAN dU2>

0 0 0
= |:a (F1h2h3) + a—(F2h3h1) + 8_(F3h1h2) du1 VAN dUQ VAN dU3.
Uy

Rotation in krummlinigen Koordinaten

(I‘Ot F) O @ —
1 10 9 1 [o o ~
- hahs [8 2(F3h3) - 8_(F2h2)] G hshy [0U3 (Flhl) Ouy Fuy F3hs)| un
1 0 o ~
+ hihs {alu (F2h2) Ous (Flhl)} Cus-

BEwEIS: Es sei

(rot F) ZR €y,;.

Dann ist
O (Vpotw) = (Rihohs) duy A dus + (Rahshy) dus A duy + (Rshyhs) duy A dus
und andererseits

(I)*(Qrotp) = CID*(dwF) = d(@*wp)
3

= d(Z(ﬁ}'hJ‘) duj)

j=1
dw
= QO

(F1h1,Faha,F3hs)

I‘Ot(ﬁlhhﬁghz,ﬁgh;;)’
mit

rot(Fihi, Foho, Fyhs) =

0 ,~ 0 ,~ 0~ 0~ 0 ,~ 0 ,~
= (=—(F5h3) — =—(Fshy), — (F1hy) — =—(F3h3), =— (Fohy) — —(F1hq1) ).
(0’&2( 3 3) 6U3( 2 2)7 8U3< ! 1) 8U1( 3 3)7 6U1( 2 2> 0u2( ! 1)>
Koeffizientenvergleich liefert das gewiinschte Ergebnis. "

Der Vollstéandigkeit halber soll noch an die Formel fiir den Gradienten erinnert
werden:
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1
(grad f) o Z W o D) e, .

l

Beispiele.
1. Zylinderkoordinaten r, ¢, z (mit hy = 1, hg = r und h3z = 1):

1{8 0~ 0

(divF)o®=— |- (rFy) +%(F2) + —(rFy)| .

0z
Dabei ist

Fi = (Fod)ee, = (Fyo®)cosp+ (Fyo®)siny,
F, = (Fod)ee, = —(Fio®)sinp+ (Fyo®d)cosy
und F3 = (Fod)ee, = Fj.

Weiter ist
(rotF)o® = E [ai(Fg) — g(ng)] rt L;? (F) - %(Fs)}
+ 1| - e (F) e

2. Kugelkoordinaten r, ¢, 0 (mit hy =1, hy = rcosf und hs = r):

. 1 0,4 0, ~ 0
(divF)o ® = sk [E)r< Fy cosf) + 2 —(rFy) + 50 — (rFcos 6)}
und
(rotF)o® = ZEZ €y,
i=1
mit
~ 1 0 0, ~
Rl = m [890( Fg) ae(TFQCOSQ)]
1 0 0
~ rcosf [%U??’) 00 <F2 cos 9)1
~ 110 ,~ 0, ~ 10~ 10
B = | gF- o] = Loy - L0,
~ 1 0 0 10 1 0 =~
Ry = rcosf [07‘ <TF2 cosf) = %(Fl)] - ;E(Tﬂ) B TCOS@%(FI)'

Zum Schlufl noch ein paar Worte zur Integration von Differentialformen:

Sei @ C R* ein abgeschlossener Quader, ¢ : Q@ — R" stetig differenzierbar, S :=
©(Q) (k-dimensionale Fliache). bS := ¢(0Q) heifit der Rand von S.
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Ist w eine k-Form auf einer Umgebung von S, so definiert man die k-Form ¢*w auf
() durch

Prw(x v, Vi) = wlp(x), De(x) (V) - Dp(x) (V).
Man braucht das hier nur fiir n = 3 und & € {1, 2,3} zu verstehen.

/w::/@*w,
S Q

/fdul/\.../\duk::/f(x)dvk.
Q Q

Dann kann man zeigen:

Wir setzen

mit

(Allgemeiner) Satz von Stokes

Ist w eine (k — 1)-Form auf einer Umgebung von S, so ist

/dw:/ w.
s bS

Wir kennen viele Spezialfille:

e k=1 und n beliebig: Ist C eine Kurve und f eine Funktion, so ist

/ af = flxg) — f(xa).
C

Ist auch noch n = 1, so ist dies der Hauptsatz der Differential- und Integral-
rechnung.

o k=2und n=2:Ist w= fdr+gdy, soist dw = (9, — f,) dx A dy. So erhalt
man den Satz von Green:

/Q<gz ~ f)dody = [ (fdo+gdy).

oQ

e k=2und n = 3: Ist w = wp, so ist dw = Qo p. Das liefert den klassischen

Satz von Stokes:
/rotFodO:/ F o dx.
S bS

e k=3 und n = 3: Hier ist w = Qp und daher dw = (divF)dz A dy A dz. In
diesem Fall erhélt man den Gauflschen Satz:

/(diVF)dvgz/ F e dO.
Q oQ



