Kapitel VII

Analysis 3

81 Orthogonale Funktionensysteme

In diesem Abschnitt untersuchen wir Orthonormalsysteme im Raum der quadratintegra-
blen Funktionen.

Definition:

Sei I C R ein Intervall. Eine komplexwertige Funktion f : I — C heifit mefsbar, falls
Re (f) und Im (f) meBbar sind. Dann definiert man:

LP(I):={f:1— C: fmeBbar und | f |” integrierbar }.

Die Elemente von £P(I) nennt man LP-Funktionen, und

= ([1rram)”

nennt man LP-Norm.

Im Falle p = 2 spricht man speziell von quadratintegrablen Funktionen.

Beispiel :

f(x):= \/15 liegt in £1([0, 1]), aber nicht in £3([0, 1]).

Die Elemente von £!(I) sind gerade die (Lebesgue-)integrierbaren Funktionen auf I:

Ist f reell, so ist das mehr oder weniger klar. Ist f komplexwertig und integrierbar,
so sind auch Re(f) und Im (f) integrierbar. | f| ist dann mefibar, und wegen | f| <
|Re (f)|+|Im (f)|ist | f| auch integrierbar. Ist umgekehrt f mebar und | f | integrierbar,
so beachte man, dal |Re (f)| < |f| und |Im (f)| < | f] ist. Dann folgt, da8 Re (f) und
Im (f) und damit auch f integrierbar ist.

Summe und Produkt von quadratintegrablen Funktionen

f1, f2 seien Elemente von L*(I). Dann gilt:

1

Sl + (1) fi-foe £(1)  und fr fo € L2(T).

[f-fally <
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BEwEls: Es ist

0<(hl=1LD=IAP=2f fl+|f]
also )
| fifa] < 5'(|f1|2+|f2|2)-
Das liefert die gewiinschte Ungleichung und damit auch:
Mit fi, fo € L2(I) liegt f1 - fo in LY(T).

Wegen | f, |* = | fo | ist auch f; quadratintegrabel, und Re (f; - f2) und Im (f; - f2) liegen
in £'(I). AuBerdem haben wir die Gleichung

At hlP=(Ath) - (A+h) =I1A1"+2Re(fi- fo) +|fol"
Das zeigt, dafl f; + f» quadratintegrabel ist. []
Es folgt, daB £%(I) ein C-Vektorraum ist.

Definition:
Fiir f,g € L2(I) sei
<f, g>:= /If(t)ﬁdt-

Das ,Skalarprodukt® < f, g> ist R-bilinear, und es gilt:

<f,g>=<g, f>.

Insbesondere ist dann <c- f, g> =c-<f, g>und <f, c-g> =¢- <f, g>, sowie

1 flly = <f, g>Y2 = /ny(t) 2 dt.

Eigenschaften der L?-Norm
Loffe-flly=lel- N fl
2\ f+al, <N flla+ I glly (Dreiecksungleichung).
S 1<fyg> < flly-llglly (Schwarzsche Ungleichung).
4- gl < flla- g lly (Holder-Ungleichung).

BEWEIS: 1) ist trivial.

3) Die Schwarzsche Ungleichung folgt aus der Holder-Ungleichung, denn es ist

<fr9>=1 [ Fadm| < [1f-gldu =gl
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2) Die Dreiecksungleichung erhélt man auch mit Hilfe der Holder-Ungleichung:
(1 +9l)* = [(F+ 9T +9)du
tﬁf@+m+m?+mwm

< AUG+mwm+ﬁMG+mMm

If-(F+alli+1lg-(f+9)
Il - +glly+ g lly - 1 +gll,
1 +glly-(LFl+Tgll)-

Es bleibt, die Holder-Ungleichung (4) selbst zu zeigen:

IN

IN

Ist || f]l; =0, soist f =0 fast iiberall, und es ist nichts zu zeigen. Das gleiche gilt, wenn
|l gll, = 0 ist. Wir konnen also annehmen, daf || f||, > 0 und || g||, > 0 ist, und wir

setzen
__/ _ 9
U= und v = .
171l 191l
Jul* + o
Dann liegen auch u und v in £2(I), und wegen |u - v | < — ist
1 2 2
lu-vlly < S(Hully)” + (v ll)7) =1,
also || f-glly <[ fllz- gl L

Man beachte, daf88 || f ||, keine echte Norm ist! Ist némlich || f ||, = 0, so folgt nur, dafl
f =0 fast iiberall gilt. f braucht nicht die Nullfunktion zu sein. Diese Schwierigkeit wird
in der Literatur meist dadurch beseitigt, dafl man nicht mit einzelnen Funktionen arbeitet,
sondern mit Klassen von Funktionen, wobei sich die Elemente einer Klasse hochstens auf
einer Nullmenge unterscheiden diirfen.

Im Folgenden bezeichne || ... || immer die L? — Norm.

Definition:

Zwei Funktionen f,g € L2(I) heiflen orthogonal zueinander, falls <f, g> = 0 ist.

Satz des Pythagoras
Ist <f, g>=0,s0ist || f+g|*= I+ gl

Der Beweis erfolgt fast genauso wie im Falle des euklidischen Skalarproduktes im R" :
1f+gl> = <f+g f+o>
= <[, [>+<f9>+<g, [>+<yg,9>
= [IfI*+2-Re <f, g>+ g
2
= IfIF+ gl
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Definition:

Eine (abzéhlbare) Teilmenge S = {¢o, p1,¢2,...} C L*(I) heifit ein ON-System,
falls gilt:

1. <pn, om> =0 fiir n # m.

2. || n || =1 fur alle n.

Es sei daran erinnert, dal eine unendliche Teilmenge B eines Vektorraumes V' linear
unabhéngig heifit, wenn jede beliebige endliche Auswahl von Elementen von B linear
unabhéngig ist.

Orthonormalsysteme sind linear unabhingig

Ist S C L%(I) ein ON-System, so ist S linear unabhdngig.

BEWEIS:  Sei I C N endlich und 0 = ) ¢;¢;. Dann folgt:

il
0= <Z Cii, Pj=> = Zcz‘<%0i, pj=> = ZQ%‘ = ¢y,
il il il
fiir j € I. Damit ist die lineare Unabhéingigkeit gezeigt. ]

Wir werden jetzt einige Beispiele von ON-Systemen betrachten.

Das trigonometrische System (T)

Sei I = [—m,m]. Dann bilden die Funktionen
1
t) = ——,
gO( ) \/ﬁ
1
gn(t) = 7 cos(nt) firn >1
1
und  h,(t) = 7 sin(nt) firn >1

ein ON-System in L2(I).

BEwEIS:  Wir betrachten zunéchst die Funktionen 1, cos(nt) und sin(nt). Dabei benut-
zen wir die Additionstheoreme

sin(a + ) = sin(«a)cos(B) + cos(a) sin(3)
und cos(a+ ) = cos(a)cos(f) — sin(a) sin(f).

1) Esist<1,1>:/ dt =2m.
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g 1 t) 7
2) < 1,cos(nt) >= / cos(nt)dt = sin(nt) ‘ = 0.

3) < 1,sin(nt) >=

4) Wegen sin(a) cos(8) = [sin(a + 3) + sin(a — B)] ist

< sin(nt), cos(mt) > = /7r sin(nt) cos(mt) dt

—T

= ;/ZSin((nqu)t) dt—l—;/:sin((n—m)t) dt

=0 fiir beliebiges n und m.

5) Wegen cos(a) cos(3) = 2[cos(a + ) + cos(av — )] ist

N[ =

< cos(nt),cos(mt) > = /7r cos(nt) cos(mt) dt

—T

= ;/W cos((n + m)t) dt+;/7;cos((n—m)t) dt

—T

B 7 fallsn=m
o 0 sonst.

6) Wegen sin(a) sin(8) = 1[cos(a — B) — cos(a + B)] ist

< sin(nt),sin(mt) > = /7r sin(nt) sin(mt) dt

= ;/ﬂ cos((n —m)t) dt — ;/ﬂ cos((n +m)t) dt

- 7 fallsn=m
o 0 sonst.

Das gewiinschte Ergebnis kann man nun direkt ablesen. ]

Das komplexe trigonometrische System (E)

Sei I = [—m,w]. Dann bilden die Funktionen
1 jnt
fn(t) I:\/2_-6J , nELZ,
T

ein ON-System in L(I).

BEwWEIS:  Es ist

< 6jm€7€jmt >— /7r 6j(n_m)t dt — 27 fallsn = m,
—r 0 sonst.

Das Rechnen im Komplexen ist erheblich einfacher! ]
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Schlieflich wollen wir noch ein ganz anderes System betrachten:

1

dn

= 2nn! dzn

Definition:

(% — 1)™ heifit Legendre-Polynom der Ordnung n.

Py(r) = 1,

P1($) = ;(-TZ — 1)/ = x,

Pax) = ;W — 17" = gda® — daff
= ;(33:2 — 1),

Pg(:L‘) = 816[(1'2 — 1)3],” — ;[l’(J}Q . 1)2]//

1 5 3 "o 1 4 9 ,

= Elg[x — 22° + x] _§[5x — 622+ 1]
= 5(55E3 — 3x).

Allgemein ist grad(P,(z)) = n, und es gilt:

BEWEIS dazu:

Py (x)

Daraus folgt:

1 on — 2k
- Z (—1)k n n (n_Qk)...(n—Qk_m+1)$n—2k—m
2 Sm k n
k<ns
2n)!
und speziell PT(L”) (z) = (2”7:1)'
Es ist
I d .
_ —1)"
2nn) daz:"Kaj )]

1

1

1
2nn)

1 (_1>k n\ (2n — 2k =2k
2" k<2 k n
—2

d* Y on—2
an!dxn[z(_l)k(k)‘” '

k=0

S (-1)* (“) (2n — 2k)(2n — 2k —1)... (n — 2k 4+ 1)z" 2

k
k<L

> (—nF (Z) <2n R 2k> (n—2k)...(n— 2k —m + 1)z"—2%-m,
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Setzt man m = n, so ist “5™ = 0, und man erhélt:

Leibniz-Formel fiir h6here Ableitungen

Sind f,g: I — R jeweils n-mal differenzierbar, so ist

n

(f-9™ =3 (Z) F) L gln=h)

k=0

BEWEIS:  Man sieht sofort, da mit (f-¢)' = f-¢'+ f -gund (f-9)" =f-¢"+2-f'-¢'+ "¢
die Formel fiir n = 1 und n = 2 erfiillt ist. Die allgemeine Aussage folgt durch Induktion, &hnlich
wie bei der binomischen Formel.

(fg)™ = (fg+ g™

n

n
= T\ £(k) j(n—k+1) MY\ p(i41) (n—i)
Z (k)f 9 + Z (Z>f g
k=0 =0

1

n

— T f(k)  (n—k+1) S n (k) ,(n—k+1)

k=0 k=1

n n n
_ fg(n+1) + Z( (k> + (k - 1> )f(k)g(nflvl*l) + f(’n+1)g
k=1

n+1
_ Z <n + 1) f(k)g(n-&-l—k)-
k

k=0

Damit kann man zeigen:

Hilfssatz 1
Fiir m < n gibt es ein Polynom Q,,(x), so daf gilt:

(2 = 1)7)™ = (2% = 1)" "™ - Quu ().

Auflerdem ist
P,(z) = an : ((:c + )"+ (x— )" + ni (Z) (z+1)" "z — 1)k) :

also  P,(1) =1 und P,(—1) = (=1)".

BEwels: Fiurl <m <nist

(2 =)™ = [+ 1" (@ - 1)1
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— i( ) [(z 4+ 1)"® . [( — 1)"] k)

= fj( ) ”'k) (z+ 1) (m(x_1)n—m+k.

P n—m+k)!

o
o

Istm<nundO0<k<m,soistn—k>n—mund n—m+k >n—m. Also kann man
einen Faktor (22 — 1)"~™ herausziehen.

Ist m = n, so erhélt man die Formel

=101 = 3 (1) g e e 1

Jetzt sieht man sofort:  P,(1) =1 und P,(—1) = (—1)™. ]

Hilfssatz 2

1 (n|)2 22n+1
1 —tH"dt = - .
/_1( ) (2n)! 2n+1

BEWEIS:  Wir benutzen die Zerlegung (1 — ¢*)" = (1 + ¢)” - (1 — ¢)" und partielle
Integration:

/1(1—t2)"dt _ /1[ Ly = o

1n+1

/rL 1
— / (1+6)" (1 — )" dt
-1

o on+1
= ... . 1 . 0
- (n+1)(n+2)-~-2n/—1<1+t) (1—1)7dt
1?2 1 1
- E;n))' on+ 1(1 T ’*1
(n!)? 22+l
@) 2+ 1
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Folgerung 1

Ist f auf I m-mal differenzierbar, so ist

1
2mn|

<f, Pu = g (07 [ f 0 - 1) dr

BEwWEIS:  Wieder verwenden wir partielle Integration:

1 1
<foPu> = g [ FOIE = 1) at
_ 1 . 2 1\ymi(m-1) 1 _ ! / 2 _ 1 \ym](m-1)
= o (G- (@ =V [ = [l - e ar)
1 ! / mil(m—
—go [ PO =) ar
7 1 m ! (m) 2 m
= g0 [ -
L]
Folgerung 2
Ist f ein Polynom vom Grad < m, so ist <f, P,> = 0.
BewEis:  Klar, denn es ist f(™(¢) = 0. ]

Die Orthogonalitit der Legendre-Polynome

2
falls m =n,
<P,, Pp,>=1{ 2n+1
0 sonst.

BEWEIS:  Ist n # m, so kann man 0.B.d.A. annehmen, dafl n < m ist. Da P, ein
Polynom vom Grad n ist, ergibt sich die Beziehung <P,, P,,> = 0 aus Folgerung 2.

Weiter gilt nach Folgerung 1 :

1 1
<P, P,> = (—1)"/ PO (#)(t2 — 1) dt
2nn! -1
1 1 (2n)' 9
= —1)" t°—1)"dt
Q"n!( ) /4 Q”n'( )
o)l 1
_ ) (1—t*)"dt
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(2n)!  (nh)? 22ntl
(27n1)2 (2n)! 2n+1
2
2n+1

Das Legendre-System (L)

/ 1 /
n+2 n+2 Z"n‘dx” )

bilden ein ON-System im Raum L*([—1,1]). Sie entstehen durch Orthonormalisie-

rung aus den Polynomen 1,x,2% a3, .. ..

Die Funktionen

BEWEIS:  Der erste Teil der Behauptung ist klar, wir haben alles notige dafiir schon
gezeigt.

Sei nun V;, der von den (linear unabhiingigen) Polynomen 1, x, 22, ..., 2" erzeugte Unter-
vektorraum von V := £2([—1,1]). Offensichtlich ist dim(V,,) = n + 1, und die Funktionen
Fo, Fy, ..., F, liegen alle in V,,. Da sie als Elemente eines ON-Systems linear unabhéngig
sind, bilden sie eine Basis von V.

Es gibt aber nur ein Funktionensystem, das diese Eigenschaften besitzt, ndmlich das, das
aus 1, z, 22, ... durch Orthonormalisierung entsteht. ]

Nachdem nun gezeigt wurde, dafl es geniigend viele Beispiele fiir ON-Systeme gibt, wollen
wir untersuchen, wozu sie gut sind.

Sei a < b, V := L([a,b]) und F := (f;)ien ein ON-System in V. Fiir eine endliche
Teilmenge I C N sei V; der von den Funktionen f;,7 € I, aufgespannte Untervektorraum
von V.

Ist f € V beliebig und ¢ € N, so nennt man

den i-ten (formalen) Fourierkoeffizienten von f beziiglich F. Das Element

=>"f(i) fieV;s

i€l

nennt man die orthogonale Projektion von f auf Vj.
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Eigenschaften der orthogonalen Projektion

LA f=piOIP=1F1P= () 1%
2.\ f=piH I <l f = gll fiir alle g € Vi mit g # pi(f).
Sl =31 F@ P < ILFI%

el

~

BEWEIS:  Es sei ¢; := f(i), fir i € N. Dann gilt fir j € I :

<f-pi(f), fi> = <[, fi>— Zci<fi7 fi>

el
= ¢ =D _ciby
el
= Cj - Cj = 0.

Also ist <f — p;(f), h> = 0 fiir alle Elemente h € V;, insbesondere

<f—=pi(f), pr(f)>=0.

Nach dem Satz von Pythagoras ist also

LA =0 f=prH) P+ oA P wnd (P < FI

Fiir g € V; ist auBerdem
<f—=pi(f), p1(f) —g> =0,

also || f—gl® = 1(f—pi(f)+ @i(f) = 9) |
= I f=pr(H) 1>+ 1Ipe(f) — gl

Das bedeutet, daf || f — p;(f) [| < || f — gl fiir g # pr(f) ist.
Schliefilich ist

lpr(DIP = <pi(f), pr(f)>
= <ZC¢fi,Zijj>

iel jel

= Y cg<fi, [;>
1]

= Z|Ci|2~

el

[

Der Satz besagt, da8 f unter allen Elementen von V; durch p;(f) am besten approximiert
wird (in der L?>-Norm). Man nennt p;(f) daher auch die Bestapprozimation von f in V;.

Aus den obigen Abschéatzungen folgt insbesondere:
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Besselsche Ungleichung

o~

Ist ¢; = f(i) firi € N, so ist

- 2 2
dlal <%
i=1

Das bedeutet insbesondere, dafi die Reihe Y |¢; * konvergiert und die Folge (¢;) ge-
i=1

gen Null konvergiert. Man kann sich nun z.B. fragen, welche Folgen (¢;) als Fourier-

Koeffizienten einer quadratintegrablen Funktion angesehen werden konnen.

Wir sagen, eine Folge von Funktionen f,, € £?([a,b]) konvergiert im quadratischen Mittel
gegen eine (quadratintegrable) Funktion f, wenn gilt:

lim || f = full; =0.

n—oo

Dies ist ein neuer Grenzwertbegriff, und er ist mit Vorsicht zu genieflen. Ist f = ¢ fast
tiberall, so ist [|g— fully = | (f = f2)+ (9= f) s = | £ = fullo- Das hat zur Folge,
daB der Grenzwert einer (im quadratischen Mittel) konvergenten Folge nicht eindeutig
bestimmt ist. Aber immerhin gilt:

Satz von Riesz-Fischer

Ist (f,) eine Folge von Funktionen aus L*([a,b]), die beziglich der L?*-Norm eine
Cauchy-Folge ist, so konvergiert (f,) im quadratischen Mittel gegen eine Funktion

I € L3%([a,b]).

BEWEIS:  DaB (f,) beziiglich der L?-Norm eine Cauchy-Folge bildet, bedeutet insbesondere:
Vk ANy, s.d. || fo— fm || < 27" fiir n,m > Nj.

Dabei kann man annehmen, dafl Ny < Ny < N3 < ... ist.

Wir setzen g1 := fn, und gx := fn, — fn,_, fir k£ > 2. Dann gilt:

Sllanll < o]l +3 2% =g || +1=: M.
k=1 k=1

Zwischenbehauptung:
> e gk konvergiert fast iiberall gegen ein f € L*([a,b]), mit H I || <M.
Den BEWEIS dafiir tragen wir unten nach.

Nun ist

, fiirn > Ng.

Auflerdem ist

k—1

[f=frul = Z gi = Z ||9¢||§ZQZ(2> ,

i=k+1 i=k+1 i=k
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also
1\ F 1\ F1
||f_an < (2> + <2>

Damit konvergiert (f,) im quadratischen Mittel gegen f.
BEWEIS der Zwischenbehauptung:

Die Funktion H, := Y "_, | g; | liegt wieder in £([a, b)),
esist 0 < Hy < Hy <...und || H, || <> gi ]l <M,
also / ' H,(t)>dt < M?. Aus dem Satz iiber die monotone Konvergenz (von Beppo Levi) folgt
nun: han := (H,)? konvergiert fast {iberall punktweise gegen eine integrierbare Funktion h, mit
b b

h(t)dt = lim [ hy(t)dt < M.

a

Dann konvergiert auch (H,) fast iiberall, und Y-, g5 konvergiert fast iiberall absolut gegen eine
mefbare Funktion f.

Setzen wir G,, := ’22:1 Gk |27 so ist G, integrierbar und fast iiberall gegen ’ f |2 konvergent.

AuBlerdem ist G, < h, < h fast iiberall. Nach dem Lebesgueschen Satz von der dominierten
b b

Konvergenz ist dann |f|2 integrierbar und / |f(t) |2dt = lim / G,(t)dt. Also liegt f in
a n—oo a

£2([a, b))

b b b
Wegen/ Gn(t)dtg/ hy(t) dt < M? ist auch Hf”2 :/ |f(t) |2dt§ M?, also Hf” <M. O

Ist > e > < 00, so gibt es eine Funktion F € £2([a,b]) mit
i=1

Folgerung

o
<F fi>=c¢ und |F|P=Y]al%
i=1

n

BEWEIS:  Sei F), := Z ¢if;. Dann gilt:

=1
n n N
I Fo=Full=1 > cfill= > lal” =0,
i=m-+1 i=m+1

fiir n > m und n — oo.

Also ist (F,) eine L'-Cauchy-Folge. Nach dem Satz von Riesz-Fischer konvergiert (F,)
gegen eine Funktion F' € £2([a,b]). Es gilt fiir beliebiges j und n > j :

| <F, fi> =l =|<F = Fy, fi>[ <[ F=F - [ il = [ F = E, || = 0.
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Da die rechte Seite nicht von j abhéngt, ist <F, f;> = ¢;.
Setzt man [ :={1,...,n}, soist p;(F) = F,, und

LI =1 P =1 FI* = lpr(F) P = | F = pi(F) I = | F = Fu ||* = 0.

j=1
Das beweist den zweiten Teil der Behauptung. ]

Fiir f € £%([a,b]) und ein vorher festgelegtes ON-System F = (f,,) sei kiinftig

n n

Su(£)=3"70) - f; = <[, fi>- 1.

i=1 i=1

Die Reihe Sy := Z f () - f; nennt man die formale Fourier-Reihe von f. Man interessiert
i=1
sich dafiir, unter welchen Umsténden und auf welche Art f = Sy ist.

Definition:
Sei F = (f,) ein ON-System in £?([a, b]).
1. F heifit vollstindig, falls fiir alle f € £3([a, b]) gilt:

lim || f = S.(f) | =0,

n—o0

d.h. die formale Fourier-Reihe Sy konvergiert im quadratischen Mittel gegen

f.
2. F heilit abgeschlossen, falls gilt:

Ist <f, f;> =0 fiir alle 7, so ist f = 0 fast iiberall.

Charakterisierung vollstindiger ON-Systeme
Sei F ein ON-System in L?([a,b]). Dann sind folgende Eigenschaften dquivalent:

1. Alle f € L*([a,b]) erfiillen die Parsevalsche Gleichung:
LA =>01<f fi> T
i=1

2. F ist vollstindig.

3. F st abgeschlossen.

BEWEIS:  Sei ¢; := <f, f;> fiir ¢t € N.



562 KAPITEL VII ANALYSIS 3

1) = (2)
1f = Su(HIF = ISP = 11Sa(f)I” (Pythagoras)
= HfIIQ—;ICH2

— 0 fiir n — oo (Parseval).

(2) = (3): Ist <f, f;> = 0 fiir alle 4, so ist S,(f) = 0 fiir alle n, also || f|| =0, da F
vollstandig vorausgesetzt wurde. Aber dann ist f = 0 fast iiberall.

(3) = (1): Sei f € L*([a,b]) beliebig vorgegeben, ¢; = <f, f;>. Dann gibt es ein F €
£%([a,b]) mit <F, fi>=c;und | F|* = > e |?. Offensichtlich ist dann <F — f, fi> =0

i=1
fiir alle 7, und da F abgeschlossen vorausgesetzt wurde, ist F' = f fast {iberall. Aber dann

erfiillt auch f die Parsevalsche Gleichung. ]

Die Vollsténdigkeit des trigonometrischen Systems
Das trigonometrische System (T) der Funktionen

go(t) == \/12—7T, gn(t) := \/17_T

15t vollstindig.

cos(nt) und  h,(t) = sin(nt), firn > 1,

-

Der BEWEIS erfolgt in mehreren Schritten. Zunéchst wird das Problem reduziert:

Sei F = (fi)ien eine Numerierung des trigonometrischen Systems (T). Wir wollen zeigen:
1. Ist f € CO([—m,]) (also stetig) und <f, f;> = 0 fiir alle i, so ist f = 0.

2. Ist f eine beliebige L2-Funktion auf [—, 7], so ist

stetig auf [—m, 7], und F(—n) = 0.

Ist <f, g.>=<f, h,>=0fiirn > 1, soist auch <F — C, ¢g,>=<F —C, h,> =
0 fiir alle n > 1 und jede Konstante C'. Man kann C' so wéhlen, daf3 auch noch
<F —C, go> = 0 ist, also FF = C'. Aber dann muf} sogar ' = 0 gelten, und das
bedeutet, dafl f = 0 fast iiberall ist.

In (2) wird gezeigt, dal F abgeschlossen und damit vollsténdig ist. Bevor wir (2) im Detail
beweisen, miissen wir einen Satz aus der Integrationstheorie (ohne Beweis) zitieren:
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Verallgemeinerter Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung

Sei f : [a,b] — R integrierbar (im Sinne von Lebesgue). Dann ist

stetig und fast tiberall differenzierbar, und es ist F' = f fast tiberall.

Ist g auf[a,b] stetig differenzierbar, so sind die Funktionen F-g' und f-g integrierbar,
und es gilt:

b
[ Ft)gt)dt = Fo)g(h) — Flayg() — [ (t)g(t) de
Wenden wir diesen Satz an, so erhalten wir:
<F, g,> = / ) cos(nt) dt
\/_
1 m
= ﬁ | F(z) Smil nz) m _W - /_7r f(t)sin(nt) dt}
1
= — <f7 hn>7
n
und
<F, h,> = L i (t) sin(nt) dt
Y n \/_ _
= — [ COS " + / ) cos(nt) dt]
f -
_ Lo
o on

Ist also <f, g,> = <f, h,> =0 fiir n > 1, so ist auch <F, g,> = <F|, h,,> = 0 fiir alle
n > 1. Weil aulerdem <C| g,> = <C, h,> = 0 fiir alle n > 1 und alle Konstanten C' ist,

betrachten wir F* := F — (', mit C := —/ t) dt. Dann ist

<F*, g,>=<F", h,>=0 firn > 1,
und

<F*, Ggo> =

/ TP de

—T

/”F(t)dt—o-%)

—T

e
Q‘ ﬂ
N N

Hat man (1) bewiesen, so kann man nun schlieflen, daf§ F* = 0 sein muB, also F' = C.
Weil aber F(—m) = 0 ist, folgt: F' = 0. Dann ist f = F' = 0 fast iiberall.
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Es bleibt nun noch (1) zu zeigen.

Wir fithren folgende Redeweise ein: Unter einem trigonometrischen Polynom vom Grad
< n versteht man eine Funktion der Gestalt

n

f(t) = % + Y (ay cos kt + by sin kt).
k=1
Die Zahlen ag, a1, as, as, ... und by, by, bs, ... heiflen die Koeffizienten des trigonometri-

schen Polynoms.

Mit T ([—m, 7)) bezeichnen wir die Menge aller auf [—m, 7] eingeschrénkten trigonometri-
schen Polynome.

Ist <f, fi> = 0 fiir alle ¢, so ist auch <f, T> = 0 fiir jedes trigonometrische Polynom.
Wir zeigen deshalb:

Abgeschlossenheit der trigonometrischen Polynome

Sei f: [—m, ] = R stetig. Ist f # 0, so gibt es ein trigonometrisches Polynom T,
mit <f, T,> > 0.

BeEwers:  Mit ¢ ist auch T*(z) := T(x — x¢) ein trigonometrisches Polynom. Deshalb
kann man 0.B.d.A. annehmen, da8 f(0) > 0 ist. Es gibt dann ein € > 0 und ein ¢ > 0, so
dal f(t) > e fur |t| < ¢ ist. Wegen der Stetigkeit gibt es auferdem ein M > 0, so daf
| f(t)| < M fiir t € [—7, 7] ist. Wir withlen eine Konstante A > 2=

c

Die Funktion T'(z) := 1 + cosx — cos § hat folgende Eigenschaften:

1. Ist |2 < 6,s0ist T(x) > 1, und ist |x| < § < §,s0ist T(x) > ¢ : =1+ cosd’ —
cosd > 1.

2. Ist o <|z|<msoist 0 <T(x)<1.

To(x) := (T(x))™ ist sicherlich wieder ein trigonometrisches Polynom, und es gilt:
1. T,(z) > 1 fur |z | <6.
2. T(z) > " — oo fir |z] <0 < 6§ und n — oo.

3. |Th(z)| < 1furd < |z| <.

5
Wihlt man n grofl genug, so ist / T, (t)dt > A. Fiir solche n gilt dann:
-5

<f, Ty> = /j FOOTo () di

_ /_: FOTL(t) dt + /_56 FOTu(t) dt + /5 T HOTu) dt
> A-e—2rM > 0.

Das war zu zeigen. []
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§2 Harmonische Analyse

Definition:

Eine Funktion f: R — C heifit periodisch mit Periode T, falls fiir alle ¢t € R gilt:

f+T) = f(b).

Beispiele :

1. Die Funktionen sin(¢) und cos(t) haben die Periode 27,
der Tangens hat die Periode 7.

2. Die Eulerfunktion ed® = cos(t) + jsin(¢) hat die Periode 2.
3. Hat f die Periode T, so sind auch 27T, 3T, ... Perioden von f.

4. Eine konstante Funktion f(¢) = ¢ hat jedes T € R als Periode.

Wie das letzte Beispiel zeigt, kann die Menge Per(f) aller Perioden der Funktion f aus
ganz R bestehen. Ist f allerdings stiickweise stetig und nicht konstant, so gibt es in Per(f)
ein kleinstes positives Element, also eine kleinste Periode. Das ist z.B. die Zahl 27 beim
Sinus.

Hat f die Periode T', so hat F(t) := f(4 - t) die Periode 27, denn es ist

F(t+2r) = f(;(t+27r))
= fgt+T)
= o= 1) = F)

Deshalb ist es keine Einschrinkung der Allgemeinheit, wenn wir nur Funktionen mit der
Periode 27 betrachten. Wenn nichts anderes gesagt wird, bedeutet hier kiinftig , peri-
odisch* stets ,,periodisch mit Periode 27“. Das muf} allerdings nicht in jedem Fall die
kleinste Periode sein.

Ist nun I = [a,a+ 27| und f eine stiickweise stetige Funktion auf I mit f(a+27) = f(a),
so kann man f periodisch auf ganz R fortsetzen:

T T T T T T T ‘ Tt T Y

- T o a+ 2w

Dabei spielt es keine Rolle, mit welchem Intervall (der Lénge 27) man begonnen hat, es
kommt immer die gleiche Funktion heraus. Wir verwenden hier meistens das Intervall

I =[-m +n7],
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manchmal aber auch das Intervall [0, 27].

Es sei SY(I) die Menge der stiickweise stetigen Funktionen auf I. Bei diesen Funktio-
nen existiert in jedem x € I der linksseitige und der rechtsseitige Grenzwert, allerdings
brauchen die beiden Grenzwerte nicht iibereinzustimmen. Es sind endlich viele solcher
Sprungstellen erlaubt, aber keine schlimmeren Unstetigkeiten.

Mit P(I) bezeichnen wir die Menge aller Funktionen f € S%(I), fiir die gilt:

Das sind diejenigen stiickweise stetigen Funktionen auf I, die sich periodisch auf ganz R
fortsetzen lassen.

P(I) ist ein Untervektorraum von £2(I), und wir kénnen die Theorie aus dem vorher-
gehenden Paragraphen anwenden. Insbesondere kénnen wir die L?-Norm und das L*-
Skalarprodukt verwenden und Orthonormalsysteme benutzen, sofern sie in P(I) liegen.
Auf die trigonometrischen Systeme (T) und (E) trifft das zu.

Betrachten wir zunéchst (T):

golt) = j2_ﬁ Gu(t) = ;%

Aus historischen Griinden setzt man

1 2
apg ‘= — f(t)dt:\/;<f790>a

-cos(nt) und  h,(t) := sin(nt), furn > 1.

-

ay = —/ Jeos(nt)dt = —- < f,g, >
f
und b, = —/ f(t)sin(nt) d \/1% < fohp > .

Dann hat die formale Fourierreihe Sy die Gestalt

OO

Sf(x) = <f90>90 + <fgn>gn($)+<fahn>hn(w))

n=1

1

=y e+ 3 ((VRm) - o) + (Vb))

=1

3

es ist also

S pu—

50 Z an cos(nz) + by, sin(nx)).

Man beachte, dafl die Koeffizienten a,,, b, hier nicht mit den zuvor definierten formalen
Fourierkoeffizienten iibereinstimmen. Aus historischen Griinden nennt man ag, a, und b,
dennoch die Fourierkoeffizienten von f (bzgl. (T) ).

Wir kommen jetzt zum System (E):
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1 1
Setzt man ¢, = 5(% — jby) und c_, = 5(an + jb,) = Gy, fiir n > 1, sowie ¢y := %, SO

folgt:
OO . OO . .
> el = ot Y (e 4o )
n=-—oo n=1

= ¢+ i ((en + c—p) cos(nt) + j(c, — c_p) sin(nt))

n=1

= % + > (ay cos(nt) + by, sin(nt)).
n=1

Damit haben wir die komplexe Form der Fourierreihe von f gefunden. Die Summation
von —oo bis 400 ist so zu verstehen, wie es oben schon angedeutet wurde:

Term(0) + (Term(1) + Term(—1)) + (Term(2) + Term(—2)) + - -

Die komplexen Fourierkoeffizienten ¢, kann man iibrigens auch direkt berechnen, ohne
den Umweg iiber die a,, und b,,. Es ist ndmlich

o = 1/_7;f(t)dt

2m
1 7 .

und ¢, = 2—/ f(e " dt  (fir n > 1).
™ J—m

Da (T) (und damit auch (E)) vollstandig ist, konvergiert die formale Fourierreihe S(f)
im quadratischen Mittel gegen f, und es gilt die Parsevalsche Gleichung:

< figo >+ (< fign > +I< filn > =111

n=1
also ~
|\/§a0’2+2(|ﬁan‘2+|ﬁl)”’2) :/7;|f(t)‘2dt-
Das heif8t:
a0+z 2 | g2y i/j;\f(t) 2t
und

Slenl =5 [ 150 P

Bei der harmonischen Analyse versucht man, eine periodische Bewegung in ihre harmo-
nischen Bestandteile zu zerlegen. Ein guter Kandidat ist die Fouriersche Reihe, deren
Koeffizienten wir ja schon bestimmen kénnen. Wir miissen jetzt allerdings wissen, wann
eine Funktion tatsichlich durch ihre Fourierreihe dargestellt wird, wann die Reihe also
zumindest punktweise gegen die Funktion konvergiert. Man nennt das auch das Konver-
genzproblem.

Dazu brauchen wir weitere Hilfsmittel:
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Hilfssatz

1 X in(N + 1
Fiir x # 2km st 3 + Z cos(nzr) = M

= 2sin §
N .
BEWEIS:  Sei Dy(z):= Y €. Dann gilt:
n=—N
) N
(63:1: o 1)DN($) — Z j(n+1)z Z eJnx
n=—N

_ eJ(N+1) _eijz.

Multiplikation mit e 32 ergibt:
(633 — e73%) . Dy(z) = N Ft2)7 _ omiNH3)z,

also
Dy(x) = ———27 fiir o # 2km.

Daraus folgt:

. 1 al
—+ > cos(nz) = =-[14 ) 2cos(nz)
2 n=1 2 n=1
1 N
- jnx 7‘]111'
5 < g " e )
J L
- . Z edne
2 n=—N
_ sin(N +3)x
B 2sin 3
L]
Bemerkung: Die Funktion
N in(N + 1
Dy(a) = 3 oo = SN H )T

N sin 5

heiit (N-ter) Dirichlet-Kern.

Ist die Funktion f (auf einem beschrénkten Intervall) stiickweise stetig, so ist sie bis auf
endlich viele Stellen stetig, und als Unstetigkeiten kommen héchstens Sprungstellen vor.
Ist a eine solche Sprungstelle, so existieren die einseitigen Grenzwerte

fla=) = lim f(z)

r—a—

und  f(a+) = lim f(x).

T—a+
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Wir setzen .
My(a) = 5(fla=) + f(at).

Ist f in a stetig, so ist M¢(a) = f(a). An den Sprungstellen ist My gerade der Mittelwert
der beiden einseitigen Grenzwerte.

Um die Konvergenz der Fourierreihe gegen die Funktion beweisen zu konnen, miissen wir
starkere Bedingungen an die Glattheit der Funktion stellen. Dazu noch eine Bemerkung
iiber Differenzierbarkeit in Unstetigkeitsstellen:

Ist eine Funktion f : [a,b] — R zwar nicht in x stetig, existiert aber der rechtsseitige
Grenzwert f(z+), so heilt f in = rechtsseitig differenzierbar, wenn der Grenzwert

flx+1) - flzt)
t

flat) = lin

t>0

existiert. Analog definiert man die linksseitige Differenzierbarkeit und die linksseitige Ab-
leitung f'(xz—).

Definition:

Eine Funktion f : [a,b] — R heiit stickweise glatt, wenn sie bis auf endlich viele
Ausnahmen stetig differenzierbar ist, und wenn in den Ausnahmepunkten die ein-
seitigen Grenzwerte f(x—) und f(z+) und die einseitigen Ableitungen f’'(z—) und
f'(z+) existieren.

Ist f stiickweise glatt, so ist f’ stiickweise stetig, also insbesondere integrierbar. f ist
unbestimmtes Integral von f’, und es gilt:

b

a

/ab f®)gt)dt = (ft)gt)) | — /ab f(t)g'(t)dt.

Riemannsches Lemma

Sei f:[a,b] — R eine Regelfunktion und

Dann ist lim F(y) = 0.

y—r+o0

BEwEIS: 1) Sei zundchst f = T eine Treppenfunktion, a = z; < 29 < ... < x, = b
und 7’| (z,_, ;) = ¢;- Dann folgt:

b n T;
| / Tt)sin(yt)dt| = |> e / sin(yt) dt |
a i=1 Ti-1
< Slal-lf
i=1 T

sin(yt) dt |
1
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B i Cos(yxi) — cos(yx;_1) |
=1 Y
2 n
S -
| Z;
— 0 firy — oo.

2) Ist f eine beliebige Regelfunktion und € > 0, so gibt es eine Treppenfunktion 7" mit
|T(t) = f() | < gy flir t € [a,b]. Und aus (1) folgt, daB es ein M > 0 gibt, so daf gilt:

|/ smytdt!<— fir y > M.

Daraus ergibt sich:

b b
|/ )sin(yt) dt| < |/ f@)=1T()) -sin(yt)dt|—|—]/ T(t)sin(yt) dt |

< [0~ |dt+§
3
< -0 gty
fir y > M. ]
Folgerung

Sei a > 0 beliebig. Dann ist

lim /a sin(yx) dr — /00 sin(x) dp — I
y—+o0 Jo T 0 T 2

Fiir 0 < a < 2w ist aufferdem

lim /a Dy(z)dzx = /Oﬂ Dy (x)dx = 7.

N—00 J0

t
BEwEIS:  Wir setzen z(t) = —. Dann ist
Y

lim /a sin(yx) dx = lim “ sin(t) dt = /OO sin(t) dt.
y—o0 Jo T 0

y—0 Jo t t

Aus Kapitel IV, §2, S. 16, wissen wir, dafl das uneigentliche Integral auf der rechten Seite
konvergiert.

Es bleibt der Wert auszurechnen. Wir haben gerade gesehen, dafl der Limes auf der linken
Seite gar nicht von a abhéngt. Fiir 0 < a < 27 folgt aus dem Riemannschen Lemma:

a

: . 1 1
ylgrolo ; sin(yzx) - (m - 23in§> dx = 0. (%)
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1
Die Funktion — — ist stiickweise stetig und damit erst recht eine Regelfunktion.

x sin £
2
Dazu ist nur zu zeigen, dafl sie bei 0 einen rechtsseitigen Limes besitzt. Man sieht das

durch zweimalige Anwendung der ’'Hospitalschen Regel:

1 1 2sing —x f(x)
v 2sing 27 sin § g(x) und f(0) = g(0) ;
/ z 1
fz) = .COS = , also auch f'(z) =¢'(x) =0
g () 2sin § + x cos
and f:/’(x) _ —xg Sir; g. N
g(!L‘) 20055_§SIH§

Der letzte Ausdruck strebt fiir z — 0 gegen Null.

Unabhéngig von der speziellen Wahl von a € (0, 27) ist also wegen (x)

a sin(yz) i

lim sm.(y:v) dr = lim
y=oc Jo 2sin(3) y=o o

Da wir die Konvergenz (auf der rechten Seite) schon bewiesen haben, reicht es, wenn wir
zur Berechnung des Grenzwertes auf der linken Seite der Gleichung in y eine spezielle

1
(unbeschrankte) Folge einsetzen, etwa yy := N + 2 N € N. Aulerdem koénnen wir z.B.

a = 7 setzen.

Es ist aber

mgin(N + 2 (1 X
/0 Sln(—i_zmdm:/o <2+;cos(nx)> dx:g,

i T
2s,1n2

unabhéngig von N, denn es ist ja
T L. m -
/ cos(nz) dr = — sin(nx) ‘0: 0 fiir jedes n > 1.
0 n

Daraus folgt die Behauptung. ]

Wir konnen jetzt den entscheidenden Schritt in Richtung auf einen allgemeinen Konver-

genzbeweis hin tun:

Dirichletsche Integralformel

Es sei f stiickweise stetig und periodisch, und

Tn(z) = % + Z:l(an cos(nx) + by, sin(nz))

das N—te Fourierpolynom von f. Dann ist

T(z) = ;ﬁ | 1@+ 0Da at
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BEWEIS:  Setzt man die Integraldarstellungen der Koeffizienten ag, a, und b, in die
Definition von T (x) ein, so erhdlt man:

Ty(z) = —/ [ + Y " (cos(nt) cos(nx) + sin(nt) sin(nz)) | dt

n=1

- —/ [ +Zcos (t —x))| dt

L N+ i) »
- QSint_T’”

1 in((N 4+ 1
::QW/ﬂﬂx+ﬂ$mgﬁtﬂﬂdr

2

Beim letzten Schritt wurde die Substitution ¢(7) = x + 7 (mit #(7) = 1) vorgenommen.

Die Integrationsgrenzen mufiten wegen der Periodizitét des Integranden nicht verdndert
werden! ]

Hauptsatz der harmonischen Analyse

Die Funktion f sei stiickweise glatt und periodisch. Dann konvergiert die Fourier-
rethe von f punktweise gegen M.

BeEwEels:  Wir halten einen Punkt x € (—m, +m) fest. (Zur Betrachtung der Randpunkte ver-
schiebt man am besten das Integrationsintervall ein wenig und geht dann genauso vorl!)

1) Far t € [0, 7] setzen wir
fle 1) flat)

in b
2sm2

S+ (t) =
Offensichtlich ist sy auf (0, 7] stiickweise stetig. Da die Funktion

ot
len2

g(t) == ;

fl+1t) - flz+)
bei Anndherung an 0 von rechts gleich. Und da f stiickweise glatt ist, existiert der Grenzwert

i {@ 0 = (a4)

t—0+ t

bei t = 0 stetig ist und den Wert 1 annimmt, verhalten sich s (¢) und s (t)g(t) =

. Also ist sy sogar auf [0, 7] stiickweise stetig.

2) Aus dem Riemannschen Lemma folgt nun:

T

lim sy (t)sin(yt) dt = 0.

Y—0o0 0

Wir wissen aulerdem aus dem Beweis der Folgerung aus dem Riemannschen Lemma, dafl folgender
Grenzwert existiert:

sm
lim — f
y—o00 27 sm =

1 sin(N + 1)t
= lim — 27t
flat) N 7r/0 2sin §
= ft) =T = L
A s VA
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Wir

Weil schlieflich

flz+1) fz+)
= sy (t
2smt 0T Tent
ist, ist
/ o405l g, / 54 (1) sin(yt) dt + / Fla)Snld) 4,
0 2sin 5 0 0 2sin 5
und
1 sin yt)
if(z—k) = yl;n;og/ flx+1)
sm l)t
— - sV + 3)t
Vollig analog beweist man:
1 10 sin(N + )t
gl = o | S gt

—T

2

Die Addition beider Formeln ergibt (mit der Dirichletschen Integralformel):

lim Tn(z) = = (f(z—) + f(at)).

N—o00 2

Das war zu zeigen. O

betrachten nun ein besonders wichtiges Beispiel:

T —X

fiir 0 < x < 2m,

Sei  f(x):= 2

0 fiir z = 0 und x = 27.

Wir wollen die Fourierkoeffizienten von f berechnen. Es ist

2 2m
/ cos(nz)dx = / sin(nz) dx = 0,
0 0

/%a:cos(n:v) e — zsin(nz) ‘27r B /27" sin(nz) dp — COS(;L’E) ’27r_
0 n 0 0 n n 0
und
/%xsin(nx) e _ wcos(nx) ’27r +/27r cos(nx) g 27 sin(na) ’27r: _277r.
0 n 0 0 n n n? 0 n
Also ergibt sich:
2 — z g 1 1 5 g2
ag = —/ :%(mc—ix)‘ozo,
a, = 27r/o (7T —z)cos(nz)dr = 0
1 21 . 1 2 ) 1
und b, = —/ (m — x)sin(nz) de = ——/ xsin(nr)dr = —.
2m Jo 2m Jo n
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Die Fourierreihe von f hat also die Gestalt

sin(nx)
p—

S5(x) = f:

Aus dem Hauptsatz der harmonischen Analyse kénnen wir schlieen, daf S¢(z) punktweise
gegen f(x) konvergiert, denn f ist stiickweise glatt und es ist My = f.

Da f Sprungstellen aufweist, kann die Fourierreihe nicht gleichméfig konvergieren. Wir
werden aber zeigen, daf sie es auf jedem Intervall [e, 2m — €] tut:

Es sei
sin(nx)

Ty(a) — fla) = 3 )

1 n

RN<.’13) .

3

fiir e < 2 < 27 — ¢ und kleines € > 0. Dann ist

RN(lE)

N T 1 T
Z/ cos(nt) dt—|—§/ dt

n=1"7
N

Trx l; + Z Cos(nt)] dt

1 = z gin(N + 1)t
5/ DN(t)dt:/ M

Dieses Integral werten wir mit Hilfe von partieller Integration aus. Dabei benutzen wir
noch den Mittelwertsatz der Integralrechnung. Mit einem geeigneten ¢ zwischen m und x
ist

dt.

in b
251n2

/ff sin(N + $)t gt —

: t
251115

(2N +1)sin L
—cos(N + 3)t

—cos(N + )t =

/ff cos(N + 2)t
7r 2N +1

z cos(N +1)e

1
sin £

(2N + 1) sin &

[ s
T Sin%

. 2N +1

_ —cos(N +3)t z+cos(N+§)c.< 1 _1>
(2N +1)sint I= 2N +1 sin §
= 1-(— N+1)x)+cos((N+1)6)(1—sinx)).
(2N + 1)sin cos((N + 3 2 2
Fﬁreﬁxﬁ?w—sistggggw— , also

und damit
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Auflerdem ist 0 < 1 — sing < 1. Daraus folgt:

2 2
R < < fii <z <21 —c.

Das bedeutet aber, daf§ (Ry) gleichméBig gegen Null konvergiert, und damit (7) gleich-
mifig gegen f.

Wie macht es sich nun bemerkbar, daf§ die Konvergenz in der Néhe von = = 0 nicht mehr
gleichmdf$ig ist?
N

Wir miissen die Werte der Partialsummen Ty (z) = Z sin(nz)

in der Nahe von z = 0

n=1
abschétzen. Um etwaige Maxima zu ermitteln, berechnen wir die erste Ableitung:

sin(N+ Yz 1

N
=) cos(nz) = ——2— — =,
>3 c s

2 sin 5

Also ist

1
Tn(z) =0 < sin(N + 5)1: = sing.

Auch bei grofiem (aber festem) N kann z so klein gew#hlt werden, dafl

1
O<£<(N+f

5 2)x<7r

ist. Da der Sinus zwischen 0 und 7 jeden Wert (zwischen 0 und 1) genau zweimal annimmt,
und zwar symmetrisch zu x = 7, tritt die erste positive Nullstelle von T} genau dort auf,
WO

1
g+(N+2)x—7rlst also bel z = zy = N7—Tl—1

Da Tn(0) = 0 und T (zx) > 0 ist und dazwischen kein Extremwert liegt, mufl Ty in zy
ein Maximum besitzen. Wir wollen den Wert von T in diesem Maximum berechnen:

TN
Tw(zn) = Ty(en) —Ty(0) = /0 T () dt
an sin(N + )t TN
T2 / smf dt = 2

Fiir grofies N und 0 < ¢ < ay ist sin(§) < £, also

TN(:UN)>/ NMdt—?
0

1
Mit der Substitution u = u(t) = (N + §)t ist

du
t U

/9&1\1 sin(N + %)t g — /Tr(l—eN) sin(u)
0 0
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T

LaBt man N gegen Unendlich gehen, so strebt ey gegen Null und 555
nahert sich Ty (zy) fiir groes N einem Wert, der iiber der festen Zahl

gegen Null. Also

/ msin(u) oo 5103705,
0

u

liegt, wahrend

) ™
xlg&f(m) =5 = 1.570. ..
ist. Die Partialsummen der Fourierreihe schieflen in der Nédhe der Unstetigkeitsstelle um
einen unangenehm hohen Betrag iiber das Ziel hinaus, und die Approximation wird um so
schlechter, je grofer das N ist. Dieses Verhalten wird das Gibbs’sche Phdnomen genannt,
und es ist bei allen unstetigen stiickweise glatten periodischen Funktionen zu beobachten.

Betrachten wir noch zwei Partialsummen im Bild:

Das eben betrachtete Beispiel ist so typisch, dafl wir noch einiges daraus lernen kénnen.

So fillt z.B. auf, dal nur Sinus—Terme in der Reihe auftreten. Das hat damit zu tun, dafl
die Funktion f(z) auf [—m, 47| ungerade ist, also symmetrisch zum Nullpunkt. Allgemein
gilt:

Fourierkoeffizienten gerader und ungerader Funktionen

Se(x) = % + Y (an cos(nz) + b, sin(nz)) sei die (formale) Fourierreihe einer stiick-
n=1
weise stetigen Funktion f(x). Dann gilt:
1. Ist f gerade (also f(—x) = f(x) ), so ist b, =0 firn > 1.

2. Ist f ungerade (also f(—z) = —f(x) ), so ist a, =0 firn > 1.
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BEwEIs:  Ist f gerade, so ist f(x)sin(nz) fir jedes n > 1 ungerade, und dann ist
1 s
by = - / F(t)sin(nt) dt = 0,
mwJ—7
weil sich die positiven und die negativen Teile gerade wegheben.

Ist f ungerade, so ist f(z) cos(nz) ungerade und a,, = 0. ]

Auch die Frage nach der gleichméfligen Konvergenz konnen wir jetzt umfassender beant-
worten. Dazu ist folgendes zu beachten:

Ist f auf [a, b] stiickweise glatt und stetig, so ist f” als stiickweise stetige Funktion sicherlich
integrierbar und

| rwa=s@) - f.
Zum BEWEIS der Formel:

F(z) = / f'(t) dt ist nach dem verallgemeinerten Hauptsatz der Differential- und In-

tegralrechrcllung stetig, und auBerhalb der endlich vielen Unstetigkeitsstellen von f’ ist F’
sogar differenzierbar, mit F’ = f’. Also mul F' — f eine Treppenfunktion sein, und als
stetige Funktion dann sogar konstant = F(a) — f(a) = —f(a), d.h. F(z) = f(z) — f(a).

Wendet man dieses Ergebnis auf das Produkt f - g zweier stiickweise glatten und stetigen
Funktionen an, so erhélt man auch in diesem Falle die Giiltigkeit der Regel der partiellen
Integration.

Satz iiber gleichmiflige Konvergenz von Fourierreihen

Ist die Funktion f stiickweise glatt, periodisch und zusatzlich stetig, so konvergiert
die Fourierreihe von f gleichmdfsig gegen f.

BEWEIS:

Sei Sy(x Z an cos(nx) + b, sin(nx)).

Die Funktion g := f’ ist stiickweise stetig, also kann man formal auch ihre Forierreihe
bilden:

“ i(cn cos(nx) + d, sin(nx)).

Sy(x) = B

n=1

WEeil f stetig und stiickweise glatt ist, kann man partielle Integration anwenden:
Cn = i/:;f’tcosnt)dt
= i(f(t)cos nt)) 7: +-— / t)nsin(nt) dt
= n-b,
und

d, — / ) sin(nt) dt
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—1/Tr f(t)n cos(nt) dt

AuBlerdem ist

1 , 1 ™
co=—| Jwd=_j|
Nun erinnern wir uns an die Besselsche Ungleichung:
Z 2 +d?) / f(t)

[e.o]

Daraus folgt, daf die Reihe Z(Ci + d?) konvergent ist. Andererseits gilt:

n=1
1\2 20, | 1
(leal =) =z - Zenly L
n n n

12 2 1
und ogQ%p-):f—|M+.

o
IN

n " n n?
Also ist el ldy| 1 )
c
w |+ bn| === +—= < (g +d2+ ).
Jan |+ 0] <@+ + )
Damit besitzt Sy(x) eine konvergente Majorante, und nach dem Weierstra-Kriterium ist
St(x) gleichméBig konvergent. []
>, sin(nz)

hatten wir etwas mehr herausbekommen, namlich die

Im Beispiel der Reihe Z
n=1
gleichméBige Konvergenz auf jedem abgeschlossenen Intervall, das keine Unstetigkeitsstel-

le enthélt. Auch das ist ganz allgemein richtig:

Konvergenzverhalten auflerhalb der Sprungstellen

Ist f stickweise glatt und periodisch und |a,b] ein abgeschlossenes Intervall, das
keine der Unstetigkeitsstellen von f enthdlt, so konvergiert die Fourierreihe Sg(x)
auf |a,b] gleichmdfig gegen f.

BEWEIS:  Sei ¥(z) = ) M die Funktion aus dem Beispiel. Dann hat v in
n=1 n
[—7, +7] genau eine Sprungstelle der Hohe 7, ndmlich bei z = 0.

h
Sei xp € [—m, 7| ein Punkt, h eine reelle Zahl. Dann hat die Funktion —¢(z — x¢) nur
m

jeweils in den Punkten xy + 2k7m eine Sprungstelle (von der Hohe h), und von diesen
Stellen liegt nur xq selbst in [—7, 7.

Hat jetzt f(z) in [—m, 7] die Sprungstellen 1, xo, ...,z mit den Hohen hy, ho, ..., hg, so
hat

k h;
F(z) — > =z — ;)

=1 m
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iiberhaupt keine Sprungstellen mehr. Die Fourierreihe Sr konvergiert iiberall gleichméafig,
und die Fourierreihe des Korrekturterms konvergiert auf jedem abgeschlossenen Intervall
gleichméBig, das keine der Sprungstellen 'y, xs, ..., x; enthélt. Daraus folgt die Behaup-

tung. ]

Beispiele :
1. Wir beginnen mit einer Fourierreihe, zu der wir die passende Funktion suchen:

cos(nx >
( ) Da die konvergente Reihe Z —, eine Majorante ist, kon-
n

Sei F(x) := i

2
n=1 n n=1
vergiert F'(x) iiberall gleichméBig, stellt also eine stetige Funktion dar.

Die gliedweise differenzierte Reihe Z —sin(ne) _— g T konvergiert auf jedem
n=1 n
Intervall I. = [e, 21 — €] gleichmifig. Auf solchen Intervallen ist also F'(z) = ’ ; W,

d.h.

ro = (57) v

mit einer geeigneten Konstante C.

Die Gleichung gilt zundchst nur aulerhalb der Punkte 2n7, aber da F'(z) als gleich-
méBiger Limes von stetigen Funktionen selbst wieder stetig ist, gilt sie sogar iiberall.

Nun ist
2 27 _ 2
/ F(z)dx = / <x W) dx + 2rC
0 0 2

— 3 21
7(1: 127T) ‘0 +27C

3
™

= — +2nC
6+7r

und andererseits wegen der gleichméfigen Konvergenz von F'(x)

2m & [ cos(nx)
/0 F(x)dx = nz::l/o S dx

-3

n=1

sin(nx) |2r
| =0
n 0

2

i T
Also ist C' = T und

i cos(nx) (a: —7T)2 o
— n2 2 12°

Der Fall x = 0 ergibt insbesondere die Formel

ool 7T2
2ET g

So liefert uns die Fouriertheorie den Grenzwert einer Reihe, deren Konvergenz uns
schon lange bekannt ist.



580 KAPITEL VII ANALYSIS 3

2. Als néichstes betrachten wir die Fourierreihe einer stetigen Funktion:

3%
2 -
14
f * * * w * * * * * * w * * * Y
-2 - ™ 2w
Wir definieren f(z) := | x| auf [—7, 7] und setzen wie iiblich periodisch fort.

Dann erhalten wir folgende Fourierkoeffizienten:

1 ™
6@ = = / F(t) dt

T J—7
2 s

= = [t
7 Jo
1 7

= — t2 ‘ = ’]T’
T 0
1 ™

4 = = / () cos(nt) dt

™ J—7
2 s

= —/ t cos(nt) dt
m Jo
2 sin(nt) \ (= ™ sin(nt)

= 2|t —/ dt
m [( n ) ‘0 0 n
2 cos(nt) = 2

= —— ‘0 = nQW(cos(mr) -1)
9 0 falls n gerade

= S (-1 —1) = 4
n27r(( ) ) ——— falls n ungerade

n2m
und b, = 0, weil f eine gerade Funktion ist.

Also erhalten wir die Fourierreihe

T >, cos((2k x T cos(3x cos(bx
Sf(x)zz_ikzz:o ((2(]3++1)12))=2—i(cos(x)+ 3(23>—|— 5(25)_|_)

Hier ist schon Ty(z) eine gute Approximation:
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Insbesondere ergibt sich fiir = 0:

T 4& 1
0=s—=S ———  al
2 w§(2k+1)2’ e

00 7T2

Z 2k+1) 8

3. Schliellich betrachten wir noch einen typischen , Rechteckimpuls®:
—1 falls — 7w <z <0,
f(x) =% 0 firz=0,
1 fallsO<x <.

Da f eine ungerade Funktion ist, ist a,, = 0 fiir alle n. Weiter gilt:

b, = L f(t) sin(nt) dt
= —/ sin(nt) d
B cos(nt) |«
- _; n ‘0
= (-1 -1

4
— falls n ungerade.
™

Die Fourierreihe hat also die Gestalt

Sy(x) = 4 i sin((22kk+—l—11):v)

T k=0
Wegen der Unstetigkeitsstellen tritt natiirlich wieder das Gibbs’sche Phanomen auf!
Wir skizzieren das Polynom Ty(x) :

{ 0 falls n gerade,

A 1 A F
-1
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83 Die Fouriertransformation

Wir miissen einige Sétze iiber Lebesguesche Parameterintegrale nachtragen. Auf die Be-
weise verzichten wir allerdings (vgl. Kénigsberger, Analysis 2).

Satz 1

Sei f: R — R integrierbar und g : R — R beschrinkt und stetig. Dann ist auch f-g
tiber R integrierbar.

Sei etwa [ eine (C-wertige) Regelfunktion auf R, und iiber R absolut uneigentlich inte-
grierbar. Dann existiert

F(w) := / f(t)e 3t dt

—0o0

fiir jedes w € R.

Satz 2

Sei B C R" offen, f : R x B — R eine Funktion, t — f(t,x) fir jedes x € B
integrierbar und x — f(t,x) fir jedes t € R stetig auf B. Auflerdem gebe es eine
nicht-negative integrierbare Funktion ¢ : R — R, so daf$ gilt:

| f(t,x)]| < p(t) fir(t,x) € R x B.

Dann st

F(x) ::/Rf(t,x)dt
stetig auf B.

Satz 3

Sei B C R" offen, f : R x B — R eine Funktion, t — f(t,x) fir jedes x € B
integrierbar und x — f(t,x) fiir jedes t € R stetig partiell differenzierbar. Auferdem
gebe es eine nicht-negative integrierbare Funktion ¢ : R — R, so daf§ gult:

of

|8—(t,x)|§g0(t) fir (t,x) eRx B undi=1,...,n.
Z;

Dann ist F(x) := / f(t,x)dt auf B stetig differenzierbar, und es gilt:
R

oF _rof
a—xi(t, X) —(t,x) dt.

R OX;
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Sei wieder f eine (C-wertige) Regelfunktion auf R, so dafi das uneigentliche Integral

[ 1w

konvergiert.

[e.9]

Dann ist F(w) := / f(t)e 3 dt eine stetige Funktion auf R.

—0o0

Ist sogar |t- f(t)| iiber R uneigentlich integrierbar, so ist F' stetig differenzierbar und

F%ﬁ:—j/wtfwéwﬁt

Definition:

F@y:/ Flt)e it d
heilt die Fourier-Transformierte von f.

Man schreibt auch  F(w) = f(w) oder F = F[f].

f heilit Originalfunktion oder Urbildfunktion, I heifit Spektralfunktion oder Bild-
funktion. Den Zusammenhang zwischen Originalfunktion und Bildfunktion macht
man auch mit folgender Symbolik deutlich:

f(t) o—e F(w)

Bemerkung: Die Fourier-Transformierte f ist stets beschrankt:

F)l =1 [ fwestar < [~ 150

und letzteres ist eine Konstante.

Die Funktionen f = f(¢) sind im sogenannten Original- oder Zeitbereich angesiedelt. Man
kann sich darunter irgendwelche eingehenden elektromagnetischen Signale vorstellen. Mit
Hilfe der Fourier-Transformation wird das Signal wie beim Empfang durch eine Antenne
als kontinuierliche Uberlagerung von harmonischen Schwingungen dargestellt. Die im Bild-
oder Frequenzbereich angesiedelte Fourier-Transformierte /' = F(w) beschreibt, welchen
Beitrag die verschiedenen Frequenzen leisten.

Beispiele :

1. Wir beginnen mit dem ,,Rechteck-Impuls*

(1) = 1 fir|t] <1 —
| 0 fur|¢| > 1. '
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Die Fourier-Transformierte F' = F[r] ist gegeben durch

T
Flw) = / et dt
-1

Q)
h
£
€

I
o & = & [

—~ a
Q]

.

€

|

q]

[

€
~—

Fiihren wir die Schreibweise

ein, so erhalten wir:
7(t) o—e 2si(w) .

2. Als néchstes betrachten wir den symmetrisch abfallenden Impuls

ft) = e—eltl,
f ist stetig und absolut integrierbar:

6_at ‘oo 2

~ t dtzz/oo —atdr—=9. )
JEC] e —[7=1

1

//\

Die Fourier-Transformierte ist gegeben durch

Flw) = /OO ool tle=ivt gy

_ /°° o (atiw)t dt+/0 o (—atiw)t gy
0 —00
o et N R S S
a+ jw 0 —a+jw —o0
1 1
C a+tjw  —a+jw
—2a
T a2
2a

w? +a?
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Also haben wir: 2/a

2a

—a |
a? + w?’

€ o—e

Man beachte, dafl man zu vielen Standard-Funktionen nicht die Fourier-Transformierte
bilden kann (z.B. Konstante, sin, cos usw.) !

Eigenschaften der Fourier-Transformation
1. Flfi+ fol = FLA] + FLL2]-
2. Ist o € C, so ist Fla- f] = a- F[f].

3. f(t —c) o—e f(w)e 9+,

bty o o F (%),

|l

BeEwEIS: (1) und (2) sind trivial.

Zu (3):
| pt=aeitan= [ ps)e et ds = eien [T p()e i d
Zu (4):
Sei ¢(t) := at. Im Endlichen gilt :
B B
[ gtatyar = 1 / s
- - / g(s)ds
- le| /llilﬁg(s)ds

Also gilt auch
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Die Fouriertransformierte der Ableitung

Sei f: R — C stetig und stiickweise stetig differenzierbar. Auferdem seien f und f’
tiber R integrierbar. Dann gilt:

o~

f'(t) o—e jw- f(w).

BEWEIS:  Auf Grund der Voraussetzungen muf3 lim, .. f(z) = lim, ,  f(z) = 0 sein.
Auflerdem kann man partielle Integration anwenden:

/ Ajv petar = pei T~ [ ]]V[V (1) (—jw)e ™" dt.

Fiir N, M — oo strebt der erste Summand auf der rechten Seite gegen 0 und der zweite

~

gegen jw - f(w). []
Bemerkung: Bei hoherer Differenzierbarkeit erhélt man die Formel

F(#) o—e (jw)" - f(w).

Auf die Einzelheiten gehen wir hier nicht ein.

Die Ableitung der Fouriertransformierten
Sei f und auch die Funktion t — t - f(t) dber R integrierbar.

Dann ist f stetig differenzierbar, und es gilt:

t-f(t)o—ej-J (w).

BEwEIS:  Wir haben schon weiter oben gesehen, dafl f auf Grund der Voraussetzungen
existiert und stetig differenzierbar ist. Auflerdem gilt:

-~/

Fw = [ roeine = a

= 3 [T fe
= —j-Flt- [0
Daraus folgt die Behauptung. []

Beispiele:
1. Wir betrachten einen etwas modifizierten Rechteck-Impuls:

2 A fir|t] <L

Dann gilt:

T
Tar o—e A-T- Si(fw)'
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2. Als nédchstes untersuchen wir einen modifizierten und verschobenen Rechteck-Impuls:

t—a, |1 fir|t—a|<T
0 fiir|[t—al|>T.
Wir gehen aus von der Beziehung 7 (t) o—e 2si(w).

Sei f1(1) = (t — ). Damn st f(1) = ﬂ(;t -5 = fl(;t). Damit folgt:

fi(t) o—e F(w)e T = 2si(w)e 4T

und .
f(t) o—e T - f1(Tw) = 2T - si(Tw)e 3.

3. Schliellich betrachten wir noch die Fourier-Transformation einer amplitudenmodu-
lierten Cosinus-Schwingung:

ft) = e—eltl -cos(Q), Q,a € R, a>0.

N
VALY,

4 -1

NN+
~

Wir erinnern uns an die Formeln

e’ = cosz+ jsinz

und e % = cosz— jsinz.
. 1 . .
Also ist cos z = 5(6” + e79%) und
1 —alt|( 50t —jot
f(t) = ge " (e™ + 7).

Zur Berechnung der Transformierten benétigen wir noch eine weitere Formel:

Behauptung:

BEWEIS dafiir: Es ist

Flw—w) = / T p(p)e it g
/

—
%
—~
~
N~—
Q
—.
€
(=]
o~
=
o
.
€
&~
Sy
o

[]
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Nun haben wir:

—a’t| F _ 2&
; 2a
—alt Qt o
also e | |eJ o—e Flw—Q)= PER e
und e’“|t|e’jm o—e Flw+Q)= 2—a
a?+ (w+ Q)
und damit e’“| t] cos() o—e a + a

1 _2a _
CL2+QQ

Existenz der Faltung

f und g seien iber R integrierbar, und wenigstens eine der beiden Funktionen sei
beschrinkt. Dann ist die Faltung (das Konvolutionsprodukt)
(f*9)0) = [ ft=7)g(r)dr

eine beschrankte und integrierbare Funktion auf R, mat || fxgll, < fll;- gl

Auflerdem ist f g = g f, und wenn eine der beiden Funktionen stetig ist, so ist
auch f x g stetig.

BEWEIS:  Wir zeigen zunéchst die Existenz des Faltungsintegrals:

Mit f und g ist auch (¢, 7) := f(t — 7)g(7) meBbar. Ist f durch eine Konstante M > 0
beschrankt, so ist |@(¢t,7)| < M - | g(7)| und daher existiert (f  ¢)(t) fiir jedes feste t.
AuBlerdem erhélt man die Abschétzung:

(o) <M- [~ |g(r)|ar,

d.h., f % g ist eine beschrinkte Funktion.

Ist g durch M beschrénkt, so ist [ (t,7) | < M - | f(7) [, mit der integrierbaren Funktion
f(r) = f{t =)
Die Gleichung (f * g)(t) = (g * f)(t) ergibt sich aus der Substitutionsregel.

Ist sogar eine der beiden Funktionen stetig, so folgt aus Satz 2 vom Anfang des Paragra-
phen, dafl auch f % g stetig ist.
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Nach dem Satz von Fubini ist

/O:Of*g(t)dt - /j’o

Weil | fxg| <|f|*]|g]ist, folgt:
Ifxglly < A1 gl

]

Auch wenn keine der beiden Funktionen stetig ist, folgt schon die Stetigkeit der Faltung,
allerdings ist das etwas miihsamer zu beweisen (vgl. T.W. Korner: Fourier Analysis, Ap-
pendix C). Die Moral: durch Faltung werden die Funktionen glatter!

Beispiel :

Wir wollen sehen, was herauskommt, wenn man den Rechteckimpuls 7 mit sich
selbst faltet:

Es ist
1

m(T)m(t —7)dr = / w(t —7)dr.

-1

o0

(rxm)(t) = [

—00

Der Integrand auf der rechten Seite ist = 1, wenn | 7| < 1 und |t — 7| < 1 ist, sonst
ist er = 0. Nur wenn |t | < 2 ist, {iberlappen sich die beiden Bereiche:

Zi

—1 1

~

Ist = die Linge des Uberlappungsbereiches, so ist
z+(|t]—1)=1, alsox=2—]t]|.

Daraus folgt:
B 0 falls [t| > 2
(mxm)(t) —{ 2 |t| falls |t] < 2.

Das ist ein Dreiecks-Impuls der Breite 4 und der Hohe 2.
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Dann gilt:

Fouriertransformation der Faltung

Die Funktionen f und g seien stiickweise stetig, beschrinkt und tiber R integrierbar.

~

(f +9)(t) o—e f(w) - g(w).

BEwWEIS:  Es gilt:

fw)-g

Beispiel :

@ = [ gwrweia

Es ist (7% m)(t) o—e 7(w) - T(w) = 4si?(w).

=)+ Fat)]

Fourier-Integral-Theorem

Sei f stiickweise glatt und absolut integrierbar. Dann ist

1 oo .
= Q—CH/ f(w)e?® dw. (Cauchyscher Hauptwert)
™ —00
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Wir verzichten hier auf den BEWEIS. Eine Beweis-Skizze findet sich bei Meyberg-Vache-
nauer (Hohere Mathematik 2, Kap. 11, Satz 6.3.), detailliertere Beweise in der einschlégi-
gen mathematischen Fachliteratur.

Sind f und f beide integrierbar (im Sinne von Lebesgue), so gilt der sogenannte ,, Um-
kehrsatz“: fast iiberall ist )
"o

f@) = o [ Fwe do.

Folgerung

Erfiillen f und g die Voraussetzungen des Fourier-Integral- Theorems, und ist aufer-
dem

f) = 5L =)+ fah)] wnd () = Slge=) +glat)

fur alle x, so gilt: ~

f=9 = f=g.

Auf den stetigen Funktionen ist die Fourier-Transformation also injektiv.

Wir wollen jetzt ein wichtiges Beispiel behandeln:

Sei f(t) := e~*. Die Funktion ist stetig, > 0 und iiber R integrierbar. Also existiert die
Fourier-Transformierte

ﬂwo_.F@):[Zf@kﬂMm.

f ist sogar stetig differenzierbar, und f(t) = —2t - " = —2t - f(t) ist ebenfalls ab-
solut integrierbar. Wir haben deshalb zwei Darstellungsmoglichkeiten fiir die Fourier-
Transformierte von f'(¢):

f'(t) o—e —2jF'(w) (Ableitung der Fouriertransformierten)
und  f'(t) o—e jwF(w) (Fouriertransformierte der Ableitung)

Also ist
Fllw) = —=F(w)
und  F(0) = /7.

Das ist eine gewohnliche DGL 1. Ordnung mit Anfangsbedingung. Die Losung ist einfach:

(In FY(w) = -2

also
2

In Fw) = _WZ +const., dh. F(w)=C-e @/,
und wegen der Anfangsbedingung ist C' = /7. Also haben wir:

f(t) — €—t2 o o F(w) _ \/Ee—(o,ﬂ/ll)‘



592 KAPITEL VII ANALYSIS 3

Daraus folgt:

LFixpunkt“ der Fouriertransformation

e (/D) oo \/2me (/)

BEwWEIS:  Wir verwenden die Formel

Daraus ergibt sich (mit F(w) := /me~ @4
e~ (/2 = o~V oo \/2. F(\/Ew) = \2re” /2,
L]

Tatsichlich ist e~ /2 nicht wirklich ein Fixpunkt der Fouriertransformation. Setzen wir
aber

FUW] = = FU0] = = [ et

so ergibt sich:
ﬁ[ef(t2/2)] — o~ W?/2)

Deshalb findet sich in der Literatur hiufig auch F als Fourier-Transformation.
Wir wollen nun eine Methode kennenlernen, wie man die Riicktransformation praktisch
ausfithren kann:

Ist f(w) = /OO f(t)e 3" dt und f stetig, so ist bekanntlich

1 oo :
f(t) = 5-CH. /_Oo Flw)el! dw.
Wir nehmen nun zusétzlich an, dafl ]? Einschréankung einer meromorphen Funktion F auf
C ist.

ACHTUNG!! F ist hier nicht die Fourier-Transformierte, sondern deren Fortsetzung ins
Komplexe.

Wir nehmen auerdem an, daB F' nur endlich viele Polstellen hat und daf8 z - F'(z) fiir
grofles z beschrankt bleibt, und wir betrachten zunéchst nur den Fall £ > 0.

Dann benutzen wir folgenden Integrationsweg:

Yr
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Nach dem Residuensatz ist

/ F(z)el* dz + _T F)etdo =2rj - Y res,(F(2)el*).

T Im (2)>0

Ist | z- F(2)| < M fiir | z| > R, so gilt fiir 7 > R:
| F(z)e.izt dz | - | F(Tejs)jrejs el ()t gs |
Yr 0

< /T|F(Tejs)|e’rtsmsds
0

IN

7T .
M/ e—rtsmsds
0

w/2 .
— 2M/ efrtsmsds.
0

Um das verbliebene Integral auszuwerten, miissen wir die Sinusfunktion n&her untersu-
chen:

s . . 2
Ist0<s< 5 so ist sins > —s, also
T

efrt sin s S efrtgs.

™

Damit ist
/2 . /2
/ e—rtsms dS S / e—rt%s dS
0 0
o <—7T> —rt2s /2
== —_— e ke
2rt 0
T
= —(1—e),
2Tt( )
und es folgt:
M

|/ F(z)e*dz| < ; (1—e™) =0 fiirr— oco.
Ir r

Daraus folgt:

£t = ;Tc.H./_Zf(w)eiwtdw
1 LN

I b jwt
= 27Trli>ngo _Tf(w)e dw

= j- > res,(F(z)e'*.

Im (2)>0

Die Formel gilt nur fiir ¢t > 0. Ist ¢ < 0, so mufl man durch die untere Halbebene laufen
und erhélt:

ft)y==j- > res.(F(z)e*.

Im (2)<0

Wir wollen das Ergebnis auf rationale Funktionen F'(z) anwenden:

Ist F(z) = pEZ; mit deg(q) > deg(p) + 1, so ist | z- F/(z) | im Unendlichen beschrankt.
q(z

Fiir unsere Zwecke reicht diese Bedingung, denn fiir die Riicktransformation brauchen wir
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nur den Cauchyschen Hauptwert, nicht die Existenz des uneigentlichen Integrals von —oo
bis +o0.

Beispiel :

N 2a
Gegeben sei die Funkti =—
egeben sei die Funktion f(w) 2t

Einschrénkung einer meromorphen Funktion

mit einer Konstanten a > 0. Dann ist f

2a
(z —Jja)(z +ja)’

F(z):=

die zwei einfache Polstellen aufweist. Sie erfiillt alle Bedingungen, die wir brauchen,
um die Riicktransformation vornehmen zu kénnen.

Es ist
. 2 1
resja(F(2)e™) = e = e
2ja J
. 2 1
und  res_j,(F(2)e*) = Cf e = — e
—2ja —J

Daraus folgt:

Fiir t > 0ist f(t) = j - resja(F(2)ed*") = e,
und fiir ¢ < 0 ist f(¢) = —j - res_j (F(2)ed*) = a™.

Zusammen ergibt das:
F(ty=eell

Das ist genau das, was wir erwartet haben.
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84 Die Laplacetransformation

Die Arbeit mit der Fourier-Transformation bereitet gewisse Probleme. Viele wichtige
Funktionen lassen sich nicht transformieren, und auflerdem hat man es in der Praxis
selten mit Funktionen zu tun, die fiir alle Zeiten existieren. Einschaltvorginge werden zu
wenig berticksichtigt.

Wir wenden uns nun Funktionen f mit f(¢) = 0 fiir ¢ < 0 zu. Normalerweise existiert
auch deren Fourier-Transformierte nicht. Wir erzwingen daher die Konvergenz des Fourier-
Integrals, indem wir einen , konvergenzerzeugenden Faktor“ einfiithren, d.h. wir ersetzen

f(t) durch f(t)e™®, « > 0. Dann ist
FU®e] = [ fye 5 a,

Dieses Integral existiert z.B., wenn f(t) stiickweise stetig und f(¢)e~*" absolut integrierbar
ist.

Definition:

Eine Regelfunktion f : Ry := {t € R | t > 0} — C wichst hichstens exponentiell
von der Ordnung ~, wenn es Konstanten M > 0 und T" > 0 gibt, so daf

[f®) < M-

fir t > T ist.

Existenz der Laplacetransformation

Wenn die Regelfunktion f : Re — C héchstens exponentiell von der Ordnung
wdchst, dann konvergiert das uneigentliche Integral

F(z):= /Ooo f(t)e * dt

absolut fir alle z € C mit Re (z) > .

BEwWEIS:  Wir schreiben z in der Form z = x + jy, mit x > ~. Dann gilt fiir t > T':
O = | F1) ] e < M- 0= = 0zl

Diese Funktion ist absolut integrierbar, denn es ist

T
/ 1€_|7_x|tdt — — 1 .€_|7_x|t
T |7 — ]

und dieser Ausdruck bleibt beschrankt fiir 73 — oo. []

T 1 ) (e_|'y—z|T . €—|7—ZB|T1>’

T |y -z
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Definition:

Sei f : R — R stiickweise stetig. Das uneigentliche Integral

F@yzlffawznn

heifit Laplace-Transformierte von f, sofern es fiir ein z € C absolut konvergiert.

Man schreibt auch
F(z) = L[f(1)],

oder — wenn keine Verwechslungsgefahr besteht — wie bei der Fourier-Transformation
f(t) o—e F(z).

f(t) heiBt Urbildfunktion, F(z) Bildfunktion.

Bereiche absoluter Konvergenz

Wenn die Laplace-Transformierte F(z) von f(z) fir ein zo € C absolut konvergiert,
dann tut sie das auch fiir alle z € C mit Re (2) > Re (2).

y

¥

7

BEWEIS:  Sei zp :=u + jv und z = x + jy, mit x > u. Dann ist
|efzt’ — 67{17t S efut — |efz0t ‘
Daraus folgt die Behauptung. ]

Das Infimum « aller reeller Zahlen x > 0, so daf}

/0 ” f(t)e* dt

fir Re (z) > « absolut konvergiert, heifit die Abszisse absoluter Konvergenz fiir L[f(t)].
Die Halbebene, die links von der vertikalen Geraden {z | Re(z) = a} begrenzt wird,
ist das genaue Konvergenzgebiet des Laplace-Integrals. Der Rand gehort entweder ganz
dazu oder iiberhaupt nicht. Da f(¢t) = 0 fir ¢ < 0 ist, kann auch die ganze Ebene als
Konvergenzgebiet vorkommen.

Beispiele:

1. Sei f(t) = 1. Da wir nur Funktionen betrachten, die = 0 fiir t < 0 sind, lassen wir
diese zusitzliche Bedingung meistens weg.
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Es ist

R 1 R
/ l-e#dt = (—G_Zt) ‘
0 z 0

1
= (1 — —zR
L1,
1
und dieser Ausdruck konvergiert fiir Re (2) > 0 gegen —. Also haben wir:
2

1
lo—e — (fiir Re(2) > 0)
z

2. Die Funktion f(t) := e* wichst héchstens exponentiell von der Ordnung a. Also
konnen wir die Laplace-Transformierte bilden:

Lle™ = / eMet dt
0

= / ela=2)t gy
0

_ ( 1 e(a—z)t) -
a—z 0

- L 0-n=

a—z Z—Q

falls Re (a — z) < 0 ist, also Re (z) > a.

3. Sei f(t) := cos(wt) = 3 (el 4 ¢73+!). Dann folgt:

LW = [ fwetar
1
_ [ o) dt+/ ¢~ (erta)t dt]
2
1 oo 1 . o
I (jw—2) —(jwt2)t
2 Lw—z ‘0 +—(jw+z)e ‘0]
1 L
N 2 jw—2z Juz—i—z
B z
22402

fiir Re (jw — 2) < 0 und Re (jw + 2) > 0, also Re (2) > 0.

Analog erhélt man:
w

L[sin(wt)] = e

Bemerkung: Die Laplace-Transformierte

F(z) = /0 T F(t)e#t dt

ist als Parameterintegral im Bereich der absoluten Konvergenz eine holomorphe Funktion
von z. (Zum genauen Beweis vgl. G. Doetsch, Handbuch der Laplace-Transformation, 3.
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Kap., §2, Satz 1.). Es kann allerdings vorkommen — wie die vorangegangenen Beispiele
zeigen — , dafl F'(z) auf ein groferes Gebiet holomorph fortgesetzt werden kann. Man wird
dann auch die fortgesetzte Funktion als Laplace-Transformierte von f bezeichnen.

Beschrénkt man sich auf reelle Parameter s, so endet der Existenzbereich von F'(s) stets
bei der Abszisse der absoluten Konvergenz.

Eigenschaften der Laplace-Transformation
Sei f(t) o—s F(2) und g(t) o—e G(z). Dann gilt:
1. Linearitit: a-f(t)+b-g(t) o—sea-F(z)+b-G(2).
2. Ahnlichkeitssatz:

f(at) o—e CILF(Z,Z) (firaeR, a>0)

3. Verschiebungssatz (Verschiebung im Zeitbereich):
f(t—=T)o—ee . F(2). (firT€R)
(Man beachte, daf$ f(t —T) links vom Nullpunkt abgeschnitten werden mujs!)
4. Dampfungssatz (Verschiebung im Bildbereich):

e f(t)o—e F(s+c). (firceC)

BEWEIS: 1) ist trivial.

2) Ist a € R, a > 0, so gilt:

Lifa) = [ e dr

— i/ooo flat)e™a® - adt
- i/ooof(T)e_ZTdT
_ iF(z).
3) Es ist
LIf(t—T) = /Ooof(t—T)e‘tht
/Ooo
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4) Es ist

Ll @] = [ fwe=orar
= F(z+c¢).

Beispiele:
1. Als erstes betrachten wir die Sprungfunktion

or(t) = 0 firte<T
=Y 1 firt > T.

L

g <
Ist H(t) := { (1) Ei Itf = 8 die sogenannte Heaviside-Funktion, so kann man schrei-

ben:
or(t)=H(t—-T).

Fiir die Laplace-Transformation besteht kein Unterschied zwischen H und der Funk-
tion 1. Also gilt:

. B_ZT.

Llor(t)] = LIH(t —T)] = e - L[1] =

IS

2. Als néchstes betrachten wir den Rechteck-Impuls

1 fir0<t<T
0 sonst.

r(t) = {

Es ist mp(t) = oo(t) — or(t), also

Llrr()] = 2(1 — =T).

z
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3. Nun untersuchen wir die folgende Zackenfunktion:

at fur0<t<T .
Zor(t) == { 0 sonst. , mit 7" > 0.

Ist g(t) = at, so ist

0 furt <0
(g-H)(t)—(g-H)(t—-T)=4¢ at fir0<t<T
al' fiirt>1T.

Also folgt:
zar(t) = (g H)(t) = (9- H)(t = T) — aT - o1 (2).

Wir konnen jetzt die Laplace-Transformierte von z,7 bestimmen, wenn wir L[]
kennen. Es ist aber

Lt] = /Ootefztdt
0
1 o 1 foo
= <t.(—e"’t))‘ +—/ e *dt
z 0 z2 Jo

o0

fir Re (2) > 0.
Also ist

Llzar(t)] = Llg(®)] = Llg(t = T)] = aT" - Llor(t)]

1
= S —a-e —2—aT-e_ZT-f
z z z
a _ _
= —(l—e L 2Te™ )
z

Wir untersuchen jetzt, wie sich Differentiation und Integration im Zeitbereich auswirkt.
Dabei wollen wir die Klasse derjenigen Funktionen, die wir Laplace-transformieren kénnen,
geringfiigig erweitern:
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Definition:

Unter einer L-Funktion verstehen wir eine Funktion f : R — C mit folgenden
Eigenschaften:

1. f(t) =0 fiir t < 0.
2. f ist stiickweise stetig fiir ¢ > 0.
3. f ist bei 0 uneigentlich integrierbar.

4. Das Laplace-Integral
/ f(t)e* dt
0

existiert fiir wenigstens ein z € C mit Re (z) > 0 (und dann natiirlich fiir alle
¢ mit Re (¢) > Re(2)).

Selbstversténdlich ist jede stiickweise stetige Funktion mit hochstens exponentiellem Wachs-
tum eine L-Funktion.

Die Laplace-Transformierte der Ableitung
f(t) set =0 fiirt <0 und differenzierbar firt > 0, und f" sei eine L-Funktion.

Dann ist f eine stickweise stetige Funktion von hdchstens exponentiellem Wachs-
tum, und mit F(z) := L[f(t)] gilt:

f'(t) o—e z- F(2) — f(0+).

BEWwWEIs: Da f’ eine L-Funktion ist, existiert das uneigentliche Integral

[ 7yar =tim [ () dr = lu(50) ~ 1),

e—0
und damit existiert auch
f(0+) = lim f(e),
und es ist

[ 1y = 10) - 04,

Weiterhin existiert nach Voraussetzung fiir ein zg = ¢ + jyo mit x¢ > 0 das Integral
/ f'(s)e " ds.
0
t
Alsoist M(t) := / | f'(s) |e”*** ds durch eine Konstante M > 0 beschrinkt. Daraus folgt:
0

Fwet | = [([ f(s)ds) e

t
< / | f'(s) |e™ 0% ds(weil e~ < e%05 fiir s < t)
0

- M) < M,
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also | f(t) | < M - e*'. Damit wéchst f hochstens exponentiell von der Ordnung z.

Ist 2 := Re (2) > xq, so ist | f(t)e | = | f(t)|e™®0t - e~ @200t < M . e~ (@=20)t ynd dieser
Ausdruck strebt fiir ¢t — oo gegen Null. Mit partieller Integration folgt nun:

Lrw = [ rmea
= St [ [Tz ar

— _f(0+)+z-/ooo f(t)e * dt
= —f(04)+ z- F(2).

Mit vollstéandiger Induktion zeigt man leicht:

Folgerung

Sei f(t) fiirt > 0 n-mal differenzierbar, und f™ eine L-Funktion. Dann ist auch f
eine L-Funktion, und fir die Laplace-Transformierte F(z) von f gilt:

f(")(t) o—e 2" - F(2) — 2"t f(04+) —2"2 - f/(04) — ... — f(”_l)(0+).

Die Laplace-Transformierte des Integrals

Sei f(t) stetig firt > 0 und von hdchstens exponentiellem Wachstum. Es existiere
f(0+) und damit die Laplace-Transformierte F(z) von f(t). Dann ezistiert auch die
Laplace-Transformierte von

h(t) = /0 " f(r)ar,

und es gilt:
1
h(t) o—e 2 (2).

BEWwWEIS:  Da W/(t) = f(t) fir ¢ > 0 ist, folgt aus den vorangegangenen Sitzen, daf die
Laplace-Transformierte von h existiert. Auerdem ist h in ¢t = 0 stetig, mit ~(0) = 0.

1
Also ist F'(z) = z - L[h(t)] und h(t) o—e gF(z) ]
Beispiele:
1. Die Funktion f(t) = ¢ erfiillt alle nétigen Voraussetzungen. Also ist
1
tn—l — 7tn /
£ = L)
1
= —(z-L[t"] -0
(= £t - 0)
z
= — - L[t"
> Ll
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1
Nachdem L[t] = — ist, folgt aus der obigen Reduktionsformel:
z

n!

n
o—e .
t Zn—i—l

2. Esist (sin?t)’ = 2sint cost = sin 2t.

Also ist

NPT S _ 2
L[sin*t] = z L[sin 2t] = FEFwE

Schliefflich betrachten wir noch die Laplace-Transformation von periodischen Funktionen:
Sei f :]0,00) — R periodisch mit Periode T'. Dann gilt fiir die Laplace-Transformierte:
F(z) = / F(t)e = dt
0

o (n+1)T

= > / f(t)e * dt

n=0 nT
&0 T

= Z/o f(t+nT)e*tnT) gt
n=0

o0

T
_ —zt _—znT
= nEO/O f(t)e e dt
N (nO:OO e_znT> ' /OT f(t>€_2t dt

Der Vorfaktor ist eine geometrische Reihe:

[e'e) _ZnT_oo 1>n_ 1
Y= () =i

n=0

Beispiel :

1 fir2na<t<(2n+1)a

Sei a > 0 und f(t) ::{ 0 fiir (2n+ a <t < (2n+2)a.

Dann ist

/OT ft)e #dt = /Oa et dt = <_12 : e‘”)

also
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Ich erinnere nun an die Faltung

(Fr9)0)= [ flt=m)g(r)ar.

Wir wollen stiickweise stetige Funktionen f auf R mit f(¢) = 0 fiir ¢ < 0 als kausale
Funktionen bezeichnen. Dann gilt:

Die Faltung kausaler Funktionen

Sind f und g kausale Funktionen, so existiert das Faltungsintegral

(fo)0) = [ f(t=)g(r)d,
und es qilt:
1. fxg=gxf.

2. (fxg)xh=fx(gxh).

BEwEIS:  Die Existenz ist klar, es wird ja nur iiber ein endliches Intervall integriert.

Das Kommutativgesetz haben wir schon fiir absolut integrierbare Funktionen auf R nach-
gewiesen.

Zum Beweis des Assoziativgesetzes berechnen wir beide Seiten:

(Fra)eh(t) = [ frglt=r)hir)dr
= /Ot /Ot_T fit —7—=235)g(s)h(r)dsdr
= /Ot /th(t—u)g(u—T)h(T) dudr,

wobei die Substitution u(s) = 7 + s gemacht wurde.

Andererseits ist

frelgem)e) = [ 5w hlw dy

t ru
= / / f(t —w)g(u — 1)h(T) dT du.
0 Jo
In beiden Féllen wird die Funktion F,(7,u) := f(t — u)g(u — 7)h(7) iiber
A = {(ru)eR*|0<7<t, T<u<t}
= {(r,u) eR*|0<7<u, 0<u<t}

integriert.

A ist sowohl ein Normalbereich bzgl.
der 7-Achse, als auch ein Normalbe-
reich bzgl. der u-Achse.
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Dabher ist

(fxg)xh(t) = Fy(1,u) dudr

]

Die Faltung verhilt sich weitgehend wie ein normales Produkt, es gilt auch das Distribu-
tivgesetz. Allerdings ist 1x f #£ f:

e f0)= [ f()d

Die Laplace-Transformation der Faltung

Sind f und g stiickweise stetig und von hochstens exponentiellem Wachstum, so ist
f x g stetig und ebenfalls hochstens von exponentiellem Wachstum. Auflerdem gilt:

Wenn f(t) o—e F(z) und g(t) o—e G(2), dann

(f * g)(t) o—e F(2) - G(2).

BEwEIs:  DaB fxg hochstens von exponentiellem Wachstum ist, kann man leicht nach-
rechnen. Dariiber hinaus gilt:

F(z)-G(z) = /0 fu)e™" du - /Ooog(v)e_zv dv

o] t
= e # [ f(t —v)g(v)dvdt
0
= [TUegme
= L[f=*g()].
[]
Beispiele :
1. Es gilt:
1 at
o ¢
z—a
1
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also

t
_ / €a(t_T)€bT dr
0

t
— eat / e(b—a)T dr
0

(b—a)T

_ o (€ ‘
b—a /0
1

— eat . m(e(bfa)t . 1)

at

et — e

b—a

2. Wir wollen noch ein etwas schwierigeres Beispiel durchrechnen:

Es ist

Vit =

Also ist

i)

=

&

<
|

und

3. Das vorige Beispiel ist ein Spezialfall der Transformation der Funktion ¢, mit po-
sitivem reellen «.
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t* = *I" hat hochstens exponentielles Wachstum, ist also Laplace-transformierbar.
Mit der Substitution u(t) = zt erhélt man:

L] = / T peet dg
0

- - I (@)aeu@) o' (t) dt
e

1 o0
= / u®e " du
0

Za+1

1
= Lot [(a+1),

denn es ist ja ['(z) := / u" e " du.
0

Das Ergebnis aus dem vorigen Beispiel (o = % ) erhélt man iiber die Beziehungen

I(z+1)==z-T(z) und F(;) = /.

Wir wollen uns nun mit der Riicktransformation befassen:

Sei f stiickweise glatt und von hochstens exponentiellem Wachstum:
(1) < M-,

fiir grofie . Aulerdem sei natiirlich f(¢) =0 fiir ¢ < 0.

Sei & > v fest, aber beliebig gewihlt. Dann ist auch f,(t) := e~ f(¢) stiickweise glatt
und = 0 fiir ¢ < 0. Daher erfiillt f, die Voraussetzungen des Fourier-Integral-Theorems.
Es ist

B = [ f@etta
_ /OOO f(t)e_(x+jw)t dt

= F(z+jw),
wenn wir mit F'(z) die Laplace-Transformierte von f bezeichnen. Und dann ist
Lt ) = L [ e d
SU) + 4 = oo Jim [ Fow)e d
1. A

2m A—oo J_ A

also

S(FE=) + f(t4) = ;—m}i& [ Plo+ jw)e do

1 A .

= — i F(z + jw)e@Hiwt g
o Am [ (x4 jw)e w
1 z+jA

= — lim F(2)e* dz,
2m) A—oo Jp—jA
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wobei iiber den Weg w +— x + jw integriert wird. Damit haben wir bewiesen:

Komplexe Umkehrformel

Sei f :]0,00) = R stickweise glatt und von hichstens exponentiellem Wachstum,
F(z) die Laplace-Transformierte von f(t), mit v als Abszisse der absoluten Konver-
genz. Dann ist

1 1 rjoo zt

—(f(t—=)+ f(t+)) = — - C.H. F(z)e* dz.

2 27TJ r—joo
Die Integration ist iber die Gerade {z | Re(2) = z} zu erstrecken, wobei x > ~y
beliebig gewdhlt werden kann. Ist f in t stetig, so steht auf der linken Seite der
Gleichung einfach nur der Wert f(t).

Die komplexe Umkehrformel kann nur auf solche holomorphen Funktionen angewandt
werden, die Laplace-Transformierte sind. Wir hatten mehrfach eine gewisse Analogie zur
Theorie der Potenzreihen festgestellt. Man kann sich nun fragen, ob jede holomorphe
Funktion, die auf einer rechten Halbebene holomorph ist, schon automatisch die Laplace-
Transformierte einer geeigneten Urbildfunktion ist. Leider gilt das nicht, es lassen sich
leicht Gegenbeispiele angeben.

Das Problem, ein vollstédndiges Kriterium dafiir anzugeben, wann eine holomorphe Funk-
tion eine Laplace-Transformierte ist, ist ungelost. Es gibt bis jetzt nur hinreichende Kri-
terien. So reicht es z.B., wenn F'(x + jy) auf jeder vertikalen Geraden absolut integrierbar
ist und lokal gleichméBig in x fiir |y| — oo gegen Null konvergiert. Etwas konkreter ist
folgender Satz:

Darstellbarkeitskriterium

Sei F(z) in der Halbebene {z | Re (z) > x1 > 0} holomorph und von der Gestalt

Fle) = < 4 92

s Zl-i—e’

mit 0 < o < 1, € > 0 und einer fir Re(z) > xy + 6, 6 > 0, beschrinkten Funktion
qg.

Dann ist F(z) die Laplace-Transformierte einer Funktion f(t).

Zum BEWEIS vgl. Doetsch, 7. Kap., §2, Satz 4.

Wir kommen nun zu den verschiedenen Methoden, die Riick-Transformation praktisch
durchzufiihren.

Riicktransformation mit Hilfe von Tabellen:
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Die folgende Tabelle kann benutzt werden:

F(z) f(t) F(z) f(t)
1 1
- o0 1 —e*T ——o or(t)
z z
1
o o e ;(1 —e ) e  mp(t)
1 ebt _ eat 2 ) Qt
—————— @&—O _— —_—— &—O S111
(z—a)(z—0) b—a 2(22+4)
1 sin(wt)
=) o t arctan(—) e—o
z t
1 1 el z
o o = 1)!25 S cosh(wt)
: (wt) - inh(wt)
— o  cos(w ——— e—o sinh(w
22 + w? 22 — w?
w : 1 i
o o sin(wt) e ——o 2/t
sin(wt)

w
Die Formel o—e arctan(—) haben wir nicht nachgewiesen, dafiir sind weitere

Satze erforderlich. Aulerdem mufl man dazu wissen:
1+ j=z
1—jz

arctan(z) = o7 log
J

auf der Halbebene {Re (z) > 0}.

Riicktransformation durch Partialbruch-Zerlegung

Diese Methode ist anwendbar, wenn die gegebene Bildfunktion eine rationale Funktion
der Gestalt

mit Polynomen P und @ mit deg(P) < deg(Q) ist. Wir werden etwas spiter untersuchen,
wann man der Funktion F' ansehen kann, daf sie eine Laplace-Transformierte ist.

Sind ay, .. ., aj die (komplexen) Nullstellen des Nenner-Polynoms Q(z), mit Vielfachheiten

my, ..., Mg, o gilt:
k. m;

=22 oy

i=1v=1 Z_al

mit geeigneten komplexen Koeffizienten A;,. Das ist die komplexe Version des reellen
Satzes von der Partialbruchzerlegung, der in Kap. II, §5, angegeben wurde.

Man braucht nun lediglich die Formel
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Beispiel :

222 -9z4+19
(z+3)(z—1)%

Sei F(z) :=

Die Partialbruchzerlegung fithren wir mit Hilfe eines Ansatzes durch:

A B C
z+3+z—1+(z—1)2
(z—=12A+ (2+3)(z—1)B+ (2 +3)C
(z4+3)(z—1)2
(A+B)2>+ (—2A+2B+C)z+ (A—3B+3C)
(z+3)(z — 1)2

F(z) =

Das ergibt das lineare Gleichungssystem

A+ B = 9
24 4+ 2B + C = -9,
A — 3B + 3C = 10.

Wir 16sen es nach dem Gauflschen Verfahren:

[ RGN I SO (U RO

R R e R S
= oW Oolw e~ o
|
ot

Alsoist C' =3, B=—-2und A =4, d.h.:

42 . 3
243 z2—-1 (z—1)7%

F(z) =

Daraus folgt:
F(z) e—o 4e7" — 2¢' + 3te’.

Riicktransformation mit Residuenkalkiil

Sei F'(z) eine meromorphe Funktion auf C, so dafl z - F'(z) fiir z — oo beschrénkt bleibt.
Dann ist F' aulerhalb einer geniigend groflen Kreisscheibe holomorph, und es gibt dort
eine Laurententwicklung

2 F(z) =) oz ™
n=0
Also ist _
Qo
F(Z) = = + 2 Z OénJrlZina
z z n=0
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und das bedeutet, dal F'(z) eine Laplace-Transformierte ist. (Darstellbarkeitskriterium)

Ist F'(z) holomorph in der Halbebene {z | Re(z) > z; > 0}, so erhélt man die Urbild-
funktion f(¢) durch die komplexe Umkehrformel:

1 1 ) x+jA .
§(f<t_) + f(t+)) = o lim F(2)e** dz.

mj A—ooJy—jA

Wir betrachten nun folgende Figur:

01 x+jA
n
o
¥2 r—jA

Dabei sei

(1) == x+jm, (A< T<A)
o1(1) = (v —7)+jA, (0< 7<)
(1) = 7-jA, (0<7<ux)
(7) 3T

<7< —).

= AT, (E <
2 2

C =0+ @1 +1n+ s ist ein geschlossener Weg, der bei geniigend groflem A alle Singula-
ritdten von F(z) in seinem Inneren enthélt. Nach dem Residuensatz ist also

1
27j

/CF(z)ethz: > res.(F(z)e™).

Re (z)<z1

Wir kénnen die Werte von f aus den Residuen von F'(z)e* berechnen, wenn wir zeigen
konnen, daf die Integrale iiber @1, w9 und n fiir A — oo verschwinden.

Wir halten ¢ fest. Bei den Wegen ¢; kommt es nicht auf den Durchlaufungssinn an. Daher
gilt —wenn |z - F(z)| < C ist —:

[ Feetdz| = | [ P& ja)eridtar|
0

Pi
i
/eT dr
0

G,

(e —1) = 0 (fir A — o0)

| Q

0

= aelQ
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Es ist (1) = AcosT + jAsin7T. Wir benutzen, dafl der Cosinus symmetrisch zur Achse
T = 7 ist, und daB gilt:

cosT<1——7 fir
T

<rt<m.

bo|

Dann folgt namlich:

C (3m)/2
|/F(z)eztdz| < f-/ A0 gr
n A w/2
= C /(37r)/2 6Atcom- dr
w/2
— 920C eAtcosrdT
w/2
< 2C (3At~/7r e T dr
/2
g0t (L
= e ( 2At" )‘m
— 90 < T 24t —At>
‘ YA )
Cr — At

Damit haben wir bewiesen:

Umkehrformel mit Residuen

Ist F(z) meromorph auf C und holomorph fir Re(z) > v und z - F(z) beschrinkt
fiir z — oo, so ist F(z) die Laplace-Transformierte einer Funktion f(t), und es gilt:

L)+ fE) = Y resa(F(2)e).

2 Re ()<

P(z)
Q(z)

Die Voraussetzungen des Satzes sind z.B. erfiillt, wenn F(z) = ist, mit Polynomen

P und @, so daf
deg(Q) > deg(P) + 1

ist.

Der vorangegangene Satz 1afit sich auf die Situation verallgemeinern, daf§ F'(z) unendlich
viele Singularitédten besitzt. Voraussetzung ist dann aber ein einigermaflen kontrolliertes
Wachstum von F.

Eine beliebte Anwendung der Laplace-Transformation stellt die Losung linearer DGLn
mit konstanten Koeffizienten dar.

Man kann zeigen, daf§ die Losungen einer solchen DGL Funktionen von hochstens expo-
nentiellem Wachstum sind (vorausgesetzt, das trifft auf die Inhomogenitét zu!). Auf einen
Beweis wollen wir hier nicht eingehen, weil das fiir die praktische Anwendung keine grofie
Rolle spielt.
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Wir beginnen mit einer DGL 1. Ordnung:
v +ay = g(t), mit Anfangsbedingung y(0) = A.
Man kann nun schrittweise vorgehen:

1. Laplace-Transformation

Sei y(t) eine Losung, Y (z) := Lly(t)] und G(z) := L[g(t)]. Wendet man auf beide
Seiten der DGL die Laplace-Transformation an, so erhélt man:

(z-Y(2) —y(0)) +a-Y(z) = G(2),

also

(z4a) - Y(z) — A=G(2).
2. Losung im Bildbereich

Wir 16sen die gewonnene Gleichung nach Y(z) auf:

G(z) —|—A.

Y<Z): zZ+a

3. Riicktransformation

Wir suchen nun die Urbildfunktion y(t) zu Y'(z):

G(z)+ A
z+a

y(t) = L7 ]

Dabei konnen alle drei vorgestellten Methoden der Riick-Transformation zum Ein-
satz kommen. In der Praxis wird man es meist mit Tabellen versuchen.

Bemerkung: Wir haben in Kapitel II, §7, gelernt, dafl sich die allgemeine Losung
der DGL aus der allgemeinen Losung der zugehorigen homogenen Gleichung und einer
partikuldren Losung der inhomogenen Gleichung zusammensetzt. Das Verfahren mit der
Laplace-Transformation liefert gleich die allgemeine Losung, in Abhéngigkeit von den
Anfangsbedingungen.
Beispiel :

Wir betrachten die DGL

y + 2y =2t — 4,
mit der Anfangsbedingung y(0) = 1.

1. Schritt: Laplace-Transformation!

z2-Y(2)—14+2-Y(z)=L2t —4] = = — —.
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2. Schritt: Losung im Bildbereich!

2 4
2)-Y(z) -1 = = ——
(:+2)¥(2) 21
2 4 1
| Y = — :
amwo (2) 22(z+2) z(z+2)+z+2

3. Schritt: Riick-Transformation:

Die Funktionen, die als Summanden auf der rechten Seite auftreten, finden sich nicht
alle in der Mini-Tabelle, die wir aufgestellt haben. Es ist

1 1—e
———— e&—o0
2(z+2) 2
1
und o ¢ X
z+2
1
Wir miissen noch die Urbildfunktion zu m finden. Wir tun dies mit Hilfe der
22(z
Partialbruch-Zerlegung.
Ansatz: © 4 b L_C az(z +2) +b(z + 2) + c2?
z 22 z42 22(z + 2)
(a+c)z? + (2a +b)z + 2b
22(2+2)
Das fiihrt auf das lineare Gleichungssystem
a + c = 0,
20 + b = 0,
2b = 1
. 1 1 1 .
Alsoist b= -, a = —= und ¢ = -, und damit
2 4 4
172 1 1 4 1
o = HE-lek)-
(2) 2\ 22 z+z+2 z(z—|—2)+z+2
1 1 3 4

§_§+ 2z+2) z2(2+2)
3
-2t 2(1 _ 6_2t)

t_f _

5 T o¢

5 7
2

5 T3¢

Als néchstes betrachten wir eine DGL 2. Ordnung:
v +ay + by =g(t), mit Anfangswerten y(0) = A und 3'(0) = B.

Auch hier gibt es die drei Schritte:
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1. Laplace-Transformation

(22 Y(2)—2-A=B)+a-(2-Y(2) = A) +b-Y(2) = G(2),

also
(22 +az+b)-Y(2) = (z+a)A - B=0G(2).

2. Losung im Bildbereich

G(z)+(z+a)A+B.

Y p—
(2) 224 az+0b

3. Riicktransformation Hier kann man auf die bekannten Methoden zuriickgreifen.

Beispiel :

y" + 4y = sin(wt).
1. Schritt: w
Y (2) — 2A — B+ 4Y (2) = L[sin(wt)] = ————
2°Y (2) — 2 +4Y (2) [sin(wt)] L
also o
2 _
2. Schritt:
w z 1
Y(z) = A~ 4B
(2) (22 + w?)(22 + 4) * 22+4+ 22+ 4’

fiir Re (z) > 0. 3. Schritt: Die gesuchte Losung ist
1
() (2 + 1)

Zur Berechnung des ersten Termes miissen wir Félle unterscheiden:

y(t) =w- L] | + Acos(2t) + ?Sin(%).

a) der Fall w? # 4:

In diesem Falle hat ]

(22 + w?)(22 +4)

4 verschiedene einfache Polstellen, ndmlich z = +jw und z = £2j. Es bietet sich
die Residuen-Methode an:

ft) = LTF(2)]
= resju(F(2)e”) + res_ju(F(2)e™) + resg; (F(2)e*) + res_o5(F(2)e™)
1

1 . (€2jt . 672jt)

F(z):=

= (e e

2jw(w? —4) 4j(w? —4)
1 . 1 :
= —m -sin(wt) + m sin(2t)

wsin(2t) — 2 sin(wt)
2w(w? —4)
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Also ist
_ wsin(2t) — 2sin(wt)

b) der Fall w? = 4 (Resonanzfall) :

B
+ Acos(2t) + B sin(2t).

Ist w? =4, so ist

+2 z 1
Yz)=———+A- ——+B-———
(2) (22+4)2+ 22+4+ 22+ 4’
also
y(t) =+2- E_l[; + Acos(2t) + B sin(2t).
(22 +4)2 2
Wir kennen die Beziehung
: in(21)
&—O —
7 5 sin(2t),

und verwenden den Faltungssatz:

1

1 . 2
m = 7 (L[sin(2¢)])
= i - L[sin(2t) * sin(2t)], also
IV T .
[(22 TE Z/o sin(2(t — 7)) sin(27) dr
— le . (sin(Qt)/O cos(27) sin(27) dr — cos(2t)/0 sin®(27) dT)
- 5 (sin20)- $5n%(21) — cos(21)(§ — 7 sin(21) cos(21)))

- (sin(2t) — 2t cos(2t)) .

>l

Also ist in diesem Falle

y(t) = j:; - (sin(2t) — 2t cos(2t)) + A cos(2t) + ?sin(%).

Die Amplitude von y(¢) nimmt im Resonanzfall beliebig hohe Werte an.
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85 Gewohnliche Differentialgleichungen

Eine gewdéhnliche Differentialgleichung ist eine Gleichung, in der eine unbekannte Funktion
y = y(z) und ihre Ableitungen y', y” ... vorkommen.

Hat die Gleichung die Form

F(x,y, 9,9, ...,y™) =0,

so spricht man von einer impliziten Differentialgleichung.

Hat sie die Form

y™ = f(,y, ¢, ..y,

so spricht man von einer expliziten Differentialgleichung.
Die Ordnung der Differentialgleichung ist die héchste vorkommende Ableitungsordnung.

Beispiele :
1. y" = —w?y ist eine explizite DGL 2. Ordnung.
2. (yy®)? 4+ xy” + Iny = 0 ist eine implizite DGL 5. Ordnung.

Wir werden hier im Wesentlichen mit expliziten DGLn arbeiten, die auch in der Form

™ + f(x,y,9, ..,y ) =0

vorkommen koénnen, mit einer Konstanten c.

Definition:
Sei B C R x R" offen, f: B — R eine stetige Funktion.

Unter einer Lésung der DGL y™ = f(z,y,9/,...,y" V) versteht man eine n-mal
stetig differenzierbare Funktion ¢ : I — R mit folgenden Eigenschaften:

LAt ), ¢'(t), ... " () [t e I} C B.
2. Fiirallet € Iist @™ (t) = f(t,0(t), ¢ (1),..., " V(1))
Fiir implizite DGLn definiert man Losungen analog.

Die Kurve ® : I — B mit ®(t) := (£, p(t), o' (t),..., 0" V(1)) heiBt Lisungskurve.
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Definition:

Ein Punkt Ay = (to,ao,a1,...,a,—1) € (I x R") N B wird auch als ein Satz von
Anfangsbedingungen zu der DGL bezeichnet. Unter dem zugehorigen Anfangswert-
problem versteht man die Suche nach einer Lésung ¢ der DGL, die folgende Bedin-
gungen erfiillt:

©(to) = ao, ¢'(to) = a1, . .. 7S0(n71)(t0) = Qp—1-

Man nennt ein Anfangswertproblem sachgemdfl gestellt, wenn es zu jedem Satz von
Anfangsbedingungen eine eindeutig bestimmte lokale Losung gibt, und wenn diese
Losung stetig von den Anfangsbedingungen abhéngt (so daff das System bei kleinen
Stérungen stabil bleibt).

Beispiele:

1. Wir betrachten die DGL 3’ = ky mit einer Konstanten k # 0. Als Anfangsbedingung
sei y(0) = 1 gefordert.

Das ist eine (homogene) lineare DGL 1. Ordnung mit konstanten Koeffizienten, wie
wir sie in Kapitel II, §7, schon behandelt haben. Wir wissen, dafl der Losungsraum
ein 1-dimensionaler Vektorraum ist. ¢o(t) := 0 ist eine auf ganz R definierte Losung,
und alle anderen Losungen diirfen wegen des entsprechenden Eindeutigkeitssatzes
keine Nullstellen haben.

Sei also ¢ # 0 irgend eine Losung. Dann gilt:

(ol () = 28 — k.

Jetzt kann man integrieren:
In|o(t)| =kt +c,

mit einer geeigneten Konstanten c. Das fithrt auf die Gleichung
lp(t)| =C- e, mit C:=e > 0.

L&Bt man fiir die Integrationskonstante C beliebige reelle (also auch negative) Zahlen
zu, so kann man sogar schreiben:

o(t)=C-e"  mit C € R.

So erhilt man eine ganze Schar von Losungen ¢ (t) = C - ekt C' € R. Die Losungs-
kurven

do(t) := (t,C - )
sind alle disjunkt!

Zu jeder Anfangsbedingung (0,ay) gibt es genau eine Losung mit pc(0) = ao,
nidmlich die mit C' = ag. Insbesondere ist die gesuchte Losung ¢ mit ¢(0) = 1
gegeben durch ¢(t) = e*. Da die Losungen vom Parameter C' (und damit von der
Anfangsbedingung) stetig abhédngen, ist das Problem sachgeméif} gestellt.
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2. Die DGL 3/ = 3+/y? verhiilt sich nicht so angenehm. Offensichtlich ist die Nullfunk-
tion () = 0 eine Losung, aber auch jede Funktion ¢.(t) := (t — ¢)? 16st die DGL.
Also gehen durch jeden Punkt der x—Achse mindestens zwei Losungskurven. Ein
schlecht gestelltes Problem!

3. Die DGL |¢'| 4+ |y| = 0 besitzt nur die Nullfunktion als Losung. Allgemeine An-
fangswertprobleme sind dann iiberhaupt nicht mehr 16sbar.

Unter einem System von gewohnlichen Differentialgleichungen 1. Ordnung versteht man
ein System von n Gleichungen, in dem n unbekannte Funktionen 1, ..., y, und ihre ersten
Ableitungen vorkommen. In der expliziten Version sieht das folgendermafien aus:

Yy = fl(x7y17"'ayn>a

y;L = fn(xayb e Jyn)

Eine Lésung ist dann ein System von Funktionen ¢y, ..., ¢, mit

() = filt,o1(), ... on(t) firi=1,... n.

Wir schreiben ein solches System auch kurz in der Form

Diese Schreibweise erweist sich als besonders praktisch, wenn man mit linearen Systemen
arbeitet:

!/
Vo= Alx) oy,
mit einer Matrix-wertigen Funktion A(z) = (a;;(x) |i,j =1,...,n).
Beispiel :
Das System
yi = Y
Yo = —U

kann in der Form

geschrieben werden.

Wir kennen iibrigens schon die Losung dieses Systems unter der Anfangsbedingung
y1(0) = 0 und y2(0) = 1, ndmlich ¢4 (¢) = sin(t) und o(t) = cos(t).

Es besteht ein direkter Zusammenhang zwischen einfachen DGLn n—ter Ordnung und den
Systemen von DGLn erster Ordnung:

Ist eine DGL

(n)

y™ = flz,y, 9, ..., y"Y) (%)
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gegeben, so ordnen wir ihr folgendes System zu:

B = Y

y;fl = Un
y;-b = f(xvyla"'7yn)
Ist ¢ eine Losung der DGL (%), so ist @™ (t) = f(t,p(t),¢'(t),. .., V(t)), und wir
setzen
pri=p, pri=¢, ., pai= et

Dann ist

90/1 (t) = @2(15),

Pn1(t) = enl(t)
und @;(t) = @n)(t> = f(t7901(t)7""90n(t))7

d.h., (¢1,...,pn) ist eine Losung des Systems.

Ist umgekehrt eine Losung (1, . . ., ¢,) des Systems gegeben, so setze man ¢ := ;. Dann
ist
Pt =wat), . 0"V = palt)
und schlieBlich ™ (t) = ¢! (t) = f(t, o(t),..., " V(1)),

also ¢ Losung von ().
Man kann also die Theorie der DGLn n—ter Ordnung auf die der Systeme 1. Ordnung

zuriickfithren.

!/
Wir betrachten nun ein System Y =F (z, ?), mit einer stetigen Abbildung F': B — R".
Ist p(t) = (p1(t),...,0.(t))" eine Losung, also

©'(t) = F(t, (1)),
so gilt fiir die zugehorige Losungskurve ®(t) := (¢, p(t)) :
(1) = (1,¢'(t)) = (L, F(t, ¢(1))).
F(t,¢(t)) ist die ,,Steigung“ der Losungskurve zum Zeitpunkt ¢.

Die Zuordnung (t, 3) — F(t, 5) liefert ein Richtungsfeld, das den Verlauf der Losungs-
kurven schon ahnen 148t. Man nennt diese Losungskurven auch Integralkurven.

/%\

T
\

A ]

\
—
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Wir wollen jetzt untersuchen, unter welchen Voraussetzungen Losungskurven existieren
und eindeutig bestimmt sind.

Sei B C R x R" offen und F': B — R" stetig.

Behauptung: Ist F' sogar nach v, . . ., y, stetig differenzierbar, I C R ein abgeschlossenes
Intervall und Q C R" ein kompakter Quader mit K := I x() C B, so gibt es eine Konstante
L >0, so daf gilt:

| F(z,y) = Flz,y) | < L-|ly=y'l, fir(zy) (zy) € K.

oF
BEWEIS: Sei Em der aus den partiellen Ableitungen nach vy, ...,y, gebildete Teil der
Y

OF
Funktionalmatrix von F'. Das ist eine nxn-Matrix, und die Funktion (z,y) + || Em (x,y) ||

ist stetig auf B. Da @) konvex ist, gilt nach dem verallgemeinerten Mittelwertsatz: Zux € [
und y,y’ € @ gibt es ein z auf der Verbindungsstrecke von y und y’ mit

/ aF /
IE(zy) = Flz,y) [ < H&fy(fﬂ,Z) Iy ="l

oF
Wir setzen dann einfach L := sup{|| a—(x,z) | : (z,2) € K}. Da K kompakt ist, ist
Y

0 < L < oco. Wenn F' als Funktion von vy, ...y, nirgends konstant ist, dann ist sogar

L>0. [

Man nennt L eine Lipschitz-Konstante und sagt, dal F' auf K einer Lipschitz-Bedingung
geniigt. Wenn man zu jedem Punkt (z,y) € B eine Umgebung U C B finden kann, auf
der F' einer Lipschitz-Bedingung geniigt, so nennt man F' lokal Lipschitz-stetig.

Fiir den Beweis des Existenzsatzes ist noch die folgende einfache Beobachtung niitzlich:

@ : I — R" ist Losung der DGL Z_J)/ = F(x, 3_/)) durch ¢
< toelund ¢'(t) = F(t,p(t)) firt € I

sty Tund () — @(to) = /t:F(s, o(s)) ds

t
= ot) = p(ty) + / F(s,p(s)) ds fiir ein ty € 1.
to

Globaler Existenz- und Eindeutigkeitssatz

Sei G C R x R" ein Gebiet, F' : G — R" stetig und lokal Lipschitz-stetig. Dann
gibt es zu jedem Punkt (to,yo) € G genau eine Lisung ¢ : I — R™ der DGL

—! —

Yy = F(x,¥y) mit folgenden Eigenschaften:
1. ty € I und Qﬁ(to) =Yo.
2. I st offen und mazimal.

3. Die zugehorige Integralkurve ®(t) := (t, ¢(t)) verlduft in G von Rand zu Rand.
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Bedingung (1) bedeutet, daBl ¢ das gegebene Anfangswertproblem 16st, und Bedingung
(2) bedeutet, dal die Losung auf kein groferes Intervall fortgesetzt werden kann. Wir
schreiben das maximale Intervall in der Form I = (¢_,t;). Dal ® in G von Rand zu
Rand lauft, ist etwas schwerer zu erklaren. Gemeint ist:

Entweder ist I unbeschrénkt oder || ¢ || wéichst unbeschriankt oder die Werte ®(¢) kommen
dem Rand von G beliebig nahe. Das heifit nicht, daf tligl ®(t) existiert, wohl aber, daf
+

® jede kompakte Teilmenge von G irgendwann verlafit.

Der Beweis des Existenz- und Eindeutigkeitssatzes gliedert sich in mehrere Teile. Wir
beginnen mit dem ,lokalen® Teil.

Lokaler Existenz— und Eindeutigkeitssatz
Sei B C R x R" offen, F : B — R" stetig und (to,yo) € B.
Wenn es reelle Zahlen r,e > 0 gibt, so dafs

T:={(t,y) eRxR"||[t—ty| <eund ||y —yol <r}CB

ist und F' auf T einer Lipschitzbedingung (mit einer Lipschitzkonstanten L) geniigt,
so gibt es ein €* mit 0 < €* < ¢ und eine eindeutig bestimmte stetig differenzierbare
Abbildung ¢ : [ty — €, to + ] — R", so dafs gilt:

1. ||p(t) —yo |l <7 fir |t —ty| <e*.
—/ —
2. @ ist Losung der DGL Y = F(x,V).

3. p(to) = yo.

Wir nennen die Menge T eine ,, Tonne*, sie ist ein Produkt aus einem Intervall der Lénge
2¢ und einer Kugel vom Radius 7.

R’n
2¢e

: R
to

Die gesuchte Losungskurve durch (%g,yo) kann nur innerhalb einer kleineren Tonne der
Lange 2¢* konstruiert werden. Darin lauft sie allerdings vom Boden bis zur Decke, und
sie ist eindeutig bestimmt.
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RTL
T
|
D %‘ :
: R
to
BEWEIS (nach Picard-Lindelof) :
Sei A :=sup|| F'|| und £* := min(e, %), sowie Iy := [to — €™, to + £¥].
T

Wir betrachten die Menge

F:={ep: 1y — B.(yo) : ¢ stetig, und ¢(to) = yo}-

Eine Folge von Funktionen aus F, die gleichméfig konvergiert, hat als Grenzwert wieder
ein Element von F. Und jede Cauchyfolge in F ist gleichmé&fig konvergent. Das heifit, F
wird mit der Supremumsnorm zu einem vollstdndigen metrischen Raum.

Nun definiert man einen Operator S : F — F durch

(S)(®) =30+ [ Flup(w) du.

Tatsachlich ist

|Set) =yoll = Il | Fls.ols))ds]
< Jt—to-sup | F|
T
< g A<
und
IS¢ =S¥l = sup| [ (Ps.(s) = Fls. () ds

IN

e* -s%p | F(s,(s)) — F(s,9(s)) ||
< e Lefle—1|.

Wiéhlt man €* sogar so klein, daf§ ¢ := " - L < 1 ist, so ist S eine kontrahierende (und
damit insbesondere stetige) Abbildung von F auf sich.

Es sind alle Voraussetzungen des Banachschen Fixpunktsatzes erfiillt! Also besitzt der
Operator S genau einen Fixpunkt ¢,. Nun gilt aber:

Spy =@y = @y(t) = @olto) + /t:F<s,soo<s>>ds

— -
< ¢, ist Losung der DGL ¥ ' = F(x, ).
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¢, ist also die gesuchte Losung und zudem eindeutig bestimmt. Der Satz ist bewiesen.] |

Bevor wir mit dem Beweis des globalen Existenzsatzes fortfahren, wollen wir ein Beispiel
fiir den Satz von Picard-Lindeltf betrachten. Wir wissen ja: Ist ¢ € F ein beliebiger
Anfangswert, so konvergiert die Folge (S*¢) gegen den Fixpunkt ¢,. Das liefert im Prinzip
ein konstruktives Verfahren.

/
Wir betrachten das DGL-System (y,l> = ( b2 ) Hier ist
Y2 !

F(.T, y17y2) = (y27 _y1>
sicherlich Lipschitz-stetig. Es muf} also genau eine Losung ¢ mit ¢(0) = (0, 1) geben.
Wir gehen aus von dem Startwert ¢, (t) := (0,1). Dann ist

ilt) = @l0)+ [ Flsp0(s)) ds

— (0,1) +/t10ds
— (0,1) 4 (£,0) = (tl)

Po(t) = ¢1(0 "’/

_ (o,1)+/0(1,—s)ds

t2 t2
= 1 t,——) = (t,1 — —
(07 ) + ( Y 2 ) ( ? 2 )7
t
es(t) = @il0)+ | Fls.pols))ds
t 52
= (0,1)+ | 1——,—s)ds
0 2
3t t3 t2
Per Induktion zeigt man schlieflich:
t3 t2/€71 t2 . t2k

eull) = (=G &+ U gyl — g e U )

und
t3 . t2k’+1 . t2 N . . t2k:
Porr(t) = (t—gi'“ﬂL(—l) [ ) e (1) m)-
Also ist (t) = (sin(t), cos(t)).

Wir betrachten wieder eine DGL §’ = F (x, ?) mit Lipschitz-stetigem F. Dann gilt:

Das maximale Losungs-Intervall ist offen

Sei @ : [to,t1] — R™ eine Losung. Dann gibt es ein ty > t; und eine Lisung @ :
[to, t2) — Rn mait ¢|[t0,t1] = @.
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BEweEIS:  Nach dem lokalen Existenz- und Eindeutigkeitssatz gibt es ein € > 0 und eine
eindeutig bestimmte Losung v : (t1 — &,t; + ) — R" mit 1 (¢1) = (t1). AuBerdem ist

P (t) = F(ty,p(t)) = F(ty, p(t1)) = ' (t).
Also ist @ : [tg,t; +€) — R" mit

o) = { PO firto<t<i,
PUZ\ w(t) fivty <t<t +e.

differenzierbar und damit eine Losung iiber [tg, 1 + €). []

Die globale Eindeutigkeit der Losung
Sind @, : [to, t1] = R™ zwei Losungen mit p(tg) = ¥ (to) = yo, so ist ¢ = .

BEWEIS:  Sei X := {t € [to,t1] : ¢(t) = ¥(t)}. Das ist eine nicht-leere abgeschlossene
Teilmenge von [tg,t;]. Wenn X # [tg,t;] wire, miifite es ein grofites t* > to geben, so
daB ¢(t) = (t) fir to <t < t* ist. Weil X abgeschlossen ist, mufl auch noch ¢(t*) =
1 (t*) sein. Wegen der Offenheit des maximalen Losungsintervalls und wegen des lokalen
Eindeutigkeitssatzes gibt es dann auch noch ein ** > t*, so dafl ¢(t) = () fir to <t <
t** ist. Das ist aber ein Widerspruch. ]

Die Existenz einer maximalen Lésung

Es gibt Zahlen t_ < ty < ty und eine Losung ¢ : (t_,ty) — R" mit folgenden
FEigenschaften:

1. ¢(to) = yo.
2. @ lafit sich auf kein grifSeres Intervall fortsetzen.

3. Istap: (t_,t;) = R" eine weitere Lisung mit ¥ (tg) = yo, so ist ¢ = 1b.

BEwEIS:  Wir beschrianken uns auf die Konstruktion von t,, die von ¢_ kann dann
analog durchgefiihrt werden. Es sei

e, :=sup{e >0 : 3 Losung ¢, : [to, to + €] — R" mit ¢_(ty) = yo}

und
ty =19 +ex.
Ist nun t € [tg, ¢4 ), so gibt es ein e mit 0 < € < ¥, so dal ¢ in [ty, ¢y + €) liegt, und wir
setzen
p(t) = . (1).
Diese Definition ist wegen der globalen Eindeutigkeit unabhéngig vom gewéhlten e, und

¢ ist deshalb auch eine Losung der DGL. Nach Konstruktion von £, 148t sich ¢ nicht
iiber ¢, hinaus zu einer erweiterten Losung fortsetzen.
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Ist schliefllich 1) eine weitere Losung auf [to, ¢, ) mit ¥ (ty) = yo, so stimmt 1 auf jedem
abgeschlossenen Teilintervall und damit auf ganz [to, ¢, ) mit ¢ iiberein. ]

Zum Schlul wollen wir noch zeigen, daf§ die Integralkurven von Rand zu Rand laufen,
also nicht in einer kompakten Teilmenge steckenbleiben.

Die (maximalen) Integralkurven enden nicht im Innern

Sei @ : [to,t1) — R" eine Losung und ®(t) := (t,@(t)) die zugehirige Integralkurve.
Wenn es eine kompakte Menge K C B mit ®([to,t1)) C K gibt, so kann man ¢ auf
das abgeschlossene Intervall [t,t1] fortsetzen.

BEWEIS:  Weil eine stetige Funktion auf einer kompakten Menge beschréinkt bleibt, gibt
es eine Konstante C' > 0, so daf || F(z,y) || < C fiir (z,y) € K ist.

Weil ¢'(t) = F(t,p(t)) ist, folgt, daB || @'(t) || < C fiir t € [to,t1) ist, und daher
lo(t) — @(s) | < C [t =], firt,s € [to, ).

Sei nun (s,) eine gegen t; konvergente Folge. Dann ist (s,,¢(s,)) eine Cauchyfolge, die
gegen einen eindeutig bestimmten Punkt (¢1,y;) € K konvergieren mufl. Wir setzen

(p(t) fir to <t <ty
Y1 fir t = tl.

o0~ |

Offensichtlich gilt fiir ¢ < ¢4 :

(1) = (to) + [ Fls.@(s))ds.

to

Weil aber @ und damit beide Seiten der Gleichung auf [to, 1] stetig sind, bleibt auch die
Gleichung auf ganz [ty, t1] giiltig. Das bedeutet, dafi @ dort eine Losung ist. ]

Beispiele:

1. Die Theorie der Differentialgleichungen ist eigentlich eine Sammlung unzéhliger Spe-
zialfdlle, und man braucht fast jedesmal einen neuen trickreichen Ansatz, um die
Losung zu finden.

Wir wollen zwei besonders einfache Typen von DGLn 1. Ordnung behandeln, fiir
die es jeweils ein Kochrezept gibt.

Wir beginnen mit separablen (oder separierbaren) DGLn. Man spricht auch von
DGLn mit getrennten Variablen:

wobei f: ] — R und g: J — R stetige Funktionen auf geeigneten Intervallen sind
und ¢ auf J keine Nullstellen hat.
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Die Physiker haben fiir das Losungsverfahren eine recht suggestive, aber mathema-
tisch etwas ungenaue Schreibweise gefunden. Ist F' eine Stammfunktion von f und

1
G eine Stammfunktion von —, so gilt:
g

dy _ dy

5 = f(2)9(y) (0] f(z)
= G(y)=F(z)+c
= y=G'(F(z)+o).
1
Da G'(y) = —— # 0 fiir alle y € J ist, ist G eine streng monotone Funktion,

insbesondere also umkehrbar. Das rechtfertigt die letzte Folgerung.

Als konkretes Beispiel nehmen wir die DGL 3/ = xy.

Dann ist f(z) = z auf R und ¢g(y) = y auf jedem Intervall J, das nicht die Null
enthélt, und wir konnen als Stammfunktionen

1
F(z) = §x2 und G(y) :=1n |y|

nehmen. Dann ist

e* falls J C Ry,
—e®  sonst.

6~
Also ist
L,
Ya) = Eexp(ba® o)
= C- exp(;x2), mit C € R.

Das schliefit insbesondere die Losung y(x) = 0 mit ein. Liegt J in Ry, so mufl C' > 0
gewahlt werden, sonst C' < 0.

Betrachten wir nun die DGL
/ 2

y =y
- Ly : 9 1
Hier ist f(x) = z, also F(z) = g%, wie oben, sowie g(y) = y*, also G(y) = ——.
Y
Nach dem obigen Verfahren erhalten wir die Losungen
ye(r) = G H(F(z) +¢) = — 2 :
2c + 22

Die Losung y(z) = 0 erhalten wir nicht auf diesem Wege. Wir konnen auch etwas
sorgfaltiger vorgehen:

Ist ¢ : J — R eine Losung mit ¢(ty) = yo, so gilt:

t ,(S) t
"(t) =t - p(t)?, also 14 ds:/sds.
P(t) =t p(t) o o092 5
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Daraus folgt:

und das ergibt:

2yo
£ = .
#(t) 2+ yo(12 — 2)

Jetzt ist mit yo = 0 auch die Losung ¢(t) = 0 enthalten.

2. Eine lineare DGL 1. Ordnung hat allgemein folgende Gestalt:

(a)

Y + a(x)y = r(x).

Ist r(z) = 0, so spricht man vom homogenen Fall. Dann ist auf jeden Fall die
Funktion y(z) = 0 eine Losung. Suchen wir nach weiteren Losungen, so kénnen
wir voraussetzen, dafl y(z) # 0 fiir alle = ist. Dann gilt:

(Inoly ) (z) = 2

mit einer Integrationskonstanten ¢, die auch < 0 sein darf.

Nun betrachten wir den inhomogenen Fall (r(z) £ 0): Sind ¢4, 2 zwei Losun-
gen, so ist

(1 — @2)(t) + a(t)(pr(t) — pa(t)) = r(t) —r(t) =0,

also unterscheiden sich je zwei Losungen der inhomogenen Gleichung um eine
Losung der zugehorigen homogenen Gleichung. Die allgemeine Losung hat also
die Gestalt

p(t) = pp(t) +c- e,
mit einer ,, partikuldren Losung“ ¢, (¢) der inhomogenen Gleichung. Die miissen
wir noch finden.

Meistens findet man spezielle Losungen iiber einen geeigneten Ansatz. So geht
man auch hier vor. Man spricht von der Variation der Konstanten, wenn man
ansetzt:

yp() = cfx) - e~ 4.
Durch Differenzieren und Einsetzen in die DGL versucht man, Bedingungen
fiir ¢(x) zu erhalten:

y(x) = (c'(z) — c(z) - A'(2)) - e~ A@) = (d(2) — ez)alz)) - €A,

Da y, () + a(z)y,(z) = r(x) sein soll, erhilt man die Bestimmungsgleichung:
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und setzt daher

Die Probe zeigt, dafl y,, tatséchlich die inhomogene DGL 16st.

Die allgemeine Losung hat somit die Gestalt

xT

y(w) = yp(x) +c- e = (/ r(t)et® dt + ¢) - e AW,

0

Wir wollen nun lineare Systeme 1. Ordnung untersuchen:
/ —
U =A)oy+ b(x).

Wie iiblich beginnt man mit dem homogenen Fall Z(m) = 0. Da F(x, ?7) = A(x) o y
auf dem ganzen R™' definiert und Lipschitz-stetig ist, sind die Losungen auf ganz R
definiert, und man sieht auch sofort, dafl sie einen (reellen) Vektorraum £ bilden.

Fiir ein festes tp € R sei £ : £ — R" definiert durch E(p) = ¢(to). © Dann ist F
offensichtlich linear, und aus dem globalen Existenz- und Eindeutigkeitssatz folgt, daf§
bijektiv, also ein Isomorphismus von £ auf R" ist.

Der Losungsraum L eines homogenen linearen Systems von n DGLn ist ein n-
dimensionaler R-Vektorraum.

Eine Basis {¢1,...,p,} von £ bezeichnet man auch als Fundamentalsystem (von Losun-
gen) und die Matrix

X(t) = (Si(0), ... 2ulD))

als Fundamentalmatriz.
Die Funktion W (t) := det X () heit Wronski-Determinante.

Wir wollen eine interessante Gleichung fiir die Wronski-Determinante herleiten, miissen
aber zuvor einige Tatsachen aus der Determinantentheorie nachtragen.

1=1,...,n
j=1...,n
Streichen der i-ten Zeile und der j-ten Spalte aus A entsteht.

Die Zahl A;; := (—1)"" det S;;(A) haben wir als Cofaktor, algebraisches Komplement oder
Adjunkte bezeichnet. Der Laplacesche Entwicklungssatz besagt dann:

Sei A = <a¢j ’ € M, ,(R) und S;;(A) die Streichungsmatrix, die durch

Fiir beliebiges j ist det(A) := Y a;; - 4;;, und fiir beliebiges 7 ist det(A) := Y a;; - Ayj.
i=1 j=1

Man beachte dabei, daf§ der Koeffizient a;; in A;; nicht vorkommt.

Definition:

ad(A) := (A,-]- ‘ ;z 11’ '. " "’ZL > heifit adjungierte Matriz zu A.

7,E“ steht fiir evaluate (auswerten).
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Hilfssatz
1. Ist A€ M, ,(R), soistdet A-E, =Aoad(A)".

2. Istt — A(t) € M, ,(R) differenzierbar, so ist

(det OA Z (lw ij

BEWEIS: 1) Nach dem Laplaceschen Entwicklungssatz ist  det A = > a;;(ad(A))y,
j=1
also

(Aoad(A) )y = Yay- Ay
_ ()

und (fiir k& # 1) (Aoad(A) )y = z”: agj - Apj
et A”)

wobei A* aus A entsteht, indem man in A die k-te Zeile durch die i-te Zeile ersetzt. Dann
ist nmlich aj; = a;; und Aj; = Ay;. Weil aber in A" eine Zeile doppelt auftritt, ist
det A* = 0.

2) Weil alle a; in allen A;; nicht vorkommen, ist

0 det "
Z Qg5 - 1] = Z 5zkAZj = Akja
8ak3 i=1

aakﬂ i=1

nach Kettenregel also

, 0 det
(detoA) (1) = 32 5, (AD) -l () = Ll 1) Al
2,J ?

Formel von Liouville

[st W (t) die Wronski-Determinante der Fundamentalmatriz eines DGL-Systems
=A(z)o Z, so gilt fiir beliebiges (festes) tg € R :

W(t) = W(ty) - exp (/t: SpurA(s) ds) :

BeEweEIs:  Ist X(t) = (z;;) die Fundamentalmatrix, so ist W (t) = det X(¢), also

W'(t) = (detoX)(t)
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= Z@j(t) - (ad(X))i5(2)
- Z(X/(t)ij : (ad(X>T<t)>ji

(2¥)
n

= ;(X'(t) oad(X)" (t))i
= Spur(X'(t) o ad(X) T (1)).
Da die Spalten von X (¢) Losungen der DGL sind, ist X'(¢) = A(t) o X (), also
W'(t) = Spur(A(t)o (X(t)oad(X)'(t)))
= Spur(A(t) o (det X(t) - E,,))
= W(t) - Spur(A(t)).

Da X (t) fiir alle ¢ invertierbar ist, ist W (¢) # 0 und

!/
t
(et (6) = ) = Spur(A()

also

W (t) !

In( ) =In(W(t)) —In(W(ty)) = | Spur(A(s))ds.

W(to) to
Wendet man exp an, so erhélt man die Liouville-Formel. []
Man kann den Begriff der Wronski-Determinante verallgemeinern: Sind ¢4, ..., ¢, : [ —

R"™ irgendwelche Losungen der DGL, so nennt man

o
W1, ., pn)(t) := det(#1(t), . .., Pn(t))
die Wronski-Determinante von @1, ..., ¢©n.

Die Formel

W(t) = W(t) - Spur(A(t))
bleibt dann immerhin giiltig! W (t) erfiillt also die lineare DGL erster Ordnung
y' = Spur(A(z)) - y.

Ist nun W nicht die Null-Lésung, so kann W keine Nullstelle haben, wegen des Eindeu-
tigkeitssatzes.

Folgerung

Die Wronski-Determinante W (t) = W (1, ..., on)(t) verschwindet entweder iden-
tisch oder nirgends.

Ist W (to) # 0 fiir ein to, so bilden die ¢; ein Fundamentalsystem von Lésungen.

Leider ist es im allgemeinen nicht moglich, die Losungen eines homogenen
Systems in geschlossener Form anzugeben!



632 KAPITEL VII ANALYSIS 3

Ist D*(f) := f® und
L=D"+a, 1(x)D" " + -+ +ay(z)D + ap(x)
ein linearer Differentialoperator n-ter Ordnung, so kann man der homogenen DGL
Lif] =0, alsoy™ = —a, 1(2)y™ "V — ... —a1(2)y — ao(z)y

ein System erster Ordnung zuordnen:

i = Y2
/
ynfl = YUn,
Yo = —n1(2)Yn — ... — ar(x)y2 — ao(@)y1,

bzw. im Matrizen-Schreibweise:

?A . ] . (!
L= : - : o|
’ 0 0 . 1

Yn —ap(z) —ar(x) -+ —ap_1(2) Yn

Insbesondere ist der Losungsraum dieser DGL ein n-dimensionaler R-Vektorraum.

Ist {f1,..., fn} eine Basis der Losungen von L[f] = 0, so nimmt die Fundamentalmatrix
folgende Gestalt an:

s | KB R
' 1(n—l) ' 2(n—l) L :fT(Ln_l)

Die Formel von Liouville lautet nun:
t
W(t) = W(ty) - exp (—/ an_1(8) ds) :
to
und W erfiillt die DGL 1. Ordnung;:

Y+ an_1(x)y = 0.

Wir kehren nun zu allgemeinen linearen Systemen 1. Ordnung zuriick. Eine partikuldre
Losung des inhomogenen Systems

—/ — —
Yy =Ax)o¥y + b(x)
gewinnt man mit der Methode der Variation der Kostanten.

Ist X(t) = (9_51(15), . ,zn(t)) eine Fundamentalmatrix, so ist die Losungsgesamtheit des
homogenen Systems die Menge der Linearkombinationen

¢ - 51@) +de,- (I_p)n(t)'
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Die Methode der Variation der Konstanten besagt nun, daf§ wir einen Ansatz fiir eine
partikuldre Losung der inhomogenen Gleichung machen sollen, bei dem wir die Konstanten
durch Funktionen ersetzen:

@(t) =c1(t) - P1(t) + -+ en(t) - Pu(t) = X(t) o c(t).

Dann ist
B,(t) = X'(t)o C(t) + X (1) o ¢(t)
= At o X(H) o C(t)+ X (1) o ¢ (t)
= A(t) o $y(t) + X(t) o ¢ (1)
Also gilt:
S_gp(t) ist Losung <= X(t)o g/(t) = Z(t)
= JW=Xt"ob(t)
= = [ X(s) o) ds + F.

5
mit einem konstanten Vektor k, den wir gleich Null setzen kénnen. Das bedeutet:

A0 = X0 ([ X(s) 0 b(s)ds).

to

Nun wenden wir das Ergebnis auf eine (skalare) lineare DGL 2. Grades an:

y' + a(2)y + ao(z)y = r(x).

Hier ist

0= ey o ) X0=(U0 ) wave= ()

W(t) = det X(t) = y1(t)y5(t) — v1(t)y2(t) ist die Wronski-Determinante, und die Matrix
X (t)~! kann durch die Formel

X(t)1:1,< Yh(t) —yg(t)>

() n()

berechnet werden. Also ist

ST e) = 1 . —ya($)r(s)
KT b = g <y1<s>r<s>>‘

t
X(t)o (/ X(s)to Z(s) ds> ist Losung des Systems, und die 1. Komponente davon ist
to

Losung der skalaren Gleichung. So erhalten wir:

ep(?) :?Jl(t)‘/t_y2<s)r(8)d5+y2(t). twd

w  W(s) to W(s) s.
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Dabei haben wir die zweite Zeile des erhaltenen Spaltenvektors ignoriert. Man beachte,
dafl es sich nur um einen Ansatz handelt. Es ist also ratsam, hinterher die Probe zu
machen. Dafiir darf man meist die Integrationskonstanten weglassen.

Beispiel :
Wir betrachten die DGL  y” + 3/ — 2y = €® mit konstanten Koeffizienten.

Das charakteristische Polynom p(x) = z? + 2 — 2 hat die beiden reellen Nullstellen
x = 1 und z = —2. Also erhalten wir als Fundamentalsystem fiir die homogene
DGL:

yi(2) = ¢ und po(a) = e,

Als nachstes berechnen wir die Wronski-Determinante:

T —2z

vi(z)  yh(z) —2e” %
Dann ist ( ) ( ) . . .
—yo(T)r (T —e~
7dt:/ dt:/—dt:—
/ W) "3t 373"
und

yi(t)r(t) / e 1 / 31 L 3
L dt = dt = —— dt = ——e”*.
/ W (t) —3e~t 3/ ¢ 9°

Also erhalten wir als partikuldare Losung:

1 X 1 X
yp(x) = 37¢ T 9°
Tatséachlich ist
e(l'
() = SE-1),
ex
y,(r) = 6(3x+2)
und  y (z) = %(3x+5),
also N

Yy () +y, () = 2yp(z) = %(39@ +54+3x+2—6x+2) =e".
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86 Losungsmethoden

A) Lineare Systeme mit konstanten Koeffizienten

Wir erinnern an die Matrix-Norm. Fiir eine Matrix

Az(%’?:Lmﬂl)EMWM%mﬁK:RMHC
j=1....m ’

A= JZMU

Die Eigenschaften einer Norm sind erfiillt (vgl. Kapitel IV, §7, S. 87, im reellen Fall),
auBerdem ist || Ao B < || A||-|| B ||, wenn man die Matrizen miteinander multiplizieren
kann. Im Falle eines Vektors ist die Matrix-Norm genau die euklidische Norm.

setzen wir

Definition:

a4 [ t=10n
Sei Ay = | ai; j=1,...,n

in R oder C.

) eine Folge von quadratischen Matrizen mit Werten

Die Reihe Y Ay heiBit konvergent, falls ) ag-“) fiir jedes Indexpaar (i, j) konvergiert.
k=1 k=1

Die Exponentialfunktion fiir Matrizen

1. Wenn Y _ || Ay || konvergiert, dann konvergiert auch » _ Ay.
k=1 k=1

> 1
2. Die Reihe et := Z HAIC konvergiert fiir jede Matriz A.
k=1 "

BEwEls: 1) Weil |a W) < || Ay || ist, ist Z | A || eine Majorante fiir jede der Reihen
k=1

> ay

k=1

2) Die Zahlen-Reihe Z | k'H konvergiert gegen ell 41|, Weil | AR || < || A|¥ ist, konver-

giert auch die Reihe Z | —Ak ||. Und das bedeutet wiederum, dafl die Exponentialreihe

konvergiert. []

Achtung: Die Komponenten von e sind normalerweise nicht die Funktionen exp(a;;).
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Die Berechnung von e ist i.a. schwierig. Sehr niitzlich sind dabei die folgenden Regeln:

Regeln zur Berechnung von e

1. Ist D = A(\1, ..., \) eine Diagonalmatriz, so ist e? = A(eM, ... eM).
2. Ist A beliebig und P invertierbar, so ist

-1 _
€P voP:P 106AOP.

Ist A diagonalisierbar, so ist auch e? diagonalisierbar.

BEWEIs: 1) Esist D’ = F (Einheitsmatrix) und D* = A(A}, ..., \F) Daraus folgt:
6D _ i le

B k!
k=0
s 1 1

= D A=A AN
= k! k!

= AeM,...,eM).

2) Esist (P~'o Ao P)* =P 1o A*o P, also

o0

1
= > (P oAoP)
= k!

. 1
= %P 1O(HA’“)OP

6P_lvoP

_ =1
= P 1o(l;)EAk)oP (vgl. ®)
— PloetoP

Ist nun PP o Ao P =A(\,...,\,),s0ist P loedoP=A(eM, ... eM). ]

Lineare Systeme mit konstanten Koeffizienten

Set A € M,,,(K). Die eindeutig bestimmte Fundamentalmatriz X (t) des linearen
/
Systems Y =Aoy mit X(0) = E ist gegeben durch

X(t) == e

[o.¢]
. 1 . . . .
BEWEIs: Esist e/t = E HAktk . Die einzelnen Summanden sind differenzierbar, und
k=0 "

nach dem Majorantenkriterium konvergieren alle Komponentenreihen der formal abgelei-

8Es ist lim Qo A, o P =Qo(lim A,)o P, wie man leicht nachrechnet.
n— oo n—oo
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teten Reihe

Also ist X(t) = et differenzierbar, mit X'(t) = Ao X(t) und X(0) = E. Nach dem
globalen Existenz- und Eindeutigkeitssatz ist damit alles bewiesen. ]

kpk— k ok
At 1 Aozk'At

Das Additionstheorem fiir die Exponentialfunktion
1. Fiir s,t € R ist ¢4 o et4 = e(s+0)4,
2 Ist Ao B=Bo A, so ist eAtB =edoeb.
3. Die Matriz e? ist stets invertierbar. Insbesondere gilt:

det(eA) = Spur(4),

BEWEIS: Ist Ao B = BoA, soist
> 1
Bo Zk'Bo tA :Zk— oB:etAoB.

Wir setzen F(t) := eA+B) — ¢4 6 ¢t Dann gilt:

F/(t) _ (A—|— B) Oet(A—i—B) . AoetA OetB . etA OBoetB
_ (A + B) o (et(AJrB) . etA o etB)
(A+ B)o F(t).

F(t) ist also die eindeutig bestimmte Losung der DGL y = (A+B)o g, mit F(0) = 0.
Daher mufl F'(t) = 0 sein, d.h.

GHA+B) _ JtA o tB

2) Fiir t = 1 erhélt man: eAt8 = e/ o eB.
1) Die Matrizen sA und tA sind natiirlich vertauschbar. Also ist

6(s+t)A _ esA-H:A _ esA o etA.

3) Esist et oe ™ = ¢ = E, also e invertierbar, mit (e4)~! = ¢4,
Aus der Liouville-Formel ergibt sich:

¢
det(e') = exp(/ Spur(A) ds) = etSPurtd),
0

Mit ¢ = 1 erhélt man die gewiinschte Formel. []

Wir konnen lineare Systeme mit konstanten Koeffizienten 16sen, sofern wir die Matrizen
e berechnen konnen. Im Falle von Diagonalmatrizen ist das moglich, und auch im Falle
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diagonalisierbarer Matrizen. Um beliebige Félle behandeln zu kénnen, mufl man auf den
Satz von der Jordanschen Normalform zuriickgreifen.

Wir nehmen zusétzlich an, dafl pa(x) vollstandig in Linearfaktoren zerfillt:

pa(z) =N\ —2)™ ..o (A — )™,
mit \; # A; fiir i # j. Uber C ist diese Voraussetzung immer erfiillt. Ist a(\;) = g(\;) fiir
i=1,...,r, so ist A diagonalisierbar und wir kénnen e*4 wie oben gezeigt ausrechnen.

Ist g(\;) < a(N;) fiir irgendwelche 4, so ist A nicht diagonalisierbar, aber es gilt noch der
Satz von der Jordanschen Normalform. Wir brauchen ihn nur in der folgenden vereinfach-
ten Form:

Es gibt eine reguldre Matrix P mit

Ji(A1) 0
PloAoP= -
0 Jr(Ar)

Dabei hat die m;-reihige Jordan-Matrix J;()\;) jeweils die Gestalt

AN ox 0 - 0

0 X = 0
Ji<)\i) = . )

0 A %

0 0 N

wobei an Stelle der Sterne Einsen oder Nullen stehen konnen. Man schreibt J;();) auch
in der Form

Ji(Ni) = Ni - B, + N,

wobei N; nur Eintrdge oberhalb der Diagonalen besitzt. Dann ist (N;)™ = 0 fiir alle 1,
also V; eine nilpotente Matrix.

Nun gilt:
Jl()\l)k 0
PloA*o P = fiir alle k,
0 JT()\T)’c
also
et 0
P*l o etA o P —
0 et’r.

Setzen wir A* := P71o Ao P, soist X (t) := ¢ = Poe!” o P~! eine Fundamentalmatrix.
Fiir jede konstante Matrix C' ist dann auch X(¢) o C' eine Fundamentalmatrix (wie man
sofort durch Differenzieren verifizieren kann), also insbesondere auch

At tN1 0

(& - €

etoP=Poe =Po
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Nun ist

N = Y E(Ni)ktk =: Q;(1)

k=0

eine Matrix, deren Eintrage Polynome in £ vom Grad < m; — 1 sind. Es folgt:

1) 1) (r) (r)
o p = (ema (), T (1), (), (t)) ,

mr

(i)
wobei die Spaltenvektoren 3j (t) als Eintrdage jeweils Polynome in ¢ vom Grad < m;
enthalten.

Diese Tatsache ermoglicht es, die Losung iiber einen Ansatz zu finden.

Beispiel :
0 1 —1 o .
Sei A= -2 3 —1 |. Wir wollen die DGL ¥ = Ao ¥ 16sen.
—1 1 1

Zunéchst bestimmen wir die Eigenwerte von A. Es ist

pa(t) = det(A—tE) = (=)[(B—=t)1—-t)+1]—[2(t—1)—=1] —[-24 (3 —1)]
= (—t)(t* —4t+4)— (2t —-3)—(1—1)
= —t3 4+ 44> — 5t +2
= —(t—1)>%*t~-2).

Der Eigenwert A\ = 2 hat die Vielfachheit 1. Man findet sofort einen Eigenvektor
dazu, ndmlich y; := (0, 1,1). Das ergibt die erste Losung

Der Eigenwert A = 1 hat die (algebraische) Vielfachheit 2 und man findet dazu nur

den Eigenvektor ys := (1,1,0). Also ist A nicht diagonalisierbar und wir machen
den Ansatz
. qu + it
t
yt) =1 @ +tpt |e"
q3 + pst

Setzt man g(t) in die DGL ein, so erhélt man das Gleichungssystem

(g1 +p1) +pit (g2 — q3) + (p2 — p3)t
(@2 +p2) +pat | = (—2¢q1 +3q2 — g3) + (—2p1 + 3p2 — p3)t
(g3 + p3) + pst (—1 + @2+ q3) + (—p1 +p2 +p3)t

Der Vergleich der Koeffizienten bei ¢ liefert:

p1 =p2 und daher p3=0.
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Setzen wir a := p; = po, so ergibt sich ferner:

G—@t+e=—a 2(—¢)—@p=—a und ¢ =g,

also g3 = —a. Setzen wir noch 8 := q; = ¢, so erhalten wir:
b+ at
Py ¢
yit)y=1 B+at |e.
—a

Das setzt sich linear zusammen aus den Losungen

eot) == 1 e und g(t):=| t |e"

B) Potenzreihenansatz

Wenn z.B. eine DGL der Form

Y+ a(t)y' +b(t)y = r(t)

vorliegt, mit analytischen Funktionen a, b und r, so kann man versuchen, auch die Losung
©(t) als Potenzreihe anzusetzen und diesen Ansatz in die DGL einzusetzen. Wenn man
Gliick hat, liefert dann ein Koeffizientenvergleich eine Rekursionsformel fiir die Koeffizi-
enten der gesuchten Potenzreihe oder womoglich gar die komplette Losung.

Das Verfahren soll hier nur am Beispiel der Legendreschen DGL demonstriert werden:
(L] (1—a2)y" — 22y +n(n+1)y=0, mitneN.
Wir machen fiir die Losung den Ansatz
= Z a,t’.
v=0

Setzen wir ¢ in die DGL ein, so erhalten wir:

Sa, vy — 1)t Zay v(iv—1)t Zay 2yt”+2ay (n+1)t" =0,
v=2

also
2a5 = —n(n + 1)ay, 6as = (2—n(n+1))a;
und
appa(v+2)(v+1)=a,(v(v+1) —n(n+1)) firv>2.
Das ergibt

—n)(n+1 1—-n)(1+n+1
@2_610'(1(_2): 613:@1'( >;3 )
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und
v=—n)v+n+l)
=a, - f > 2.

Die letzte Formel gilt also sogar fiir ¥ > 0. Induktiv erh&lt man daraus:

1 At

as, = ap- (QM)!~]£[O(2I<:—n)(2k+n+1)
1 o
und  agu1 = a1~m-n(2k+1—n)(2k+n+2).
" k=0

Das bedeutet: Ist n gerade, so ist ag, = 0 fiir 2u > n. Ist n ungerade, so ist ag,1 = 0 fiir
20 +1>n.

Polynomlésungen der Legendreschen DGL

Ist n = 2m, so ist

Prlt) = Y ! (ﬁ(Zk —n)(2k +n+ 1)) £

eine Losung von [L] mit ¢1,,(0) = ap und (p1,,)'(0) = 0.
Istn=2m+ 1, so st

Pam(t) = D (al (ﬁ(% —n+1)2k+n+ 2)) VR

o 2p + 1)! o

eine Losung von [L] mit pg,,(0) =0 und (p1,,)(0) = a;.

Es gibt jeweils noch eine zweite Losung, die dann aber kein Polynom ist.

Der BEWEIS des Satzes ergibt sich aus den vorangegangenen Rechnungen. Wir wollen nun

noch zeigen, dafl die gefundenen Polynomlésungen gute alte Bekannte sind.

Sei n = 2m und ag = 1. Dann ist

(—n)(—n+2)-...-(—n+2pu—2) = (=2)*m(m—1)-...-(m—p+1)
m!
RG]
und  (n+1)(n+3)-...-(n+2u—1) = Cm+1)(2m+3)-...-(2m+2u—1)
o @Cm+1)@2m+2) ... (2m + 2p)
o 2m+2)2m+4) .- (2m+2p)
B (2m +2p)!
o2 2m)m D (m+2) - (m )
(2m + 2p)'m!

20 (2m)(m + p)!
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Also ist
) = 2, ((;37(2771(;71'(');(372);:1@ o
- E;Z?; ’,i)(_ )m+kk!(2m(i”/::)7(22fn) !— 2%k)! o
e (e
— (—1)m E;”n?; 22 Py (1),

wobei Py, (t) das Legendre-Polynom der Ordnung 2m ist.
Analog geht es im Falle n = 2m + 1 und a; = 1. Dann ist

(—n+1)(—n+3)-...-(—n+2u—1) = (=2m)(—2m+2)-...-(=2m +2u — 2)
= (=2m(m—-1)-...-(m—p+1)
m!
= =2 (m = p)!
und  (n+2)(n+4)-...-(n+2u) = 2m+3)2m+5)-...-2m+2u+1)
 2m+2)2m+3) ... (2m+2p+ 2)
o 2m+2)2m+4) - (2m A 2u+2)
B (2m+2,u—|—2)!
o2 2m+ D) (m 1) s (1)
B (2m + 2p + 2)Im!
ot 2m 4 DY(m A+ 1Y
also
_ (=1)* ) (m1)*(2m + 2 + 2)! 2u+1
Pemll) = #;n 2t )1 2@t Dim— a1l
_ (m!)? S m+k (4m — 2k + 2)! 2m—2k+1
B m‘kg(‘) Kl(2m — k + 1)1(2m — 2k + 1)1(2u + 1)
B . (m!)? UL pl4m =2k +2\ (2m + 1\ o, opi1
= D 2(2m+1)!',§<_1)< 2m + 1 )( k )t
(m!)?

(=)™ - 22 Py (1),

(2m +1)!

wobei Py,,11(t) das Legendre-Polynom der Ordnung 2m + 1 ist.

C) Transformationen

/
Sei B C R x R" offen, ' : B — R" stetig. Die DGL Y = F(z, 5) 1aB3t sich manchmal
besser 16sen, wenn man sie transformiert.

Sei T': B — R x R"™ ein Diffeomorphismus auf einen Bereich D, mit T'(¢,y) = (¢, T(t,y)).
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Die Losungskurven t — (¢, o(t)) der urspriinglichen DGL werden auf Kurven

tes (L9(1) =Tt o(t) = (T, o(t))

abgebildet, und wir versuchen, diese Kurven als Losungen einer neuen DGL aufzufassen.
Wie sieht diese DGL aus?

Hat die transformierte DGL die Gestalt 0 = G(t,v), so muB gelten:
Y(t) = Gtu(t)  und o) = T(t (1))

Wir beschranken uns hier auf skalare DGLn. Dann ist

T (60l + G (6 () () = ¥ (0) = Gl vl1)
und
(4 (0) = T (6, 0(6),
also N N
Glt,v) = Z(Tl(zﬁ,v)) + gz(Tl(t,v)) F(TY(t,0))
Beispiel :

Die DGL ' = F(t,y) wird homogen genannt, falls F(rt,ry) = F(t,y) fur (t,y) € B
und r # 0 ist.? Man setze dann T'(t,y) := (t, ).

Ist a(t) Losung der Ausgangsgleichung, so ist 3(t) := <% Losung der transformier-
ten Gleichung, und es gilt:

a(t)
¢

to/ (t) — alt)
t~F(§,2a(t)) — alt)
t'F(t,tﬁtit)) —tB(t)
F(Lﬁ(tg)ﬁ— ﬁ(t)’

gt =

F(l,v)—wv

d.h., B ist Losung der DGL v’ = ;

. B ist eventuell einfacher zu finden.

2
Sei etwa F'(t,y) = L \1- %2 Man sieht sofort, dal das eine homogene DGL

t
ergibt, und die obige Transformation macht daraus

1
’U/:g\/l—UZ.

9Dieser Begriff sollte nicht mit dem Begriff ,homogen* bei linearen DGLn verwechselt werden!
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1
Das ist eine DGL mit getrennten Variablen, der Gestalt v/ = f(t)g(v), mit f(t) = i
und g(v) = v/1 — v2. Offensichtlich ist die Losung gegeben durch

B(t) = sin(ln(tto) + arcsin(vy)),

wenn (to, vp) die (transformierte) Anfangsbedingung ist. Dann ist

alt) = tB(t) = t - sin(ln(tto 4 arcsin(‘?;s)).

Ein anderes Anwendungsbeispiel ist die Bernoullische DGL :

y' = a(x)y + b(x)y*,

wobei « reell, # 0 und # 1 sein soll.

Wir verwenden die Transformation T'(¢,y) := (¢,4'~®). Dann ist
oT oT
T (ko) = (60707), Fr(ty) =0 wmd  Zo(hy)=(1—a)y™

Weil F(t,y) = a(t)y + b(t)y~ ist, folgt: die transformierten Integralkurven geniigen der
DGL v = G(t,v), mit

oT oT
G t — - t 1/(170&) - t 1/(17&) . F t 1/(17&)
(t,0) = G0V (a0 O (a0 )
= (1 — )™= (aq(t)oY =) 4 p(t)pe/ 1)

= (1 —-a)-(a(t)v+b(t)).

Die transformierte DGL ist linear und daher sicher einfacher zu behandeln als die Aus-
gangsgleichung.

Beispiel :
Die logistische Gleichung (oder Gleichung des beschrinkten Wachstums)
Y =ay—by*>, mita,b€ R, und y >0

ist vom Bernoullischen Typ. Bevor wir sie transformieren, noch ein paar Anmerkun-
gen:

Es ist ¥ = y(a — by). Ist y(t) < ¢, so ist a — by > 0, also ' > 0. Der , Bestand*

wichst! Ist dagegen y(t) > ¢, so ist ' < 0 und der Bestand nimmt ab.

Weiter ist y” = ay’ —2byy’ = (a—2by)y’. Ist also y(t) < 5, so ist ¥’ > 0 und y” > 0.
Das ist der Bereich ,, beschleunigten Wachstums®.

Nun wenden wir unsere Transformation an. Suchen wir eine Lésung von y' = ay—by?
zum Anfangswert (%o, o), so konnen wir genauso gut eine Losung von v/ = —av + b
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suchen, zum Anfangswert (o, 9, '). Das ist eine inhomogene DGL 1. Ordnung mit
konstanten Koeffizienten. Eine partikulidre Losung ist die konstante Funktion v,(t) =
g, und die allgemeine Losung der zugehorigen homogenen Gleichung ist gegeben
durch v.(t) :==c-e ™ c e R.

Die allgemeine Losung der Ausgangsgleichung ist dann gegeben durch

a

elt) = (0(8) + 0ult) ! =

Fiir alle diese Losungen gilt:

a
tooo = ge(t) = .

D) Numerische Losung

Am einfachsten ist das Fulersche Polygonzug- Verfahren.

Wir betrachten hier nur eine explizite DGL 1. Ordnung vom Typ
y' = F(t,y), mit Anfangsbedingung y(to) = yo.

Wir nehmen an, daf es eine eindeutig bestimmte Losung ¢ : [to, t5] — R mit ¢(t9) = yo
gibt (nachpriifbar mit Picard-Lindelof).

Um nun ¢ numerisch zu approximieren, teilt man I := [to,¢5] in N Teilintervalle der
Lange h. Essei t, :=to+n-h,n=1,...,N.

Nach Voraussetzung ist ¢'(t9) = F(to, o), und das ist die Steigung von ¢ bei ty. Die
affin-lineare Funktion L;(t) := yo + (t — o) - F(to,yo) ist offensichtlich die Tangente an
den Graphen von ¢ bei ty. Auf dem ersten Teilintervall ersetzen wir nun ¢ durch L;. Das
ist eine (i.a. nicht besonders gute) Approximation, durch die der unbekannte Wert ¢(;)
durch den berechenbaren Wert

y1 = Li(t1) = yo + h - F(to, yo)
ersetzt wird. Mit diesem Wert arbeitet man weiter, nach der allgemeinen Rekursionsformel
tor1 =tn+h und  ypi1 =y +h- Fts, yn).

Die so berechneten Punkte ergeben einen Polygonzug, der den Graphen von ¢ approxi-
miert, und zwar um so besser, je kleiner man die Schrittweite h macht. Man wird aber
kaum vermeiden konnen, dafl der Fehler bei jedem Schritt grofler und schlieflich nicht
mehr beherrschbar wird.

Die Steigung einer stetig differenzierbaren Losung zwischen ¢,, und ¢, 1 wird sich zwischen
F(tn, o(ty,)) und F(t, + h, p(t, + h)) bewegen. Statt also die Steigung am Anfang des
Intervalls heranzuziehen, wird es i.a. besser sein, als Steigung den mittleren Wert F(¢,, +
b o(t, + %)) zu wihlen. Das Problem dabei ist, daff man ¢(t, + %) normalerweise nicht
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kennt, selbst wenn ¢(t,) noch bekannt ist oder zumindest gut approximiert wurde. Also
ersetzt man ¢(t, + %) durch y, + % F(t,,y,). Das liefert die Rekursion fiir das verbesserte
Polygonzug- Verfahren :

h h
thy1 =tn +h und  ypp1 =y +h- F(t, + §7yn+ 5 F(tn,yn))-

Da auch das verbesserte Polygonzug-Verfahren meist nicht ausreicht, hat man verfeinerte
Verfahren entwickelt. Ich stelle speziell das Verfahren von Runge-Kutta vor, bei dem jeweils
ein gewichteter Mittelwert aus vier approximativ bestimmten Steigungen benutzt wird:

kn,l = F(tmyn)a
h h
kn72 = F(tn + §ayn + 5 . kn,l))
h h
kn,?) = F(tn + §ayn + 5 . kn,2)7
kna == F(t,+hy,+h-k,3).

Die Rekursion nach Runge-Kutta sieht nun wie folgt aus:

1
tn+1 = tn -+ h und Yn+1 = Yn + h- 6(1{:“71 + 2 kn,? + 2. kn,3 + kn74).

Mit diesem Verfahren kann man schon recht gute Ergebnisse erzielen. Man spricht iibrigens
von einem FEin-Schritt- Verfahren, weil man bei jedem neuen Approximationsschritt jeweils
nur den vorher berechneten Punkt (¢,,y,) benutzt. Es gibt auch Mehr-Schritt- Verfahren,
bei denen nicht nur der letzte, sondern auch die vorhergehenden Schritte bei der Rekursion
benutzt werden. Solche Verfahren sind genauer, aber auch wesentlich komplizierter.

Zum Schlu wollen wir uns noch die Bedeutung des Runge-Kutta-Verfahrens in einem
Spezialfall ansehen.

Die Losung der DGL 3/ = f(z) erhélt man durch einfache Integration:

t

o(t) = o(to) + | f(x)da.

to

Runge-Kutta liefert in diesem speziellen Falle:

it = Yt (1) 44 (bt 5+ [0t 1)

6
Das ist aber gerade die Simpson-N&dherung des obigen Integrals, von der wir schon wissen,
daf sie eine sehr gute Naherung ist. Jetzt kann man sich auch etwas besser erklaren, wie
es zu der komplizierten Rekursionsformel beim Runge-Kutta-Verfahren gekommen ist.
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