Kapitel VI

Funktionentheorie

§1 Holomorphe Funktionen

In diesem Abschnitt sollen komplexwertige Funktionen auf Gebieten G C C untersucht
werden.

Beispiele:
1. Die Konjugation c : z — Z stellt eine Spiegelung an der reellen Achse dar:
c(z +jy) ==z = jy.
Sie ist natiirlich auf ganz C definiert und bijektiv, mit co¢(z) = z.

2. Sei a = a + jf eine feste komplexe Zahl # 0. Die Abbildung H, : C — C mit
H.(z) :==a- z ist C-linear, und damit erst recht R-linear.

Die komplexen Zahlen 1 und j bilden eine Basis A von C iiber R. Wir wollen H,
beziiglich dieser Basis beschreiben. Offensichtlich gilt:

Hy(l) = a-1+3-],
Ha(j) = (_6)1+aj

Fiir 2 = o + jy € C sei [z]4 = (z,y)" die Koordinatendarstellung von z beziiglich
A. Dann ist [H,(2)]a = Ma(H,) o [2]4, mit

«

Ma(H,) = ([Ho(D)]a, [Ha(G)]a) = ( o ) |

Wir haben das schon einmal in Kapitel 111, §2 (Seite 105) gesehen.

Man kann auch sagen: eine R-lineare Abbildung C — C ist genau dann C-linear,
wenn ihre Matrix die gerade beschriebene spezielle Gestalt besitzt.

Schreibt man a in der Form a = r - ¢, mit » > 0 und 0 < ¢t < 27, so setzt sich H,
aus der Drehung um den Winkel ¢ und der Streckung um den Faktor r zusammen,
ist also eine ,, Drehstreckung®. Weil wir a # 0 vorausgesetzt haben, ist H, bijektiv,
mit (H,)™t = Hy/q.

3. Sei f(z) := 2% Diese Funktion kann man am besten verstehen, wenn man z in
Polarkoordinaten schreibt: z = r - eft. Dann ist niamlich

f(z) =7%- 2t =12 (cos(2t) + jsin(2t)).
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Der Abstand vom Nullpunkt wird quadriert und der Winkel verdoppelt. Dadurch
wird z.B. der Sektor G :={z =7-¢ : r >0 und 0 < t < #} auf den verdoppelten
Sektor

f(G)Y={w=0-¢"%:0>0und 0 < s < 20}
abgebildet.

Wie sieht es mit der Umkehrabbildung aus? Ist w = r - e, so wollen wir natiirlich
VW = /T - eI% setzen. Aber es ist auch w = r - e32m  also kénnten wir auch
Vw = /- Vs tt — — /5. ei2 setzen. Die Wurzel ist nicht eindeutig bestimmt, und
wir haben keine Moglichkeit, eine der beiden Wurzeln auszuzeichnen. (Im Reellen
konnen wir die positive Wurzel wéhlen, aber im Komplexen gibt es keine positiven

Zahlen.)
4. Komplexe Polynome: p(z) = ap,z"+ -+ 4+ a1z + aop.

p(z) ist auf der gesamten komplexen Ebene definiert und stetig, und aus dem Fun-
damentalsatz der Algebra folgt:

p(z) besitzt n Nullstellen z1, ..., z,, und man kann dann schreiben:
p(z) =an(z—21) (2 —29) ... (2 — zp).
5. Rationale Funktionen: R(z):= pEZ;, mit Polynomen p und q.
q(z

Da p(z) und ¢(z) beide in Linearfaktoren zerfallen, kann man so lange kiirzen, bis
Zéhler und Nenner keine gemeinsame Nullstelle mehr haben. Wir nehmen an, daf p
und ¢ schon selbst diese Eigenschaft besitzen. Dann nennt man jede Nullstelle des
Nenners ¢(z) eine Polstelle der rationalen Funktion R. Offensichtlich ist R(z) aufler
in den endlich vielen Polstellen {iberall auf C definiert und stetig.

Die einfachste rationale Funktion mit einer Polstelle ist die Inversion

. 1 .
In Polarkoordinaten sieht das so aus: r - el — — - ¢73*. Man kann diese Abbildung
r

1

zusammensetzen aus der Spiegelung am Einheitskreis s : z — — und der Konjugation
Z

C:ZrH—Z.
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6. Eine spezielle Klasse von rationalen Funktionen bilden die (gebrochen) linearen

Transformationen:

T(Z)ZZL[;’ mit ad — be # 0.

Wir unterscheiden 2 Falle:

1. Fall: ¢=0.

b
Setzt man A := % und B := 5 80 erhélt man die affin-lineare Funktion
T(z)=A-z+ B,

die sich aus einer Drehstreckung und einer Translation zusammensetzt.

2. Fall: ¢ #0.
Setzt man diesmal A := be _c ad und B = %, S0 ist
. B (a(cz 4+ d) + (bc — ad)
cz+d c(cz +d)
_acz+ad+bc—ad
B c(cz 4+ d)
az+b
= = T(z).
cz+d (2)

Also setzt sich T aus affin-linearen Funktionen und der Inversion zusammen.

Behauptung:

b
Eine lineare Transformation T'(z) = azi mit ac — bd # 0 bildet Kreise und
cz

Geraden wieder auf Kreise oder Geraden ab.

BEWEISIDEE: Es reicht, affin-lineare Funktionen und die Inversion zu betrachten.
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1) Bei affin-linearen Funktionen ergibt sich die Behauptung aus der Elementargeo-
metrie.

1

2) Nun sei w = I(z) = — die Inversion. Man kann zeigen, daf} jede Gerade und jeder
2

Kreis eine Menge M der Gestalt

M={zeClazz+cz+cz+d}

ist, mit o, 0 € R, ¢ € C und c¢ > «d. Eine Gerade liegt genau dann vor, wenn a = 0
ist.

1
Da z = — ist, gilt fiir 2 € M:
w

o c c

— +—+—+6=0.
ww o w W

Da w # 0 sein muf, konnen wir mit ww multiplizieren und erhalten:

a + cw + cw + dww = 0.

Das Bild von M ist wieder eine Menge vom gewiinschten Typ. ]
7. Kompleze Potenzreihen:  f(z) =Y c,(z — a)™.
n=0

Zu einer solchen Potenreihe gehdrt der Konvergenzradius R. Im Innern der Kreis-
scheibe Dg(a) = {z € C | |z —a| < R} konvergiert f(z) absolut und gleichméfig
(gegen eine stetige Funktion), aufierhalb von Dg(a) divergiert die Reihe. Mit der
Redeweise ,,im Innern* ist gemeint: auf jeder kompakten Menge K C Dg(a).

Ein wichtiges Beispiel ist die komplexe Ezponentialfunktion

oozn

exp(z) == ) —.
— n!

Fiir reelles z ist exp(z) = e die bekannte Exponentialfunktion, und fiir rein ima-
gindres z = jy gilt die Eulersche Formel:

exp(jy) = cosy + jsiny.

Wir wollen jetzt die komplexe Exponentialfunktion fiir beliebige Argumente berech-
nen.

Behauptung: Fiir € R und z € C ist exp(z + 2z) = exp(z) - exp(z).

BEWEIS: Sei x € R fest gewéhlt. Weil die Exponentialreihe auf ganz C absolut und
lokal gleichméfig konvergiert, sind

fi(z) = exp(x+ 2)
und  fo(z) = exp(x)-exp(z)
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zwei Potenzreihen, die ebenfalls auf ganz C gegen stetige Funktionen konvergieren.
(beliebige Umordnungen sind erlaubt!)

Sei f(z) := fi(z) — fa(2). Dann ist f(y) = 0 fiir y € R. Und nach Konstruktion ist

f(z) wieder eine konvergente Potenzreihe:
f(z) = cn™
n=0

Weil f(0) = 0 ist, muBl ¢g = 0 sein. Wir nehmen an, es sei f(z) # 0. Dann mu8 es
ein k > 0 geben, so daf§ gilt:

co=c1=...=¢_1=0 und ¢, #0.
Dann ist
f(z) = cpzt + ck+1zk+1 4=k (cr + h(2)),
wobei h(z) = cp12 + cri02? + - - - wieder eine konvergente Potenzreihe mit h(0) = 0

ist.

Also ist ¢ + h(0) # 0, und aus Stetigkeitsgriinden muf es ein € > 0 geben, so daf
¢k + h(z) # 0 fir v € Rund |z| < ¢ ist. Das bedeutet, daf f(z) fiir € R und
|z| < € nur bei x = 0 eine Nullstelle besitzt. Aber das ist ein Widerspruch zur
Annahmel! []

Nun folgt sofort:

(a) exp(z +w) = exp(z) - exp(w) fiir alle z,w € C

(b) exp(z + jy) = exp(z) - exp(jy) = e” - (cos(y) + jsin(y)).

(c) exp ist periodisch, mit der Periode 27j.
BEWEIS: Zu (a): Hélt man z fest, so stimmen die Funktionen g, (w) := exp(z + w)
und go(w) := exp(z) - exp(w) auf R {iberein, wie wir oben gesehen haben. Und mit

der gleichen Argumentation wie oben kann man daraus folgern, daf§ g; und gy sogar
auf ganz C iibereinstimmen.

Die Folgerungen (b) und (c) sind nun trivial. ]

Sei U C C offen. Eine Funktion f : U — C heif3t in zg € U komplex differenzierbar,
falls es eine Funktion A : U — C gibt, so daB gilt:

Den Wert f'(zg) := A(zp) nennt man die (kompleze) Ableitung von f in zo.

Detfinition:

1. A ist in zq stetig.
2. Fir z € Uist f(z) = f(z0) + A(2) - (2 — 20).
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Differenzierbarkeits-Kriterien

Sei U C C offen, zo € U ein Punkt und f : U — C eine Funktion. Dann sind die
folgenden Aussagen dquivalent:

1. f ist in zo komplex differenzierbar.

2. f ist (als Abbildung von R* nach R?) reell differenzierbar, und die reelle Ab-
leitung D f(zo) ist C-linear.

3. f =g+ jh ist in zy reell differenzierbar, und es gelten die

Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen

99, _ Oh 99, _ _0h
%(20)—(%(20) und ay(ZO)— ax(ZO)-

Ist f in zg komplex differenzierbar, so gilt:

Fz0) = Tim L) =S (=)

Z—r 20 z — ZO

= fx(ZO) = _jfy(ZO)'

BEWEIS:
1) = (2):
Ist f in zy komplex differenzierbar, so ist
f(z) = f(z0) + A2) - (2 — ),
mit einer in 2 stetigen Funktion A.

Setzen wir L(w) := A(zp) -w und r(w) := (A(zo +w) — A(zp)) - w, so ist L eine C-lineare
(und damit erst recht R-lineare) Abbildung, und es gilt:

1. f(2) = f(20) + L(z — z0) + (2 — 20).

_or(w) wo_
2. 3}13% w] quLI%)(A(ZO +w) — Alz)) - Tw] ~ 0.
Also ist f in zj reell differenzierbar, und D f(zy) = L ist C-linear.

2) = (3):
Wir schreiben
f(z) =g(z) + jh(2),
mit reellwertigen Funktionen g und h. Ist f in zy total (reell) differenzierbar und D f(z)

C-linear, so gibt es eine komplexe Zahl ¢ = a + j§ mit Df(z)(w) = ¢ - w. Die reelle
Funktionalmatrix von f in zo stimmt demnach mit der Matrix M = M (H,) iiberein, d.h.

- (5 )-(5) 22)
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Also muf} gelten:
ha(z0) = —gy(20) und  hy(20) = g2(20)-
B) = (1):

Ist f =g+ jhin 2 reell differenzierbar, mit h,(z0) = —gy,(20) und hy(z0) = g2(20), so

folgt:

L(a+jb) == Df(z0)(a+jb) = a-Df(z)(1)+0b-Df(20)(J)

a - (9:(20) + jha(20)) + b (gy(20) + Jhy(20))
a - (9z(20) + Jha(20)) + b (—ha(20) + jg2(20))
a- fu(20) + 0+ (fa(20))

= (a+jb)- fu(2).

Also ist L eine C-lineare Abbildung. Wir setzen
f(z) = flz0) .
A(z) = { ——— fiir z # 2,

Z— 20

fz(20) fiir z = zp.

Aus der Darstellung f(2) = f(z0) + L(z — 20) + r(z — 2z) folgt fiir z # z :
Az) = ! -L<z—zo)+M

Z— 2y Z— 20

Also ist A in zp stetig und f(z) = f(20) + A(2) - (2 — 20) fiir alle z. Damit ist f in
komplex differenzierbar.

Offensichtlich ist dann f'(zy) = A(20) = D f(20)(1) = fu(20) und f,(20) = j fa(20)-

— L(1) = fu(20), fiir z — 2.

20

Rechenregeln fiir die komplexe Differenzierbarkeit

f,9:U — C seien beide in zg € U komplex differenzierbar, a,b € C seien Konstan-
ten. Dann gilt:

1. a-f4+b-gund f-g sind ebenfalls in zy komplex differenzierbar, mit

(a-f+b-9)(2) = a-f(20)+b-9g'(2)
und (f-9)(20) = f'(20)-9(20)+ f(20) - g'(20)-

2. Ist g(z9) # 0, so ist auch noch g(z) # 0 nahe z, ! in 2o komplex differen-
9

zierbar und

(f)’ () = 120) 1 9(0) = F(z0) ()
9

9(20)2

3. Ist f in wy := g(z0) komplez differenzierbar, so ist f o g in zy komplex diffe-
renzierbar, und es gilt:

(fo9)(20) = f'(wo) - g'(20)-
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Der BEWEIS geht genauso wie im Reellen.

Definition:

Sei M C C eine beliebige Teilmenge und f eine auf M definierte komplexwertige
Funktion. Ist f in jedem Punkt von M komplex differenzierbar, so heiflt f auf M
komplex differenzierbar.

Beispiele:

1. Sei f(z) := 2", 2o € C beliebig. Dann ist

n—1
f(2) = flzo) =2" — 2 = (2 —20) - D_ 2’z
=0

Also existiert

lim f(z) = [ (%) — lim Zn:z’ n—i—1 o on—1
z—20 Z— 2 220

0
f ist in 2o komplex differenzierbar, mit f’(z9) = nzy

Da zy beliebig war, ist f(z) = 2" auf ganz C komplex differenzierbar und f'(z) =
n-zvh

2. Die Polynome p(z) = a;2’ sind auf ganz C komplex differenzierbar.
i=0

3. Rationale Funktionen sind auf ihrem ganzen Definitionsbereich (also auerhalb ihrer

Polstellen) komplex differenzierbar.

4. exp(z) ist gegeben durch exp(x + jy) = e*(cosy+ j siny). Also ist exp = g+ jh, mit

gz +jy) = e"cosy
und  A(x +jy) = €°siny.

Offensichtlich ist dann g, (z+jy) = e* cosy = hy(z+jy) und g,(x+jy) = —e*siny =
—h.(z + jy). Da die Cauchy-Riemannschen DGLn erfiillt sind, ist exp komplex
differenzierbar und

exp'(2) = exp, (2) = exp(2).

Definition:

Sei M C C eine beliebige Teilmenge und f eine auf M definierte komplexwertige
Funktion. f heifit auf M holomorph, wenn es zu jedem Punkt z € M eine offene
Umgebung W C C und eine auf ganz W komplex differenzierbare Funktion F' gibt,
so daf F|MDW = f|MﬁW ist.

Ist also f auf einer offenen Menge komplex differenzierbar, so ist f dort auch holomorph.
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Eine reellwertige Funktion auf C kann — wenn sie nicht konstant ist — niemals holomorph
sein. Um das einzusehen, miissen wir etwas ausholen:

Charakterisierung konstanter Funktionen

Sei G C C ein Gebiet, f : G — C eine Funktion. Dann sind folgende Aussagen
dquivalent:

1. f ist konstant.

2. f ist auf G holomorph, und es ist f'(z) = 0.

BeEwers: (1) = (2) ist trivial.

(2) = (1): Wegen f'(2) = g.(2) + jhe(2) und wegen der Giiltigkeit der Cauchy-
Riemmanschen DGLn ist Df(z) = 0 fiir alle z € G. Aus der reellen Analysis folgt dann,
daB f auf G konstant ist. (Kapitel IV, §7, Seite 88) []

Nun folgt:

Funktionen mit reellen oder imaginidren Werten

Sei G C C ein Gebiet. Nimmt eine holomorphe Funktion f : G — C nur reelle oder
nur rewn imagindre Werte an, so ist sie konstant.

BEWEIs:  Nimmt etwa f = g+ jh nur reelle Werte an, so ist h(z) =0, also g, = h, =0
und g, = —h, = 0. Dann ist f'(z) =0 und f konstant.

Ist g(z) =0, so schlieft man analog. []

Folgerung
Ist f : G — C holomorph und | f| konstant, so ist auch f selbst konstant.

BEWEIS:  Sei ff = | f| konstant. Ist f(z) = 0 fiir ein 2, so ist f(z) = 0. Ist f(z) # 0
|

2 holomorph. Aber dann miissen auch die

— 1
fir alle z € G, so ist f(z) = 7o) | f(2)
2
Funktionen Re (f) = 3(f + f) und jIm (f) = 3(f — f) holomorph sein. Das geht nur,
wenn Re (f) und Im (f) konstant sind, also auch f selbst. []

Beispiel :

Sei f(z) == | z|° = 2z Dann ist f(2) = £(0) + A(z) - (z — 0), wobei A(2) := % stetig
in 0 ist. Also ist f in z = 0 komplex differenzierbar.

Aber weil f nur reelle Werte annimmt, kann f in z = 0 nicht holomorph sein.
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Das formale Rechnen im Komplexen ist meist viel einfacher als der Umweg iiber’s Reelle!
Dennoch liefern reelle Betrachtungen manchmal zusétzliche Informationen:

Holomorphe Funktionen sind orientierungstreu

Sei U C C offen, f: U — C holomorph und f'(z) # 0 fir alle z € U. Dann ist f

als reelle Abbildung orientierungserhaltend.

BEwWEIS:  Wir miissen die Funktionaldeterminante ausrechnen:

Ji(z) = det<228 Z@;E'z)

]

Zum Schluf} dieses Paragraphen wollen wir noch komplexe Differentialformen betrachten.

Sei U C C offen. Auf U gibt es 1-Formen w = adx + bdy und 2-Formen ) = cdz A dy,
mit reellwertigen differenzierbaren Koeffizienten a, b und c.

Sind wq,ws zwei 1-Formen auf U, so wird die komplezwertige 1-Form w := wy + jws auf
U definiert durch

w(z,v) :=wi(z,v) +j - waz,v),

fiir Tangentialvektoren (z,v). komplexwertige 2-Formen @ = ; + j{)y werden analog
definiert.

Dann kann man komplexwertige Differentialformen auf naheliegende Weise addieren und
mit komplexwertigen Funktionen multiplizieren. Ist f = g + jh und w = wy + jws, so ist

frw= (9w — hwy) + j(gws + hwy).

Jede komplexwertige 1-Form besitzt eine Darstellung w = f; dz + f; dy, mit komplexwer-
tigen Funktionen f;, fo als Koeffizienten. Man rechnet sofort nach, daf§ diese Darstellung
eindeutig ist. Analog kann jede komplexwertige 2-Form in der Gestalt 2 = fdx A dy ge-
schrieben werden, mit einer eindeutig bestimmten komplexwertigen Funktion f. Schlief3-
lich ist

Ist f = g+ jh eine komplexwertige reell differenzierbare Funktion, so setzt man df :=
dg + jdh. Z.B. ist dz = dx + jdy und dz = dx — jdy.

Ist w = wy+jws eine komplexwertige 1-Form, so setzt man dw := dw; + jdws. Offensichtlich
ist dann ddf = 0.
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Hilfssatz

Komplexwertige 1-Formen und 2-Formen besitzen eindeutige Darstellungen

w = udz+vdz
und € = wdz ANdz,

mit komplexwertigen Funktionen u, v und w als Koeffizienten.

BEWEIS:
1) Es ist
dr = ;(dz +dz) und dy= ;J(dz —dz).
Also kann man jede 1-Form als Linearkombination von dz und dz schreiben.

Ist 0 =udz+vdz = (u+v)de+ j(u—v)dy, somuB v+ v =0 und u — v = 0 sein, also
u = v = (. Das liefert die Eindeutigkeit.

2) Sei 2 = fdx A dy eine 2-Form. Dann ist
1 N S _
Q:f-f(dqud?)/\(dz—dz): §fjdz/\dz,
J

denn es ist dz A dz = (dx + jdy) A (dz + jdy) = j(dx A dy + dy A dx) = 0 und analog
dzNdz = 0.

Die Eindeutigkeit ist in diesem Fall trivial. ]

Detfinition:

Sei f eine komplexwertige (reell) differenzierbare Funktion. Dann werden die soge-
nannten Wirtinger-Ableitungen f, und fz definiert durch

df = fode + f,dy = f.dz + fzdz.

Formel fiir die Wirtinger-Ableitungen

fo= U =ify) wnd  fo= (L +ify)

BEWEIS: Es ist
df = f.(dz + jdy) + f=(dz — jdy),

also

fx:fz—"fE und fy:j(fz_f?)
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Lost man diese Gleichungen nach f, und fz auf, so erhélt man das gewiinschte Ergebnis.

[

Kurzform der CR-DGLn
Sei U C C offen, f:U — C reell differenzierbar.

f ist genau dann holomorph, wenn fz(z) =0 auf U ist.

BEweEls:  Esist
fo= U 3) = 51000 = ) + 30+ )]

also ;=0 <= g, = hy und g, = —h,. ]

Folgerung
Ist f: U — C holomorph, so ist df = f'dz und d(f dz) = 0.

1 1
BEWEIS: Ist f holomorph, so ist fz =0 und f, = §(fx —jfy) = 5 2f = f'.

Alsoist df = f,dz+ fzdz = f'dz und d(f dz) =df Ndz = f'dz Ndz = 0. []
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§2 Integration im Komplexen

Definition:

Sei f =g+ jh: [a,b] = C eine stiickweise stetige komplexwertige Funktion. Dann
erkldart man das Integral iiber f durch

/abf(t)dt :—/abg(t)dtJrj/abh(t)dt

Es gelten die bekannten Regeln:

Rechenregeln fiir komplexe Integrale

1. Das Integral ist linear, d.h. fir Funktionen fi, fo und Konstanten ci,co € C
15t

b b b
/a(clfl(t)+02f2(t))dt:cl-/a f() dt+02-/a folt) dt.
2. Es st
b b
/a 7(0) dt :/a £(8) dt.
3. Ist F' differenzierbar und F' = f, so ist /b f(t)dt = F(b) — F(a).

4. Istp: [e,d] — [a,b] stetig, stickweise stetig differenzierbar und streng monoton
wachsend, so ist

[ st = [ fe(s))e ) s

5. Es gilt die Abschdtzung

|/abf(t)dt|§/ab|f(t)|dt.

BEwWEIS:  Die meisten Aussagen sind trivial. Durch Zerlegung in Realteil und Ima-
ginérteil lassen sie sich sofort auf die entsprechenden Sétze aus der reellen Integrations-
theorie zuriickfiihren.

Wir beschréanken uns hier auf einen Beweis der letzten Aussage, die im Komplexen nicht
ganz so selbstverstéandlich ist:

b .
Sei z = / ft)dt =r- e mit r > 0. (Im Falle z = 0 ist nichts zu zeigen)
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§ g P

, b
Dann ist e 3% - 2z =7 = |/ f(t)dt], also

!/abf<t> dt| = Re <e‘“-/abf(t) dt) = /abRe (e73 - F(1)) dt.

Da fiir eine komplexe Zahl w = u+ jo stets Re (w) = u < vu? + v? ist und die gewiinschte
Ungleichung fiir reellwertige Funktionen bekannt ist, folgt:

[ rwar = [ Re(e 3 pandr < [[1e P sy ar= [0t

Weil die komplexe Differenzierbarkeit formal genauso wie die reelle Differenzierbarkeit in

einer Verénderlichen definiert worden ist, lieen sich viele Rechenregeln ganz einfach ins

Komplexe iibertragen.

Wir wollen nun auch nach dem Muster der reellen Analysis einer Verénderlichen komplexe
w

Integrale / f(2) dz einfiithren. Dabei stoen wir auf gewisse Schwierigkeiten. Der Defi-

nitionsbereich der zu integrierenden Funktion ist meist ein Gebiet. Die Integralgrenzen z
und w sind also nicht die Endpunkte eines Intervalls, und i.a. auch nicht die Endpunkte
einer in GG verlaufenden Strecke. Es bietet sich an, stattdessen iiber einen Weg zu inte-
grieren, und das ist genau das, was wir tun werden. Als Integrationswege benutzen wir
wie iiblich stiickweise stetig differenzierbare Wege « : [a, b] — G.

Wir konnen auf den Kalkiil der Integration von 1-Formen zuriickgreifen. Allerdings miissen
wir uns vergewissern, daf§ die komplexen Differentialformen nicht zu neuen Komplikatio-
nen fiithren.

Sei w = w; + jws eine komplexwertige 1-Form auf dem Gebiet G. Dann soll a*(w) eine
komplexwertige 1-Form auf [a, b] sein, mit

a’(w)(t, 1) = w(a(t), Da(t)(1) = wla(t), d/(t)).
Damit wird sofort klar:
1. of(wy + jws) = a*w; + jarws.

2. Ist w = fdz, mit einer stetigen Funktion f, so ist a*(fdz) = (f o) - &/ dt.

Zum BEWEIS: o (wy + jws)(t,1) = (w1 + jwa)(a(t), (1))

wi(a(t), o/(1)) + jwa(a(t), & (1))
= a’wi(t, 1) + jo'ws(t, 1)

und  a*(fdz) = (foa)da = (foa)d dt.

Definition:

Sei G C C ein Gebiet, f : G — C eine stetige komplexwertige Funktion und « ein
Integrationsweg in G. Dann wird das komplexre Kurvenintegral von f iiber v definiert
durch

/af(z) dz := /W)] o (fdz) = /abf(oz(m'o‘/(t) dt.
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Beispiele :

1. Ein fundamentaler Baustein der Funktionentheorie ist folgende Formel:

n g ) 27 firn=-1
/8DT(ZO)(Z — )" dz = { 0  sonst.

Zum BEWEIS benutzt man die Parametrisierung a(t) := 2o + - ¢!, 0 < t < 2.

Dann ist
1 27 1 . .
/ dz = / —e . rjelt dt
o Z— 2 0o T

2
= j- [ dt = 2rj,
0

und fiir n # —1 ist

o .
/(Z —2p)"dz = / (red™ . rjelt dt
o 0
_ oy [ ey
0
) 1

2

_ n+ls j(n+1)t _
i ()

2. Wir betrachten die Wege «, 3,7 : [0,1] — C mit

a(t):=—=1+2t, [B(t):=1+jt und ~(t):= (=14 2t) + jt.

e

Dann ist

1 1
/ zdz = /(—1+2t>~2dt+/(1—jt).jdt
«@ 0 0

J 1

1, ]
= 2. (—t+8) | (=5t |,

- 2-(—1+1)+j~(1—;)

=] 5%
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und

dez - /01(—1+2t—jt)(2+j)dt

— (2+j)-(—t+22_jt2) \;
= @+j)-(-1+1-1)
— 3 1

= _J+§

Das komplexe Kurvenintegral iiber f(z) := Zz hingt vom Integrationsweg ab! Wir
werden bald sehen, dafl das damit zusammenhéngt, dafl z — Z nicht holomorph ist.

Da es sich bei dem komplexen Kurvenintegral um eine Variante des schon bekannten
Integrals {iber 1-Formen handelt, gelten dafiir auch die gleichen Rechenregeln. Nur die
Standard-Abschdtzung beweisen wir besser neu:

Ist a ein Integrationsweg und f eine stetige Funktion auf |« |, so gilt:

[ =) d| < Lie) sl f)

Denn es ist

| )|

[ Fatta'tr) at)

/lf /(1) dt
L(a)- sup|f|

«

IN

IN

Nun kénnen wir den Satz tiber die Vertauschung von Limes und Integral (Kapitel 11, §5)
auf Kurvenintegrale ausdehnen:

Vertauschung von Grenzwerten bei Kurvenintegralen

Sei v : I — C ein Integrationsweg, (f,) eine Folge von stetigen Funktionen auf | a|,
die gleichmafig gegen eine Funktion f auf || konvergiert. Dann ist

lim /afn(z)dz:/af(z)dz

n—o0

BEWEIS: Es ist

JRACLEE

s

fEdz] = | [ (fal2) = £2)) dz |
< L(a)-sup| fu — f1.

«
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Da die Funktionenfolge gleichméfig konvergiert, gibt es zu jedem £ > 0 ein ng € N, so daf

| fu(2) = f(2)] < L(g ] ist, fir n > ny und alle z € | «|. Wegen der obigen Abschétzung
a
liefert das die gewiinschte Konvergenz der Integrale. ]
Folgerung

Sei o : [ — C wieder ein Integrationsweg und (F,,) eine Folge von stetigen Funktio-
nen auf | a|. Weiter sei (ay) eine Folge von nicht negativen reellen Zahlen, so dafs
qilt:

1. |F.(2)| < ay, fir allen € N und alle z € | «].

2. Zan<oo

n=1

Dann ist f(z Z ) eine stetige Funktion auf |« |, und es gilt:

nfjl/aF dz—/(ZF )

BEWEIS:  Aus dem Weierstraﬁ Kriterium (Kapitel IV, §1) folgt, dal die Folge der (ste-

tigen) Funktionen fy(z Z F,(z) gleichméBig auf | o | gegen f konvergiert und dafl f

insbesondere stetig ist. Jetzt kann man den vorhergehenden Satz auf (fy) anwenden. [ ]

Definition:

Sei G C C ein Gebiet und f : G — C stetig. Eine Stammfunktion von f ist eine
holomorphe Funktion F' : G — C mit F' = f.

Der Hauptsatz fiir komplexe Kurvenintegrale

Sei G C C ein Gebiet, f : G — C eine stetige Funktion. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

1. f besitzt auf G eine Stammfunktion.

2. / f(2)dz =0 fiir jeden geschlossenen Integrationsweg o in G.

BEWEIS:

1) Sei F' holomorph und F’ = f. Dann ist dF' = f dz, also / fdz =0 fiir jeden geschlos-
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senen Weg .

2) Verschwindet das Integral iiber fdz fiir jeden geschlossenen Weg a, so gibt es eine
Funktion F' mit dF = fdz. Dann ist aber — wegen der Eindeutigkeit der Darstellung —
F, = fund F; =0, also F' holomorph und F’ = f. ]

Satz von Goursat

Sei G C C ein Gebiet, f : G — C eine holomorphe Funktion und A\ C G ein
abgeschlossenes Dreieck. Dann gilt:

/(mf(z)dz:O.

BEwEIs:  Es gibt einen sehr schonen trickreichen Beweis fiir den Satz von Goursat,
der in den meisten Biichern iiber Funktionentheorie nachgelesen werden kann. (vgl. z.B.
W.Fischer / I.Lieb: Funktionentheorie). Aus Zeitgriinden benutzen wir hier stattdessen
einen einfacheren Beweis, der allerdings eine Zusatzbedingung erfordert: Wir nehmen
an, dal f sogar stetig differenzierbar ist! Es wird sich spéter zeigen, dafl diese Zusatzbe-
dingung automatisch erfiillt ist.

A ist ein Gebiet mit stiickweise glattem Rand, w := f dz eine stetig differenzierbare 1-

Form. Da f sogar holomorph ist, ist d(f dz) = 0, und aus dem allgemeinen Stokesschen
Satz folgt:

/E)Af(z)dz:/Ad(fdz):O.

Satz von Goursat in verschiarfter Form

Set G C C ein Gebiet, f : G — C stetig und bis auf endlich viele Punkte holomorph.
Dann gilt fiir jedes abgeschlossene Dreieck A\ C G :

/8Af(z)dz:().

BEwels:  Wir kénnen annehmen, dafl f iiberall bis auf einen einzigen Ausnahmepunkt
Zo holomorph ist. Nun unterscheiden wir mehrere Fille:

1. Fall: z, ist Eckpunkt von A.

Dann zerlegen wir A folgendermaflen in drei Teildreiecke:
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Aus dem gewohnlichen Satz von Goursat folgt, daf f(z)dz = / f(z)dz = 0 ist,
GYY dNs

also
| f@dz= [ s

0N

unabhéngig davon, wie z; und z] gewihlt werden. Dann ist
| [ f(z)dz| < L(OAL) -sup| f(z) |,
N A

und die rechte Seite strebt gegen Null, wenn z; und 2| gegen zy wandern.

2. Fall: 2 liegt auf einer Seite von A\, ist aber kein Eckpunkt. Dann zerlegt man A in
zwei Teildreiecke, auf die beide jeweils der erste Fall anwendbar ist:

3. Fall: z; liegt im Innern von A. Diesen Fall kann man auf den 2. Fall reduzieren:

/
/
/

/
¥
/

/

Liegt zy auerhalb A, so ist iberhaupt nichts zu zeigen. ]

Definition:

Sei M C C eine Teilmenge und 2y € M ein fester Punkt. M heifit sternformig
beziiglich zy, falls fiir jeden weiteren Punkt z € M die Verbindungsstrecke zwischen
z und zg ganz zu M gehort.

M heifit sternformig, falls es einen Punkt zp € M gibt, so dal M sternférmig
beziiglich zj ist.

Eine konvexe Menge ist natiirlich sternférmig. Die Umkehrung ist i.a. falsch.
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Existenzsatz fiir Stammfunktionen

Sei G C C ein sternformiges Gebiet, f : G — C stetig und bis auf endlich viele
Punkte holomorph. Dann besitzt [ auf G eine Stammfunktion.

BEWEIS:  Es gibt einen Punkt a € GG, so dafl mit jedem anderen Punkt z € G auch die
Verbindungsstrecke o, , von a mit z zu G gehdrt. Wir definieren dann

F(z) = [ f(¢)dC.

Oa,z

Wir miissen zeigen, daf§ F' holomorph und F’ = f ist. Sei zp € G und r > 0 so gewéhlt,

daBl D,(z) C G ist. Fiir z € G sei 7, die Verbindungsstrecke von z, mit z, parametrisiert
durch  ~,(t) == 20+ t(z — 29), t€]0,1].

Ist A das von o, ,, —7, und —o, ., berandete Dreieck, so liegt
dieses ganz in G, und nach dem Satz von Goursat ist

[ J©ydc=o.
Daraus folgt:
0 = [ f©Qdc— [ fQdc~ [ o

_ ﬂ@-F@@-AU@WH@—am-@—%Mt
= F(z) = F(2) — (2 — 20) - A(2),
wobei

A@y:AU@mﬁw—%»ﬁ

stetig ist (Parameter-Integral!). Also ist F' in zy komplex differenzierbar, und

1

F'(z) = A(z) = /0 f(z0) dt = f(z0).
L

HinwEls: Wir haben im Beweis nicht die Holomorphie von f benutzt, sondern nur die
Tatsache, dafl das Integral iiber f und den Rand eines abgeschlossenen Dreiecks in G
verschwindet!

Nun folgt:

Cauchyscher Integralsatz

Sei G C C ein sternformiges Gebiet, f : G — C stetig und bis auf endlich viele
Punkte holomorph. Dann gilt fiir jeden geschlossenen Integrationsweg o in G :

/af(z) dz = 0.
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BEWEIS:  Aus den Voraussetzungen und dem vorhergehenden Satz folgt, dafl f auf G
eine Stammfunktion F' besitzt. Aus dem Hauptsatz fiir komplexe Kurvenintegrale ergibt
sich nun der Cauchysche Integralsatz. ]

Holomorphie von Potenzreihen

[e.e]
Sei f(z Z (z — 20)" eine Potenzreihe mit dem Konvergenzradius R > 0.

Dann ist f auf Dgr(zo) holomorph, und es gilt:

oo
= n-coz—z2)" "
n=1

o0

BEWEIS:  Sei q(2) := > _n-c,(z — 2)" " und R’ der Konvergenzradius von ¢(z). Wir

n=1
wissen bereits (Kapitel IV, §3, ganz am Anfang), dafl ¢(z) ebenfalls auf Dg(zy) konvergiert.
Also ist " > R. Sei nun « : I — Dpg(zp) ein geschlossener Integrationsweg. Dann folgt
aus dem Cauchyschen Integralsatz:

/(z—zo)kdz:()fiir k> 0.
Da q(z) auf | | gleichméBig konvergiert und daher dort eine stetige Funktion darstellt,

ist
/Qq(z) dz = nz::l/a (n cen(z — ZO)”_l) dz = 0.

Nach dem Hauptsatz iiber komplexe Kurvenintegrale besitzt ¢ also auf Dg(zp) eine
Stammfunktion . ) ist holomorph, und es gilt:

Q) = [ al¢)dc

2/,
- éﬁln e [ (6= 20) g
- nz:ln-cn~i(z—zo)
_ z (2 — z0)"
TR
Also ist f(2) = Q(2) + ¢o holomorph (auf Dp(z0)) und f'(2) = g(=). [

Der vorliegende Satz liefert einen neuen Beweis fiir die Holomorphie von exp(z), aber er
zeigt z.B. auch, daB sin(z) und cos(z) auf C holomorph sind. Wie im Reellen ist sin’(z) =
cos(z) und cos'(z) = —sin(z).
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G = C* = C\ {0} ist ein Gebiet, aber nicht sternférmig. Tatséchlich ist der Cauchysche
Integralsatz nicht anwendbar, es ist z.B.

1
/ S dz=2mj #£0.
aD1(0)

z

Setzen wir aber R_ := {x € R | 2 < 0}, so ist die ,geschlitzte Ebene* G’ := C\ R_
1

sternformig (etwa bzgl. a = 1). Also gibt es auf G’ z.B. fiir f(z) := — eine Stammfunktion:
z

zd
F(z):= . CC

Das Integral kann dabei iiber jeden Weg zwischen 1 und z erstreckt werden, der ganz in
G' verlauft, also z.B. iiber die Verbindungsstrecke. Der Cauchysche Integralsatz sagt, dafl
das Ergebnis nicht vom Weg abhéngt.

1
Die Funktion F(z) ist holomorph, es ist F/(1) = 0 und F’'(z) = —. Diese Eigenschaften
2

kennen wir schon (im Reellen) vom natiirlichen Logarithmus. Also stellt sich die Frage,
ob wir hier auch im Komplexen die Umkehrfunktion zur Exponentialfunktion gefunden
haben. Leider ist das nur bedingt richtig. Zunéchst gilt:

Behauptung: exp(F(z)) = z.
BEWEIS:  Mit einem kleinen Trick geht es ganz einfach:

Sei g(z) := z - exp(—F'(z)). Dann ist g holomorph und
g'(2) = exp(=F(2)) + 2 (- F'(2)) - exp(—F (2)) = exp(—F(2)) — exp(=F(2)) = 0.

Also ist g lokal-konstant, und da der Definitionsbereich G’ ein Gebiet ist, ist g sogar
konstant: g(z) = c¢. Es folgt:

c-exp(F(z)) = z.

Setzen wir speziell z = 1 ein, so erhalten wir 1 = ¢ - exp(F'(1)) = ¢ - exp(0) = ¢. Also ist

exp(F(z)) = 2. ]

Das rechtfertigt schon einmal die

Definition:

log(z) := /1 ZdCC heif3t Logarithmusfunktion.

Damit log(z) die Umkehrabbildung zu exp(z) sein kann, mufl exp zunéchst einmal bijektiv
sein. Wir wissen aber, dal exp periodisch ist (mit Periode 27j) und daher gar nicht
bijektiv sein kann! Also untersuchen wir die Exponentialfunktion etwas genauer:
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Injektivititsbereiche der Exponentialfunktion

Sei a € R beliebig. Dann ist
exp:{z€Cla<Im(z)<a+2r} —>C"

bijektiv.

BEWEIS:  Sei S, der Streifen

Se={2€Cla<Im(z) <a+2n}.

Im (z)
a+2m exp e? - el
Sa
a
Re (z)

1) Injektivitat:
Esist exp(z) =1 <= z=2mjn, n € Z.
Also gilt:
exp(z) = exp(w) = exp(z—w)=1
— z=w+27jn
—> z und w nicht beide im gleichen Streifen .S,,.
2) Surjektivitit:
Sei w = reft € C*, alsor > 0,0 <t < 2.
Wir setzen z := In(r) 4 jt. Dann ist exp(z) = e+ = . dt = g,

Liegt z nicht im Streifen S,, so kann man ein k& € Z finden, so dal z* := 2z 4+ 27jk in S,
liegt. Dann ist exp(z*) = exp(z) = w. ]

Definition:

)L CF\Ryeit 5 8,

log ) = (exp s

heifit der durch a bestimmte Logarithmuszweig.
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Berechnung des Logarithmus

Ist z =1 e, mita <t < a+2m, so ist

log,(2) = In(r) + jt.

Insbesondere ist log_(2) = log(2), falls —m <t < m ist.

BEWEIS:  Durch redt — In(r) + jt wird eine Umkehrfunktion zu exp s gegeben, wenn

a

das Argument ¢ zwischen a und a + 27 1auft.

. zd
Ist z=r-el mit r >0 und —7 < ¢y < 7, so ist log(z) = / CC, wobei es egal ist, iiber
1

welchen Weg man integriert. Ist etwa ¢y > 0, so konnen wir den Weg v := « + 3 wéhlen,
mit

a(s) := s fiir s zwischen 1 und » und  B(t) := rel’ fiir ¢ zwischen 0 und t,.

Dann ist
d¢ d¢
log(z) = /——l— —
(=) a ¢ Jp (¢
rd t
1 S 0

= In(r) + jto = log_.(2).

]

Man nennt log(z) auch den Hauptzweig des Logarithmus.

Die verschiedenen Zweige des Logarithmus fiithren oft zu Verwirrung. Der obige Satz liefert
aber ein Kochrezept zur Berechnung des Logarithmus:

Ist eine komplexe Zahl z = r - 3’ gegeben, die in der rechten Halbebene oder zumindest
nicht in der Nahe der negativen reellen Achse liegt, so kann man durch Addition eines
ganzzahligen Vielfachen von 27 zu ¢ erreichen, dal —m < t < 7 ist, und man setzt a := —.
Liegt z dagegen in der linken Halbebene und in der Néhe der negativen reellen Achse, so
kann man erreichen, daff 0 < ¢ < 27 ist. Dann empfiehlt sich a := 0. In beiden Féllen ist
log(,y(2) = In(r) + jt, aber die unendlich vielen Werte In(r) + jt + k - 27j, k € Z, sind
ebenfalls Logarithmen von z.

Beispiele :

1. Sei z = 2j. Dann ist 7 = 2 und ¢ = 7. Also kann a = —7 gewihlt werden, und es
ist log(2) = log(_(2) = In(2) +j3.

2. Sei z = —2j. Dann ist wieder r = 2, aber diesmal ¢ = 37“ Dieses t liegt nicht

zwischen —7 und 7, wohl aber ¢ — 27 = —7.

Dann ist log_(2) = In(2) — j3.



510 KAPITEL VI FUNKTIONENTHEORIE

Da 7 < 3% < 27 gilt, hétten wir auch @ = 0 oder a = 7 wihlen kénnen. Es ist

.3 )

Wir kénnen iibrigens noch eine weitere Beschreibung des Logarithmus geben: In Kapitel
IV, §3, wurde gezeigt, dafl gilt:

o0
n(l+x) Z

Der Konvergenzradius dieser Reihe ist = 1, also wird durch

3
8
—~
—_
~—
i
—

:Z;x” fir |z ] < 1.
n

n—1

= i (_12 (z—1)"

eine auf D;(1) definierte und holomorphe Funktion gegeben.
Behauptung: Fiir |z — 1| < 1ist L(z) = log(z).

BEweEIs:  Im Konvergenzkreis ist
/ 1)71 1 n—1
L'(z) = g n- (z—1)

oo

= > (1—-z)""

n=1
[e9)

— Y-y

n=0
1 1

1—(1—-2) 2
Also ist L(z) = log(z) + ¢, mit einer Konstanten c. Setzen wir z = 1 ein, so erhalten wir

c=0. L]

Wir kommen zu zwei Anwendungen des Logarithmus:

Zunachst konnen wir jetzt auch beliebige Potenzen in C definieren.

Definition:
Fiir komplexe Zahlen z und w setzt man z* := exp(w - log(z)).

Dabei kann der Exponent w beliebig gewéhlt werden. z mufl im Definitionsbe-
reich des verwendeten Logarithmuszweiges liegen. Normalerweise benutzt man den
Hauptzweig, dann darf z nicht in R_ liegen.

Das ist eine seltsame Definition! Die Potenz z" wird im allgemeinen nicht eindeutig be-
stimmt sein, im schlimmsten Fall gibt es unendlich viele Werte. Betrachten wir einige
Beispiele:
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1. Was ist j9 ? Benutzen wir die Bezichung j = /2 und den Hauptzweig des Logarith-
mus, so folgt:

j = exp(j - log(_w)(ejg)) = exp(j Jg) = e ™2 =0.207879. ..
Es kommen aber noch unendlich viele andere Werte in Frage, namlich e=™/2e=27
ke Z.
2. Die Wurzel aus einer komplexen Zahl z = red? ist die Potenz

1
A2 = exp( - llogn(2) + 2niK))

= exp(; [In(r) + jt + 2wjk])
= exp(; In(r)) - exp(j(; + 7k))
= i\/F-ej%.

Das ist ein ganz verniinftiges Ergebnis. Von den urspriinglich unendlich vielen Moglich-
keiten bleiben nur zwei iibrig.

3. Ahnlich ist es bei der n-ten Wurzel:
— . dnHiiT
Ureedn (G k=0,...,n—1.

wobei (,, eine n-te Einheitswurzel bezeichnet.

Zl/n

In den bekannten Fallen kommt also auch Bekanntes heraus.

Nun zu einer anderen Anwendung:

Durch 7 (t) := 2 + re?™* ¢ € [0, 1], wird der Kreis um z, mit Radius r parametrisiert,
und zwar so, dafl er k-mal durchlaufen wird. Nun ist

1 4z 1 11 . 1
- . -2'h2”“ﬁ:k/cﬁ:h
27j [y z2—zy 27j /0 rermikt! | AMIN T C 0

Das Integral mifit, wie oft der Punkt zy von v umlaufen wird. Das verallgemeinern wir
jetzt auf beliebige Wege:

Definition:

Sei v ein beliebiger geschlossener Integrationsweg in C und z ein Punkt, der nicht

auf || liegt. Dann heifit
(v, 2) 1 / ¢
n(vy,z) = —
BT S

die Umlaufszahl von v um z.

Wie kann man die Umlaufszahl im allgemeinen berechnen?
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Wir nehmen zur Vereinfachung an, da§ 0 ¢ |~ | ist, und versuchen,
Y S
2mj Jy ¢

zu berechnen. Bei einem beliebigen Punkt geht’s analog.

n(v,0)

Wenn es moglich ist, berechnet man ein Integral mit Hilfe einer Stammfunktion. Die
1
Stammfunktion von f({) = = ist der Logarithmus, aber welcher? Um eine verniinftige

Logarithmusfunktion einsetzen zu koénnen, miissen wir aus der Ebene einen Halbstrahl
herausnehmen. Das ist aber nicht so ohne weiteres moglich, denn wir miissen damit rech-
nen, dafl jeder von 0 ausgehende Halbstrahl die Spur von ~ trifft. Was tun?

Wir wéhlen eine Zerlegung
a=ty<t1 <...<t,.1<t,=0b

des Definitionsintervalls von -+, so dal v([t;_1,%;]) jeweils ganz in einer lings eines Halb-
strahls aufgeschlitzten Ebene enthalten ist. Und dort existiert jeweils ein Zweig f; des
Logarithmus, der als Stammfunktion fiir % dienen kann. Sei z; := y(t;), fir i = 0,...,n.
Dann ist zy = 2z, und

Z; d
/Z.1 f = [i(zi) = fi(zi).

Da fiy1(2i) = fi(z) — 2mjk; und f,(z,) = fi(20) + 27jk, ist, mit gewissen ganzen Zahlen
k; bzw. k,, folgt:
d¢ "orEodC
S A
= (filz1) = fi(20)) + (fa(22) — fa(z1)) + - + (ful2n) — fa(zn-1))
= —fi(z0) + (fi(z1) = fo(21)) + -+ (fac1(2n1) = falzno1)) + fu(zn)
= (falzn) = f1(20)) + 27 - ko 4 427 - ko

n—1
= 27 - (Z ki + ky).
i=1

Also ist

eine ganze Zahl.

Diese - zugegebenermaflen etwas theoretische - Berechnung der Umlaufszahl zeigt zugleich,
was man sich darunter vorstellen soll.

Ist f; = log,,), so kann man nach Konstruktion schreiben:
y(t) =r(t) - O mit q; < s(t) < a; + 2w fir ¢, <t <.

Dann ist

1

s [T = g (Mnlr(e)) = In(r(t)) + 5 (s(6) — s(ti-0)
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Die radialen Anteile heben sich in der Summe weg, und so ergibt die Umlaufszahl die
Summe aller Winkeldifferenzen s(t;) — s(t;_1), geteilt durch 27. Sie mifit also tatséchlich,
wie oft sich v um den Nullpunkt herumwindet.

Das gerade beschriebene Verfahren ist kaum praktikabel. Zum Gliick gibt es bei einigerma-
Ben verniinftigen Wegen eine viel einfachere Methode zur Bestimmung der Umlaufszahl.
Dazu sind einige Vorbemerkungen notig.

Da |7 | kompakt und somit abgeschlossen ist, ist G := C\ |y | offen. Allerdings ist G i.a.
nicht zusammenhéngend, sondern besteht aus mehreren durch |y | voneinander getrennten
Stiicken, sogenannten Zusammenhangskomponenten. Wir verzichten hier auf die genaue
Definition des Begriffs Zusammenhangskomponente, da anschaulich klar ist, was damit
gemeint ist. G konnte theoretisch sogar aus unendlich vielen Komponenten bestehen,
aber der Fall wird in der Praxis kaum vorkommen.

Auf jeden Fall kann es unter den Komponenten nur eine unbeschrankte Menge geben, denn
die kompakte Menge |v | liegt immer in einer abgeschlossenen Kreisscheibe K = Dg(0),
und alle Punkte aus C \ K gehoren zu der selben unbeschriankten Komponente von G.
Die restlichen - dann natiirlich beschrinkten - Komponenten liegen alle in K.

Das Werteverhalten der Umlaufszahl

Die Funktion z — n(y,z) ist auf jeder Zusammenhangskomponente von C \ ||
konstant und auf der unbeschrinkten Menge sogar = 0.

BEWEIS: 1) z — n(7,z2) ist stetig und nimmt nur ganzzahlige Werte an. Sei Z eine
Zusammenhangskomponente von C\ |7, zo0 € Z und ¢q := n(7, z9). Wegen der Stetigkeit
der Umlaufszahl ist U = {z € Z : n(v,z) = ¢} offen, denn in der Néhe eines fest
gewdhlten Punktes diirfen sich die Werte von n(v,z) nur wenig &dndern, und da sie nur
ganzzahlige Werte annehmen, miissen sie dort schon konstant sein. Die Menge Z \ U ist
erst recht offen. Da zy in U liegt und Z zusammenhéngend ist, folgt: U = Z, d.h. n(v, 2)
auf Z konstant.

2) Sei K = Dg(0) so gewahlt, daf8 |y | C K ist, und @ € C\ K. Dann ist z —
z—a

Dgr(0) holomorph und mufl dort eine Stammfunktion F' besitzen. Aber dann ist

1 1 1
n(y,a) = / dz = ,/szO.
2t Jy z —a 21j Jy

Weil die Umlaufszahl auch auf der unbeschrinkten Komponente konstant ist, muf} sie
dort = 0 sein. []

auf

Wir kennen nun einen Wert der Umlaufszahl, ndmlich den ,weit drauflen®. Wenn wir
wissen, wie sich die Umlaufszahl beim Uberqueren von |~ | &ndert, dann kénnen wir alle
Werte bestimmen.

Sei D C C eine kleine Kreisscheibe mit |y | N D # &. Die Peripherie des Kreises werde
von 7 in genau zwei Teilwege o7 und oy zerlegt, das Innere von D in zwei Teilgebiete
und | v| in einen Teil innerhalb von D (parametrisiert durch o) und einen aufferhalb von
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D (parametrisiert durch 4" ). In der Ndhe von glatten Punkten von  kann man diese
Situation immer herstellen.
02

D 01

Wir betrachten nun zwei Punkte 21, 2o € D, der eine ,links von v“ und der andere ,,rechts
von 7. Dann gilt:

v+ 0,22)
(' +01) + (0= 01),2)

n(,}/WZZ) = n
= n

('

(
= n(y +o1,2)+n(o— o1, 2)
= n(y +o1,2) -1

n((Y + o) + (01— 0),21) = 1
= n(y +Q,Z1)+n(<fl—9,zl) 1
= n(y,21) —

Die Moral von der Geschichte ist nun: Uberquert man + (in einem glatten Punkt) so, daf
~ dabei von ,links“ kommt, so erhoht sich die Umlaufszahl um 1.

Beispiel :

o |
o
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83 Die Cauchysche Integralformel und ihre Folgen

Die Cauchysche Integralformel

Sei G C C ein sternformiges Gebiet, f : G — C holomorph, v : [a,b] — G ein
geschlossener Weg und z € G\ |v|.

Dann gilt:

BEWEIS:

f(©) = 1)
Sei Q(O{ =z falls ¢ # z
f'(z) falls ¢ = z.

Da f holomorph ist, ist ¢ iiberall stetig und auf G \ {z} auch holomorph. Auf der
sternférmigen Menge G kénnen wir dann den Cauchyschen Integralsatz auf g anwenden:

0 = Ag(C)dC
_ /f(cziﬁ(Z)dC
- L%dc o) [ 5

— [ L - ) 2mintas)

Folgerung

Sei G C C ein beliebiges Gebiet, f : G — C holomorph, zo € G und r > 0, so daf
D := D,(z) CC G ist. Dann gilt fir alle z € D :

1/ f(©)

2rj Jap ( — 2

f(z) =

dc.

BEwEIS:  Man kann ein ¢ > 0 finden, so dafl die (sternférmige) Kreisscheibe D' :=
D, c(29) noch in G enthalten ist. 7 sei die Parametrisierung von 0D, das ist ein geschlos-
sener Weg in D' mit n(v,z) = 1 fiir alle z € D. Nun folgt die gewiinschte Aussage aus
der Cauchyschen Integralformel. ]

Beim Beweis der Cauchyschen Integralformel ist sehr stark die komplexe Differenzierbar-
keit von f ausgenutzt worden. Dementsprechend hat der Satz Konsequenzen, die weit {iber
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das hinausgehen, was man von einer reell differenzierbaren Abbildung erwarten wiirde.
Der ganze Paragraph ist diesen Konsequenzen gewidmet.

Beispiele:

62’

dz berechnet werden. Indem man den Nenner in

1. Es soll das Integral
aDs(0) 22 + 2z
Linearfaktoren zerlegt und eine Partialbruchzerlegung durchfiihrt, bringt man das

Integral in die Form, die auf der rechten Seite der Cauchyschen Integralformel steht:

z 1
/ 67 dz = / 2 _ 2 €% dz
aDs(0) 22 + 2z aDs(0) |z z+2

= = e—dz—— ——dz
2 JaDs(0) 2

1
= 2..7. i -2
mjg e —e]

= 7j(l—e?).

2. Sei C = 0D(3]). Dann liegt j im Innern von C, und —j nicht. Daher gilt:
/ dz 1/ dz 1/ dz

c224+1  2jlez—j 2jJoz+]

= ol 0

Cauchysche Integralformel fiir Kreisringe

Sei G C C ein beliebiges Gebiet, f : G — C holomorph, zo € G und 0 < r < R.
Wenn das ,,Ringgebiet”

K, r(z) ={2€C:r<|z—2]| <R}

noch relativ-kompakt in G liegt, so gilt:

f f(0) | 2nj- f(2) falls z € K, g,
[ ! o [ a0 R

(—z sonst.
8KT,R(20) ODR(z0) 8Dr(z0)

BEwEIs:  Nach der Cauchyschen Integralformel ist

(2) - [n(0Dg(20), 2) = n(0D(20), 2)]-

Ist z € K, g(20), so ist n(0Dg(20),2) = 1 und n(0D,(z),2) = 0. In den anderen Fillen
sind entweder beide Umlaufszahlen = 1 oder beide = 0. D

Wir kommen jetzt zur wichtigsten Folgerung aus der Cauchyschen Integralformel. Der
,Entwicklungssatz® wird die holomorphen Funktionen in ganz neuem Licht erscheinen
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lassen. Entdeckt wurde er von Taylor und Cauchy beim Versuch, die Taylor-Entwicklung
von komplex differenzierbaren Funktionen zu berechnen. Die Motivation erwuchs also aus
der Absicht, bekannte Sachverhalte aus dem Reellen ins Komplexe zu iibertragen. Cauchys
Integralformel lieferte das passende Hilfsmittel:

Hilfssatz (Trick mit der geometrischen Reihe)
Sei zg € Cundr > 0. Ist z € D,(z) und ¢ € 0D,(z), so ist

1 ‘°° z2—2\"
T

Die Reihe konvergiert (bei festem () fiir jedes z € D,(zo) absolut.

1 o0
BEwEIS:  Bekanntlich ist 1w = > w" fiir alle komplexen Zahlen w mit |w| < 1.
- n=0

Liegt z in D := D,(z) und ¢ auf dem Rand von D, so ist |z — 29| < |( — 20|, also
Z— 20
|

| < 1. Daher machen wir folgende Umformung:

¢ — 20
1 1
(—z  (C—2)—(2— 2)
1
(=2 1 ==

Jetzt sind wir auf den folgenden Satz vorbereitet:

Entwicklungssatz von Cauchy

Sei G C C ein Gebiet, f : G — C holomorph und zy € G. Ist R > 0 der Radius
der grofsten (offenen) Kreisscheibe um zy, die noch in G hineinpafSt, so gibt es eine

Potenzreihe
o

p(2) =3 an(z — 20)",

n=0
die fir jedes r mit 0 < r < R auf D,(z) absolut und gleichmaf$ig gegen f(z)
konvergiert. Auflerdem ist dann
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BEWEIS:  Sei 0 < r < R. Dann gilt nach der Cauchyschen Integralformel fiir z € D,.(z) :

f(z) =

1/ f(©) ac.

21§ JoD,(z0) ¢ — 2

Auf den Integranden kénnen wir den Trick mit der geometrischen Reihe anwenden:

g(_ozch_cio,i@_%) ZF

n=0

mit F, (¢, z) == (C—f(Zi;”H

¢ € 0D, (z) absolut.

(z — 2z0)", und die Reihe konvergiert fiir alle z € D,(zp) und

Fiir festes z € D,(z) ist F,((,2) eine stetige Funktion auf 0D,(z). Da | f| auf der
kompakten Menge 0D,(zy) beschréinkt ist, etwa durch eine Zahl C' > 0, gilt:

PSP <y EEE)

prtl r r

|z — 20|
r
der Folgerung aus dem Satz iiber die Vertauschbarkeit von Grenzwerten konvergiert dann

> F,(C, 2) fiir festes z gleichméBig auf 0D, (z) gegen Qf(—oz’ und es folgt:

Die Reihe iiber die Ausdriicke konvergiert fiir jedes feste z € D, (2p). Nach

1 f©)
fz) = 27rJ /8DT (20) ( — 2 dc

1
- 271'] /6DT (20) (Z F g’ >

Wir setzen

0D, (z0)

Aus der Cauchyschen Integralformel fiir Kreisringe folgt sofort, dafl a,, nicht von r ab-
héngt, und da das obige Verfahren fiir jedes » < R funktioniert, ist der Konvergenzradius
der Reihe > R. Insbesondere konvergiert die Reihe absolut und gleichméBig auf D,.(z)

gegen f. ]
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Folgerung (Hohere Cauchysche Integralformeln)

Sei G C C ein Gebiet und f : G — C holomorph. Dann ist f auf G beliebig oft
komplex differenzierbar, und fir z € G und D,(z) CC G ist

|
9Dy (2)

BEweEls:  Sei D := D,(z) CC Dg(z) C G. Dann kann f in D in der Form

[e.e]

f(C) = Z an(C - Z)n

n=0

geschrieben werden. Also ist f in z beliebig oft differenzierbar, die Ableitungen kénnen
durch gliedweise Differentiation der Reihe gewonnen werden und es gilt:

n!

M (2) — nla. —
f7{z) = nla, = 2] /aDr<z> (=

Definition:

Sei G C C ein Gebiet. Eine Funktion f : G — C heifit in zg € G in eine Potenzreihe
entwickelbar, wenn es ein r > 0 gibt, so dal D := D,(zy) CC G ist und f auf D mit
einer konvergenten Potenzreihe iibereinstimmt.

f heiBt auf G analytisch, wenn f in jedem Punkt von G in eine Potenzreihe entwik-
kelbar ist.

Analytische Funktionen sind beliebig oft komplex differenzierbar! Man beachte aber, daf3
man i.a. nicht mit einer einzigen Potenzreihe auskommt.

Satz von Morera

Sei G C C ein Gebiet und f: G — C stetig.

Wenn / f(2)dz = 0 ist, fiir jedes abgeschlossene Dreieck /\ C G, dann ist f
G
holomorph auf G.

BEwEIS:  Aus der Voraussetzung folgt, dal f zumindest lokal stets eine (holomorphe)
Stammfunktion F besitzt. Aber weil F' beliebig oft komplex differenzierbar ist, ist auch
f = F’ holomorph. ]

Fassen wir nun zusammen:
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Theorem

Seit G C C ein Gebiet. Folgende Aussagen iiber eine Funktion f : G — C sind
aquivalent:

1. f st reell differenzierbar und erfillt die Cauchyschen DGLn.
2. f ist komplex differenzierbar.

3. f ist holomorph.

4. [ ist beliebig oft komplex differenzierbar.

5. f ist analytisch.

6. f ist stetig und besitzt lokal immer eine Stammfunktion.

7. f ist stetig, und es ist / f(2)dz =0 fiir jedes abgeschlossene Dreieck
TN
A inG.

Wir haben eine erstaunliche Entdeckung gemacht. Eine einmal komplex differenzierbare
Funktion ist automatisch schon beliebig oft komplex differenzierbar. Das ist ein grofier
Unterschied zur reellen Theorie!

Und wir sind noch lange nicht am Ende. Die holomorphen Funktionen weisen noch viele
andere wundersame Eigenschaften auf.

Hilfssatz

Set G C C ein Gebiet, f : G — C stetig und auflerhalb von zy € G sogar holomorph.
Dann st f auf ganz G holomorph.

BEWEIS:  Aus den Voraussetzungen folgt, dafl f lokal immer eine Stammfunktion be-
sitzt. D

Riemannscher Hebbarkeitssatz

Sei G C C ein Gebiet, 20 € G und f auf G\ {20} holomorph. Bleibt f in der Nihe
von zy beschrinkt, so gibt es eine holomorphe Funktion f auf G, die auf G\ {20}
mit [ dbereinstimmd.

BEWEIS:  Wir benutzen einen netten kleinen Trick:

Sei F(z):= { f(2) (2 —2) fiir z # 2o,

0 fiir z = z.

Wegen der Beschranktheit von f ist F' stetig in G. Aulerdem ist F' natiirlich holomorph
auf G'\ {z0}. F mufl dann auf ganz G holomorph sein.
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Also gibt es eine Darstellung
F(z) = F(z) + A(z) - (z — 20),

mit einer in 2y stetigen Funktion A. Da A(z) = f(z) auBerhalb von 2, holomorph ist,
folgt, daBl A sogar auf ganz GG holomorph ist. Wir konnen f := A setzen. ]

Von besonderer Bedeutung ist der folgende Satz:

Identitatssatz

Sei G C C ein Gebiet (hier ist wichtig, dafy G zusammenhdngend ist!). Fir zwei
holomorphe Funktionen f,q: G — C ist dquivalent:

1. f(2) = g(z) fir alle z € G.

2. f(z) = g(2) fir alle z aus einer Teilmenge M C G, die wenigstens einen
Haufungspunkt in G hat.

3. Es gibt einen Punkt 2o € G, so daf f%(zy) = g% (20) fiir alle k € Ny ist.

BEwEIS: (1) = (2) ist trivial.
(2) = (3): Ist 29 € G Haufungspunkt der Menge M C G, so gibt es eine Folge (z,) in
M, die gegen z; konvergiert. Wegen der Stetigkeit ist

f(z0) = lim f(zy) = lim g(zn) = g(z20)-

n—oo n—oo

Weiter ist
. f(zn) = f(20) - g(zn) — g(20)
'(2) = lim 2 =IO gy S ZIRE0)
f'(z0) = Jlim =2 = lim T = g (s0),
usw.

(3) = (1): Seih:=f—gund N :={z € G| h™(2) = 0 fiir alle k¥ € Ny}. Dann
liegt 2o in IV, also ist N # @. Auflerdem ist NV offen: Ist ndmlich wy € N, so sind in der
Potenzreihenentwicklung von h in wq alle Koeffizienten = 0, und das bedeutet, daf3 h auf
einer ganzen Umgebung von wy identisch verschwindet.

Andererseits ist auch G\ N offen, denn es gilt:

G\N = {ze G| IkeN;mit h®(z) # 0}
= Ulze @ |h™(z) # 0},
k

und das ist eine Vereinigung offener Mengen. Also ist G = N. ]

Die Menge M, die im Satz vorkommt, kann z.B. eine kleine Umgebung U eines Punktes
2o € G sein. Der Identitétssatz sagt: eine holomorphe Funktion auf G ist schon durch ihre
Werte auf U festgelegt. Das zeigt eine gewisse Starrheit der holomorphen Funktionen.
Wackelt man im Lokalen an ihnen, so wackelt stets die ganze Funktion mit!
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Die Cauchysche Integralformel zeigt, daf§ der Wert einer holomorphen Funktion in einem
Punkt durch die Werte auf einer Kreislinie um den Punkt herum festgelegt sind. Noch
deutlicher kénnen wir das durch die folgende Formel ausdriicken:

Mittelwerteigenschaft
Ist f holomorph auf dem Gebiet G, zy € G und D,(zy) CC G, dann ist

fz0) = 217T /027r f(zo + red?) dt.

Zum BEWEIS braucht man nur die Parametrisierung der Kreislinie in die Cauchysche
Integralformel einzusetzen.

Die hoheren Cauchyschen Integralformeln fithren zu einer Folge von Abschétzungen, von
denen hier nur eine angegeben werden soll:

Cauchy-Ungleichung

Unter den obigen Voraussetzungen ist

S| =

| f'(20) | < sup [ f(¢) |-

|C*20 |=T

BEwWEIS:  Es ist

L1 £(Q)
[ F(z0)] = %/@Drw)(c_wdcr

1 2 f(zp + reit)

_ ot
2 | 0 ezt ¢ dt|
< o [T et L

- 2| re
- 27 Jo 0

1
< oo w1/

| ¢=20|=r
L]

Maximumprinzip

Sei G C C ein Gebiet und f : G — C holomorph. Besitzt | f| in G ein lokales
Maximum, so ist f konstant.

BEWEIS:  Wenn | f| in zyp € G ein Maximum besitzt, dann gibt es ein r > 0, so dafl
| f(2)] <|f(zo0)] fur | 2 — 20| < 7 ist.
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Aus der Mittelwerteigenschaft folgt fiir 0 < o < r:

£ 1< o [ 1 Gt oc) e < 7(z0)],

Dann muf natiirlich iiberall sogar das Gleichheitszeichen stehen, und es folgt:

27 .
7 (17Go+ )| = | o)) it =
Da der Integrand iiberall < 0 und p < r beliebig ist, folgt:

| () [ = [f(z0) | fiir [z — 2| <7

Also ist | f| auf D,(z) konstant, und damit auch f selbst. Schliefllich wenden wir den
Identitétssatz an und erhalten, dal f auf ganz G konstant sein mu$. []

Man kann das Maximumprinzip auch so formulieren:

Eine nicht-konstante holomorphe Funktion nimmt nirgendwo in ihrem Definitionsbereich
ein lokales Mazimum an (worunter stets ein Maximum von | f | zu verstehen ist).

Folgerung

Ist G C C ein beschrinktes Gebiet, f : G — C stetig und holomorph auf G, so
nimmt | f| sein Mazimum auf dem Rand von G an.

BEWEIS:  Als stetige Funktion auf einer kompakten Menge muf | f | irgendwo auf G
sein Maximum annehmen. Wegen des Maximumprinzips kann das nicht in G liegen. Da

bleibt nur der Rand. ]

Wer das Wundern noch nicht verlernt hat, sollte an dieser Stelle einmal innehalten und
sich bewuft machen, wieviele erstaunliche Eigenschaften holomorpher Funktionen wir in
kurzer Zeit hergeleitet haben! Und es kommt noch besser!

Definition:

Eine ganze Funktion ist eine auf ganz C definierte holomorphe Funktion.

Beispiele sind die Polynome, aber auch die Exponentialfunktion, der Sinus und der Cosi-
nus.

Satz von Liouville

Ist f ganz und beschrinkt, so ist f konstant.

BEWEIS:  Sei| f(z) | < C fiir alle z € C. Aus der Cauchy-Ungleichung folgt fiir beliebiges
z€Cundr >0:

-C.

S|

[ f'(2)] <
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Das ist nur méglich, wenn f'(z) = 0 ist, also f konstant. ]

Jetzt sind wir in der Lage, einen besonders einfachen Beweis fiir den Fundamentalsatz der
Algebra anzugeben:

Fundamentalsatz der Algebra

Jedes nicht konstante Polynom besitzt eine Nullstelle in C.

BeEwEers:  Wir machen die Annahme, es gebe ein Polynom p(z) vom Grad n > 1 ohne
Nullstellen. Es sei p(z) = a,2" + a,_12""' + -+ + a1z + ag mit a,, # 0. Dann ist

mit einem Polynom
q(w) = ap + ap_qw + - - + aw" "t + agw™.

Da ¢(0) = a,, # 0 ist, ist
: .1 1
i 7@ =T =) 7O
Also ist f eine beschrinkte ganze Funktion. Das geht nur, wenn f konstant ist, im Ge-

gensatz zur Annahme. []
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84 Isolierte Singularititen und Residuenkalkiil

Definition:

Sei U C C offen, zo € U und f : U \ {20} — C holomorph. Dann nennt man z, eine
isolierte Singularitdt von f.

Zunachst einmal ist zp nur eine Definitionsliicke fiir f. Wie ,singular® f tatsdchlich in
2o ist, das miissen wir erst von Fall zu Fall herausfinden. Entscheidend ist, dafl z; eine
wsolierte Definitionsliicke ist, dafl es also keine Folge von singulidren Punkten von f gibt, die
sich gegen zy héuft. Der Logarithmus hat z.B. im Nullpunkt keine isolierte Singularitit,
weil man einen kompletten Halbstrahl aus C herausnehmen muf};, um log auf dem Rest
definieren zu koénnen.

Wir wollen nun die isolierten Singularitéten klassifizieren.

Definition:

Sei U C C offen und f holomorph auf U, bis auf eine isolierte Singularitét in einem
Punkt zp € U.

1. 2o heiit eine hebbare Singularitit von f, wenn es eine holomorphe Funktion f
auf U gibt, so da8 f = f|u 2} Ist.

2. 7 heiflt eine Polstelle von f, wenn lim | f(2) | = oo ist.
2—20

3. zp heilt eine wesentliche Singularitit von f, wenn zy weder hebbar noch eine
Polstelle ist.

Man kann die drei Typen isolierter Singularitdten auf Grund des Werteverhaltens von f
in der Nahe von zy unterscheiden:

2o ist genau dann eine hebbare Singularitéit, wenn f in der Ndhe von zy beschréankt bleibt
(Riemannscher Hebbarkeitssatz). Eine Polstelle liegt genau dann vor, wenn die Werte
von | f(z)| bei Anndherung an z, unbeschrinkt wachsen. Und was passiert bei einer
wesentlichen Singularitdt? Ohne Beweis geben wir den folgenden merkwiirdigen Satz an:

Satz von Casorati-Weierstrafl

Hat f in zy eine wesentliche (isolierte) Singularitit, so kommt f(z) in jeder Umge-
bung von zy jedem beliebigen Wert beliebig nahe.

Das bedeutet: Ist wy € C ein beliebig vorgegebener Wert, so gibt es eine Folge von
Punkten (z,) mit nh_g)lo Zn = 20, SO daf nh_}rglo f(zn) = wy ist.
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Beispiele :
1. Sei f(z) := fir | 2| <7 und z # 0. Es ist
sin z
: . - n 2n+1
sin(z) = nz_% 2n n 1)
22
- L 1-Z 44
S IR TR

= z-h(z),

mit einer holomorphen Funktion h mit h(0) = 1. Aus Stetigkeitsgriinden gibt es
(

dann ein kleines € > 0, so da8 | | =|h(2)| > 1—c¢ fiir znahe bei 0 und z # 0

ist.

1
Alsoist | f(2)| = | in der Néhe von 0 beschrénkt. (Die Abschétzung
£

m(z) < 1—
gilt natiirlich nur fiir z # 0). Damit liegt eine hebbare Singularitit vor. Der Wert,

der in 0 ergénzt werden muf, ist gegeben durch m =1.

1
2. f(z) := — hat offensichtlich in z = 0 eine Polstelle.
z

1
3. Sei f(z) :=exp(—). In zg = 0 liegt eine isolierte Singularitéit vor. Aber was fiir eine?
z

Setzen wir z, := + ein, dann strebt f(z,) = €™ gegen oco. Also kann die Singularitét
nicht hebbar sein.

Setzen wir dagegen z,, := —ﬁ j ein, so erhalten wir f(z,) = *™J = 1. Also strebt
f(zn) in diesem Fall nicht gegen co. Damit kann auch keine Polstelle vorliegen, die
Singularitét ist wesentlich!

Die Methode, den Typ einer Singularitdt iiber das Werteverhalten der Funktion heraus-
zubekommen, ist nicht besonders praktisch. Wir werden nach besseren Methoden suchen.
Zuvor miissen wir jedoch noch einen Satz {iber Nullstellen holomorpher Funktionen be-
weisen:

Lokale Beschreibung von Nullstellen

Sei U C C offen, f : U — C holomorph und f(z) = 0 fir ein zo € U. Ist f
nicht konstant, so gibt es ein € > 0, ein k € N und eine holomorphe Funktion h auf
D := D.(2), so dafs gilt:

1. DcCU.
h(z) # 0 fir z € D.
3. f(z) = (2 — 2)* h(2) firze D.
Die Zahl k und der Wert h(zy) sind eindeutig bestimmit.
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BeEwEIs:  Es gibt ein § > 0, so daB sich f auf Ds(zp) in eine Potenzreihe entwickeln
laBt:

o0

f(z) =" an(z — 20)™

n=0
Da f nicht konstant ist, konnen nicht alle a,, = 0 sein. Da f(z9) = 0 ist, mufl ag = 0 sein.

Es gibt also ein eindeutig bestimmtes £ > 1, so dafl
ap=a,=...=a,1 =0 und a;#0

ist. Daraus folgt fiir z € Dj(z):

[e.o]

fz) = Z:kan(z — 2)"
= (z—2)"- ikan(z — 7))k

o0
= (22— zo)k . Z anik(z — 20)"
n=0

= (22" h(2),
mit -
h(z) := Z Anai(2 — 20)" = g + g1 (2 — 20) + Qppa(z — 20)* 4+ - -+ .
n=0
Offensichtlich hat h(z) den gleichen Konvergenzradius wie die Entwicklung von f(z) um

20. Da h(zg) = ay # 0 ist, gibt es ein e mit 0 < e < 4, so dafl h(z) # 0 fiir alle z € D.(z)
ist.

Die Zahl k ist dadurch charakterisiert, dafl
fl)=Ff () =...= f*V(x)=0 und f®(z)#0

ist. Und nach den Cauchyschen Integralformeln ist

1 f(©)
B % /8D5(Z0) (C - Zo>k+1 dt.

ag

]

Die Zahl k nennt man die Ordnung der Nullstelle. Auch hier zeigt sich ein eklatanter
Unterschied zur reellen Theorie: Wahrend eine reelle beliebig oft differenzierbare Funktion
durchaus isolierte Nullstellen unendlicher Ordnung haben kann, ist das im Komplexen
wegen des Identitdtssatzes nicht moglich.

Folgerung

f hat in zy genau dann eine Polstelle, wenn es eine Umgebung W = W (z), eine
holomorphe Funktion h auf W und ein k € N gibt, so daff h(zy) # 0 ist, und

F(2) = — b2 fir 2 € W\ {20}

(z — 29)"

Die Zahl k st eindeutig bestimmd.
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BEWEIS: [ hat genau dann in z eine Polstelle, wenn lim | f(2)| = oo ist, und das ist
2—20

genau dann der Fall, wenn lim | 70 | = 0 ist, wenn also — in 2, eine hebbare Singularitét
o f(z

hat, in der man den Wert 0 ergéinzen kann. Das bedeutet, dafl es ein k& € N und eine
holomorphe Funktion A in der Nahe von z, gibt, so dafl gilt:

= ()" h(z) wd R(z) # 0 nah
—— =(2—29)"-h(2) un z nahe zg.
f(z) ' '

Das ist gleichbedeutend mit

Die Zahl £ heifit hier die Polstellenordnung von f in z.

1

eine Taylorreihe entwickeln:

- h(z), mit einer holomorphen Funktion h, so kénnen wir A in zy in

h(z) = an(z — 2)", fiir |z — 2| <.
n=0

Aber dann gilt fiir z # zp und |z — 29| < r:

_ = n—k __ aO al
f<Z>_n§0an(Z_Z0) = (Z_Zo)k+(2_zo>k_1—|—~.-+a/k+a/k+1.(z_zo)_|_...

Betrachten wir dagegen die wesentliche Singularitat f(z) := exp(1/z), so erhalten wir fiir

z2#0:

=1 /1N\" 1 1
f(Z)ZZ(> :1—|—z_1+§z_2~|—6z_3—|—---

Die Reihe erstreckt sich iiber unendlich viele negative Potenzen von z. Wir werden sehen,
dafl es immer moglich ist, eine holomorphe Funktion um eine isolierte Singularitit z
herum in eine Reihe zu entwickeln, die sowohl positive als auch negative Potenzen von
z — zp enthalten kann.
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Definition:

Eine Laurent-Reihe ist eine Reihe der Form

o0

L(z)= Y an(z—2)"

n=—oo

Die Zahlen a,, heilen die Koeffizienten der Reihe, 2y der Entwicklungspunkt.

! a_q a_o

H(z):= ) an(z—zo)”:Z_ZO+(Z_ZO)2+...

n=—oo

heiflit Hauptteil der Reihe,
N(z) = an(z — 2)" = ap +a1(z — 20) + az(z — 20)* + - - -
n=0

heiit Nebenteil der Reihe.

a_ a_
Ein Hauptteil H(z) = L4 2 5 + -+ ist konvergent in z, falls die zugehdrige
z—z0 (2—2)
Potenzreihe
1
wi H(zg+ —) = a_ 1w+ a_ow? + - -
w
inw = konvergiert. Ist r* der Konvergenzradius der zugehdrigen Potenzreihe, so
zZ— 20
1
konvergiert H(z) fir |z — z| > r = —.
/r:*

Die Laurentreihe L(z) = H(z) + N(z) heifit konvergent, wenn Hauptteil und Nebenteil
jeweils fiir sich konvergent sind.

Konvergenzverhalten von Laurentreihen

Sei L(z) = H(z) + N(z) eine Laurentreihe mit Entwicklungspunkt zo, R > 0 der
Konvergenzradius des Nebenteils N(z) und r* > 0 der Konvergenzradius der zum

1 1
Hauptteil gehdrenden Potenzreihe H(— + z9) = a—yw + a_sw® + - - -, sowie r := —.
w r

1. Ist r > R, so konvergiert L(z) auf keiner offenen Teilmenge von C.
2. Istr < R, so konvergiert L(z) auf dem Kreisring
K, r(z) ={2€C|r<|z—2|< R}

absolut und im Inneren des Kreisringes gleichmdflig gegen eine holomorphe
Funktion.

BeEwEels:  Klar! []
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Laurentreihen konvergieren also auf Ringgebieten. Lafit man den inneren Radius gegen
0 und den &duBeren gegen oo gehen, so erhélt man C* als Beispiel eines ausgearteten
Ringgebietes.

Wir wollen nun sehen, daf3 sich umgekehrt jede auf einem Ringgebiet definierte holomor-
phe Funktion dort in eine konvergente Laurentreihe entwickeln 1483t.

Satz von der ,,Laurent-Trennung

Sei f holomorph auf dem Ringgebiet K, g(20) :=={z€ C|r <|z— 2| < R}. Dann
gibt es eindeutig bestimmte holomorphe Funktionen

[T :Dgr(z0) = C und f~:C\ Dy(2)—C
mat
1. f*+ f~ = f auf K, r(20).

BEWEIS:  Wir beginnen mit der einfacher zu beweisenden Eindeutigkeit:

Es gebe zwei Darstellungen der gewiinschten Art:
f=H+H=fH+f.
Dann definieren wir eine neue Funktion h : C — C durch

h(z) = { fi(:) = f7(:) fix 2 € Dalao),

fy (2)~ i (2) fiir 2 € C\ D, (z0).

Diese Funktion ist auf ganz C holomorph, und fiir 2 — oo strebt sie gegen 0. Also handelt es
sich um eine beschridnkte ganze Funktion, die natiirlich konstant sein mufl (Liouville). Es ist nur
h(z) = 0 moglich.

Nun kommen wir zur Existenz von f+ und f~:

Fﬁrgmitr<Q<Rund!z—zo|7égsetzenwir

_ 1 f(©)
Fy(z) = 53 ooy = dc.

Da der Integrand holomorph ist, gilt das auch fiir F,, nach den Sdtzen iiber Parameterintegrale.

Nach der Cauchyschen Integralformel fiir Ringgebiete gilt fiir r < 91 < g2 < R :

z) falls o1 < |z— 20| < 02,
FQz(Z)_FQl(Z):{ fE)) Sonsté.Jl ’ 0| ez

Wir setzen
+ — 1 - N H
fT(z):= gl_l)r]{_il_ Fy(z) und [~ (2):= 91_1)111+ Fy(z).
Ist z € K, r(20), so kann man g1 und gy so wihlen, dai r < g1 < | z— 29 ’ < p2 < Rist, und dann
gilt:
FrE) + f7(2) = Fou(2) = Fou(2) = f(2).



§4 Isolierte Singularititen und Residuenkalkiil 531

Wir miissen nur noch | f(2)] fiir f z ‘ — oo abschétzen:

Wir kénnen aber voraussetzen, daff r < oo ist, und fiir ¢ nahe r, { € 9D, (%) und | z | — oo strebt

der Betrag von g(o gegen Null. Also strebt auch | F,(z) | gegen Null. |
-z

Folgerung

Sei f holomorph auf dem Ringgebiet K = K, g(z0). Dann laft sich f auf K in
eindeutiger Weise in eine Laurentreihe

e}

L(z) = Z an(z — z)"

n=—oo

entwickeln, d.h. die Rethe konvergiert im Innern von K absolut und gleichmdfig
gegen f.
Fiir jedes o mit r < o < R und jedes n € Z ist
1 / f(©)
ap = — ———dC.
(¢

Qﬂ- — 2 n+1
I oD3(0) 0)

BeEwEeis:  Wir fithren die Laurent-Trennung durch:

fl2)=fT(2) + £ (2),

wobei f* holomorph auf Dg(zg) ist, und f~ holomorph auf C\ D,(zp). Dann kann man f* in
eine Taylorreihe entwickeln:

f+(21) = Z an(z - ZO)na
n=0
mit 1 | Q)
o=t =5 [ i r<o<k
OD,(z0)

Dabei haben wir die héheren Cauchyschen Integralformeln benutzt (§3, S. 147).

Der Nebenteil mufl etwas anders behandelt werden:

1
Sei g(w) := f~ (20 + E) Dann ist g holomorph in Dy ,,.(0) \ {0}. Da g( ) = f7 () ist, folgt:

zZ— 20

lim g(w) = lim f~(z) =0.

w—0 Z—00

Also konnen wir auf g den Riemannschen Hebbarkeitssatz anwenden. Es gibt eine holomorphe
Funktion g auf D;/,.(0), die aulerhalb 0 mit g iibereinstimmt. Nun entwickeln wir g in eine Tay-
lorreihe:

= 1
g(w):nz:%bnw , fur|w’<;.

Da g(0) = 0 ist, ist bg = 0. Also gilt fiir | z— 2 ‘ >

(Z _120) _ i an(z = 20)",

F@ =g =3
n=1
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mit a_, :=b, fir n=1,2,3,...

Insgesamt ist
oo

flz)= Z an(z — 20)"  fiir z € K, g(z0).

n=—oo

Die Reihe konvergiert im Innern des Ringgebietes absolut und gleichméfig. Sie kann also fiir
r < ¢ < R iiber 0D, (z) gliedweise integriert werden. Das gleiche gilt dann fiir

Benutzt man noch, daf3
n. ) 2mj fallsn=-1
(2= 20)" dz = { 0  sonst.

9D,(20)

ist, so erhélt man:

1 f(2) _ - 1 n—N—1 ;. _
pre) / mdzf Z a".?‘j / (z — 20) dz =ay.

9D, (z0) e D¢ (20)
m
Beispiel :
1 J
Sei =
=y
Diese Funktion ist holomorph 0
fir 2 € {0,j}.

Es gibt hier verschiedene Gebiete, in denen f in eine Laurentreihe entwickelt werden
kann.

Im Kreisring K ;(0):

Wir wollen f nach Potenzen von % entwickeln. Der erste Faktor hat schon die

gewiinschte Gestalt, und fiir den zweiten gibt es ein Kochrezept:

Will man — allgemein — eine Funktion der Gestalt in eine Laurentreihe um

Z— 20
a # zp entwickeln, so benutzt man den Trick mit der geometrischen Reihe. Fiir alle
zmit |z —a| <|zo—alist
zZ—a

| | <1

20 — a

also

z— 2 z—a—(z0—a)
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1 1
T

_ 1 .i(z—a>”

Z0— a n—=0 Z0 — a

Ist |z —a| > |z —al, so geht man analog vor:

1 B 1 1
z2—z z—a.l—%
B 1 X rzo—a\"
B z—a'nz%)(z—c)

Ist m > 2, so ist

1 (—1)m-1 < 1 ><m—1>‘

Z— 20

(z—2)™ (m—1)"

Durch gliedweise Differentiation der Reihe fiir

Z — 20
m-ten Potenzen.

Im vorliegenden Fall ist

und
/ 0 n—1 n
=y () -2 l) 5emeen()
Also ist L& () | = (e ?)
f(Z)——;—HE_:l j" nl = ;_nz::o Jn+1 "
Im Kreisring K o (0):
Hier ist . L = i\
z_j:z‘;)(i) =L
und
/ oo
(z—1J)2:_<ziJ'> :_r;jn_l Zn ZJ” - z”1+1
Also ist

Oo-n— n— 1 —n—
z):z_:lj Lin. z”“ ZJ 3n—2 ZJ Y(n +2)2"

wegen j " (—n —2) =j " (n+2).

erhalt man die Reihe fiir die
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Im Kreisring Ky :(j):

Hier soll nach Potenzen von (z — j) entwickelt werden. Es ist

L () - e

also

I
N | =

(e !
—~
.

S

+

=
~—
—~

N
e
~—

S

no

i
o

3
Il
|

I\

_.] 1 Sad sn+1 \n
= ~— + N KA C DI
(’Z—J>2 Z= n=0

Wir kénnten noch den Kreisring K (j) betrachten, aber darauf verzichten wir.

Charakterisierung von Singularititen

Sei U C C eine offene Umgebung von zy und zy eine isolierte Singularitdt der
holomorphen Funktion f : U\ {2z} — C. Auf einem Kreisring Ko (zy) besitze f die

Laurententwicklung

f2)= > an(z —2)"

n=—oo

Dann gilt:

zo hebbar <= a, =0 firalle n <0,
2o Polstelle <= dn <0 mita, #0 und ap =0 fir k <n,
2o wesentlich <= a, # 0 fir unendlich viele n < 0.

BEWEIS: 1) z ist genau dann hebbar, wenn eine holomorphe Funktion f : D.(z) — C

existiert, mit f ‘ )= f. Aber f besitzt eine Taylorentwicklung:

Ko, (20
F(2) =" an(z — 20)"
n=0

2) 2y ist genau dann eine Polstelle, wenn es in der Nihe von z, eine Darstellung
F2) = - h2)
z2)=———"h(z
(z — 29)F
gibt, wobei gilt:

h(z) = bu(z —2)", mit by # 0.
n=0
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Aber dann ist . .
F(2) = ba(z=20)"" = D> buu(z — 20)"
n=0

n=—*k

3) zp ist wesentlich, wenn es weder hebbar noch Polstelle ist. Das 148t nur die Moglichkeit,
da8 a,, # 0 fiir unendlich viele n mit n < 0 ist. []

Beispiele :

1.

: 1 3 2
sz:-(g—zj:...>:1—zj:...
4 z

lim S2F 1.
z—0 z
2. .
M=y
hat eine Polstelle 1. Ordnung in 0 und eine Polstelle 2. Ordnung in j. Die notigen
Laurentreihen haben wir schon ausgerechnet.
3.
> 1 1 1
1/z _ — 1 — ...
e nZ::O e totogt
hat in z = 0 eine wesentliche Singularitét.
4. .
f(z):= sin 2z

ist holomorph fiir z # nm, n € Z.

Sei g(z) := "2 Dann ist ¢ holomorph und # 0 auf D,(0), mit g(0) = 1.
z

Aber dann ist auch — holomorph auf D,(0), und man kann schreiben:

1 o0
g(Z) n=0

Also ist
111

flz) = s e —|—nz::0an+1z”.

Das bedeutet, dafl f in z = 0 eine Polstelle 1. Ordnung besitzt.

Sei G C C ein Gebiet. Eine Teilmenge D C G heiit diskret in G, falls sie in G keinen
Haufungspunkt besitzt. Sie kann dann zwar Haufungspunkte auf dem Rand von G haben,
aber im Innern von GG nur isolierte Punkte.
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Definition:

Sei G C C ein Gebiet. Eine meromorphe Funktion auf G besteht aus einer diskreten
(oder leeren) Menge D C G und einer holomorphen Funktion f: G\ D — C, die in
den Punkten von D hochstens Polstellen als isolierte Singularitéiten besitzt.

Ist G' sogar beschréankt, so besitzt eine meromorphe Funktion auf G hochstens endlich
viele Polstellen.

ist Beispiel einer meromorphen Funktion, aber natiirlich auch jede

Die Funktion
sin z

rationale Funktion.

Wir wollen jetzt ein moglichst allgemeines Verfahren entwickeln, wie man Kurvenintegrale
iiber meromorphe Funktionen berechnen kann, wenn die Kurve keine der Polstellen trifft.
Wir beginnen mit einer ganz einfachen Situation:

Sei G C C ein beliebiges Gebiet, 7y der positiv orientierte Rand eines Teilgebietes G’ CC G
und zy € G'. Weiter sei f eine meromorphe Funktion mit einer einzigen Polstelle in z.

Wie berechnet man / f(z)dz 7

Y

Sei ¢ der positiv orientierte Rand einer kleinen Kreisscheibe um zj, die noch ganz in G’
liegt:
o(t) == zp+e- el fiir 0 <t < 2rm.

Dann stellt die Kette 7 — ¢ eine Parametrisierung des Randes des Gebietes G” := G’ \
D.(zp) dar. Offensichtlich ist G” CC G \ {z}. Also kénnen wir den Stokesschen Satz in
der folgenden Form anwenden:

O:/Gud(fdz):/%wfdz:Lf(z)dz—/gf(z)dz.

Damit wird die Berechnung von / f(2) dz auf die Berechnung des ,, Restintegrals
Y

/ f(2) dz zuriickgefiihrt.
8DE (Zo)
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Ist das eine Erleichterung? Eventuell schon! Selbst wenn D C C eine beliebige Kreisschei-
be, v = dD und z; ein beliebiger Punkt in D ist, so erhélt man ohne explizite Rechnung:

1 1
/ dz = / dz = 27j.
oD Z — % 8D:(z0) Z — 20

Allerdings bedeutet das Ergebnis, dafl n(0D, zy) = 1 ist, und das hétten wir auch so
gewuflt. Interessanter wird die Situation, wenn ein komplizierterer Integrand vorliegt, oder
wenn -y ein beliebiger geschlossener Weg ist. Im letzteren Falle funktioniert allerdings die
obige Argumentation nicht mehr, wir miissen uns etwas anderes einfallen lassen.

Wir nehmen zusétzlich an, dal G ein sternférmiges Gebiet ist. 2y sei weiterhin die ein-
zige Polstelle von f und liege nicht auf |~ |. Wir kénnen f in der N&he von zy in eine
Laurentreihe um zy entwickeln:

f(z) = N(2) + H(2),
wobei der Hauptteil H(z) auf C \ {zy} holomorph ist. Dann ist

TR N(z) nahe z,
f(z) = { F(z)— H(z) in G\ {z)

eine auf ganz G holomorphe Funktion, und aus dem Cauchyschen Integralsatz folgt:
0 :/f(z)dz :/f(z)dz—/H(z)dz.
v gl gl

Weiter gilt:

H(z) = 7= +¢(2),

wobei p(z) = (26120)2 +--F (za_;\;)zv eine Funktion ist, die auf C\ {20} eine Stamm-

funktion besitzt. Also ist

Kyf(,z)dz:al-/V dz +/7<p(z)dz:a1-27rj -n(v, 20),

A,

weil ja das Integral iiber ¢ und jeden geschlossenen Weg = 0 ist. Wir miifiten also nur
noch die Zahl a_; kennen. Und wir kennen sie tatséchlich, es ist

1
N d
27j /<9Dg(zo)f(Z) =

und das ist wieder das , Restintegral“, das oben schon aufgetreten war.

a_q

Definition:

Sei B C Coffen, zy € B, f : B\{20} — C holomorph und ¢ > 0, so dafl D.(z)) CC B

ist. Dann heif3t .
reso () =5 [ FQdC
OD¢(z0)

das Resitduum von f in z.
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Bemerkungen :

1. res,, (f) ist der Koeffizient a_; in der Laurententwicklung von f um z,. Daraus folgt
insbesondere, dafl f nicht von dem gewéhlten € abhéngt.

2. zp braucht keine Singularitit zu sein! Ist f in 2o holomorph, so ist res,,(f) = 0.

3. Esist
res.,(a- f+b-g) =a-res,,(f) +b-res.,(g).

4. Ist F holomorph auf B\ {20} und F’ = f, so ist res,,(f) = 0.

BEWEIS: Da f eine Stammfunktion besitzt, verschwindet das Integral iiber f und
jeden geschlossenen Weg. []

=0 fur k > 2.

=)
(Z — Z())k

5. Hat f in 2 eine einfache Polstelle, so ist

res,, (f) = lim (z — 29) f(2).

Z—20

Insbesondere ist res,, (

BEwEIS: Wir schreiben

f(z)= a1 h(z), h holomorph in z.
zZ— 20

Dann folgt:

(z—20)f(2) =a-1+ (2 — 20)h(2) = a_; fiir z — 2.

6. Man kann die vorangegangene Aussage noch verallgemeinern:

Hat f in zy eine m-fache Polstelle, so ist

ress, (f) = (ml—l)' Jim (2 — 20)™ f(2) "7V,
BEWEIS:  Es ist
f<z):(,zij0)m+”'+;t—_lzo +ag+ai(z—z) +-- -,
also
(z—20)"f(2) = e+ +a_1(z — 20)™" "+ aglz — 2)™ + - -
Damit ist

[(z = 20)" f()"Y = (m = Dlay + (2 = 20) - (-.),

und es folgt die Behauptung. ]
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7. Seien g und h holomorph nahe 2y, g(z0) # 0, h(z9) = 0 und h'(2g) # 0.

Dann ist res,, (Z) =

BEwEIS: Wir konnen schreiben:

g9(z) = co+ (2 — %) -§~(z), mit ¢y # 0 )
und  h(z) = (2 —2) - (bs + h(2)), mit by # 0 und h(z) = 0.

Dann ist
o) _ ot (z—2) ()
h(z) (z = 20) - (b1 + (2))
1 Co 9(2)

=20 b +h(z) b +h(z)

Also hat f := % in zy eine einfache Polstelle, und es ist

. - Co _ G 9(z0)
Iz = 20/ == ) T )

Beispiele :
ed? ed?

241 (z—§(z+1])

1. Sei f(z) :=

f hat einfache Polstellen bei j und —j. Es ist

el? 1.
R e
und analog |
(F) = lim (= +§)f(2) = lim —C = &5
res_; = lim (z z) = lim = 3.
! = . 2§ 2 — ] 29

1
2. Es soll das Residuum von f(z) := exp(——) in zy = 0 berechnet werden. Dort liegt
z

keine Polstelle, sondern eine wesentliche Singularitéit vor, aber das ist auch erlaubt.
Am besten verwendet man die Laurentreihe.
1 > (=" 1

1

Also ist resy(f) = a_y = —1.

22 — 22

G122+ a) hat bei z = —1 eine doppelte Polstelle. Also ist

3. f(2) =

. b g 24828 14
resa(9) = Jim [+ 102G = Jim i = g
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4. Sei f(z) := Z?ﬁé;) Weil cos(0) # 0, sin(0) = 0 und sin’(0) # 0 ist, gilt:
cos(z)\  cos(0)
reso (sin(z)) ~sin’(0) L
Definition:

Sei G C C ein Gebiet und v ein geschlossener Weg in G. Wir nennen v nullhomolog
in G, falls / h(z)dz = 0 fiir jede holomorphe Funktion h auf G gilt.
gl

Wir kennen zwei wichtige Beispiele, wo v nullhomolog in G ist:
1. G beliebig, v der positiv orientierte Rand eines Teilgebietes G CC G.
2. G sternformig, v beliebig.

Ist zB. G = C\ {2} und v = 0D.(z), so ist v nicht nullhomolog in G, denn es ist ja
1
/ dz = 21§ # 0,
YR TR0

Der Residuensatz

Sei G C C ein Gebiet und vy ein nullhomologer geschlossener Weg in G. Weiter sei f
eine meromorphe Funktion auf G mit endlich vielen Polstellen zy,...,zy € G\ |7].
Dann st

= / FOAE = Yo m(y, 1) - vess, ()

(k)
BEWEIS:  Sei Hy(z) := i S ¢k (2) der Hauptteil der Laurententwicklung von f in
Z — Zk

2k, so daf} o auf C\ {z;} jeweils eine Stammfunktion besitzt. Dann ist

N a(k) N
)= . :;k — D wn(z)
k=1 =1

holomorph auf G, und daher

Das ergibt die Behauptung. ]
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Beispiel :

Die Funktion 2 g
Z5 — 4LZ
f&%_(z+w%£+4)

hat einen doppelten Pol bei 2 = —1 und einfache Pole bei z = £2j.

14
Das Residuum bei —1 haben wir oben schon ausgerechnet, es ist res_;(f) = ~3F"
Andererseits ist

, 22— 2z —4 — 4j
o) = I GG T (20
—(1+j)  1+]
(=3 +4j)j 4+ 3j
(+D)E-3) T+
(44 3j)(4 —3j) 25
und
_ 22— 2z —4 + 4j
resa(f) = M o 9y T o A
1—3j 1

(—=3—4j)j  4-3j
(1-j)4+3j)  7-j

(4—3j)(4+3j) 25

Von den Polstellen liegen —1 und —2j in der Kreisscheibe Dy(—j) (es ist

|—1—(=j)| =|=1+j]| =+v2<2). Der Punkt 2j liegt auBerhalb. Daher ist
22 — 2z )
/ (z+1)%(22 + 4) dz = 27 - [res_1(f) + reso;(f)]
9D2(-j)
14  7—]

— 2 _
™ l 2% 25 ]
2mj 2m

_ M r oy = 2T
5 (FT=d) = 5o (1-7T))

Oft wendet man den Residuensatz in folgender Form an:

Das Argument-Prinzip
Sei G C C ein Gebiet und ~y der positiv orientierte Rand eines Gebietes G' CC G.

Weiter sei f auf G meromorph, n die Anzahl der Nullstellen und p die Anzahl der
Polstellen von f in G'. Beides werde jeweils mit Vielfachheiten gezihlt. Dann gilt:

1O,
] o
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BEWEIS:  Ist zg € G’ ein beliebiger Punkt, so kann man f in der Nidhe von zy schreiben
als

f(z) = (2= 2)" - h(2),
mit einer holomorphen Funktion h mit h(zy) # 0. Ist m > 0, so liegt eine Nullstelle der

Ordnung m vor. Ist m < 0, so hat f in zy eine Polstelle der Ordnung m. Ist m = 0, so ist
f in 2o holomorph und # 0.

Nun ist
ff(z)=m-(z—20)"" h(z)+ (2 — 20)™ - I (2),
also
f'(2) m - h(z) + (2 — )W (2)
f(2) (2 — 20)h(z)
m R (2)
z— 2 N h(z)’

wobei der zweite Summand in zy holomorph ist. Daraus folgt:

res,, <f/> =m.
"\ f

Nur bei den endlich vielen Nullstellen und Polstellen, die f eventuell in G’ besitzt, kann
ein Residuum # 0 herauskommen.

Deshalb folgt die Formel unmittelbar aus dem Residuensatz. ]

Zur Deutung des Argument-Prinzips beachten wir, dafl f o v ein geschlossener Weg ist,
der den Nullpunkt nicht trifft, und fiir den gilt:

n(fory,0) = 2; df
1 U,
B 27Tj/ t)

o
B bf’( O
N 27TJ/ (7( )
_ 1o
=The
n—p

Sei etwa 0 eine k-fache Nullstelle einer holomorphen Funktion f und v eine kleine Kreislinie
um den Nullpunkt herum. Dann ist n(f ov,0) = k. Der Weg f o~ umlauft den Nullpunkt
k-mal. Das bedeutet: Ist z = ~(¢), so wird w := f(y(¢)) k-mal angenommen. Und das gilt
fiir alle Werte in der Nahe von 0.

Beispiel :

Die Funktion f(z) := 2% besitzt in z = 0 eine Nullstelle 2. Ordnung und ist ansonsten
holomorph ohne Nullstellen. 7 : [0, 27r] — C mit (¢) := €' umrundet diese Nullstelle
einmal, ist also eine einfach geschlossene Kurve, auf der keine Nullstelle von f liegt.
Daher ist n(f o v,0) = 2. Und tatsichlich umliuft f o v(t) = %' den Nullpunkt
zweimal! Jeder Wert w # 0 wird zweimal angenommen, es gibt ja jeweils 2 Wurzeln.
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Eine besonders wichtige Anwendung des Residuensatzes stellt die Berechnung gewisser
reeller Integrale dar. Wir betrachten zwei Spezialfille:
Trigonometrische Integrale

Sei R(z,y) eine komplexwertige rationale Funktion. Wir wollen den Residuensatz anwen-
den, um Integrale vom Typ

2m
I::/ R(cost,sint)dt
0

zu berechnen. Zu diesem Zweck suchen wir eine holomorphe oder meromorphe Funktion
f, so da} wir das fragliche Integral als komplexes Kurvenintegral auffassen kénnen:

I'= / f(2)dz, mity(t) =€, 0<t<2m
2l

1
Ist z = ~(t), so ist z = cost + jsint und z = —. Damit ergibt sich:
z

1 1
cost = §(z+ ;)
. 1 1
und sint = Q—j(z— ;)
Da 7/(t) = jy(t) ist, ist
S S DS TS DR U SO
R(cost,sint) = 0 R (2(7@) + 7(25)>’ % (v(?) V(t))> V(1)

Setzen wir also

so erhalten wir:

27 1 2
/ Rlcost,sint)dt = / F(4(1) -~ () dt
0 0
1
= f/f(z) dz
J /v
= 2 > res.(f).
z€D1(0)
Beispiel :
27
Sei I ::/ dit,, a > 1 reell. Hier ist
0 a-+sint
1
R ) - 9
(z,y) =~ 7
also . . Y 5
J J
f(z) = 1
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mit 212 = j(—a + v a? — 1)

f hat zwei einfache Polstellen auf der imagindren Achse. Da a > 1 ist, ist

—1? a-1
(e—1) - <1, alsoa—1<+va?—1.

a?—1 a+1

Daraus folgt, dal | —a +va? — 1| =a—+Va? —1 < 1 ist.

Andererseits ist | —a —va? — 1| =a++va?> —1 > a > 1. Also liegt z; in D;(0) und
29 nicht. Dann folgt:

27 dt
/0 rsni 27 - res,, (f)
~ on- fim 2
2921 7 — 2
47
- 21 — %2
47 2m

2%V —1 Ja2—1

Uneigentliche rationale Integrale

Nun wollen wir Integrale der Form

I:= /OO f(z)dx

—00

p(x)

betrachten, wobei f(z) = ——= sei, und p(z) und ¢(x) Polynome ohne reelle Nullstellen.
q(z

Dabei miissen wir erst einmal kldren, wann solche Integrale existieren.

Hilfssatz

Sei p(z) ein komplezes Polynom n-ten Grades. Dann gibt es Konstanten ¢, C' > 0
und ein R >0, so daf$ gilt:

cdz[" <|pz2)| <Clz|" fir|z] = R.

BEWEIS: N
Sei  p(z) =) a,z", mit a, # 0.
v=0
Fiir z # 0 ist
z 1 1
q(z) :== pz(n) :an+an_1-;+---+ao-z—n:an—i-H(z)

eine Laurentreihe mit konstantem Nebenteil a,, und endlichem Hauptteil H(z). Also ist
| lim (¢(z) —a,) =0, und es gibt eine Konstante C' > 0, so dafl |¢(z) | < C fiir |z| > 1
Z |—00

ist.
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Weiter ist | ¢(z) | > |a, | — | H(2) |, und da | H(z) | fiir | z| — oo beliebig klein wird, gibt
es eine Konstante ¢ > 0, so daf8 | g(z) | > ¢ fiir | 2| > R und geniigend grofes R ist.  []

Folgerung

Sind p(z) und q(z) Polynome mit deg(q) > deg(p) + k, so gibt es eine Konstante
C >0 und ein R > 0, so dafs

p(2) 1
=<0
q(2) | 2|
fir|z| > R ist.
Auferdem folgt:
_ . p(2) . . )
1. Ist k=1, so ist|z- == | im Unendlichen beschrinkt.

q(2)

2. Istk = 2 und q(z) ohne reelle Nullstellen, so existiert das uneigentliche Integral

Md:{;.
—o0 q()
BEwEs:  Ist
alz|™ < |pl)] < Ciz|"
und  oofz[" < ()] £ Gyl 2"

fir | z| > R, so ist

fiir|z|ZR,undmitC::ﬁundm—ng—k:.
Ca

Istkzl,soist|z~]ﬁ|§0.

q(2)

Ist k = 2, so folgt die Existenz des uneigentlichen Integrals aus dem Majoranten-Kriterium

und der Tatsache, dafl ¢(x) keine Nullstelle besitzt. []
Es seien nun die Voraussetzungen der Folgerung fiir f(z) = pgzg erfiilllt, mit k£ = 2.
q(z
Insbesondere ist dann lim f(z) = 0. Das bedeutet, dafl es ein r > 0 gibt, so daf} alle
Z |—00

Polstellen von f(z) in D,(0) liegen, und das kénnen auch héchstens endlich viele sein.

Wir betrachten nun folgenden Weg:
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Polstellen von f

Der Weg v sei zusammengesetzt aus der Strecke zwischen —r und r auf der reellen Achse
und dem Halbkreis 7,.(t) := red’, 0 < ¢ < 7. Dann ist

/f(z)dz—i— _Trf(m)dx:Lf(z)dz:Qﬂj- > res.(f).

r Im (2)>0

Man beachte, dafi das Residuum hochstens in den Singularitéten # 0 ist, die Summe auf
der rechten Seite ist also immer eine endliche Summe!

C
Da | f(2)] < W fiir grofie z ist, folgt:
z

|/ f(z)dz|§7rrg—ﬂf—>0ﬁirr—>oo.

Also ist

/_Zf(:c)dx—%rj- > res.(f).

Im (2)>0

Man kann sich fragen, ob wir die Existenz des Integrals bei dem gerade durchgefiihrten
Grenziibergang nicht automatisch mitbewiesen haben. Leider ist das nicht der Fall.

Erinnerung:
R

C.H. /oo g(t)dt := lim g(t)dt

R—oo J_R

heit Cauchyscher Hauptwert des uneigentlichen Integrals. Er kann existieren, auch wenn
das uneigentliche Integral divergiert. Wenn letzteres allerdings konvergiert, dann stimmt
es mit dem Cauchyschen Hauptwert iiberein.

Aus der obigen Rechnung kann man nur entnehmen, daf§ der Cauchysche Hauptwert exi-
stiert, denn wir haben die Grenzen —r und +r gleichzeitig gegen oo gehen lassen. Deshalb
waren die vorangegangenen Grad-Betrachtungen notig, um die Existenz des uneigentli-
chen Integrals zu sichern.

Beispiel :
o 2
Wir wollen [ := / dz berechnen.
—00 ]_ + .ZC4
2
Die Funktion f(z) := T hat Polstellen in den Punkten
2
. ‘mt2n 2rk 2rk
o= Coped™/t = AT COS(7T+477) +j Sin(7r+47r),
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fir k =0,1,2,3. Dabei ist Im (z;) > 0 fiir k =0 und k& = 1.

Da alle 4 Nullstellen von 1 + z* verschieden sind, liegen in

. 1 .
zozeJ“/4:—(1+j) und  z = jei™t =

V2

jeweils einfache Polstellen vor. Es ist

22 1_
res., (f) = 4703210
0
22 1
und  res,, (f) = 4—;%:121,

und demnach



