Kapitel 1V

Analysis 2

81 Reihen von Zahlen und Funktionen

Sei ag, ay, as, ... eine Folge von (reellen oder komplexen) Zahlen. Mit
N
S N &= Z Qp,
n=0

bezeichnet man die N-te Partialsumme der a,. Die Folge (Sy) der Partialsummen nennt
man eine unendliche Reihe und bezeichnet sie mit

)
> an.
n=0

Die Reihe heifit konvergent (bzw. divergent), falls die Folge (Sy) konvergent (bzw. diver-
gent) ist.

Der Grenzwert wird — wenn er existiert — ebenfalls mit dem Symbol

o
Z a, bezeichnet!
n=0

Einige Beispiele kennen wir schon:
. . ‘ . = 1
1. Ist 0 < ¢ < 1, so konvergiert die geometrische Rethe Z q" = 1o
n=0 —q
2. Die FEulersche Zahl kann durch eine Reihe dargestellt werden:

S —e

n=0 5 ;
Aus den Regeln fiir die Konvergenz von Folgen ergeben sich analoge Regeln fiir Reihen:

1. Konvergieren die Reihen Zan und Z b, gegen a bzw. b, so konvergiert auch

n=0 n=0
> (an +b,), und zwar gegen a + b.
n=0

2. Ist c eine feste Zahl, so konvergiert Z(c - a,) gegen c - a.

n=0
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Ein erstes Kriterium fiir die Konvergenz einer Reihe ist schnell gefunden:

Notwendiges Kriterium fiir die Konvergenz einer Reihe

Ist > a, konvergent, so ist (a,) eine Nullfolge (d.h. eine gegen 0 konvergente Folge)

n=0

BeEweEls:  Die Folgen Sy und Ty := Sy_1 konvergieren beide gegen den gleichen Grenz-
wert, eine Zahl a. Aber dann konvergiert ay := Sy — Ty gegen a — a = 0. ]

Daf} dieses Kriterium nicht hinreicht, zeigt das Beispiel der ,harmonischen Reihe*:

Beispiel :
> 1
Konvergiert die Reihe Z — 7 Die Anschauung hilft hier nicht viel weiter.
n=1

Es ist aber leicht, die Partialsummen nach unten abzuschétzen:

S —1+1+(1+1>+(1+1+1+1)+ +( L +1>
T 2 "\3 "4 576 78 ON-T 1 1 ON
> 1+1+(1+1>+(1+ +1>+ +(1+ +1)
= 2" \4 4 8 8 ON ON
I +2N_1
N 2 4 8 N
IS S, (1+NS den)
= i e e R S mmanden
5 7573 2 tnande
N

Also ist die Reihe divergent!

In einem besonderen Spezialfall kommt man fast mit dem notwendigen Kriterium aus:

Leibniz-Kriterium

(a,) sei eine monoton fallende Nullfolge reeller Zahlen.

oo
Dann ist die ,alternierende Reihe“ » (—1)"a, konvergent.

n=0

BEwWEIS:  Wir betrachten die Folgen uy := Son_1 und vy := Syny. Dann gilt:

UN+1 = S2N+1
= Son_1+ Gon — Aont1

SQN—I = Un-

v

UN+1 = S2N+2
= Son — Gan+1 + Aot

SQN = UN.

IN
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Weiter ist vy = Sony = Son_1+aony > upy, denn die a,, miissen alle > 0 sein. Zusammen
ergibt das die folgende Ungleichungskette:

---SUNSUN—&—IS---SUN—HSUNS---

Nach dem Satz von der monotonen Konvergenz strebt also uy gegen eine Zahl v und vy
gegen eine Zahl v. Da aulerdem vy — uy = asny gegen Null konvergiert, mufl u = v sein.
Es ist klar, dafl dann auch Sy gegen diese Zahl konvergiert. ]

Beispiel :
ad 1 ..
Die alternierende harmonische Rethe Z(—l)"“— konvergiert! Uber den Grenzwert
n

konnen wir allerdings im Augenblick noch nichts aussagen.

Es sei (a,) eine konvergente Zahlenfolge. Dann gibt es ein a € R, so daf folgendes gilt:
Ve>03ngeN, sd. Vn>nggilt: |a, —al <e.

Da die Folgenglieder a,, dem Grenzwert beliebig nahe kommen, erwarten wir, dafl sich die
Folgenglieder auch untereinander beliebig nahe kommen. Das ist in der Tat der Fall:
Sei ein € > 0 beliebig klein vorgegeben. Dann gibt es ein Ny € N, so daf8 |a,, — a| < § fiir
n > Ny ist. Aber dann gilt fiir n,m > Ny:

lan —am| = [(an—a)+(a—apn)|

< lap,—al+]a —a|<§+§—5
— n m 2 2_ .

Dieses Verhalten ist so typisch, dafl es eine besondere Bezeichnung dafiir gibt:

Definition:

Eine Folge (a,) heiBBt Cauchyfolge, falls gilt:

Ve>03dngeN, sd. Vn,m>ng : |a, —an| <e.

Wir haben oben gerade eingesehen, daf} jede konvergente Folge eine Cauchyfolge ist. Das
war nicht so iiberraschend. Es gilt aber fiir reelle Folgen auch die Umkehrung:

Cauchysches Konvergenzkriterium

Jede (reelle) Cauchyfolge besitzt einen Grenzwert.

BEwEIs:  Dafl dieser Satz gilt, ist keineswegs selbstverstdndlich. Das Hauptproblem
besteht darin, einen Kandidaten fiir den Grenzwert zu finden.

1) Cauchyfolgen sind beschrinkt:

Es sei ng € N so gewéhlt, daB |a,, — a,, | < 1 fiir n,m > ng ist. Dann ist

C:=max{|a,| :n=1,2,...,n0}
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eine endliche reelle Zahl, und es gilt:

Firn <mngist |a,| <C < C+1, und fiir n > ng ist
|an|:|ano+(an_ano)|§|ano|+|an_ano|§0+1'

Also ist die Folge durch C' + 1 beschrankt.

2) Nach dem Satz von Bolzano und Weierstra$ (der ziemlich direkt aus der Vollstéandigkeit
der reellen Zahlen folgt) besitzt jede beschrankte Folge einen Haufungspunkt. Sei also a
ein Haufungspunkt der Cauchyfolge (a,). Dann kann man eine Teilfolge (a,)) von (a,)
finden, die gegen a konvergiert. Demnach ist a ein guter Kandidat fiir den Grenzwert.

3) Um nun zu zeigen, daf} (a,) selbst schon gegen a konvergiert, geben wir uns ein £ > 0
vor. Da (a,) Cauchyfolge ist, gibt es ein n; € N, so da8 | a, — ay, | < § fiir n,m > n; ist.

Und weil (a,k)) gegen a konvergiert, gibt es ein kg € N, so da ny := n(ko) > n; und
Gny, — a | < § ist. Fiir n > ngy gilt dann:
0 2

lan —a| = [(an, —a)+ (an — an,) |
< an, —al+lan —ay, |
DRI
2 2 7
Das bedeutet, da8 (a,) gegen a konvergiert. ]

Besonders bei den Reihen spielt das Cauchy-Kriterium eine wichtige Rolle:

Cauchy-Kriterium fiir Reihen

Die Reihe (reeller oder komplexer Zahlen) Z a, konvergiert genau dann, wenn gilt:
n=0
N
Ve>03dNy, sodafl YN > Ny gilt: | Z a,| <e.
n=Ng+1

N

BEWEIS: Da Z a, = Sy — Sy, ist, folgt das Cauchy-Kriterium fiir Reihen unmit-
n=No+1

telbar aus dem fiir Folgen. []

Der Vorteil des Kriteriums besteht darin, daf$ man es mit endlichen Summen zu tun hat!

Definition:

Eine Reihe (reeller oder komplexer Zahlen) > " a, heifit absolut konvergent, falls die

n=0
oo

Reihe ) |a, | konvergiert.

n=0




§ 1 Rethen von Zahlen und Funktionen 277

Absolute Konvergenz bedingt gewdhnliche Konvergenz

FEine absolut konvergente Reihe konvergiert auch im gewdhnlichen Sinne.

Zum BEWEIS verwendet man das Cauchy—Kriterium. Es ist

N N
[ al< X aal
n=Np+1 n=Np+1

Konvergiert die Reihe der Absolutbetrige, so wird die rechte Seite bei groflem Ny beliebig
klein, und das gilt dann erst recht fiir die linke Seite. ]

Man beachte: Der Grenzwert einer absolut konvergenten Reihe ist immer noch der
Grenzwert im gewohnlichen Sinne. Die absolute Konvergenz besagt nur, dafi die Reihe
mindestens so gut konvergiert wie die Reihe der Absolutbetrage.

Besonders hiufig wird das folgende Vergleichskriterium benutzt:

Majoranten—Kriterium

o
Ist Z a, eine konvergente Reihe nicht-negativer reeller Zahlen, und ist (c,) eine
n=0

Folge reeller oder komplexer Zahlen, so dafl | ¢, | < a, fir fast alle n € N gilt, so
konvergiert die Rethe Z cn absolut!

n=0

Auch hier wird der Beweis mit Hilfe des Cauchy—Kriteriums gefiihrt.

Wenn nun eine Reihe nicht zufillig das Leibniz—Kriterium erfiillt, wird man i.a. ver-
suchen, die Konvergenz mit Hilfe des Majoranten—Kriteriums auf die Konvergenz einer
Vergleichsreihe mit positiven Gliedern zuriickzufiithren. Fiir letztere gibt es zahlreiche Un-
tersuchungsmethoden, von denen wir hier nur die populérste betrachten kénnen:

Quotienten—Kriterium

Es sei (a,) eine Folge von (reellen oder komplexen) Zahlen # 0. AufSerdem gebe es
eine reelle Zahl ¢ mit 0 < q < 1, so dafs

| An+1

| <q<1 fir fast alle n gilt.

n

Dann st die Rethe Z a, absolut konvergent.

n=0

BEwEIs: | Fiir fast alle* bedeutet:

Ny € N, so daB fiir n > Ny gilt: | A+l

| <g<1l

n
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Dann ist
langrn | < g |angrn-1] < oo, < ¢" Jan, |-

o0 oo
Also ist Z q" - |an, | eine Majorante der Reihe Z an,+n. Die erstere konvergiert, es

handelt sich ja um eine geometrische Reihe. Nach dem Majorantenkriterium konvergiert
dann die zweite Reihe absolut, und damit auch die Ausgangsreihe, die lediglich ein paar

Anfangsterme mehr besitzt. ]
Bemerkung: In der Praxis arbeitet man meist mit folgenden Kriterien:
Ap41 ©
1. Ist a, # 0 fir fast alle n und ILm | n | <1, so konvergiert Z a, absolut.
n—oo ay, =0

Qn, .
Das ist aus folgendem Grund richtig: Wenn die Quotienten | —ntl | gegen ein ¢* < 1
a

konvergieren, so gibt es ein € > 0 und ein ng € N, so daf gilt:

| an+1

| <q"+e <1 firn>ng.

n

Setzt man nun q := ¢* + ¢, so ist das Quotientenkriterium mit diesem ¢ erfiillt.

G+l | > 1 fir fast alle n, so divergiert die Reihe ) ay.

n n=0

2. Ista, #0 und |

Klar, die Glieder a,, bilden keine Nullfolge.

Ap+1

an
terium — keine Aussage machen!

3. (AcHTUNG) Ist lim | | = 1, so kann man — zumindest mit dem Quotientenkri-
n—oo

Beispiele :
. ) . S
1. Bei der harmonischen Reihe Z — ist
n=1 n

1 an+1 n
a, = —, also | | = )
n ay, n+1

und dieser Ausdruck konvergiert gegen 1. Man kann das Quotientenkriterium nicht
anwenden. Tatséchlich wissen wir schon, dafl die Reihe divergent ist.

o
. . 1
2. Wie steht es mit » = ?
n=0
Der Quotient

| Uit = n? n? 1

4, ' (12 mP42n+1 1424 7L
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konvergiert gegen 1, also sagt auch hier das Quotientenkriterium nichts aus. Die
Situation ist aber anders als bei der harmonischen Reihe. Man kann ndmlich wie
folgt abschétzen:

N1 N 1
2w S Vo
N 1 1
- 1+n§::2 n—l_n)
= 1+(1+;+ +N1_1)—(;+ +;[)
1
= l+l-5 <2

Die Folge der Partialsummen ist monoton wachsend und beschrénkt, also konver-
gent. Den Grenzwert konnen wir leider noch nicht bestimmen.

00 2
3. Bei der Reihe Z Z—n hilft das Quotientenkriterium: Fiir n > 3 ist
n=0
|an+1 | = (n+1)%-2n
an n? - 2n+l
- 3ol
2 n)’

1
und dieser Ausdruck konvergiert gegen 3 Also ist die Reihe konvergent.

> 1 1
4. Betrachten wir noch die (schon bekannte) Reihe » - Hier ist a,, = 5 und
—n! n!

a, = (n+1)! n+1

konvergiert gegen Null. Also konvergiert die Reihe! Das wuften wir schon, aber der
vorliegende Beweis ist erheblich einfacher als der frither angegebene.

| An+1 | n! 1

D.

Absolut konvergente Reihen verhalten sich sehr gutartig, die anderen Reihen hingegen
ausgesprochen bosartig. Das ist der Inhalt des folgenden Satzes, den wir ohne Beweis
zitieren:

Umordnungssatz

1. Ist die Reihe Z a, absolut konvergent, so konvergiert jede Umordnung der

n=0
Reihe gegen den gleichen Grenzwert wie die urspriingliche Reihe.

2. Ist die Rethe Z a, nicht absolut konvergent, so gibt es zu jedem x € R eine

Umordnung der Rezhe die gegen x konvergiert.
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Probleme bereitet oft das Produkt von Reihen:

Produktsatz fiir Reihen

Die Reihen Z a, und Z b, seien absolut konvergent und im gewdéhnlichen Sinne
n=0 n=0
jeweils gegen a bzw. b konvergent.

Firn € Ny sei ¢, := Z a;b; = apb, + aib,—1 4+ --- + a,by. Dann ist die Rethe
i+j=n
Z cn absolut konvergent und im gewdhnlichen Sinne konvergent gegen a - b.

n=0

Der BEWEIS ist etwas technisch:

N N
Nach Voraussetzung konvergiert Ay := Z a, gegen a und By = Z b, gegen b. Wir

n=0 n=0
N o)
setzen noch Cy := Y ¢, und a* := ) _ |a,|. Hier nutzen wir die absolute Konvergenz

aus.
Setzen wir noch By := By — b, so ist By = b+ Sy, und es gilt:

Cn = aoby + (apbs + arby) + - - + (apby + - - - + anbo)
= ayBy+a1By_1+ -+ anBy
= ao(b+ Bn)+ - +an(b+ fo)
= Ay b+ (aoBn + -+ +anBo).

Wir wollen zeigen, dafl (Cy) gegen a - b konvergiert. Das ist offensichtlich der Fall, wenn

YN = aofn + -+ anBo
gegen Null konvergiert. Letzteres konnen wir tatsédchlich beweisen:

Sei € > 0 vorgegeben. Wir wéhlen ein ¢ mit 0 < § < %. Es gibt dann ein Ny, so dafl
a

| By | < 6 fiir N > Ny ist (denn By = By — b konvergiert ja gegen 0). Dieses Ny halten
wir fest. AuBerdem wéhlen wir ein C' > 0, so dal | fn | < C fur alle N ist. Dann gilt fiir
N 2 N(]:

| Boan + - -+ Bngan—n, | + | Brno+1an—Ng—1 + - -+ + Bnao |

<

< C-(lay |+ +|an-n,|) +6-a"
€

C-(lax [+ +lav-n |) + 3

Der linke Summand wird bei festem Ny und wachsendem N beliebig klein (Cauchy-

Kriterium fiir die absolute Konvergenz der Reihe iiber die a, ). Also ist |yy | bei hin-

reichend groflem N kleiner als €. Das war zu zeigen.

|7N|

A\

Fiir die absolute Konvergenz der Produktreihe benutzt man die Abschitzung

UITIES ) JTARDIE (iu)(irb\)

n=0i+j=n
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Die rechte Seite ist durch das Produkt der absoluten Reihen beschrankt. D

Zum SchluB ein Uberblick zur Untersuchung von Reihen:

Es sei eine Reihe Z a, gegeben.

n=0
Ve
Ist a,, Nullfolge? I@)l Die Reihe divergiert!
ja |
Geometrische Reihe
i ¢"mit |q| <17 N Reihe konvergiert gegen N i
" nein |
Reihe alternierend? j_a) | a,, | monoton fallend?
3 L ja
nein | nein konvergent nach Leibniz
l
fast alle a,, # 0 ? j_a) Quotientenkriterium erfiillt?
3 L ja
nein | nein ~ Konvergenz!
l

3 konvergente Majorante? WGlﬁ_Il)lCht Schwieriger Fall.

ja Mathematiker fragen!

Konvergenz gesichert!

Ist die Konvergenz gesichert, so mufl man — aufler im Falle der geometrischen Reihe —
noch nach dem Grenzwert suchen. Da bieten sich folgende Alternativen an:

1. Nachdenken!

(a) Wurde die Reihe in der Vorlesung behandelt?

Wenn ja, im Skript nachschlagen!

(b) Kann man den Grenzwert erraten? (etwa durch Vergleich mit geeigneten Mi-
noranten und Majoranten)

Wenn ja, Konvergenz gegen den mutmaflichen Grenzwert beweisen!
2. Im Bronstein nachschlagen!

3. Einen Experten fragen!
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Ist M C R" eine beliebige Teilmenge und (f,,) eine Folge von reell- oder komplexwer-
N

tigen Funktionen auf M, so kann man auch die Folge der Partialsummen Fy := Z fn

n=0
oo

betrachten. Diese Folge nennt man eine Reihe von Funktionen und schreibt dafiir: Z fn-

n=0
Wie bei den Funktionenfolgen unterscheidet man auch bei den Funktionenreihen zwischen
punktweiser und gleichméfliger Konvergenz. Besonders niitzlich ist folgendes Konvergenz-
kriterium:

Weierstrafl—Kriterium

Es sei Z a, eine konvergente Reihe nicht-negativer reeller Zahlen und (f,) eine

n=0
Folge von Funktionen auf einer Menge M C R"™, so daf gilt:

| fu(x)| < a, fir fast alle n und alle z € M.

Dann konvergiert Z fn gletichmdflig auf M.

n=0

BEwEIS:  Nach dem Majorantenkriterium ist »  f,(z) in jedem z € M absolut kon-

n=0

vergent. Also kénnen wir (punktweise) die Grenzfunktion F(z) := Y fu(z) bilden. Ist
n=0

N
andererseits Fiy(z) := Y _ fu(z) die N-te Partialsumme, so ist
n=0

F(a)— Fy(x)= 3. fula).

n=N-+1
Fiir beliebiges, aber festes x und N* > N ist stets
N* N* N*
| Y @< Y 1@< D a
n=N-+1 n=N+1 n=N+1
LaBt man N* gegen Unendlich gehen, so bleibt die Ungleichung erhalten:

Fy@) - F@) =] Y L@)[< Y an

n=N+1 n=N-+1

Ist jetzt ¢ > 0 vorgegeben, so kann man N so gro} wéhlen, dafl Z a, < ¢ ist. Fir
n=N-+1
diese N und beliebiges © € M ist dann auch | Fy(z) — F(x)| < €. Also konvergiert (Fiy)

auf M gleichméaBig gegen F'. ]
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§2 Uneigentliche Integrale

Wir beginnen mit einem Beispiel:

1
Sei f(z) := —=. Dann ist xlg& f(z) = 400, also f iiber [0, 1] nicht integrierbar.

NG

Andererseits ist F'(z) := 24/z eine Stammfunktion von f(z), und daher

[ Fa)de = FQ) - Fe) =201 - V)

Niemand kann einen nun daran hindern, € gegen Null gehen zu lassen. Und siehe da:

1

al—l>%1+ : f(x)dr = 2.
Da dieser Grenzwert existiert, wollen wir ihn natiirlich gerne als Integral von f {iber [0, 1]
auffassen. Damit das moglich ist, miissen wir den Integralbegriff erweitern. Das geschieht
in Gestalt der ,uneigentlichen Integrale®.

Definition:

Sei f : [a,b) — R eine Regelfunktion.

Der Grenzwert

/ab f(t)dt := lim /jf(t) dt

T—b—

wird als uneigentliches Integral bezeichnet. Falls er existiert, nennt man das unei-
gentliche Integral konvergent, andernfalls divergent.

Analog erkldart man das uneigentliche Integral einer Regelfunktion f : (a,b] — R durch
den rechtsseitigen Limes, wie im obigen Beispiel.

Man kann zeigen, dafy dieser Begriff nichts Neues bringt, wenn f schon eine Regelfunktion
auf [a, b] ist.

Ist f eine Regelfunktion auf einem offenen Intervall (a,b), so bildet man das uneigentli-
che Integral iiber [a,b], indem man einen Punkt ¢ € (a,b) wihlt und die uneigentlichen
Integrale von f iiber [a,c] und iiber [c,b] bildet und dann addiert. Das Ergebnis héngt
nicht von der Wahl des Punktes ¢ ab, wichtig ist nur, dafl man beide Grenziibergénge
unabhéngig voneinander durchfiihrt!

Beispiel :
1
Wir betrachten f(x) := — auf (0, b] fiir verschiedene «a.
xa

a) Ist a =1, so ist F/(z) := In(x) eine Stammfunktion fiir f(z), und daher

b1
/ —dz =1In(b) — In(e) — +oo fiir e — 0.
e X
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Das uneigentliche Integral divergiert!

1
- Stammfunktion fiir f.

b) ISt (0 % ]_, So 1ist F(l’) = —W

Wir betrachten zunachst den Fall a < 1: dann ist
b 1 1 1 1
R . ( _ ) .
e IO v a—1 \pr1 ga-l

= 17 gegen Null fiir ¢ — 0.

Da 1 — a > 0 ist, strebt :
gx=

1
— fir a < 1.

b
Also existiert / i dr = - ————
0 ¢ (a—1)b~

11 1 ]
Insbesondere ist / —dx = , z.B. / —dx = 2.
0o -« 0 VT

c) Ist @« > 1,s0ist @ —1 >0, und strebt gegen +oo fiir ¢ — 0. In diesem Fall

a—1
divergiert das uneigentliche Integral.

11
Das trifft z.B. auf/ — dz 7u.
0T

Bisher haben wir nur iiber beschréinkte Intervalle integriert. Manchmal méchte man jedoch
die Integration auf ganz R oder zumindest auf eine Halbachse ausdehnen. Dann behilft
man sich mit einer anderen Sorte von uneigentlichen Integralen:

Definition:

Sei f:[a,+00) = R eine Regelfunktion. Dann wird auch der Grenzwert

/;O f(tyde = lim / F(t) dt

als uneigentliches Integral bezeichnet. Konvergenz und Divergenz des uneigentlichen
Integrals erkléart man wie oben.

Analog definiert man das uneigentliche Integral tiber (—o0, b].

Beispiel :

1
Wir betrachten noch einmal f(x) = — fiir verschiedene a.
xa

z ]
a) a=1: n dt = 1In(x) —In(a) strebt fiir z — +oo gegen +00.

Das uneigentliche Integral divergiert also auch hier.



§2 Uneigentliche Integrale 285

z 1 1 1 1
b) Ist a < 1, soist/ t—adt:— ( - >,W0bei

a—1 \go-l ga-l
1

xa—l

= 2% gegen +o0 strebt, fiir # — co. Auch dieses Integral divergiert.

c) Ist a > 1, so konvergiert das uneigentliche Integral offensichtlich. Das bedeutet,

o 1 S|
daf insbesondere das Integral / — dx konvergiert, wihrend / —= dz divergiert.
1 1 VT

1
7. B. ist/ —de=1.
1 i

© ]
Wir haben iibrigens gesehen, daf / — dx fiir kein o konvergiert!
0o x°

Wie bei offenen Intervallen miissen uneigentliche Integrale iiber ganz R durch zwei von-
einander unabhingige Grenzprozesse berechnet werden:

Definition:

+o00o
Sei f : R — R eine Regelfunktion. Das uneigentliche Integral / f(t) dt konvergiert

genau dann, wenn die beiden uneigentlichen Integrale
0 400
/ F(£)dt und F(6) dt
—00 0

konvergieren. Der Wert des Integrals iiber ganz R ist gleich der Summe der Werte
der Teilintegrale, d.h. es ist

+o00 b
f(t)dt = lim / (1) dt.
— i Ja

Man beachte, daBl in der letzten Formel a und b unabhéngig voneinander gegen die Grenzen
streben. Manchmal findet man auch noch den folgenden Grenzwert:

—+o00 +

HW [ fyde = lim [ ().

r—00 —r

Man spricht dann vom Cauchy’schen Hauptwert. Es kann passieren, dafl dieser Hauptwert
existiert, obwohl das uneigentliche Integral von f {iber R divergiert.

Wenn keine explizite Stammfunktion gegeben ist, wird es schwierig mit dem Nachweis
von Konvergenz oder Divergenz eines uneigentlichen Integrals. Fiir den Fall gibt es aber
gewisse Konvergenzkriterien.
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Cauchykriterium fiir uneigentliche Integrale

Sei f : [a,+00) — R eine Regelfunktion. Das uneigentliche Integral /OO f(z)dx

konvergiert genau dann, wenn gilt:

Ve>03C=C(e) > a, s.d.

/gg2 f(z)dx ’< e fiir C < xy; < xq ist.

BEWEIS:
, = Das uneigentliche Integral konvergiere gegen A € R. Ist ¢ > 0 vorgegeben, so
wihlen wir C' = C'(¢) so, dafl

‘/Tf(:v)dx—A’< g fiir r > C ist.
Fiir C < 1 < x5 gilt dann:

‘/ZTQf(:I:)da:‘ = /amf(x)dx—/xlf(x)dx‘

T2 1

= ([ @y - )+ (A= [ fydo) |

< / f(l')dl‘—A‘—F’/ f($)dx—A‘

ot a

2 2

,<=—“ Nun sei das Kriterium erfiillt.
Wir setzen x, := a + n fir n € N. Dann ist (z,,) eine monoton wachsende Folge mit
nhj& Ty = +00.

Tn

Wir setzen auflerdem A, := / f(x)dx. Wir wollen zeigen, dafl die Folge (A,) gegen
eine reelle Zahl A konvergiert, und daB A gerade das uneigentliche Integral ist.

a) Sei € > 0 vorgegeben. Wir wihlen C' = C(g) geméf dem Kriterium. Auerdem wéihlen
wir ng € N so grof3, dafl x,, > C fiir n > ny ist. Fiir solche n gilt:

| Aw— Au | =] / fla)da |<e.
Tng
Daraus folgt, dafl (A,) eine Cauchyfolge ist, die dementsprechend gegen ein A € R kon-
vergieren muf.
Wir wollen zeigen, daf lim / f(z) dx = Aist. Dazu sei noch einmal ein € > 0 vorgegeben.

Wir wahlen ng € N so, daf | A, — A| <%und’/Tf(x)dx‘<%fﬁrn2no und r > z,

ist. Fiir solche r ist dann
‘/af(:c)dx—A‘ = ‘/anf(:c)dq:+/z f(x)dx—A‘
< \/ f(a)da | +] A, — A
£

< =+ E.

£ _
2 2
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Damit ist alles gezeigt. ]

Der Nutzen des Cauchykriteriums wird sich gleich zeigen. Zuvor brauchen wir jedoch noch
einen weiteren Begriff:

Definition:

o0

Das uneigentliche Integral /oo f(x) dx konvergiert absolut, falls / | f(z)|dx kon-

vergiert.

Fiir andere Typen von uneigentlichen Integralen definiert man die absolute Konver-
genz entsprechend.

Absolute Konvergenz impliziert gewhnliche Konvergenz

Konvergiert ein uneigentliches Integral tber f absolut, so auch im gewdohnlichen
Sinne.

BEWEIS: Es ist

[ @< [T @) do,

Wenn also | f(x) | das Cauchykriterium erfiillt, so erst recht f(z) selbst. Daraus folgt die
Behauptung. []

Die Umkehrung des Satzes ist falsch!

Nun haben wir ein Mittel an der Hand, die Konvergenz von Integralen durch den Vergleich
mit bekannteren Integralen zu beweisen:

Majorantenkriterium fiir uneigentliche Integrale

Es seien [ und g zwei Regelfunktionen tiber einem Intervall I, mit | f| < g. Kon-
vergiert das uneigentliche Integral iiber g, so konvergiert das uneigentliche Integral
tber f absolut.

BEwWEIS:  Man verwende das Cauchykriterium und die Monotonie des Integrals. []

Beispiele :

% COS T o 1

1. / 5— dx konvergiert, weil / — dx konvergiert.
1 1

2.
Es ist /T e dr = — /r(e_x)’ dx
1 1

= _(e—r - 6_1)7

1
und das konvergiert gegen — fiir r — oo.
e
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Also konvergiert das uneigentliche Integral / e “dx.
1

Analog ist

-1 -1
/ e’ dr = lim (") dr = lim(e™' —e ") =e "

—00 r—00 —r T—00
.. . _ 2 _
Fiir > 1 ist 22 >z, also e ™ < e7%.

Fiir < —1ist 2> = |z |° > |z | = —, also —2? < . Damit ist dort e=*" < ¢, und

+o00
es folgt die Konvergenz des ,, Fehlerintegrals* / e dx.

sin(x)

Die Funktion f(z) := ist iiberall stetig, und es gilt:
x

t t /

sin x cos' x

/ de = — / dz
s x s X

cosxT |t tcosx
— 5 dx,
xr S s xXr

t si 1 1 t 1
‘/Smxdxlgva*—l—/—de.
s X S t s X

also

Der Ausdruck auf der rechten Seite strebt fiir 0 < s < ¢t und s — oo gegen Null.
Mit dem Cauchykriterium folgt nun, dafl

© sinx
/ dx
0 T

konvergiert.

sin x

Man kann jedoch zeigen, daf3 / ‘ ’ dz divergiert!
0

T

. Die Funktion I' : (0, 00) — R sei definiert durch

[(x) = / e ' dt.
0
Dabei ist t*~1 = elz=1)Int

Das uneigentliche Integral I'(1) = / e tdt = —(e™) ‘SO: 1 konvergiert offensicht-
0

lich.

Nun sei x > 0 und x # 1. Wir untersuchen zunéchst die Konvergenz des uneigentli-

chen Integrals bei t = 0. Da wir dann 0 < ¢ < 1 voraussetzen konnen, ist 1 < e’ < e,
also | et~ | < ¢=7 L,

Ist 2 > 1, so strebt t*~! fiir t — 0 gegen Null und es gibt keine Probleme.

Fiir 0 < x < 1 ist aber auch 0 < 1 — 2z < 1, und das uneigentliche Integral iiber

1
= e konvergiert.
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Nun zeigen wir die Konvergenz des Integrals fiir ¢ — oco. Das geht folgendermaflen:

Da die Exponentialfunktion stéirker als jede Potenz wiichst, strebt e~ /#**! fiir t — oo
gegen Null. Also gibt es eine Zahl C' > 0, so da§ e~ *+! < C fiir alle ¢ ist. Daraus
folgt:

1
le "t < C - fiir t > 1.
12
Mit dem Majorantenkriterium ergibt sich die Konvergenz des Integrals.

Die so eingefiihrte Funktion nennt man die Gamma-Funktion. Es gilt:
a) I'(1) = 1.
b) Mz +1) =z ['(x).

Zum BEWEIS von (b):

Esist I'(z + 1) = / e 't* dt. Mit partieller Integration erhiilt man:
0

/ e T dt = —e 1"
3

"o / e~ dt
€ €
Der erste Summand strebt gegen 0, der zweite gegen z - I'(z).

Insbesondere folgt nun:

r'©2) = I(l+1)=1-I'(1) = 1,

I(3) = D2+1) =2-T(2) =2

I(4) = I(3+1) =3-T(3) = 2-3
und allgemein  I'(n + 1) n-I'(n) =nlfirneN

Zum Schlul wollen wir noch den engen Zusammenhang zwischen Reihen und uneigentli-
chen Integralen hervorheben:

Vergleichssatz

Seim € N und f : [m,00) = R positiv und monoton fallend. Dann haben

die Reihe Y f(k) und das uneigentliche Integral /OO f(z)dx

das gleiche _Konvergenzverhalten.

BEWEIS:  Als monotone Funktion ist f eine Regelfunktion. Auf dem Intervall [k, k + 1]
1st
f(k) = f(z) = f(k+1),

also auch
k41

[0 = [ f@)de > flk+1)

k
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und damit
N N4+1 N+1
SRz [ f@yde= S k)
k=m m k=m+1
Daraus folgt die Behauptung. ]
Beispiel :
Aus dem Vergleichssatz und unseren Kenntnissen iiber uneigentliche Integrale folgt
sofort: .
Z — konvergiert genau dann, wenn « > 1 ist.
n=1 n

So ist etwa Z divergent und Z

n= 1

= ki t.
0 \/_ Z onvergen

n= 1
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83 Potenzreihen

Sei (¢,,) eine Folge (reeller oder komplexer) Zahlen, a € C. Dann heift

eine Potenzreihe mit Entwicklungspunkt a. Die Zahlen ¢, heiflen die Koeffizienten der
Potenzreihe.

Ist @ € R und sind alle Koeffizienten c¢,, reell, so spricht man von einer reellen Potenzreihe
und schreibt die Variable auch reell:

00
ch ZL‘—CL
n=0

Um nicht doppelte Arbeit machen zu miissen, betreiben wir die Theorie gleich im Kom-
plexen. Der reelle Fall ist darin enthalten. Man beachte: z € C ist genau dann reell, wenn
Z = z ist.

Die Betragsfunktion liefert auf C eine Metrik. Wir kénnen also mit den topologischen
Begriffen arbeiten, die wir schon von den metrischen Réumen her kennen. Die metri-
schen ,Kugeln“ sind im Falle der komplexen Ebene allerdings Kreisscheiben. Statt des
Buchstabens B (fiir ball) verwenden wir den Buchstaben D (fiir disk).

D.(z) = {2€C:|z—2]|<e¢}
und  D.(z9) = {z€C:|z—2]|<c¢e}

Uber die gleichmiiflige Konvergenz von Potenzreihen

o0

Die Potenzreihe f(z Z cn(z — a)" konvergiere fir ein z; € C, z1 # a. Es sei
n=0

0<o<|z —al.

Dann konvergiert f(z) auf der abgeschlossenen Kreisscheibe D,(a) absolut und
gleichmdfsig,
und die Reihe g(z) :== ) n-c,(z—a)""* konvergiert ebenfalls absolut und gleichmdfig

n=1

auf D,(a).




292 KAPITEL IV ANALYSIS 2

21

oo
BEWEIS: 1) Da »_ ¢,(z1 — a)" nach Voraussetzung konvergiert, gibt es eine Konstante
n=0
M > 0, so daB |c,(z1 —a)*| < M fiir alle n ist. Und da ¢ < |2z, —a| sein soll, ist
= — <1
|21 —al

Fiir alle z mit | z — a| < o gilt dann:

zZ—aQ

[ en(z1 —a)" |- |

< M-q".

eulz = a)"| —

Die geometrische Reihe Z M q" konvergiert. Mit dem Majorantenkriterium folgt, daf3

n=0
oo

Z cn(z —a)" absolut konvergiert, und mit dem Weierstrakriterium folgt, daf§ die Reihe

n=0

sogar gleichmaBig auf D,(a) konvergiert.

2) Nach (1) ist [n-co(z —a)" | <n-M-¢" ', und

(n+1)M-¢" n+1
nM-qg»='  n

q

konvergiert gegen g < 1. Aus dem Quotientenkriterium folgt jetzt, daf3 Z n-M-q¢" !

n=0
konvergiert, und wie oben kann man daraus schlieflen, da§ > n - c,(z — a)"™" auf D,(a)
n=0
absolut und gleichméflig konvergiert. ]

Der vorliegende Satz hat weitreichende Konsequenzen fiir das Konvergenzverhalten von
Potenzreihen.



3  Potenzreihen 293
§

Definition:

Sei f(z) = > ¢u(z — a)" eine Potenzreihe. Die Zahl
n=0

R:=sup{r > 0] 3z €C, sodal f(z) konvergent in z; und r = | z; — a| ist.}

heiflit Konvergenzradius der Potenzreihe. Die Fille R = 0 und R = +o0 sind dabei
auch zugelassen!

Der Kreis um a mit Radius R heifit der Konvergenzkreis der Reihe.

Konvergenzverhalten und Konvergenzradius

R sei der Konvergenzradius der Potenzreihe f(z). Dann gilt:

1. Fir 0 <r < R konvergiert f(z) auf D,(a) absolut und gleichmdifsig.

2. Ist |z1 —a| > R, so divergiert f(z) in 2.

BeEweEls: 1) ist klar, wegen Satz 4.1.

2) Nach Definition von R kann f(z) in einem Punkt z; mit |2, —a| > R nicht mehr
konvergieren. H

Bemerkung: Beireellen Potenzreihen geht alles genauso, man hat lediglich die Kreise
durch Intervalle zu ersetzen.

Wir wissen jetzt, dafl eine Potenzreihe im Innern ihres Konvergenzkreises konvergiert und
auflerhalb divergiert. Das Verhalten auf dem Rand des Kreises kann man nicht allge-
mein vorhersagen. Dafiir sind gesonderte Betrachtungen erforderlich, die manchmal sehr
schwierig werden konnen.

Auf jeden Fall ist es wichtig, den Konvergenzradius bestimmen zu kénnen. In vielen Fallen
gibt es dafiir eine praktische Formel:

Quotientenformel fiir den Konvergenzradius

Sei (¢,,) eine Folge von (reellen oder komplexen) Zahlen, ¢, # 0 fir fast alle n.

. C . .
Wenn die Folge | —— | konvergiert, dann ist
Cn+1
, c
R:= lim |—|
n—oo Cn+1

o0

der Konvergenzradius der Reihe f(z) =Y co(z —a)".

n=0
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Man beachte, dafl der Entwicklungspunkt a dabei keine Rolle spielt!

BEwEIs:  Wir verwenden das Quotientenkriterium: Es ist

Cn(z —a)r Cn

Coy1(z — a)"*! Cnt1
| = |=1——1"12—al,

1
und dieser Ausdruck konvergiert (fiir festes z ) gegen B |z —al.

1
Ist |z—al] < R, also i |z —a| < 1, so konvergiert die Reihe. Ist |z —a| > R, so

divergiert sie. Also mufl R der Konvergenzradius sein!

Wir haben uns dabei {ibrigens nicht um gleichméfiige Konvergenz kiimmern miissen. [ ]

Beispiele:

1. Sei f(z) = Y 2" Dannist @ = 0 und ¢, = 1 fiir alle n € N. Das ergibt den
n=0

Konvergenzraaius R=1.

1
Fiir | z| < 1 konvergiert die Reihe gegen . . Da alle Koeffizienten reell sind, kann

man die Reihe auch reell auffassen. Tatséchlich nimmt die Grenzfunktion dann auf
dem Konvergenzintervall (—1, 1) nur reelle Werte an. An den Randpunkten z = —1
und z = +1 divergiert die Reihe.

n
.Hierista:()undcn:%

2. Sei f(z) = i :

n 1 . i

Da =" + gegen 1 konvergiert, ist R = 1. An den Réndern des Konvergenz-
Cn+1 n

intervalls ist das Verhalten diesmal unterschiedlich:

o0
1
Die harmonische Reihe Z — divergiert, die alternierende harmonische Reihe

n=1

> 1
> (=1)" — konvergiert.
n=1 n

(e.9] n 1
3. Sel f(z) =) . Wieder ist a = 0, und auflerdem ist ¢, = — fiir alle n, also
= n! n!

Cp, n -+ 1 '
_ ( ) =n + 1 konvergent gegen -+ oc.
Cnt+1 nt

Diese Reihe konvergiert auf ganz C.

Wir wollen nun einige Eigenschaften derjenigen Funktionen zusammenstellen, die als
Grenzfunktionen von Potenzreihen auftreten:
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Stetigkeit von Potenzreihen

o0

Hat f(z) =Y _ cn(z — a)" den Konvergenzradius R, so ist f(z) im Innern des Kon-

vergenzkreises Dgr(a) ={2€C||z—a| < R} stetig.

BEwWEIS:  Die identische Funktion z — z ist sicherlich auf ganz C stetig, ebenso jede
konstante Funktion. Da Summen und Produkte stetiger Funktionen wieder stetig sind,
ist auch jedes komplexe Polynom auf ganz C stetig.

Die Folge der Partialsummen der Potenzreihe ist eine Folge von komplexen Funktionen,
und sie konvergiert auf jeder abgeschlossenen Kreisscheibe D,(a),
0 < o < R, gleichméfig. Deshalb ist auch die Grenzfunktion f dort stetig. ]

Differenzierbarkeit und Integrierbarkeit von Potenzreihen

Seia € R und f(z) =Y co(x — a)" eine Potenzreihe mit reellen Koeffizienten um

n=0
a, mit Konvergenzradius R.

Dann ist die Grenzfunktion f(x) auf dem Konvergenzintervall (a — R,a + R) stetig

differenzierbar, und es gilt:

Die Reihe Z n-cy(x—a)""! konvergiert im Innern des Konvergenzintervalls absolut
n=1

und gleichmdflig gegen die Ableitung f'(x).

o)

Umgekehrt konvergiert die Rethe Z "
n=0 n+ 1

tervalls absolut und gleichmdfig gegen / f(t)dt.

(x —a)"™ im Innern des Konvergenzin-

Potenzrethen kionnen also gliedweise differenziert und integriert werden!

BEwEIS:  Wir beginnen mit der gliedweisen Differenzierbarkeit.

N
Die Funktionenfolge Fy(z) := > ¢,(z — a)" konvergiert auf (a — R, a + R) punktweise

n=0
gegen eine stetige Funktion f. Jede der Funktionen Fly ist stetig differenzierbar, und die
Folge der Ableitungen F konvergiert nach dem Satz iiber die gleichméfiige Konvergenz
von Potenzreihen auf jedem abgeschlossenen Teilintervall gleichméBig.

Also ist f stetig differenzierbar, und es gilt:
f(x) = lim Fy(z) =Y n-cy(z—a)" "
n=1

Nun kommen wir zur gliedweisen Integrierbarkeit:

Ist 0 < 7 < R, so konvergiert (Fl) auf (a —r,a + r) gleichméafig gegen f.
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T

Also konvergiert auch /z Fn(t) dt fiir jedes feste © € (a — r,a + 1) gegen / f(t)dt. Es

a

gilt aber:

T

t _ )n+1

/FN t)dt = ch/ (t—a)"dt = ch T

Das bedeutet, dafi die gewiinschte Potenzreihe auf dem gesamten Konvergenzintervall
(a — R,a+ R) punktweise gegen das Integral konvergiert. Aus dem schon angesprochenen
Satz iiber die gleichméfige Konvergenz von Potenzreihen folgt die Behauptung. ]

a

Da die Ableitung einer Potenzreihe wieder eine Potenzreihe ist, kann man das obige
Argument wiederholen und erhélt:

Folgerung
Eine (reelle) Potenzreihe f(x) = > co(x — a)" ist im Konvergenzintervall beliebig
n=0
oft differenzierbar, und es gilt:
(n)
Cp = f '(a)’ fir alle n > 0.
n!

BEwWEIS:  Wir miissen nur noch die Formel beweisen:

Offensichtlich ist

o0

Z (n—1)...-(n—k+ en(z —a)" ™"

Setzt man x = a ein, so erhélt man:
fOa)=k(k=1)-...- (k—k+1c, = kley.
[]

Die Formel erinnert an die Taylorentwicklung;:

Sei I C R ein Intervall, f : I — R eine unendlich oft differenzierbare Funktion. Dann kann
man von f Taylor-Polynome beliebig hohen Grades bilden: Sei a € I ein fest gewéhlter
Entwicklungspunkt,

n

T.f(x) = foazz x—a)k
k=0
das n-te Taylorpolynom von f in a. Dann ist
f(@) =T, f(x) + Ru(2),
wobei das Restglied durch
(n+1)
Rufa) = T (o —ap

(n+1)!
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gegeben ist, mit einem (von x abhéngigen) Punkt ¢ zwischen a und z.

Definition:

Ist f: I — R beliebig oft differenzierbar und a € I, so heifit

f™(a)

n!

(z —a)"

Tf(z;a):= i

n=0

die Taylorreihe von f in a.

Beispiele:
oo
1. f(z) = ) cu(x — a)" sei eine konvergente Potenzreihe, mit Konvergenzradius R.

n=0

Dann stimmt f auf (a — R, a + R) offensichtlich mit seiner Taylor-Reihe iiberein.

2. Wir betrachten die Potenzreihe » (—1)"z*". Dann ist a = 0 und
n=0
[ (=1)F falls n =2k
n = 0  sonst '

Wir koénnen die Formel fiir den Konvergenzradius nicht benutzen, aber da es sich
um eine geometrische Reihe handelt, konnen wir direkt sehen, dal R = 1 ist. Als
Grenzwert ergibt sich:

0 00 1
_1\npe2n _2\n
ngo( 1)z ;::0( ) =

Die Grenzfunktion ist auf ganz R definiert und beliebig oft differenzierbar, aber die
Taylorreihe konvergiert nur auf (—1,+1).

3. Noch verriickter verhalt sich die Funktion

| exp (—%) fir x #0
f) = { 0 firz =0

Offensichtlich ist f stetig und fiir x # 0 beliebig oft differenzierbar. Aulerdem ist
x = 0 die einzige Nullstelle von f.

Behauptung: Es gibt rationale Funktionen g (), so dafl

fO () = g(x) - e
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ist, fiir x # 0 und k& € Ny.
BEWEIS dafiir durch vollstédndige Induktion.

Offensichtlich kénnen wir go(x) := 1 setzen. Ist nun £ > 1 und die Behauptung fiir
k — 1 schon bewiesen, so folgt:

f®(z) = fi= 1) Y ()
= g (x)-e 1/x2+qk71($).2$73.671/12
= (qp_1(2) + 2q—1(z)27%) - e~ Y7

Also hat f*) die gewiinschte Gestalt. ]

Da die Exponentialfunktion stérker als jedes Polynom wichst, folgt:

lim £0 () = tim 20—y 2L/2)

z—0 ac—>0 el/xz? z00 e’

Also ist f auch im Nullpunkt beliebig oft differenzierbar, und f%*)(0) = 0 fiir alle
k € Np.

Damit folgt, da8 7'f(x;0) = 0 ist. Da die Funktion auflerhalb des Nullpunktes stets
# 0 ist, konvergiert die Taylorreihe nur im Entwicklungspunkt selbst gegen die

Funktion.

Bevor wir weitere Beispiele betrachten, wollen wir die Formel fiir den Konvergenzradius

noch etwas verallgemeinern:

Konvergenzradius fiir Potenzreihen mit Liicken

o0
In der Potenzreihe f(z Z cn(z —a)" sei cop = 0 und copr1 # 0 fir fast alle k,
o n=0
und es existiere
. Cok+1
¢:= lim | ——|.
k—o0 C2k+3

Dann ist R := \/c der Konvergenzradius.
Wenn cop1 = 0 und co, # 0 fiir fast alle k ist und der Grenzwert

. Cok
= lim | |
k—oo " Copy2

existiert, so ist ebenfalls R := +/c der Konvergenzradius.

Der BEWEIS geht dhnlich wie bei der frither bewiesenen Formel. Wir betrachten nur den

Fall Cok+1 = 0:

C2k+222k+2 _ Cok+2 2
| = -1 2]

Czk22k Cok
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1
konvergiert gegen —|z|*, und dieser Ausdruck muB < 1 sein, damit die Reihe (nach
c

Quotientenkriterium) konvergiert. Also muf} | z | < y/c sein. ]

Beispiele :

1. Sei f(z) := €. Dann hat die Taylorreihe von f im Nullpunkt die Gestalt

ooa:n

E(z) :=

— .
n=0 n:

Von dieser Reihe wissen wir schon, dafl sie den Konvergenzradius R = 400 hat.
Also ist E(x) eine auf ganz R definierte unendlich oft differenzierbare Funktion.
Wir wollen nun zeigen, daf§ E(z) = ¢ fiir alle z € R ist.

(a) Esist £(0) = 1.

(b) Nach dem Satz tiber die gliedweise Differenzierbarkeit von Reihen ist

0o xn—l 00 :En—l o) "
E, pu— . p— pu— —_— = E .
(@) n; Tl nz::l (n—11 =l (=)

Also erfiillt £ auf ganz R die Differentialgleichung 1/ — y = 0, mit der Anfangsbe-
dingung F(0) = 1. Daraus folgt sofort F(z) = e”.

Wir haben aber noch mehr herausbekommen:

ooZn

E(z):=)» —

|
n=0 n:

ist eine auf ganz C stetige Funktion (die komplexe Exponentialfunktion ), deren Ein-
schrankung auf die reelle Achse mit der reellen Exponentialfunktion e® iiberein-
stimmt. Wir schreiben wieder exp(z) statt E(z).

2. Als néchstes wollen wir die Taylorreihen von sin(x) und cos(z) betrachten:

9] (_1)kx2k+1

S(z) = ~——~———  fiir den Sinus
(z) ,;) (2k+1)!

und C(z) := i(_(lz)k)x'

k=0

fiir den Cosinus.

Beide Reihen konvergieren auf ganz R (sogar auf ganz C ), wie man aus der Formel
fiir den Konvergenzradius von Reihen mit Liicken entnimmt. Weiter gilt:

(a) S(0) =0und C(0) =1.
(b) S'(z) = C(z) und C'(z) = —S(x).

Daraus folgt: S ist Losung der Differentialgleichung y” + vy = 0, mit den Anfangs-
bedingungen S(0) = 0 und S’(0) = 1.
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Das zugehorige charakteristische Polynom 22 + 1 hat die Nullstellen z = £j. Also
hat die allgemeine Losung die Gestalt

y(x) = ¢1 - cos(z) + ¢y - sin(x).
Setzt man die Anfangsbedingungen ein, so erhélt man ¢; = 0 und ¢, = 1, also
S(z) = sin(z) und C(x) = cos(z).
Auch hier sind die Funktionen S und C sogar auf ganz C definiert und stetig. Diese
Erweiterungen der reellen Winkelfunktionen werden wieder mit sin(z) und cos(z)
bezeichnet.
Der Zusammenhang zwischen Exponentialfunktion und Winkelfunktionen wird nun
deutlicher: es ist
< (j2)r & )k 2k 1)k
exp(jz) = cos(z) + jsin(z).
p(J 2:: 2;0 kzo 2% 1] (2) + jsin(z)
Fiir reelles z ist das die schon bekannte Eulersche Formel, aber die linke Seite der
Gleichung hat nun a priori eine konkrete Bedeutung. Aus der Definition ist ein Satz
geworden.
. 1 . . . .
3. Ist |z| < 1,s0ist » (—z)" = T2 Da man Potenzreihen gliedweise integrieren
n=0 z
kann, folgt:
In(l4+2z) = In(1 —|— T)— ln(l +0)
- [ £
/0 1+t Z
= / pap = 3 EV e
n= O n+1 0
_ n+1
B nz::o n + 1 v
Also ist
=y,
In(l+az)=> ",
n=1 n
> 1
4. Aus der Darstellung Y (—2%)" = —— folgt fiir |z | < 1:

=0 1+2x

z ]
arctan(z) = / e dt
0

= > (-1)" /x 2" dt
n=0 0

00 —1)»
_ Z( ) P2+l
2n+1
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Normalerweise kann man iiber das Konvergenzverhalten einer Potenzreihe auf dem Rand
des Konvergenzkreises keine Aussage machen. Es gibt allerdings eine ganz kleine Ausnah-
me.

Abelscher Grenzwertsatz

Es sei f(x) = > ¢,z eine Potenzreihe mit reellen Koeffizienten und dem Konver-

n=0
genzradius R = 1. Dann gilt:

Ist c —ch<oo 50 st hmf( )=
n=0

Der BEWEIS ist sicherlich nur fiir die Experten interessant:

n

Sei s_1:=0und s, := Zci, fir « > 0. Dann kann man schreiben:

i=0
N N
Z et = Z(sn — Sp_1)z"
n=0 n=0

= anm — Z Sp T

n=-—1

= Z (1 —x)x" + sy — s 4.

Ist | x| < 1, so konvergiert die Potenzreihe in = absolut, und man kann beliebige Umfor-
mungen vornehmen. Daher folgt aus der gerade bewiesenen Gleichung fiir N — oo die
Beziehung

flz)=(1—-12) Z Spa".
Nun sei ein € > 0 vorgegeben. Wir wihlen ein ng, so dafi fiir n > ng gilt:

5
| s, —c| < =.

2
Fiir [z| < 1ist (1 —x)-)_ 2" =1 und daher
n=0
| f(@)—c] = [(1=2)-) (sn—c)a"|
n=0
ng 00
= |(1—x)-Z(sn—c)x"+(l—x)' Z (s —c)a™ |
n=0 n=ng+1
< (1-2) Z]sn— n+§<e,

2

€
wenn nur der erste Summand < 5 ist. Aber das ist sicher der Fall, wenn 1 >z > 1 -4

ist, fiir geniigend kleines § > 0. []
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Beispiele :

oo (_ 1\n+1

1. Die Potenzreihe In(1 + z) = Z (=1) x" hat den Konvergenzradius 1, und die
n=1

alternierende harmonische Reihe konvergiert. Also gilt:

1
_1\ntl - 15 —
(—1) o= lim In(1+ z) = In(2).

hE

3
Il
—

Leider konvergiert die Reihe so schlecht, daf§ sie nicht zur Berechnung von In(2)
benutzt werden kann.

n

(

_1)
2n +1

2. Die Reihe arctan(z) = ) 2?1 hat auch den Konvergenzradius 1.
n=0

Die Reihe » (—1)" erfiillt das Leibniz-Kriterium und ist daher konvergent.

= 2n+1
Also folgt:
> 1
nz:%(—l)"%b — = lim arctan(z) = %

Zum Schlufl wollen wir noch eine besonders interessante Taylorentwicklung betrachten:

Wir beginnen mit dem Polynom p(x) := (1 4 z)". Dann ist
PPa)=n-n—=1)-...-(n—k+1)-(14+a)"F firk=1,... n

Insbesondere ist

p(0) = 1,
p®)(0) nn—1)-...-(n—k+1) fiurl<k<n,
insbesondere  p™(0) = n!
und  p®(0) = 0 fiir k> n.

Also ist

oo £l

k=0
die (in diesem Falle endliche) Taylorreihe von p(x).

Das wollen wir jetzt verallgemeinern und die Funktion
flz)=1+2x)* fir|z|]<lundaeR

untersuchen. Hier ist
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Die verallgemeinerten Binomialkoeffizienten <Zé werden durch die obige Gleichung defi-

niert. Insbesondere setzt man g := 1. Man beachte, daf§ diese Zahlen weder ganz noch

positiv zu sein brauchen. Es gilt aber z.B. die bekannte Formel
()= (o) -0
+ = .
n n—1 n

Die Konvergenz der Binomialreihe

Die Binomialreihe B(z) := ) <a> z" konvergiert fir |z | <1 gegen (1 + x)“.
n

n=0

BEwEIs: 1) Den Konvergenzradius der Reihe bestimmen wir mit der Quotientenregel:
a
Es ist ¢, = ( ) und

n
cn ,  ala=1)-...-(a=n+1)-(n+1)
‘Cn_i'_l‘ = | ala—1)...- (a—mn)-n! |

n+1
= |a_n|
= |1_

n

und dieser Ausdruck konvergiert gegen 1.

2) B(x) ist also eine differenzierbare Funktion auf (—1,+1). Es gilt:

Blz) = Sn- <a> S (1) (ni1>x"

n;’ln—i—l 04—1)71-:.0..-(04—71)”
n;o (n+1)!
E(a—)((a=1)=1)-...-((a=1)—n+1) ,

Oé'nz% n' X
o —1
= x ()

(1+2)B'(x) =

also

Q
S
10~
R
Q
S
—
N————
S
3
+
3
i[~]e
VR
Q
S
—_
N—————
8
3
t
N———

I
Qe
/N
—_
_l’_
2
/,:\

e
I
—_
N——
_|_
R
S R
|
—
N———
8
3
N———
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Setzen wir h(z) := (EF(?)C“ so folgt:
’ _ (14+2)*B'(z) — B(x)a(l + x)oz—l
h'(z) = Tro
R i
= O (4 0B - aB@) = 0

Demnach mufl h(z) = ¢ konstant sein, also B(z) = ¢(1 + ). Dabei ist ¢ = B(0) = 1.
Das zeigt, daB B(x) = (1 + 2)* fir |z | < 1 ist. ]

Beispiel :
Es ist

l+z = (1+:c)1/2

Diese Reihenentwicklung leistet gute Dienste, wenn man etwa ein elliptisches Inte-
gral ndherungsweise auswerten will:

[::/E V1—EkZsin?pdp, mit 0 <k < 1.
0

Solche Integrale kann man nicht elementar berechnen. Also entwickelt man den
Integranden in eine Taylorreihe und nutzt aus, daf§ man hier Integration und Rei-
henbildung miteinander vertauschen kann.

I = /5(1+(—k2sin2g0)1/2dg0
0

— /0 3 <§>(_k2 sin? )" dp

n=0 n
00 1 %
= Z(—l)"k‘%(z)/ sin®" o dep.
= n) Jo

Die Integrale

kann man rekursiv berechnen:
2n — 1

Es ist 1(0) = g und I(n) = - I(n — 1), wie man leicht durch partielle

Integration herausbekommt.
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Also ist

'Die Binomialkoeffizienten werden folgendermafen berechnet:

Y
— N
~~
I
S N
Il
N —

R
N|—=
N——
|
[
—~
N
I
—_
N2
—
[N
I
[\
N—
|
—_
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§4 Erginzungen zur Topologie

Definition:
Sei M C R" eine beliebige Teilmenge.

Ein Punkt xo € R" heilt innerer Punkt von M, falls es ein ¢ > 0 gibt, so dafl noch

die ganze Kugel
B.(x0) ={xeR" : [[x—x%¢|| <¢}

in M enthalten ist.

Eine Menge M C R" ist definitionsgeméfl genau dann offen im R", wenn es zu jedem
x € M ein £ > 0 gibt, so dal B.(x) ganz in M liegt. Also kann man auch sagen: M ist
genau dann offen im R", wenn M nur aus inneren Punkten besteht.

Wir erinnern uns: Der ganze R" und die leere Menge sind offen, endliche Durchschnitte
und beliebige Vereinigungen von offenen Mengen sind wieder offen.

Detfinition:

Ist M C R" eine beliebige Teilmenge, so nennt man die Menge

M= {x € R" | x ist innerer Punkt von M}

den offenen Kern von M.

Beispiele:
1. Ist M offen (z.B. M = B.(xy)), so ist M= M.

2. Die Begriffe ,innerer Punkt, ,offen“, offener Kern“ beziehen sich immer auf den
betrachteten R". Liegt eine Menge M ganz in einem niederdimensionalen affinen
o

Unterraum des R", so ist M = @ (im R"). Das trifft z.B. auf die folgende Menge
Zu:

M = {(z1,25) €R* : |z | <1 und x, = 0}.

Man konnte aber auch sagen, dafl M in R liegt (indem man die Komponente xs
vergift, die ja sowieso = 0 ist). Und in R ist M = {x; : |z;| < 1} offen, also ist

dort M = M.

3. Besitzt M nur endlich viele Elemente, so ist M = @.

4. Ist x¢ ein Randpunkt der Menge M, so enthélt jede Umgebung von x, wenigstens
einen Punkt aus M und einen Punkt aus dem Komplement zu M. Also kann xq
kein innerer Punkt von M sein. Liegt dagegen xq in M und ist kein Randpunkt von
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M, so mufl xq ein innerer Punkt von M sein. Also gilt:

M =M\ OM.

Eigenschaften des offenen Kerns
.M ist die grifste offene Menge, die in M enthalten ist.
2. Ist N C M, so ist auch Jif C ]\04

3. Es ist (M)° = M.

4. M offen <— M = M.

BEWEIS: Es handelt sich um einfache Ubungsaufgaben! Man beweise zunichst, daf ]\04
stets offen ist. Daraus folgt sofort Eigenschaft (3) und auch sehr schnell Eigenschaft (1),
und daraus dann Eigenschaft (4). (2) ist trivial. []

Definition:
Sei M C R" eine beliebige Teilmenge.

Ein Punkt xq € R" heifit Berihrungspunkt von M, falls fiir jede Umgebung U =
U(xg) C R" gilt: UN M # @.

Bemerkung: Folgende Aussagen sind dquivalent:
1. xq ist Beriihrungspunkt von M.
2. Ve>03dx e M mit [[x—x¢| <e.

3. Es gibt eine Folge (x,,) von Punkten aus M mit nlgrg() X, = Xg.

Definition:
Sei M C R" eine beliebige Teilmenge.

Ein Punkt xq € R" heifit isolierter Punkt von M, falls es eine Umgebung U = U (x)
mit U N M = {xq} gibt.

Ein Punkt xq € R" heifit Hdufungspunkt von M, falls in jeder Umgebung von xq
unendlich viele Punkte von M liegen.

Bemerkung: Ein isolierter Punkt von M gehort selbst zu M. Ein Haufungspunkt von
M braucht nicht zu M zu gehoren.
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Einteilung der Beriihrungspunkte

Ein Punkt xqo ist genau dann ein Berihrungspunkt der Menge M, wenn er ein iso-
lierter Punkt oder ein Haufungspunkt von M ist.

Offensichtlich ist jeder Punkt von M auch ein Beriihrungspunkt von M. Ein Randpunkt
von M, der nicht zu M gehort, mufl zumindest ein Haufungspunkt von M sein, also auch
ein Beriithrungspunkt. Ein Punkt aber, der weder zu M noch zu OM gehort, besitzt eine
Umgebung, die M nicht trifft, kann also kein Beriihrungspunkt sein. Daraus folgt:

Charakterisierung der Beriihrungspunkte

Sei M C R" eine beliebige Teilmenge. Dann stimmt die Menge
M := {x € R" | x ist Beriihrungspunkt von M}
mit der frither definierten abgeschlossenen Hiille von M iberein:

M = M UOM.

Eigenschaften der abgeschlossenen Hiille
1. M ist die kleinste abgeschlossene Menge, die M umfaft.
2. Ist N C M, so ist auch N C M.
3. Es ist M = M.

4. M abgeschlossen <= M = M.

BEWEIS: Auch hier handelt es sich wieder um eine einfache Ubungsaufgabe. Wir wissen
schon aus Kapitel II, dafi M genau dann abgeschlossen ist, wenn OM C M ist, bzw. wenn
M = M ist. Damit ist (4) schon erledigt und (3) folgt trivial. AuBerdem ist damit klar,
daf3 M eine abgeschlossene Menge ist, die M umfaft. Der Rest von (1) und die Aussage (2)
werden bewiesen, indem man isolierte Punkte und Héufungspunkte getrennt behandelt[ ]

Folgerung

OM =31\ M.

Beispiele:

1. Sei M := {1 | n € N} C R. Dann ist jeder Punkt von M ein isolierter Punkt und 0
ein Hiaufungspunkt, also M = M U {0}.
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2. Sei M :=QnNJ0,1] C R. Dann besitzt M keinen isolierten Punkt, aber jeder Punkt
von [0, 1] ist Haufungspunkt von M. Also ist M = [0, 1].

3. Sei M = B,(0)\ {0}. Dann ist 0 ein Hdufungspunkt von M und ein isolierter Punkt

von R"\ M. Es ist M = B,(0).

Wir betrachten jetzt ein abgeschlossenes Intervall I = [a,b] C R und eine Folge (z,) von
Zahlen aus I. Dann gilt:

1. (x,) besitzt — als beschriankte Folge — einen Héufungspunkt xy. Das folgt aus dem
Satz von Bolzano-Weierstrafi.

2. Man kann nun eine Teilfolge (2,)) auswéhlen, die gegen xy konvergiert.

3. Da die z,) in I liegen, ist zg auch ein Haufungspunkt der Menge I. Und da [
abgeschlossen ist, zy schon selbst zu I.

Insgesamt haben wir herausbekommen:
Jede Folge in I besitzt eine konvergente Teilfolge, deren Grenzwert in I liegt.

Beim Beweis haben wir nur zwei Eigenschaften von I benutzt, ndmlich dafl I beschrénkt
und abgeschlossen ist. Wir werden sehen, daf§ die beschriankten und abgeschlossenen Teil-
mengen von R genau diejenigen sind, bei denen jede Folge in der Menge auch eine in
dieser Menge konvergente Teilfolge besitzt. Allerdings wollen wir das gleich im R" zeigen.

Definition:

Eine Menge K C R" heifit kompakt, wenn jede Folge von Punkten aus K eine
Teilfolge besitzt, die gegen einen Grenzwert in K konvergiert.

Bevor wir beweisen, dafl die kompakten Mengen im R™ genau die abgeschlossenen und be-
schriankten Mengen sind, wollen wir noch die Grundlagen fiir ein weiteres Kompaktheits-
Kriterium besprechen.

Ein (endliches oder unendliches) System (U, ).er von Teilmengen des R™ heifit eine offene
Uberdeckung einer Menge M C R", falls gilt:

1. Alle Mengen U, sind offen.
2. McJU.

el

Ist J C I eine Teilmenge der Indexmenge, so nennt man das System (U,),c; ein Teil-
system. Liegt M auch noch in der Vereinigung aller U,,¢ € J, so spricht man von einer
Teiliiberdeckung. Ist die Menge J auflerdem endlich, so spricht man von einer endlichen
Teiliiberdeckung. Im allgemeinen wird man jedoch gar keine Elemente der Uberdeckung
weglassen konnen, und schon gar nicht so viele, da eine endliche Uberdeckung iibrigbleibt.
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Beispiele :

1. Sei M = {n | n € N} C R. Die Intervalle U, := (n — 3,n + 1) bilden eine
offene Uberdeckung von M. Die Indexmenge I ist in diesem Falle die Menge N der
natiirlichen Zahlen, also unendlich. Offensichtlich kann man keine der Mengen U,
weglassen.

2. Sei M := {0} U{% | n € N}, und (U,),er irgendeine offene Uberdeckung von M.
Dann gibt es ein ¢y € I, so daBB 0 € U, ist. Aber weil % gegen 0 konvergiert, gibt es
ein ng, so dafl auch % e U, ist, fiir n > ng. Zu jeder der Zahlen n = 1,2,3,...,ng
gibt es aber jeweils ein ¢,, € I mit % € U,,. Also bilden die Mengen U,,,U,,,...,U,,
eine endliche Teiliiberdeckung.

Wir benotigen auch noch einen Hilfssatz iiber offene Mengen in kartesischen Produkten.

Hilfssatz

Ein Punkt (Xo,y0) in einer Teilmenge U C R" x R™ = R™™ ist genau dann ein
innerer Punkt, wenn es Umgebungen V (xo) C R™ und W(yo) C R™ mit VxW C U
qibt.

BEWEIS: 1) Sei (xq,yo) innerer Punkt von U C R" x R™. Dann gibt es ein € > 0, so
daBl die Kugel

B.(x0,y0) = {(x,y) e R"™™ : ||[x — % H2 + 1y — yo HQ < e’}

1
ganz in U enthalten ist. Wir setzen dann 0 := E - €.

Vi={x:|x—x%x¢]| <} und W:={y : |y —yol <} sind Umgebungen von x, im
R"™ bzw. yo im R™, und fiir (x,y) € V x W ist

Ix = xo " + ||y — yo |I* < 26* = &%

Also liegt V' x W in B.(xg,yo) und damit in U.

2) Gibt es umgekehrt Umgebungen V' bzw. W von xy im R" bzw. von y, im R™ mit
V x W C U, so kann man 0.B.d.A. annehmen, da8 V' = B.(xq) und W = B.(y,) ist, fur
ein geeignetes € > 0. Aber dann gilt fiir (x,y) € B.(xg,yo) C R :

I =0 I < [lx =x0 | + |y = yo " < €,

und analog ||y — yo ||> < €2, also x € V und y € W. Das bedeutet, daB (x,y) in V x W
und damit in U liegt. Also gehort ganz B.(xg,yo) zu U, und (Xq,yo) ist innerer Punkt
von U. ]
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Der Satz von Heine-Borel

Folgende Aussagen tiber eine Teilmenge K C R" sind dquivalent:
1. Jede offene Uberdeckung von K enthilt eine endliche Teiliiberdeckunyg.
2. K ist kompakt.

3. K st abgeschlossen und beschrdnkt.

BEWEIS:

(1) = (2): Sei (x,,) eine Folge von Punkten aus K,
X :={x, : n €N}

Ist X eine endliche Menge, so enthélt (x,,) eine konstante Teilfolge, die natiirlich gegen
ein Element von K konvergiert. Wir konnen also annehmen, dafi X unendlich ist.

Behauptung: Die Menge X hat einen Haufungspunkt in K.

BEWEIS dafiir: Wir nehmen an, die Behauptung sei falsch. Dann besitzt jeder Punkt
x € K eine offene Umgebung U, C R", in der nur endlich viele Elemente von X liegen.
Das System der Umgebungen U, bildet eine offene Uberdeckung von K, und nach Voraus-
setzung kommt man dann sogar mit endlich vielen solcher Umgebungen aus. Aber dann
mufl X endlich sein. Das ist ein Widerspruch!

Sei xy € K ein Haufungspunkt von X. Dann kann man zu jedem k£ € N einen Punkt
Xp, € X N B1 (x0) finden. Das liefert die gewiinschte (gegen xg) konvergente Teilfolge.

(2) = (3): Sei K kompakt. Wire K nicht beschrinkt, so gibe es zu jedem n € N ein
X, € K mit || x, || > n. Aber die Folge der x,, kénnte dann keine konvergente Teilfolge
besitzen, und das ist nicht zugelassen.

Um zu zeigen, dafl K auch abgeschlossen ist, betrachten wir einen beliebigen Beriihrungs-
punkt xq von K. Definitionsgeméf gibt es zu jedem n € N einen Punkt x,, € K N B1 (xq).
Nach Voraussetzung gibt es eine in K konvergente Teilfolge (x,()). Als Grenzwert dieser
Folge kommt aber nur x in Frage. Also liegt xq in K, und wir haben gezeigt, dafl K = K
ist.

(3) = (1): Das ist der schwierige Teil des Beweises. Wir fiihren ihn in mehreren Schrit-
ten. Dabei benutzen wir die Bezeichnung ,,ii-kompakt® fiir die Uberdeckungseigenschaft

(1).
1. Schritt: Jedes abgeschlossene Intervall [a, b ist ti-kompakt in R.

BEWEIS dafiir: Sei (U,),e; eine offene Uberdeckung von [a,b] in R. Dann liegt speziell a

in einem U,,, und weil U,, offen ist, gibt es sogar ein ¢t mit a < ¢t < b und [a,t] C U,,.

Nun sei M = {t € [a,b] : [a,t] kann durch endlich viele U, iiberdeckt werden}. Die
Menge M wird durch b nach oben beschrinkt, daher existiert g := sup M, und es ist
a < tg < b. Wir wollen zeigen, dafl t; = b ist und machen die Annahme, es sei tq < b.
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Es gibt ein ¢y € I, so daB ¢y in U,, liegt. Wir konnen dann auch noch ein t* mit a < t* < ¢y
finden, so daf [t*,to] C U, ist. Aber dann mufl ¢t* in M liegen, und nach Konstruktion
gibt es Indizes ¢q,...,ty € I, so daf [a,t*] durch U,,,...,U,, iiberdeckt wird. Weil wir
auBerdem angenommen haben, dafl ty < b ist, gibt es auch ein ¢** mit t5 < t** < b, so
daB [ty, t**] C U, ist. Damit wird [a,t**] durch U,,,U,,,...,U,, iberdeckt, und ¢** gehort
zu M, im Widerspruch zur Supremumseigenschaft von ¢y;. Die Annahme war falsch, es ist

tatséchlich ty = b, und das ganze Intervall kann durch endlich viele U, iiberdeckt werden.

2. Schritt: Sei xo € R” und K C R™ ii-kompakt. Dann gibt es zu jeder offenen Uber-
deckung (U,),cr von {x¢} x K in R™™ eine endliche Teilmenge J C I und eine offene
Umgebung V von xq im R”; so daf3 (U,),cs schon eine Uberdeckung von V' x K im R™"*™
ist.

Der BEWEIS dafiir ist leicht: Zu jedem Punkt y € K gibt es ein «(y) € I mit (xq,y) €
U,(y), und dann gibt es offene Umgebungen V; von %y im R" und Wy von y im R™ mit

Vy x Wy C Uyy).-

Rm
Te— V x K
K ]
y Vy X Wy
s Uly)
‘X'[)‘ Rn

Weil K als {i-kompakt vorausgesetzt wird, {iberdecken schon endlich viele Umgebungen
Wy, ..., Wy, die Menge K. Setzt man V' := V;, N...NV,,, so wird V x K von den
Mengen U,y, iberdeckt, v =1,..., N.

3. Schritt: Sind A C R" und B C R™ ii-kompakt, so ist auch A x B C R"™™ ii-kompakt.

BeEwEIs dafiir: Sei (U,),cr eine offene Uberdeckung von A x B. Zu jedem x € A gibt es
eine offene Umgebung V. so dal Vi x B schon von endlich vielen U, iiberdeckt wird.
Da aber auch schon endlich viele V. die Menge A iiberdecken, kommt man insgesamt bei
A x B mit endlich vielen U, aus.

4. Schritt: Jeder ,Quader® [ay, b1] X [az,bs] X ... X [ay,b,] C R™ ist ti-kompakt.
Der BEWEIS ist eine einfache Induktion iiber n.
5. Schritt: Ist K C R" abgeschlossen und beschrénkt, so ist K ii-kompakt.

BEwEIS: Da K beschrinkt ist, gibt es einen Quader Ky mit K C Ky. Sei nun (U,),es
eine offene Uberdeckung von K. Dann bilden die U, zusammen mit der offenen Menge
U* := R"\ K eine offene Uberdeckung von K. Wir wissen aber schon, dafi K| ii-kompakt
ist. Also bilden endlich viele der U,, eventuell zusammen mit U*, eine Uberdeckung von
Ky. Das geht nur, wenn die endlich vielen U, bereits K tiberdecken. Das war’s! []

Es folgen nun einige Sétze iiber kompakte Mengen.
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Abgeschlossene Teilmengen kompakter Mengen

Sei K C R" kompakt und A C K abgeschlossen. Dann ist auch A kompakt.

BEwEIs:  Mit K ist auch A beschrankt. Weil A aulerdem abgeschlossen ist, ist A sogar
kompakt. ]

Das stetige Bild kompakter Mengen

Sei K C R" kompakt und f : K — R™ stetig. Dann ist auch die Bildmenge f(K) C
R™ kompakt.

BEWEIS:  Sei (y,) eine Folge in f(K). Dann gibt es Punkte x,, € K mit f(x,) = y,.
Weil K kompakt ist, besitzt die Folge (x,,) eine gegen ein xq € K konvergente Teilfolge
(Xn(r))- Wegen der Stetigkeit von f konvergiert dann (y.m)) gegen f(xo) € f(K). Damit
ist alles gezeigt.

Folgerung

Ist K C R"™ kompakt und f : K — R stetig, so nimmt f auf K Minimum und
Mazimum an.

Bewels:  f(K) C R ist kompakt, also abgeschlossen und beschriankt. Damit existieren
die Zahlen y_ := inf f(K) und y; := sup f(K), und sie miissen beide in f(K) liegen.
Dann gibt es aber Punkte x_ € K und x;, € K mit f(x_) =y_ und f(xy) = y,. []

Definition:

Sei U C R" eine offene Teilmenge. Man sagt, eine offene Teilmenge V' C R" liegt
relativ-kompakt in U (und schreibt daftr: V' CC U), falls gilt:

V ist kompakt und in U enthalten.

Sehr niitzlich ist oft die folgende Feststellung:

Existenz relativ-kompakter Umgebungen

Sei U C R" offen und K C U kompakt. Dann gibt es eine offene Menge V- C R"
mil
KcVccU.

BEWEIS:  Zu jedem Punkt x € K gibt es ein €(x) > 0, so daB} B.(x)(x) C U ist. Nun sei

6(x) := 3 - e(x) und Vi := Bs(x)(x). Dann liegt sogar Vx in U.
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Die offenen Mengen Vy iiberdecken K. Aber da K kompakt ist, kommt man mit endlich
vielen solcher Mengen aus, die wir mit Vi,...,Vxy bezeichnen wollen. Schlieilich setzen
wir V :=V; U...U Vy. Dann gilt:

1. V ist offen, und K ist in V enthalten.
2. V=V,U...UVy liegt noch in U.

3. Jede abgeschlossene Kugel ist eine abgeschlossene und beschrankte Menge, und ei-
ne endliche Vereinigung von abgeschlossenen und beschrankten Mengen ist wieder
abgeschlossen und beschrinkt. Also ist V kompakt und damit V ccC U.

[

Im Beweis wurde die folgende Aussage benutzt:

Hilfssatz
Sind My, My C R"™ beliebige Mengen, so ist

M, U My = M, U M.

BEwEers:  a) Mit M; C M; U M, ist auch M, C M, U M,, fir i = 1,2, und damit auch
M, UM,y C M, U M.

b) Da M; C M; ist, fiir i = 1,2, ist M; U M, in der abgeschlossenen Menge M; U M,
enthalten. Dann muf aber auch die abgeschlossene Hiille M; U My in M; U M, liegen. [ ]

Definition:
Eine offene Menge U C R" heiflt zusammenhdngend oder ein Gebiet, wenn gilt:

Sind x,y € U zwei beliebige Punkte, so gibt es eine stetige Kurve « : [0, 1] — U mit
a(0) =xund a(l) =y.

Ein Gebiet kann nicht in zwei Teilgebiete zerlegt werden:

Unzerlegbarkeit von Gebieten

Sei G C R" ein Gebiet und U C G eine offene, nicht leere Teilmenge. Ist auch G\ U
offen, so mufl schon U = G sein.

BEWEIS:  Sei xy € U ein beliebiger Punkt. Wir wollen unter den gegebenen Voraus-
setzungen zeigen, dafl G \ U leer ist. Dazu benutzen wir das Widerspruchsprinzip und
nehmen an, es gibt einen Punkt yy € G\ U. Weil G ein Gebiet ist, gibt es einen stetigen
Weg a : [0, 1] — G, der xq mit y, verbindet. Und weil U und G'\ U beide offen sind, gibt es
ein € > 0, so dafl B.(xp) in U und B.(yo) in G\ U enthalten ist. Wegen der Stetigkeit von
a gibt es dann ein 6 > 0, so daB a(t) € B.(xo) C U fiir [t| < 0 und a(t) € B.(yo) C G\U
fir [t —1] < ist.
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Nun sei tg := sup{t € [0,1] : «a(t) € U}. Offensichtlich ist
0<6<ty<l-6<1.

zo = a(ty) liegt in G. Wir unterscheiden zwei Fille:

1. Fall: zy € U. Da U offen und « stetig ist, gibt es ein 7 > 0, so dafl auch noch «(t) € U
fiir |t — to| < r ist, also insbesondere fiir tyg <t < ¢y + r. Aber das ist nicht moglich.

2. Fall: zg € G\ U. Mit dem gleichen Argument wie oben erhélt man ein r > 0, so da8
a(t) e G\ U fiir tg —r <t <ty ist, und auch das ist unmoglich.

Also haben wir einen Widerspruch erzielt, die Annahme ist falsch und U = G. []

Sind x¢,yo zwei Punkte im R", so nennt man « : [0, 1] — R" mit
Oé(t) :Xg+t'(y0—X0) = (1—t>X0+tY0

die (Verbindungs-)Strecke von xo und yo. Manchmal versteht man unter der Verbindungs-
strecke allerdings auch die Bildmenge

a([0,1)={x=(1—1%)-xo+t-yo|0<t <1}

Aus dem Zusammenhang mufl man entnehmen, was gerade gemeint ist.

Definition:

Eine Teilmenge M C R" heifit konvez, falls mit je zwei Punkten x und y auch stets
deren Verbindungsstrecke in M liegt.

Beispiele :
1. Jedes Intervall ist eine konvexe Teilmenge von R.

2. Offene und abgeschlossene Kugeln im R" sind konvex:

Seien etwa Xg,yo € B,(20), also
|xo— 2o || <rund ||yo—2zol <

Dann hat jeder Punkt auf der Verbindungsstrecke die Gestalt x = (1 —1t)-xq+1t-yo,
mit 0 <t < 1. Daauch zg = (1—1) 2zg+1-2 ist, folgt:

Ix—zoll = [|[(1—1t)-(x0—20)+t(yo—20)]
< (1—1t)-|Ixo— 2o+t || yo— 2ol
< I=t)r+tr=r.

3. Jede konvexe offene Menge ist ein Gebiet.
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85 Partielle und totale Differenzierbarkeit

Sei nun D C R” eine Teilmenge und f : D — R* eine Abbildung. Es gibt mehrere Stufen
der Kompliziertheit:

2)

b)

n =1 und k = 1. Das ist die Situation der reellen Funktionen von einer Verdnder-
lichen, die wir in Kapitel I betrachtet haben.

n = 1 und k beliebig. Dann sprechen wir von einer vektorwertigen Funktion oder
einer parametrisierten Kurve oder einem parametrisierten Weg. f = (f1,..., fx)
ist genau dann stetig bzw. differenzierbar, wenn alle Komponenten es sind. Solche
Funktionen haben wir in Kapitel II behandelt. Das Schwergewicht lag allerdings
auch da auf dem Fall k = 1.

n beliebig und k = 1. Das ist der Fall einer reellen Funktion von n Verdnderlichen.
Die Stetigkeit einer solchen Funktion wird wie bei Abbildungen zwischen beliebigen
metrischen Rdumen definiert.

Die Differenzierbarkeit ist nicht so einfach zu beschreiben. Das wird im Wesentlichen
der Inhalt dieses Paragraphen sein. Uber die Veranschaulichung einer Funktion von
mehreren Verédnderlichen werden wir weiter unten sprechen. Allerdings darf man
nicht zu sehr an geometrischen Vorstellungen kleben: das Bruttosozialprodukt ist
z.B. eine Funktion von sehr vielen Variablen, und dieser funktionale Zusammenhang
kann nicht mehr auf verniinftige Weise geometrisch dargestellt werden.

n und k beliebig. Dann besteht f = (fi,..., fx) aus k Funktionen von n Verdnder-
lichen. Vieles kann man daher auf den Fall (¢) zuriickfithren. Ist k = n, so spricht
man auch von einem Vektorfeld.

Der Ubergang von ,skalaren* Werten (k = 1) zu »vektoriellen Werten (k beliebig)
bereitet i.a. nicht so grofle Schwierigkeiten wie der Ubergang von einer Verédnderli-
chen (n = 1) zu mehreren Verdnderlichen (n beliebig).

Wir beschéftigen uns zunéchst mit (skalaren) reellen Funktionen von n Verénderlichen:

Beispiel :

Sei D := B;(0) € R* und f : D — R definiert durch
f(z1,29) = 2} + 3.
Wie kann man sich eine solche Funktion veranschaulichen? Der Graph
Gy ={(z1,22,2) € DX R |z = f(x1,22)}
ist eine Fliche im R?, die in folgendem Sinne iiber D liegt: Jede , vertikale Gerade®

{(z1,72,2) | z € R} durch einen festen Punkt (z1,x5) € D trifft den Graphen in
genau einem Punkt.
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X1

Eine andere Moglichkeit der Darstellung ist die Benutzung von ,, Héhenlinien®. In D
werden die Niveaumengen F, := {x € D | f(x) = ¢} dargestellt, in unserem Beispiel
sind das Kreislinien:

7
&

Stetigkeit von Polynomen

Polynome der Gestalt

_ 1 .19 7
p(x) = Z Qiyiy...iy Ty Lo == Ty
i1+ig+tin<m

2 m
= .0 + @10..0C1 + -+ Qo..01%n + Q20,07 + - + Qo..omT,

sind stetige Funktionen auf R".

BeEweis:  Die Funktionen (z1,...,z,) — z; und die konstanten Funktionen sind stetig,
und Summen und Produkte stetiger Funktionen sind wieder stetig. ]

Die Schreibweise von Polynomen von mehreren Verdnderlichen bereitet vielleicht am An-

fang etwas Schwierigkeiten. Hier ist z.B. ein Polynom vom Grad 2 in 2 Verédnderlichen:

i1 .02 2 2
Z Qiyiy T Ty = Qoo + A10T1 + A1T2 + A20T] + A1171T2 + Ao2Ts.
i1+12<2
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Genauer nennt man die grofite Zahl d, zu der es Indizes 14, ..., %, mit 2; +---+1,, = d und
ai,..;, 7 0 gibt, den Grad des Polynoms. Im Beispiel des Polynoms vom Grad 2 miifite
also wenigstens eine der Zahlen asg, ay; oder agy ungleich Null sein.

Definition:

Sei B C R" offen, a € B und f : B — R eine Funktion. Fiir v € R" bezeichnet man

Dy f(a) :=lim flativ) = J/a)

t—0 t

als Richtungsableitung von f in a in Richtung v (sofern der Grenzwert existiert).

Was bedeutet das anschaulich?

a(t) := a+ tv definiert eine parametrisierte Gerade L C R". Sie geht durch den Punkt a
und hat den Richtungsvektor v. Die Funktion

fut) = foalt) = fla+itv)

ist eine gewohnliche Funktion einer Verdnderlichen, und die Richtungsableitung von f in
a mit Richtung v ist nichts anderes als die gewthnliche Ableitung (f1)'(0).

Den Graphen von f;, erhélt man, indem man den Graphen von f mit der iiber der Geraden
L gelegenen Ebene {(x,2) € R" x R | x € L} schneidet.

Beispiel :
Sei f : R* — R definiert durch f(x,y) := 1—2?—32. Ist a = (a1, b;) und v = (v, v2),
so ist
fr(t) = fla+tv) = flay +tvy, ay +tvy) = 1 — (ag + tv))* — (ag + tvy)?

= (1 —a? —a3) — 2t(a1v; + ayvy) — 2 (v} +v3).

Also ist

Dy f(a) = (f1)'(0) = (=2(a1v1 + agvy) — 2t(v] + v3)) ‘ = —2(a1v; + agvy).

t=0



§ 5  Partielle und totale Differenzierbarkeit 319

Insbesondere ist Dy f(a) = 0 genau dann, wenn aev = 0 ist, wenn also diese beiden
Vektoren aufeinander senkrecht stehen. In a = 0 ist jede Richtungsableitung = 0.

Eigenschaften der Richtungsableitung

f und g seien in a in Richtung v differenzierbar, c sei eine Konstante. Dann sind
auch c- f, f+ g und f - g in a in Richtung v differenzierbar, und es gilt:

1. Dy(c- f)(a) =c- Dy f(a).
2. Dy(f +g)(a) = Dyf(a) + Dyg(a).
3. Dy(f-9)(a) = f(a) - Dyg(a) + Dy f(a) - g(a).

BEWwWEIs: Esist (¢- f)p, = (c- floa=c-(foa)=c- fr,und analog (f +g)r, = frL+ gL
und (f-g)r = (fr) - (g9r). Mit der Definition der Richtungsableitung folgt nun ganz leicht
die Behauptung.

Wir wollen das nur bei der Produktregel nachpriifen:

Dy(f-9)(@) = ((f-9)L)(0)

= (fr-9.)(0
= fr(0) - (9)"(0) + (f)'(0) - 9 (0)
= f(a)- Dyg(a) + Dy f(a) - g(a)

Abhéngigkeit vom Richtungsvektor

Sei f in a in Richtung v differenzierbar, v # 0 und « eine Konstante. Dann ist f
in a auch in Richtung av differenzierbar, und es gilt:

Davf(a) =a va(a).

BEwEIs:  Die Ableitung in Richtung des Nullvektors existiert immer und ist = 0. Also
kénnen wir voraussetzen, dafl auch o # 0 ist. Dann gilt:

o fattav) — f@) (a fa+(ta)v) - f(a)>
t—0 t t—0 ta
o fatsv)— f(@)
= a-Dyf(a).

]

Es reicht daher, wenn man sich bei den Richtungsableitungen auf Einheitsvektoren be-
schriankt. Eine besondere Rolle spielen dabei die Standard—Einheitsvektoren ey, ..., e, :
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Definition:

Die Funktion f sei in a in Richtung des i-ten Standard-Einheits—Vektors e; diffe-
renzierbar. Dann heif3t
of

So(a) = D f(@)

die i—te partielle Ableitung von f in a. Man schreibt auch f,,(a) dafir.

Wenn alle partiellen Ableitungen von f in a existieren, dann heift f in a partiell
differenzierbar.

Wie fithrt man die partielle Differentiation praktisch durch?
Sei a = (ay, ...,a,). Dann gilt:

@) = Dafla) = iy TSR

t—0 t

1
= %g%g(f(al,...,ai—l—t,...,an)—f(al,...,ai,...,an))

— lim f(ala sy (i1, 8y Qg 1, - - 7an) - f(ala sy A1, Qgy Qg 1y - - - ,Gn)
S—a; S — a;
d
= % o f(al, vy Q51,858,441 - - - ,an).
—Y
Um also die i-te partielle Ableitung von f in a auszurechnen, mufl man in f(z1, ..., x,) die

Variablen z;, j # 4, durch die entsprechenden Komponenten a; von a ersetzen. Danach
héngt die Funktion nur noch von der einen verbliebenen Variablen z; ab und kann im
gewoOhnlichen Sinne nach dieser Variablen an der Stelle a; differenziert werden.

Beispiel :
Sei f(x,y,2) = z*- cos(yz).
Um partiell nach x zu differenzieren, mufl man die Variablen y und z festhalten und
nur die Funktion z + x? - cos(yz) betrachten. Also ist
of
e =2z .
L 0y.2) = 20 costye)
Um partiell nach y zu differenzieren, mufy man die Variablen x und z festhalten und
nur die Funktion y — 22 - cos(yz) betrachten. So erhilt man

of

a—y(x,y,z) = g2

- (—sin(yz) - 2) = —2zsin(yz)

und analog

0 )
aJZc(x, Y,z) = —2?y sin(yz).

Es sieht so aus, als hédtte man die Verallgemeinerung der Differenzierbarkeit auf mehrere
Verénderliche gefunden. Aber leider ist die partielle Differenzierbarkeit eine zu schwache
Eigenschaft. Sie hat noch nicht einmal die Stetigkeit der Funktion selbst zur Folge:
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Beispiel :

Wir betrachten die Funktion
2
1Y y
£ 0,0
f(x7y) = x2+y4 ur (x)y);é( 9 )

0 fir (z,y) = (0,0).

Die Funktionen x — f(x,0) =0 und y — f(0,y) = 0 sind sicherlich im Nullpunkt
differenzierbar. Also ist f in 0 = (0,0) partiell differenzierbar. Andererseits ist f

dort nicht stetig:

Wenn man y, := ((a,)?, a,) setzt, mit einer Nullfolge (a, ), so konvergiert diese Folge

gegen (0,0), aber es ist

. (@)
lim ,) = lim =
f(y ) 300 2(@1,)4

1
>

V—00

Das diirfte nicht passieren, wenn f im Nullpunkt stetig wére.

Eine weitere Schwéche der partiellen Differenzierbarkeit tritt auf, wenn man héhere Ab-

leitungen betrachtet:

Ist B C R" offen und f : B — R in allen Punkten von B partiell differenzierbar, so

bilden die partiellen Ableitungen a—f(x) wieder reellwertige Funktionen auf B. Sind sie

ox

alle stetig, so nennt man f stetig par%iell differenzierbar.

Definition:

Sei B C R" offen, f : B — R fiiberall partiell differenzierbar und alle partiellen
Ableitungen —— in einem Punkt a € B wiederum partiell differenzierbar. Dann

o0x;

definiert man fiir ,7=1,...,n:

0% f 0 (of

Man nennt diesen Ausdruck auch die 2-te partielle Ableitung von f nach z; und z;
an der Stelle a, und schreibt dafiir auch f, . (a).

Beispiel :
Sei f(xy1,x9) 1= k%1 . cos(xy). Dann gilt:

of

Oz,

of

(x) = k- e . cos(zy) und B

(x) = —ehm - sin(xs),

sowie
0? f 0? f

= = —keFu g .
&claxg a (937285131 a ¢ Sln(aQ)
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Man kann sich nun fragen, ob man die 2-ten Ableitungen immer miteinander vertauschen
kann, ob es also bei hoheren partiellen Ableitungen nicht auf die Reihenfolge ankommt.
Leider ist das nicht generell der Fall:

Beispiel :
-y
Sei f(l'7y) = xym fiir (l',y) 7é (070)7
0 fir (z,y) = (0,0).
Dann gilt fiir (z,y) # (0,0):
of 0 (23y — vz
Doy = o (2T
Ox Ox \ x?+y?
_ Ba?y—y”)(@? +y) — (%Y — yPa)2e
(22 + y2)2
_ oty + 422y — o
(22 +y2)2
also o/
5, 0y) =~y (firy #0).
Weiter ist
ox 2—0 x '
2
Also ist sogar Z;’;(o,y) = —y fiir alle y und 8(?g§x (0,0) = —1.
Entsprechend erhalten wir fiir (z,y) # (0,0):
of 0 (23y —yix
Ly = = (222
oy dy \ 2+ y?
_ (@@ =3y +y?) — (@Y — yPa)2y
(22 + 42)2
_ x® — 4xdy? — oyt
(22 +y2)2
also 5
a‘;(x,()) =z fiir x # 0,
und
oy y—0 Y '
2
Somit ist aigy(o,o) =+1

Zum Gliick gilt folgendes hinreichende Kriterium fiir die Gleichheit der gemischten zweiten
Ableitungen:
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Satz von Schwarz

Sei B C R" offen und f : B — R auf ganz B nach allen Variablen partiell differen-
zierbar, a € B.

0*f O*f
i, (x) und

gebung von a in B existieren und in a stetig sind, so ist

Wenn die gemischten zweiten Ableitungen (x) auf einer Um-

ax]’ €T;

L MRy
8%8@ B 8$]8£(}Z '

Auf den etwas technischen Beweis verzichten wir hier. Es geniigt iibrigens schon, dafl eine
der beiden gemischten Ableitungen in der Ndhe von a existiert und in a stetig ist. Dann
folgt bereits die Existenz der anderen Ableitung und die Gleichheit.

0
Die Bildung einer partiellen Ableitung 8f kann man auch als Anwendung eines , linearen

%

Operators* auf die Funktion f auffassen.

i
Man fafit nun gerne die n partiellen Ableitungs—Operatoren zu einem vektoriellen Opera-
tor zusammen:

0 0 .
V= (axl,,axn) . (,7Nabla )

Dieser Operator kann auf verschiedene Weise wirken:

Sei B C R" offen.
1. Ist f : B — R eine stetig partiell differenzierbare Funktion, so heifit das Vektorfeld

0 0
grad(f) := Vf:(agi’“"aj)

das Gradientenfeld von f. Der Wert grad(f)(a) in einem Punkt a wird als Gradient
von f in a bezeichnet.

2. Sei v = (vy, ...,v,) : B — R" ein Vektorfeld, dessen sdmtliche Komponenten v;
stetig partiell differenzierbar sind. Dann heift die Funktion
8@1 82]”
di =V =—+ -
iv(v) oV A + -+ oz,

die Divergenz von v.

3. Sei jetzt speziell n = 3 und v : B — R? ein stetig partiell differenzierbares Vektor-
feld. Dann heifit das Vektorfeld

81)3 _ 81)2 61}1 _ 8v3 8112 _ 8@1
81’2 8133’ 8133 8x1’ axl 8x2

rot(v) =V xv=(

die Rotation von v.
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Man beachte, dafl bei V e v und V x v nicht einfach nur Multiplikationen zwischen den
Komponenten von V und denen von v durchgefithrt werden, sondern dafl die partiellen
Ableitungen in V als Operatoren auf den Komponenten von v wirken! Die vereinfachte
Schreibweise mit dem V kann daher leicht zu Fehlern fithren.

Divergenz und Rotation werden spéter ausfiihrlicher in einem Kapitel iiber Vektoranalysis
behandelt werden, mit dem Gradienten und seiner Bedeutung beschéftigen wir uns noch
einmal weiter unten in diesem Paragraphen.

Zunéchst wollen wir aber den Differenzierbarkeitsbegriff noch einmal {iberdenken. Bei der
partiellen Differenzierbarkeit haben wir folgende Méngel festgestellt:

e Eine partiell differenzierbare Funktion braucht nicht stetig zu sein.

e Ist eine Funktion 2x partiell differenzierbar, so hingen die Werte der zweiten Ab-
leitungen von der Reihenfolge der Differentiation ab.

Vielleicht kann man ja die Situation in einer Verdnderlichen auf geschicktere Art verall-
gemeinern:

Sei I C R ein offenes Intervall, ty € I und f : I — R eine Funktion. Ist f in ¢y differen-
zierbar, so existiert der Grenzwert

f'(to) := lim M.

t—to t— to

Fiihren wir die lineare Funktion

und die Restfunktion
r(h) == f(to+h) — f(to) — L(h)

ein, so gilt:
1. f(t) = f(to) + L(t - to) -+ T(t - to) fir t = to + h nahe to.

2. lim @ =0.
h—0 h

3. Der Graph der affin-linearen Funktion T(t) := f(to) + L(t —to) ist die Tangente an
den Graphen von f im Punkte ¢,.

Erfillt f umgekehrt die Bedingungen (1) und (2), so ist f in ¢o differenzierbar, und L(1)
ist die Ableitung f’(¢y). Die Bedingungen (1) und (2) lassen sich aber verhéltnisméafBig
leicht auf die Situation mehrerer Verdnderlicher iibertragen:
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Definition:
Sei B C R" offen, f : B — R eine Funktion und a € B ein Punkt.

f heiit in a (total) differenzierbar, wenn es eine lineare Abbildung L : R" — R und
eine in der Nédhe des Nullpunktes definierte , Restfunktion“ r gibt, so daf gilt:

1. f(x) = f(a)+ L(x —a) 4+ r(x — a) fir x nahe a.

Die (dadurch eindeutig bestimmte) lineare Abbildung L heifit die (totale) Ableitung
oder das totale Differential von f in a. Man bezeichnet sie auch mit

Df(a) , df(a) oder (df)a.

Bemerkung: Man kann die Bedingungen (1) und (2) fiir die totale Differenzierbarkeit
in einem Punkt a auch folgendermaflen zusammenfassen:

Es gibt eine lineare Abbildung Df(a) : R" — R, so daB gilt:

1o fa+h) = f(@) — Df(a)(h)

=0.
h—0 bl

Daf§ die Ableitung eindeutig bestimmt ist, folgt leicht, wenn auch nicht ganz so trivial
wie in einer Verdnderlichen. Wir werden diese Tatsache zunéchst voraussetzen, um einige
Ableitungen bestimmen zu konnen, werden den Beweis aber nachtragen.

Beispiele :

1. Sei f(x) = c konstant. Da die Ableitung einer konstanten Funktion in einer Verénder-
lichen gleich Null ist, raten wir hier: L = 0 (also die Null-Abbildung). Tatséchlich
ist dann

fla+h)—f(a)—L(h) c—c—0 _0
b [y
fiir jeden Vektor h, und damit verschwindet auch der Grenzwert fiir h — 0. Also

ist Dc(a) = 0 in jedem Punkt a.

2. Sei f(x) :=uex=wux; + -+ u,z, selbst schon eine Linearform. Dann ist
fla+h) = f(a) = (f(a) + f(h)) = f(a) = f(h).
Also gilt mit L(h) := f(h):

f(a+h)— f(a) — L(h)
bl

= 0 fiir jedes h.

Die Ableitung einer Linearform ist in jedem Punkt a des R" wieder diese Linearform.
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3. Nun sei A = (a;;) € M, ,(R) eine symmetrische Matrix und

f(x)=xo0Aox" = ajm;

ij=1

die zu A gehorige ,,quadratische Form“. Um die Ableitung zu bestimmen, bleiben
wir besser bei der vektoriellen Schreibweise. Es ist

fla+h)—f(a) = (a+h)oAdo(a+h)’ —aoAoa'

= aoAoa +hoAdoa +aoAoh' +hoAoh'

—aoAoa'

= 2a0Aoh’' +hoAoh'.
Jetzt sieht man schon etwas klarer: Wir versuchen es mit
L(h):=2ao0Aoh” und r(h):=hoAoh'.

Offensichtlich ist L eine Linearform, und wir brauchen nur noch eine gute Abschét-
zung fiir den Restterm. Nach der Schwarzschen Ungleichung ist aber

[7(h)[=[(hoA)eh|<|[hoAl-|h],
also

| r(h) |
bl

<|lho A,
Dah — ||ho A als Zusammensetzung stetiger Abbildungen selbst stetig ist, folgt:

)
W )~

Somit ist Df(a)(h) =2aoc Aoh'.

Selbst bei relativ einfachen Funktionen ist die Suche nach der Ableitung recht miihsam.
Wir brauchen einen einfachen Kalkiil, und zum Gliick gibt es den:

Berechnung der totalen Ableitung

Sei f : B — R ina € B differenzierbar. Dann existieren in a auch sdamtliche
Richtungsableitungen von f, und es gilt:

Df(a)(v) = Dy f(a).
Insbesondere ist f in a nach allen Variablen partiell differenzierbar, und es gilt:

Df@)(v) = ngl@) -+ 05l = v e Va)

Aus diesem Satz folgt auch sofort die Eindeutigkeit der Ableitung!
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BEWEIS:  Sei v = (vy, ...,v,) ein Richtungsvektor # 0 und ¢t € R, ¢ # 0. Dann gilt:
fla+itv) = f(a)+¢-Df(a)(v) +r(t-v),

mit .
S T
Also ist b
o flat i)~ f(a) ~ 1 Df@Y)
t—0 t
und damit fattv) — f(a)
a+itv)—jla
Dyf(a) = iy TETI @ i
Insbesondere existieren die partiellen Ableitungen gf (a) = De, f(a) fiiri =1,...,n, und
T
es gilt:
Df(a)(v) = Df(a)(z v;€;) Z v;Df(a Z v;De, f(a) = v e Vf(a).
i=1

]

Dieser Satz erlaubt es jetzt, totale Ableitungen mit Hilfe von partiellen Ableitungen aus-
zurechnen, und fiir die letzteren brauchen wir ja nur den Kalkiil aus der Theorie einer
Verdnderlichen zu iibernehmen. Wir wollen das gleich einmal testen:

Beispiel :
Sei wieder .
f(X) =xo0Ao XT = Z Qi TiTj.
ij=1
Dann ist
0 & 0
S 2 ity = Z @ij 5 (i)
Lk =1 ij=1
n
= > a0y + 0ji)
ij=1
n n
= Z QAp; T + Z Qi
j=1 i=1
n
= 2 Z a;x; (weil A symmetrisch).
i=1
Also ist

DIGIMm) = 3 hig axk
k=1 i=1

= 2. ) maghy

i k=1
= 2xo0Aoh'.
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Das hatten wir schon auf anderem Wege herausbekommen.

Eine Warnung mufl ausgesprochen werden! Der obige Satz ist nicht umkehrbar, es gibt
Funktionen, die partiell, aber nicht total differenzierbar sind. Das ergibt sich aus folgender
Feststellung:

Total differenzierbare Funktionen sind stetig

Ist f in a total differenzierbar, so ist f dort auch stetig.

BEwEIS:  Wir konnen schreiben:
fla+h) = f(a) + Df(a)(h) + r(h),
mit L(h) — 0 und r(h) — 0 fiir h — 0.

Daher ist )l(lgéf(x) = f(a). []

Wir haben schon ein Beispiel einer Funktion gesehen, die im Nullpunkt partiell differen-
zierbar, aber nicht stetig ist. Sie kann dann natiirlich erst recht nicht total differenzierbar
sein.

Wir stehen damit vor einem Dilemma: Berechnen wir die Ableitung einer Funktion f
mit Hilfe der Definition der totalen Differenzierbarkeit, so haben wir damit automatisch
auch die totale Differenzierbarkeit von f bewiesen. Aber dieser Weg ist meistens nicht
durchfithrbar. Benutzen wir andererseits die besser handhabbaren partiellen Ableitungen,
so miissen wir von Rechts wegen auch noch die totale Differenzierbarkeit beweisen. Also
ist eigentlich nichts gewonnen. Zum Gliick gibt es folgendes einfache Kriterium:

Differenzierbarkeitskriterium
Sei B C R" offen, f : B — R eine Funktion und a € B ein Punkt.

Wenn es eine offene Umgebung U von a in B gibt, so daf$ alle partiellen Ableitungen
von f auf U existieren und in a stetig sind, dann ist f in a total differenzierbar.

Der Beweis ist nicht sehr schwer. Wie die totale Ableitung L = Df(a) aussehen soll,
wissen wir ja schon, wir miissen nur den Ausdruck

f(a+h)— f(a) = L(h)

abschétzen. Zu dem Zweck verbindet man a und a + h durch eine Kette von achsenpar-
allelen Strecken. Die Differenzen der Funktionswerte von f an zwei aufeinanderfolgenden
Endpunkten kénnen jeweils mit Hilfe des Mittelwertsatzes durch partielle Ableitungen
von f an geeigneten Zwischenpunkten ausgedriickt werden. Auf die Ausfithrung der tech-
nischen Einzelheiten verzichten wir hier.

Was ist die anschauliche Bedeutung der totalen Differenzierbarkeit?

In einer Verdnderlichen gilt: Ist f in ¢y differenzierbar, so besitzt der Graph von f in
(to, f(to)) eine Tangente. Parametrisiert wird die Tangente z.B. durch ¢ — (¢, T(t)), mit
der affin-linearen Funktion T (t) := f(to) + f'(to) - (t — to). Dann gilt insbesondere:
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In mehreren Verédnderlichen gilt etwas Analoges:

Existenz der Tangentenhyperebene
Sei f: B— R inaée B CR" total differenzierbar.

Dann gibt es genau eine affin-lineare Funktion Ty : R" — R mit folgenden FEigen-
schaften:

a) Tr(a) = f(a).
) i £00= )

2 [[x —all

=0.

Die Tangentenfunktion T ist gegeben durch

Ty(x) := f(a) + Df(a)(x — a).

Den Graphen Tq(f) = Gr, C R™™ won T nennt man die (affine) Tangen-
ten(hyper)ebene an Gy in (a, f(a)).

Diese Tangentenebene enthdlt insbesondere alle Tangenten an Gy in (a, f(a)), die
sich aus den Richtungsableitungen ergeben.

BEWEIS:  Sei F'irgend eine affin-lineare Funktion, die die Bedingungen a) und b) erfiillt.
Dann hat F' die Gestalt
F(x) = a+ L(x),

mit einer Konstanten « und einer Linearform L. Wegen (a) ist a + L(a) = f(a), also
F(x) = f(a) + L(x — a).
Wegen (b) folgt daraus:

i flath) = f(a) — L(h)

Wl Thl =0

Da f in a differenzierbar und die Ableitung eindeutig bestimmt ist, mufl L = D f(a) sein.
Das zeigt die Eindeutigkeit von Ty und Aussage (2).

Also ist
Ta(f) ={(x,2) | 2= f(a) + Df(a)(x — a)}.

Sei v € R" ein beliebiger Richtungsvektor, o : R — R™"! definiert durch

a(t) == (a+tv, flattv)).
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Dann ist « ein differenzierbarer Weg, der ganz innerhalb des Graphen G verlduft, mit
a(0) = (a, f(a)) und Tangentialvektor o/(0) = (v, D f(a)(v)).

Behauptung: (a, f(a)) + o/(0) € Ta(f).

BEWEIS dafiir:

(a, f(a)) +a/(0) = (a+ v, f(a) + Df(a)(v)).
Setzt man x := a+ v und z := f(a) + Df(a)(v), so ist z = f(a) + Df(a)(x — a), also
(a, f(a)) +/(0) € Ta(f). L]

Ta(f)

Beispiele:
1. Sei f(z,y) = 2? + 3>

Dann ist f(0,0) = 0 und Df(0,0) = 0. Also ist 7(z,y) = 0 und die Tangentenebene
an den Graphen von f im Nullpunkt ist gegeben durch

T0)(f) = {(z,y,2) € R* | 2 = 0}.

2. Sei f(z,y) := e cos(y) und a := (0, 7).

Dann ist f(a) = $v/2 und Df(a)(v,w) = 1v/2(v — w). Also ist

Ty(a,y) = f(a) + Df(a)(a,y — 5) = VA1 +o -y + ).

Die Tangentenebene an den Graphen von f im Nullpunkt ist gegeben durch

Too() = @y, VAL +o -y + 1) | 2.y R}

3. Sei f(z,y) = { N fiir (z,y) # (0,0)
0 fiir (x,y) = (0,0).

Wir zeigen zunéchst, daB8 f im Nullpunkt stetig ist: Sei (x,) eine Nullfolge. Dann
konnen wir schreiben:

x, = (r, cos(p,), r, sin(p,)), fir v e N.
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Dabei konvergiert r, = || x, || gegen Null, und unabhéngig von ¢, ist
(cos,)? + (sing,)? =1 und 0 < |cos g, |, |sinp, | < 1.

Also konvergiert

}cos o, (sin 0,)?
[ fe) | =

2
Ty

| <7,
gegen Null.

Weiter ist f(z,0) = 0 und f(0,y) = 0. Also ist f im Nullpunkt auch partiell
differenzierbar, und es gilt:
of

52(0,0) =

of

0,0) = 0.
5, (0.0
Es existieren sogar beliebige Richtungsableitungen:

Da f(tx,ty) =t - f(x,y) fiir alle ¢ und beliebiges (z,y) gilt,? ist
Dnf(0) =lim —f(th) — f(0)

t—0 t

= f(h).

Man kann also an Gy im Nullpunkt in jeder beliebigen Richtung eine Tangente
legen.

Wire f in 0 total differenzierbar, so miite Df(0) = 0 sein. Fiir h := (r,r) ist aber

[ - -0 _ S 1
Tu] 22 VAr| 2va

und das kann nicht gegen Null konvergieren.

Also ist f im Nullpunkt nicht total differenzierbar, und der Graph von f besitzt
dort keine Tangentialebene. Wie soll man sich das vorstellen?

Da f homogen ist, gehort mit (x,z) auch jeder Punkt (¢x,tz) zum Graphen von
f, also die ganze Gerade durch (x, z) und den Nullpunkt. Diese Geraden sind dann
natiirlich auch Tangenten, und sie miifiten daher auch in einer etwa existierenden
Tangentialebene enthalten sein. Das ist nicht moglich, weil die Geraden gar nicht
alle in einer Ebene liegen. Die Punkte (1, 1, %), (1,-1, %) und (1,0, 0) liegen z.B. auf
Gy, sind aber linear unabhéngig.

Tatséchlich hat Gy im Nullpunkt eine ,,Spitze“, und dieser Mangel an Glattheit
verhindert die totale Differenzierbarkeit.

Wir wollen jetzt folgende Situation untersuchen:

Sei B C R" offen, a € B und f : B — R in der Nahe von a differenzierbar. Weiter sei
a : I — B ein differenzierbarer Weg, mit a(tg) = a. Dann kann man f auf « einschranken
und erhalt

g:=foa:I—R,

2Man nennt f daher auch eine homogene Funktion.
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eine reellwertige Funktion von einer Verdnderlichen! Wir wiirden erwarten, daf§ g in ¢
differenzierbar ist, und dafl man die Ableitung mit Hilfe der Kettenregel gewinnen kann.
Aber wie?

Wir setzen ( ) ( )
a(t) — alty .
A(t): ﬁ furt?éto,
o/ (tg) in t = tg.

Dann ist A stetig in to und a(t) = a(ty) + A(t) - (t — ty). Weiter konnen wir wegen der
Differenzierbarkeit von f schreiben:

fa+h) = f(a) + Df(a)(h) + [ h] - e(h),

: _ r(h) _
mit e(h) := Thl’ also }lgrtl) e(h) =0.

Dann ist

g(t) = foall)
= f(a)+Df(a)(a(t) — alto)) + | a(t) — alto) || - e(e(t) — alto)),

also

W = Df(a(to))(A(t)) £ | A1) || - e(a(t) — alto)).

LaBt man t gegen ty gehen, so erhélt man:

g'(to) = Df(a(to))(Alt))-

Damit haben wir bewiesen:

Spezielle Kettenregel

Ist B C R" offen, a: I — B inty € I differenzierbar und f : B — R in a := a(ty)
differenzierbar, so ist auch f o« in ty differenzierbar, und es gilt:

dOéi

(F oY (ta) = V5 (a) e /(ta) = o

(to)-

O

Beispiele:

1. Sei a(t) := a+ tv eine Gerade. Dann ist o/(¢) = v und daher
(fe@)'(0) = Vf(a)ev=Df(a)(v).
2. Sei a(t) := (cos(t),sin(t)) und f(z,y) = x + y. Dann ist

(Fo0)() = L a()an'(t) + 2L (a(t)a' (1) = —sin) + cos(r).
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Wir koénnen jetzt das Wesen des Gradienten etwas besser ergriinden:

Sei B C R" offen und f : B — R eine differenzierbare Funktion. Fiir ¢ € R sei
F..={xeB| f(x)=c}

die entsprechende Niveau-Flache von f.

Eigenschaften des Gradienten
Seia € B, f(a) =c und Vf(a) #0.
1. Vf(a) zeigt in die Richtung, in der f am schnellsten wdichst.

2. Ist a: (—e,e) — R" ein differenzierbarer Weg mit (0) = a, der ganz in F,
verliuft, so steht V f(a) auf o/ (0) senkrecht.

BEwEIS: 1) Sei || v = 1. Dann gilt:

Sl fatm) = Dufa)
Vfia)ev
= Vi@ -[[vIl-cosb,
wobei 6 der Winkel zwischen v und V f(a) ist.

Vi(a)
IV f(@) |

Dieser Ausdruck wird maximal, wenn 6 = 0 ist, also v =

2) Verlauft a ganz in F,, so ist f o a(t) = ¢, also

0=(foa)(t) =Vf(a)ed(t).

Definition:

Sei f wie oben gegeben, f(a) = ¢ und V f(a) # 0. Dann nennt man
To(F,) :={veR"|veVf(a)=0}

den Tangentialraum an F, in a (und a + T,(F.) den affinen Tangentialraum,).

Beispiele :
1. Sei f(xy,22) := 2% + z3. Dann ist der Graph von f eine Schale in Form einer

Halbkugel, und der Gradient V f(ay, az) = 2(a1, as) zeigt stets nach aufen.

2. Bei der Funktion f(z1,zs) := 1 — 22 — 3 ist es genau umgekehrt. Der Graph ist
eine umgestiilpte Schale, und der Gradient V f(ay, as) = —2(ay, as) zeigt stets nach
innen.
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Wie im vorigen Beispiel verschwindet der Gradient im Nullpunkt. Dort hat er also
auch keine Richtung, und das liegt daran, daf§ die Funktion im ersten Beispiel im
Nullpunkt ein Minimum und im zweiten Beispiel ein Maximum besitzt.

Schliellich betrachten wir f(z1,z2) := x3 — x3. Hier ist V f(ay,az) = 2(a1, —az).
Léngs der x1—Achse zeigt der Gradient nach auflen, ldngs der zo—Achse zeigt er nach
innen, und im Nullpunkt verschwindet er. Dort liegt ein sogenannter ,Sattelpunkt
vor. Die Niveaulinien sehen folgendermafien aus:

A2

Setzt man u := x1 — x9 und v := xy + x9, so sind die Niveaulinien Hyperbeln der
Gestalt © - v = const..

Sei g : B — R differenzierbar, g(a) = 0 und f : B x R — R definiert durch

f(x,2) = 2 = g(x).

Dann stimmt die Niveaufliche Fy = {(x,2) | f(x,2) = 0} mit dem Graphen G, =
{(x,2) | z = g(x)} iiberein.

Esist Vf(a,0) = (—Vg(a), 1) # (0,0). Wir wollen die Tangentenhyperebene T,(g)
mit dem affinen Tangentialraum (a,0) 4 T(a,0)(Fo) vergleichen.

Fiir (h, z) € R" gilt:

Vf(a,0)e(h,z)=0 <= (—Vg(a),l)e(h,z)=0
< Vyg(a)eh==2
<= Dg(a)(h) = z.

Also liegt (x, z) genau dann in (a,0) 4+ T(a,0)(Fp), wenn gilt:
2= Dg(a)(x —a) = g(a) + Dg(a)(x — a) = Ty(x).

Aber das ist gleichbedeutend damit, daf§ (x, z) in Ta(g) liegt. Die beiden (auf ganz
verschiedene Weise definierten) affinen Tangentialriume stimmen iiberein. Das hat
natiirlich auch damit zu tun, dafl der Gradient einer Funktion der speziellen Gestalt
f(x,z) = z — g(x) nie verschwindet.
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§

§6 Extremwerte

Definition:
Sei M C R" eine Teilmenge, f : M — R stetig, a € M ein Punkt.

f hat in a auf M ein relatives (oder lokales) Maximum (bzw. ein relatives (oder
lokales) Minimum), wenn es eine offene Umgebung U(a) C R" gibt, so daf§

fx) < f(a)  (bzw.  f(x) = f(a))

fir alle x € U N M ist. In beiden Féllen spricht man von einem relativen (oder
lokalen) Extremum.

Gilt die Ungleichung sogar fiir alle x € M so spricht man von einem absoluten (oder
globalen) Maximum oder Minimum.

Notwendiges Kriterium fiir relative Extremwerte

Sei B C R" offen und f : B — R in a € B differenzierbar.

Besitzt f in a ein relatives Extremum, so ist V f(a) = 0.

BeEwers:  Firi=1,...,n besitzt auch g;(t) := f(a+te;) in t = 0 ein lokales Extremum.
Nach dem notwendigen Kriterium aus der Differentialrechnung einer Verdnderlichen muf}
dann (g;)'(0) = 0 sein. Es ist aber

0
(9:)'(0) = 09{2- (a), firi=1,...,n.
Daraus folgt die Behauptung. M
Definition:

Ist f in a differenzierbar und V f(a) = 0, so heifit a ein stationdrer (oder kritischer)
Punkt von f.

Ein stationdrer Punkt a von f heifit Sattelpunkt von f, falls es in jeder Umgebung
U(a) Punkte b und c gibt, so da8§

f(b) < f(a) < f(c)

ist.

Beispiele dazu werden wir spéter betrachten. Ein hinreichendes Kriterium fiir die Existenz
eines Extremwertes erhilt man in einer Verdnderlichen durch Untersuchung der héheren
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Ableitungen, insbesondere der zweiten Ableitung.

Wir kommen nun nicht umhin, die Taylorformel in n Verdnderlichen zu beweisen, zumin-
dest bis zur Ordnung 2.

Definition:

Eine Funktion f : B — R heifit auf B k—mal stetig differenzierbar, wenn f partielle
Ableitungen bis zur Ordnung k besitzt, also Ableitungen der Form
irttin f
oz Oz . .. Oxin

mit iy 4+ i, <k,

und wenn alle partiellen Ableitungen der Ordnung k auf B noch stetig sind.

Die Menge aller k—mal stetig differenzierbaren Funktionen auf B wird mit dem
Symbol C¥(B) bezeichnet.

Bemerkung: Ist & > 1 und f € C¥(B), so ist f insbesondere in jedem Punkt von
B total differenzierbar. f ist dann sogar ,k—mal total differenzierbar“, aber auf diesen
Begriff wollen wir hier nicht nédher eingehen.

Wir betrachten nun eine Funktion f € C?(B) und einen Punkt a € B. Fiir eine beliebige
Richtung h € R" sei an(t) := a + th und g(t) := f o an(t) = f(a+ th). Dann folgt aus
der speziellen Kettenregel:

Jt) = Vflan(t)oh'

=Y armn

i=1

0
Da 8f (x) nach Voraussetzung auf ganz B stetige partielle Ableitungen besitzt, also

insbesondere total differenzierbar ist, ist auch ¢'(¢) ein weiteres Mal differenzierbar. Es
gilt:
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Definition:

Sei f in der Ndhe von a € R" zweimal stetig differenzierbar. Dann heifit die sym-
metrische Matrix

52
H¢(x) := <8xi§x]~(x) ‘ i,j = 1,...,n>

die Hesse—Matriz von f in X.

Wir haben gerade ausgerechnet, daf ¢”(t) = ho H;(a+ th)oh' ist.

Bemerkung: Die Symmetrie der Hesse-Matrix folgt aus der Vertauschbarkeit der 2.
Ableitungen, und die ist nur gegeben, weil f in einer ganzen Umgebung von a zweimal
stetig differenzierbar ist. Diese Voraussetzung ist also wichtig!

Im Falle n =2 ist Hy = ( ‘}c”g’zg ;];xygi?z; )

Nun koénnen wir die Taylorformel formulieren und beweisen:

Taylorformel 2.0rdnung

Sei B = B,.(a) eine offene Kugel um a, f : B — R zweimal stetig differenzierbar.
Dann gibt es eine auf B,.(0) definierte Funktion R mit

h
lim it )2 =0,
b0 || h ||

so daf fir |h|| < r gilt:

f(a+h) = f(a)+Vf(a)oh' + ;h o Hs(a)oh' + R(h).

BeEwers:  Ist h € B,(0), dann liegt oy (t) = a+th fir t € [-1,1] in B,(a), und deshalb
ist g(t) := f o an(t) auf [—1, 1] definiert und zweimal stetig differenzierbar. Wir wenden
auf g in ¢ = 0 den Satz von der Taylorentwicklung in einer Verdnderlichen an:

Es gibt eine Funktion 7(t) mit %in% n(t) =0, so daB gilt:
—

(1) = 9(0) + ¢/(0) -1+ g (0)- £ 4 (1) - 1

Dabei ist {

0t = 5 (6(0) ~ g"(0),

mit einer geeigneten (von ¢ abhéngigen) Zahl ¢ mit 0 < ¢ < t. Setzen wir ¢ = 1, so folgt
die gewiinschte Taylorformel, mit

R(h) = n(1)
_ ;h o (Hy(a+ ch) — Hy(a))ohT
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0? 0?
< f '(a -+ ch) — axéfx ) (a)) hzhj

daB

_ R(h)
w )
ist.
Zuniichst ist [hi| = |hee;| < ||l -|le | = | Rl

Die Summe enthilt n? Summanden, und da f zweimal stetig differenzierbar ist, die zweiten
partiellen Ableitungen also stetig sind, gibt es zu jedem € > 0 ein § > 0, so dafl

| O*f B O*f
8:1:i8xj 81’161']
fiir h € B;(0) ist. Fiir solche h ist dann

9
(B[ <5 -n® |

(a+ ch)

(a)| <e

Daraus ergibt sich die gewiinschte Limesbeziehung. ]

Es gibt selbstverstandlich auch Taylorformeln héherer Ordnung, aber mit denen werden
wir uns hier nicht beschéftigen.

Ist nun f in a stationér, also
1
fla+h) - f(a) = Sho Hy(a) o h' + R(h),

so hiangt das Verhalten von f in der Ndahe von a im Wesentlichen von der Hesse-Matrix ab,
denn R(h) verschwindet ja in a von hoherer Ordnung. Das fiihrt uns zu einem dhnlichen
hinreichenden Kriterium fiir Extremwerte, wie wir es aus der eindimensionalen Theorie
kennen. Allerdings ist die Lage hier doch noch etwas komplizierter.

Ist A € M, ,(R) eine symmetrische Matrix, so nennt man die Funktion
g(h):=hoAoh'
bekanntlich eine quadratische Form. Es ist
q(th) = t* - q(h) fiir t € R und h € R".

Insbesondere ist natiirlich ¢(0) = 0.

Definition:

Eine quadratische Form ¢(h) heifit

h) > 0 fiir alle h,

h) > 0 fiir alle h # 0,
)
)

positiv semidefinit
positiv definit

h) < 0 fiir alle h,

h) < 0 fiir alle h # 0,

Jhy, hy mit ¢(h;) < 0 < g(hy).

q(
q(
negativ semidefinit q(
q(

negativ definit
indefinit

RERN
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Erinnern wir uns an die Lineare Algebra! Da wurde gezeigt:

Ist A € M,,(R) eine symmetrische Matrix, so gibt es eine orthogonale Matrix S €
GL(n,R), so daBl S7' o Ao S eine Diagonalmatrix ist. Die Eintrige in der Diagonalmatrix
sind die Eigenwerte von A. (Das war der Satz von der Hauptachsentransformation).

Daf S orthogonal ist, bedeutet, da8 STS = E,,, also S~' = ST ist. Setzen wir v := ho S,
so ist
ga(h) ;= hoAoh' = (voST)oAo(voS")T
= vo(S'oAoS)ov'
AN - 0
= vo| : .. : |ov

0 - A\,
= Z )\i<vi)27
i=1
wobei A1, ..., \, die Eigenwerte von A sind. Also folgt:

qa positiv definit <= hoAoh' >0 fiir alle h# 0
< > N(v;)? >0 fiir alle v #0

i=1

<~ A,..., A\, > 0.

Genauso ist g4 negativ definit, wenn alle Eigenwerte von A negativ sind. Und ¢4 ist positiv
semidefinit (bzw. negativ semidefinit), wenn alle Eigenwerte von A > 0 (bzw. < 0) sind.
Gibt es wenigstens einen negativen und einen positiven Eigenwert, so ist ¢4 indefinit.

Im Falle n = 2 gibt es noch ein einfacheres Kriterium:

Definitheit von 2 x 2-Matrizen

Sei A = < a b ) € M5 5(R) eine symmetrische Matriz. Dann ist

b d
qa(h1, ho) = ah? 4 2bh1hy + dh3,
und es gilt:
1. Ist det(A) < 0, so ist ga indefinit.
2. Ist det(A) > 0 und a > 0, so ist qa positiv definit.

3. Ist det(A) > 0 und a < 0, so ist qa negativ definit.

BEWEIS:  Sei A := det(4) = ad — b*. Zur Berechnung der Eigenwerte brauchen wir
noch das charakteristische Polynom:

pA(m):det<a;x dfx>:(a—x)<d—x)—b2:x2—<a+d)x+A.
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Die Eigenwerte A\, Ay von A sind die beiden Nullstellen dieses quadratischen Polynoms.
Nach dem (hoffentlich aus der Schule bekannten) Satz von Vieta ist

M+X=a+d und A -X=A.

Ist A < 0, so haben die beiden Eigenwerte verschiedenes Vorzeichen, und ¢4 ist indefinit.
Ist A >0, so sind A\; und Ay beide # 0, und sie haben das gleiche Vorzeichen. Aulerdem
ist ad = A + 0% > 0. Ist nun a > 0, so ist auch d > 0 und damit A\; + Xy > 0. In diesem
Fall ist g4 positiv definit. Genauso folgt aus a < 0, dafl ¢4 negativ definit ist. ]

Nun haben wir endlich alles beisammen.

Hinreichendes Kriterium fiir Extremwerte

Sei B C R" offen, f € C*(B). Weiter sei a € B ein stationdrer Punkt von f, also
Vf(a)=0.

1. Ist H¢(a) positiv definit, so besitzt f in a ein relatives Minimum.
2. Ist Hy(a) negativ definit, so besitzt f in a ein relatives Maximum.

3. Ist Hy(a) indefinit, so liegt in a ein Sattelpunkt vor.

BEWEIS:
1) Sei g(h) :==ho Hf(a)oh'. Da f in a stationdr ist, ergibt die Taylorformel:

flat )~ f(a) = Ja(h) + R(h)

Die Funktion ¢ ist stetig und nach Voraussetzung > 0 auflerhalb des Nullpunktes. Ins-
besondere nimmt sie auf der abgeschlossenen und beschrinkten und daher kompakten
Menge

Sthi={xeR": |x||=1}

ein Minimum m > 0 an. Daher gilt fiir beliebiges h € R":

(@) = b gy > m-h

[h]
Ist jetzt ein € mit 0 < e < % vorgegeben und dazu ein r = r(c) so gewéhlt, daf
|R(h)| << || fir h € B,(0)

ist, so folgt:

fla+h)~ f(a) = Ja(h)+ R(h)
> (5 -9l >0

fiir alle h € B,.(0).
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Also ist f(a+h) > f(a) fir kleines h, und es liegt ein relatives Minimum in a vor.

2) Der Fall des Maximums kann durch Ubergang von f zu —f auf (1) zuriickgefiihrt
werden.

3) Ist ¢ indefinit, so gibt es in jeder Umgebung von 0 Vektoren h; und hy mit g(h;) <
0 < q(hy). Die Funktionen

At) = fla+th)
und  fo(t) = f(a+thy)

sind dann definiert und zweimal differenzierbar, und es gilt:
(f1)'(0) = (f2)'(0) =0, (f1)"(0) =¢q(h) <0 und (f2)"(0) =q(hy) > 0.

Also besitzt f; in t = 0 ein isoliertes Maximum und f; in ¢ = 0 ein isoliertes Minimum.
Das bedeutet, dafi f beliebig nahe bei a sowohl Werte < f(a) als auch Werte > f(a)

annimmt. Damit liegt ein Sattelpunkt vor. ]
Bemerkung: Ist H;(a) nur semidefinit, so kann man keine genaue Aussage machen!
Beispiele:

1. Sei f(x,y) := 2®+y> Dann ist Vf(z,y) = (2z,2y), also (0, 0) der einzige stationire
Punkt von f. Da f(0,0) = 0 und allgemein f(z,y) > 0 ist, liegt ein absolutes
Minimum vor. Tatséchlich ist

i = (5 5)

Da 2 > 0 und det Hy(z,y) = 2-2—-0-0 = 4 > 0 ist, ist die Matrix positiv
definit. (Das ist iibrigens jede Diagonalmatrix mit nur positiven Eintrdgen). Das
Hinreichende Kriterium sagt also auch, dafl f im Nullpunkt ein lokales Minimum
besitzt.

2. Sei f(x,y) == 1 — a? — y* Dann ist Vf(z,y) = (—2x,—2y) und H;(z,y) =

< _02 _02 > negativ definit. Hier liegt im Nullpunkt ein Maximum vor.

3. Sei f(z,y) :=2* —y* Nun ist Vf(z,y) = (22, —2y) und H(z,y) = ( g _02 >
Da det Hy(z,y) < 0 ist, liegt im Nullpunkt ein Sattelpunkt vor.

4. Sei f(x,y) := ™ + 2% + éy2.
Dann ist Vf(z,y) = (ye™ + 2z, xe™ + %y) Fiir die Hesse-Matrix ergibt sich:

2+y’e™  (L+ay)e™
2
1+ zy)e™ ot r?e™

Hy(r,y) = ( (



342 KAPITEL IV ANALYSIS 2

Der Nullpunkt ist sicher ein stationédrer Punkt. Ist (z,y) irgendein anderer stati-
ondrer Punkt, so muf} gelten:

2
2 und  aye™ = —Zy?,

zye™ = —2x
4 9

also x = +1y.

Wiire z = 1y, so wire 0 = f,(z,y) = 4(e™ +2), also y = 0 (und damit auch z = 0)

oder €™ = —2, was nicht méglich ist. So bleibt nur die Gleichung = = —%y. Wegen

37
der Bedingung 0 = f.(z,y) = y(e™ — %) muf} dann e™¥ = % sein, also e ¥’/3 = %

Das fiihrt auf die Gleichung y* = —31n(2). Setzen wir p := /—31In(3) (der Radi-
kand ist positiv, weil In(2) < 0 ist!), so sind die Punkte
1
X1,2 = :i:<_§p7p)

weitere Kandidaten fiir stationére Punkte, und mehr kann es nicht geben. Nun gilt:

f0) =1
2
und f(XLQ) = €_p2/3 + §p2
2 2
= —-(1—-In(2)).
)
DaBB Vf(0) = (0,0) ist, ist klar. Ist (x,y) einer der beiden Punkte x; oder X, so ist
Ty = —% =1In(3), also

9 2 9 2 2 2 2
Vi(,y) = (qy+2r, o+ -y)==%(5p— 50, —-p+ -p) = (0,0).

3 3709 37 37 97 9
2 1
Da H;(0,0) = | 2 ist, also det H;(0,0) = 3 — 1 < 0, liegt im Nullpunkt
9

ein Sattelpunkt vor! Und da f(z,y) > §(2? + y?) ist, gilt fir || (z,y)| > 3, daB
f(z,y) > 1 ist. Auf der kompakten Menge B3(0) mufl f als stetige Funktion ein
globales Minimum < 1 annehmen, und das muf} sogar in der offenen Kugel B3(0)
liegen, weil f auf dem Rand der Kugel schon Werte > 1 annimmt. In einem solchen
Minimum mufl f aber einen stationdren Punkt besitzen. Dafiir kommen nur die
beiden Punkten x; und x5 in Frage, und weil f in diesen Punkten den gleichen
Wert annimmt, kénnen wir schlieflen:

f besitzt in x; und in xy jeweils ein (globales) Minimum.

Manchmal interessiert man sich nur dafiir, ob unter gewissen Nebenbedingungen ein Ex-
tremwert angenommen wird.



6 FExtremwerte 343
§

Beispiel :

Sei f(z,y) := y. Diese auf ganz R? definierte Funktion mifit die Hohe iiber der
x—Achse, und sie besitzt weder einen globalen noch einen lokalen Extremwert. Der
Gradient V f(z,y) = (0, 1) verschwindet nirgends.

Wenn wir f allerdings auf die Parabel P := {(z,y) | y = 2* + 1} einschréinken, so
sehen wir:

fx,y)=f(z,?* +1)=2"+1>1 und f(0,1)=1.

Also nimmt f auf P in (0,1) ein Minimum an. Setzt man g(z,y) :=y — 2> — 1, so
kann man sagen:

f(z,y) nimmt unter der Nebenbedingung g(x,y) = 0 in (0,1) ein Minimum an.

Fiir derartige Situationen wollen wir ein allgemeines Verfahren entwickeln. Zunéchst
beschéftigen wir uns allerdings mit einem einfachen Spezialfall.

Sei B C R" offen und g : B — R stetig differenzierbar. N(g) := {x € B | g(x) = 0} ist
die ,,Nullstellenmenge® von g.

Wir setzen voraus, da8 Vg(x) # 0 fiir alle x € N(g) ist.

Weiter sei a € N(g), U(a) C B eine offene Umgebung und f : U — R eine stetig
differenzierbare Funktion.

Detfinition:

f hat in a ein relatives Maximum (bzw. relatives Minimum,)
unter der Nebenbedingung g(x) =0,

falls f(x) < f(a) (bzw. f(x) > f(a)) fiir alle x € U N N(g) ist.

Wie kann man solche Extrema unter Nebenbedingungen bestimmen? Ein hinreichendes
Kriterium ist schwer zu finden, aber zumindest kénnen wir mit Hilfe eines notwendigen
Kriteriums mégliche Kandidaten fiir Extremwerte ermitteln. Die Idee ist die folgende:

fx)=oa

f(x)=c

9(x) =0

Damit die Werte von f in a ein Maximum oder Minimum annehmen, miissen sich bei
a eine Niveaufliche von f und die Menge M beriithren. Also mufl die Tangentialebene
an M in a mit der Tangentialebene an die Niveaufliche von f {ibereinstimmen. Da die
Gradienten auf den Tangentialebenen senkrecht stehen, mufl dann der Gradient von f in
die gleiche Richtung wie der Gradient der Funktionen g zeigen.
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Das fiihrt zu folgendem Kriterium:

Methode des Lagrangeschen Multiplikators

Hat f in a ein relatives FExtremum unter der Nebenbedingung
g(x) =0 (und Vg(x) £0 ),
so gibt es eine Zahl A € R, so daf gilt:

Vf(a) =X -Vg(a).

Die Zahl A nennt man den Lagrangeschen Multiplikator. Man beachte, dafl es sich hier
wirklich nur um ein notwendiges Kriterium handelt! Die Punkte, die die angegebene Be-
dingung erfiillen, konnen Extremwerte sein. Ob sie es wirklich sind, mufl man mit anderen
Mitteln feststellen.

BEWEIS-Andeutung;:

1) Wir benutzen den Begriff des Tangentialraums:
Ta(N(g)) ={v eR" | veVyg(a)=0}.

Sei v : (—&,e) — N(g) ein stetig differenzierbarer Weg, «(0) = a. Dann ist g o a(t) = 0,
also
0 = (9o a)(0) = Vg(a) o a/(0).

Das bedeutet, dal o/(0) in Ta(N(g)) liegt, wie es ja auch der Anschauung entspricht. Wir
nehmen jetzt aber ohne Beweis zusétzlich an, dafl es zu jedem v € T,(N(g)) einen Weg
a in N(g) mit o/(0) = v gibt.

Da f in a auf N(g) ein relatives Extremum besitzen soll, hat auch foa : (—¢,¢) = R in
t = 0 ein relatives Extremum. Also ist

0= (foa)(0)=Vf(a)ea(0).
Das bedeutet, dal V f(a) auf allen Vektoren des Tangentialraums senkrecht steht, d.h.
V() € (Tu(N(9))" = ((Vg(a)) )" = (Vg(a)).
Dann muf es ein A mit Vf(a) = - Vg(a) geben.

2) In einem Spezialfall 148t sich die Zusatzannahme leicht verifizieren. Ist etwa

g(x17"-7xn) = Tn — h(xla"'7xn—1)7

mit einer differenzierbaren Funktion h mit h(ay,...,a,—1) = 0, so ist N(g) der Graph
von h, und der Tangentialraum an N(g) in (aq,...,a,—1,0) ist (bis auf die Verschiebung
(ay,...,an_1,0)) die Tangentenhyperebene an den Graphen G}, im Punkt (aq,...,a,_1).

Ein Vektor v = (v/,v,) (mit v/ := (vq,...,v,)) liegt genau dann in der Tangentenhyper-
ebene, wenn v,, = Vh(a') e v/ ist. Setzen wir

a(t) == (a' +t-v/ h@ +t-v')),



§6 Faxtremwerte 345

so ist « ein differenzierbarer Weg in G, mit «(0) = (a’,0) und
d'(0) = (v, Vh(a')ev') =v.

Wir werden spéter mit dem Satz {iber implizite Funktionen zeigen, daff sich der Spezialfall
immer durch eine einfache Vertauschung der Koordinaten herstellen laft. []

Beispiele:
1. Wir untersuchen die Funktion

f(z,y, 2) = 32% 4+ 3y + 2

unter der Nebenbedingung ¢g(x,y,2) =0, mit g(z,y,2) =z+y+2z— 1

Hat f auf N(g) in a ein lokales Extremum, so muf es ein A € R geben, so daf gilt:

Vi@ = X Vy(a)

und g(a) = 0.

Das fiihrt zu folgendem Gleichungssystem fiir a = (a, b, ¢) :

6a = M\,
6b = A\,
2c = A
und a+b+c 1

A A A 6
Es muf§ also 5 + 6 + 5= 1 sein. Damit ist 5A = 6 und A = 5 Einsetzen ergibt:

113
a (a’ ,C) (57575)
Man iiberpriift sofort, dal a tatsichlich auf N(g) liegt. AuBlerdem ist

f(a)—i+i+g—g—§
25 25 25 25 5

Jetzt fangt der schwierige Teil an. Man muf} irgendwie herausfinden, ob f in a
wirklich ein Extremum besitzt, und wenn ja, was fiir eins.

Es sollen hier drei verschiedene Methoden vorgestellt werden:

A) Berechnung von f(a + h) fiir kleines h mit g(a + h) = 0.

Es ist
1 1 3
1 1 3
= 3(5 +h)? + 3(5 + ha)® + (5 + hs)?
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B 1 2y ) 1 2hy ) 9  6hs )
= 3(25+ 3 +(h1))+3(25+ 3 +(h2))+(25+ 3 + (h3)?)
3 6
= + 5(hl + hy + h3) 4 3(h1)? + 3(ho)? + (hs)?
3 6
= 2 = ja)

denn da a + h auf N(g) liegen soll, ist
L=(a+h1)+ (b+hs)+ (c+ hg) =14 hy + hy + ho,
also hy + hy + hy = 0.
Damit ist klar, da8 f in a ein Minimum unter der Nebenbedingung g(x) = 0 besitzt.

Der Lagrangesche Multiplikator diente lediglich zum Auffinden des richtigen Punk-
tes.

B) Abstrakte Argumentation:
Da N(g) abgeschlossen ist, ist die Menge
M:={xecR: g(x)=0und |x]| <1}

kompakt, und die stetige Funktion f nimmt auf M ein globales Minimum und ein
globales Maximum an. Weil a € M, (0,0,1) € M, f(a) = % und f(0,0,1) = 1 ist,
kann a nicht das Maximum sein, und im Minimum mufl f einen Wert < 1 besitzen.

Also besitzt f sogar in der offenen Menge B;(0) unter der Nebenbedingung g(x) = 0
ein globales (und damit erst recht lokales) Minimum. Dort kann man den Satz vom
Lagrangeschen Multiplikator anwenden (die Offenheit des betrachteten Bereichs ist
dabei wesentlich!). Es gibt aber nur einen Punkt, der dafiir in Frage kommt, ndmlich
den Punkt a.

C) Einsetzen der Nebenbedingung;:

Diese Methode funktioniert nur dann, wenn man die Nebenbedingung nach einer
Variablen auflésen kann. Das ist hier zum Gliick der Fall:

g(x,y,2) =0 <<= z=1—zx—uy.
Nun suchen wir nach Extremwerten der Funktion
q(z,y) = flz,y,1—x—y) = 32> +3y° + (1 —z—y)? = 4o + 49° + 22y — 20— 2y + 1.

Dabei kénnen wir wie gewohnt mit dem Gradienten und der Hesseschen arbeiten.
Es ist Vq(z,y) = (8¢ + 2y — 2,8y + 2z — 2). Man rechnet schnell nach, da8 Vg(x,y)

genau dann verschwindet, wenn x = % und y = % ist, also (z,y,2) = a.
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Weiter ist H,(z,y) = ( 2 ; ) positiv definit (unabhéngig von (z,y)). Also mu8 ¢
in (%, %) ein Minimum besitzen, und das bedeutet, dafl f unter der Nebenbedingung

g(x) = 0 ein Minimum in a besitzt.

2. Sei A € M,,,(R) eine symmetrische Matrix und f : R" — R definiert durch f(x) :=
xo Aox'". Da f stetig und

S ={xeR"|[|x] =1}

eine kompakte Menge ist, nimmt f auf S" ! ein Maximum an. Dieses Maximum
wollen wir suchen.

Die Nebenbedingung wird hier durch die Funktion g(x) := x o x' — 1 definiert.
Offensichtlich ist Vg(x) = 2x # 0 auf S"!, und es ist V f(x) = 2x o A.

Wenn f in x ein Maximum unter der Nebenbedingung g(x) = 0 besitzt, so mufl
gelten:

VIix) = A Vg(x)
und  g(x) = 0.

Das fiihrt zu dem Gleichungssystem:

2x0 A = 2)x,

xox' = 1.

Insbesondere mufl (A—\-E,)ox" = 0 sein, also x Eigenvektor von A zum Eigenwert

A
Weiter kann man sagen:
A=A (xox')=xo0(Mx)" =x0(Adox") = f(x).
Da die Existenz eines Maximums gesichert ist, haben wir gezeigt:
A besitzt wenigstens einen reellen Eigenwert.

Das ist ein neuer Beweis eines schon bekannten Resultats.
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87 Nichtlineare Probleme

Der Mittelwertsatz

Sei B C R" offen und konvex, f : B — R eine differenzierbare Funktion, a,b € B
zwer Punkte.

Dann gibt es ein t € (0,1) mit

f(b) = f(a) = Vf(a+i(b—a))e(b—a)

BeEwers:  Wir setzen a(t) := a+ t(b — a) und h(t) := f o «a(t). Dies ist eine auf
[0,1] stetige und auf (0,1) differenzierbare Funktion. Nach dem Mittelwertsatz in einer
Verédnderlichen gibt es ein t € (0, 1), so dafl

h(1) — h(0) =K' (t) - (1 —0) = B'(t)
ist. Es ist aber h(1) — h(0) = f(b) — f(a) und

h'(t) =V f(a(t)ed (t)=Vf(a+t(b—a)) e(b—a).

L]
Nun wenden wir uns vektorwertigen Funktionen von mehreren Verédnderlichen zu.
Definition:
Sei B C R" offen. Eine Abbildung f = (fi1,...,fm) : B — R™ heifit in a € B
differenzierbar, wenn alle Komponentenfunktionen fi,..., f,, in a differenzierbar

sind.

Die durch Df(a)(v) := (Dfi(a)v,...,Df,(a)v) gegebene lineare Abbildung
Df(a): R" — R™

heifit die Ableitung von f in a.

Definition:

Die Matrix f'(a) € M,,,(R), die Df(a) beschreibt, nennt man Funktionalmatriz
oder Jacobische Matriz von f in a.
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Gestalt der Funktionalmatrix

oh of,

V fi(a) oxq (@) - ox, (a)
Esist  f'(a) = : = : :
Vin(a) 9 fm Ofm

a71(80 " e (a)

BEwEIs:  Die i-te Spalte der Funktionalmatrix f’(a) ist gegeben durch

@) = @) o] = Df@(e) = (@), L)

Das ergibt schon die Behauptung. ]

Ist speziell m = 1, so ist f'(a) = V f(a). Ist n = 1, so ist f’(a) die gewohnliche Ableitung,
die wir korrekt eigentlich als Spaltenvektor schreiben miiiten. Wir bleiben dann aber bei
der alten Zeilenschreibweise und nehmen diese kleine Inkonsequenz bewufit in Kauf.

Definition:

Ist n =m, also f'(x) eine quadratische Matrix, so heifit J;(x) := det f'(x)
die Funktionaldeterminante oder Jacobi-Determinante von f in x.

Beispiel :
Sei f(z,y) := (" cos(y), ¥ sin(y)). Dann gilt:

) _ [ kefcos(y)  —eMsin(y)
o= (ot )

und
Ji(z,y) = ke cos?(y) + ke sin?(y) = ke*™.

Wir koénnen jetzt auch die Kettenregel verallgemeinern:

Erweiterte Kettenregel

Sei B C R" offen, f: B — R™ stetig differenzierbar, G C R™ offen mit f(B) C G
und g : G — R eine stetig differenzierbare Funktion.

Dann ist auch go f : B — R stetig differenzierbar, und es qilt fiira € B :

V(ge f)(a) = Vg(f(a))o f'(a).

BEwers:  Sei f = (f1,..., fm) und «; : R — R" definiert durch

ai(t):=a+te, i=1,...,n.
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Dafl f in a partiell differenzierbar ist, bedeutet, daf§ alle Funktionen f; oca; in ¢ = 0
differenzierbar sind. Sei I = (—¢,¢) C R so gewéhlt, dafl «;(I) C B fiir alle ¢ gilt. Dann
ist B; : I — R™ mit

B@(t) = f @) Oéz(t) = f(a + tez)

fiir jedes ¢ ein in t = 0 differenzierbarer Weg in GG, und es gilt:

) Of
af;(a),..., aj;i (a)).

Bi(0) = (frea)'(0),..., (fm 0 a:)'(0)) = (

Aus der speziellen Kettenregel folgt nun: (g o f) oy = g o f3; ist ebenfalls in ¢ = 0
differenzierbar, mit

a 0(9 o f(a+te;)) = (g 5)(0) = Vy(f(a)) e 5i(0).

Also ist g o f in a partiell differenzierbar, und es gilt:

aii (go f)(a) = f: gi(f(a)) . gij (a).

=1

WEeil f und g nach Voraussetzung stetig differenzierbar sind, hingen auch die partiellen
Ableitungen von g o f stetig von a ab.

In Matrizenschreibweise lautet das Ergebnis: V(go f)(a) = Vg(f(a))o f'(a). ]
Beispiel :

Sei f(r,) = (rcos(p),rsin(p)). Dann ist f : R, x R — R? eine differenzierbare
Abbildung. Sie ordnet jedem Paar (r,¢) den Punkt (z,y) mit den Polarkoordinaten
r und ¢ zu.

Sei g : R? — R irgendeine differenzierbare Funktion. Dann gilt:

dgof) _ g Jg .
e = 3 cos(p) + o sin(yp)
und
dgof) _  9g . 99
9 = Ty sin(p) + ray cos(p).

Nun wollen wir die Kettenregel noch ein bifichen weiter verallgemeinern:

Ist g : R™ — RF eine stetig differenzierbare Abbildung, so ist auch gof = (giof,. .., grof)
stetig differenzierbar, und es gilt:

V(gio f)(a) Vai(f(a))o f'(a)
(go f)(a)= : = : =g'(f(a))o f'(a).
V(g o f)(a) Var(f(a))o f'(a)

Zusammengefafit:
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Allgemeine Kettenregel

Sei B C R" offen, f: B — R™ stetig differenzierbar, U C R™ offen, f(B) C U und
g : U — RF stetig differenzierbar. Dann gilt in jedem x € B :

(g0 f)(x)=g'(f(x))o f(x)

Folgerung

Istn=m =k, soist Jyr(x)=J,(f(x))- Jp(x).

Beispiele :
1. Sei f(x) := x+ c eine Translation. Dann ist f'(x) = E,, und (go f)'(x) = ¢'(x+ ¢).
2. Sei A€ M,,,,(R) und f4 : R" — R™ die zugehorige lineare Abbildung, mit
fax)=(Aox")T =x0A",

Dann ist fa = (A1,..., Am), wobei die Komponenten \;(x) = z;(A) ox' Linearfor-
men sind. Also ist DA;j(x) = A; und

VA(x) = (Aj(e1), -5 Ajlen)) = z;(A).
Also ist f/(x) = A fiir jedes x € R".
Ist g : R™ — R” eine beliebige differenzierbare Abbildung, so ist
(90 fa) (x) = g'(x0AT) o A.
Ist umgekehrt h : R? — R" differenzierbar, so ist

(faoh)(u) = Aoh/(u).

Als néchstes wollen wir einen sehr allgemeinen Satz herleiten, der viele wichtige Anwen-
dungen hat. Dazu noch ein paar Vorbemerkungen:

Sei X ein metrischer Raum, mit Metrik d. Wir wissen, wann eine Folge (x,) in X kon-
vergiert.

Wir kénnen aber auch den Begriff der Cauchy-Folge auf metrische Rdume {iibertragen:
Eine Folge (z,) in X heifit eine Cauchy-Folge, wenn gilt:

Ve >03dny €N, sodaB fiir alle n,m > ng gilt: d(z,, z,,) < €.

Wie in R folgt auch in metrischen Raumen, daf jede konvergente Folge eine Cauchy-Folge
ist. Aber im Gegensatz zu der Situation in R braucht in einem beliebigen metrischen
Raum eine Cauchy-Folge nicht unbedingt zu konvergieren:
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In X := (0,1) ist (x,) mit x, := + eine Cauchy-Folge, aber sie hat keinen Grenzwert in

X. In gewissem Sinne ist X unvollsténdig, es fehlt z.B. der Haufungspunkt 0.

Definition:

Ein metrischer Raum X heifit vollstdndig, wenn jede Cauchy-Folge in X auch einen
Grenzwert in X besitzt.

Beispiele :
1. R ist vollstdndig, das liegt an dem Vollstéandigkeitsaxiom.

2. Da man jede Vektorfolge in ihre Komponenten zerlegen kann, ist auch der R"
vollsténdig.

3. Jede kompakte Teilmenge K des R" ist vollstandig:

Eine Cauchy-Folge in K besitzt wegen der Kompaktheit eine in K konvergente
Teilfolge. Aber aus der Cauchy-Eigenschaft folgert man leicht, dafl auch die ur-
spriingliche Folge gegen den gleichen Grenzwert konvergiert.

4. Offene Teilmengen des R" sind — mit der Metrik des R"™ — nicht vollstdndig.

Banachscher Fixpunktsatz

Sei X ein vollstindiger metrischer Raum, f : X — X eine stetige Abbildung. Wenn
es ein A mit 0 < X\ <1 gibt, so daff

d(f(x), f(y)) < A-d(z,y)

fur alle x,y € X ist, so besitzt f einen ,Fizpunkt®, d.h. es gibt ein x* € X mit
f(x*) = a*. Dieser Fixpunkt ist eindeutig bestimmt.

Bemerkung: Man nennt die Abbildung f kontrahierend. Da§i A < 1 ist, ist entschei-
dend.

BeEwEls:  Wir geben mit dem Beweis zugleich ein Konstruktionsverfahren an:
Sei xy € X beliebig gewiahlt. Die Punktfolge (x,,) sei induktiv durch
S f (xn)

definiert. Wir wollen zeigen, dafl (z,,) gegen einen Fixpunkt konvergiert. Dazu schétzen
wir ab:

d(f(rn-1), f(zn))
A-d(xy 1, )

d(xm xn-&-l)

IA A IA

A" d(l‘o, 1'1).
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Da 0 < A < 1ist, strebt der letzte Ausdruck gegen Null. Also kommen sich die Folgeglieder
immer néher, die (x,) bilden eine Cauchyfolge. Da X vollstindig ist, konvergiert (z,,)
gegen einen Punkt z* € X.

Weiter gilt:

d(f(z%), ")

IAINA

d(f(z"), f(zn)) + d(f(zn), z7)
A-d(z”, ) + d(xpe, ),

und dieser Ausdruck wird beliebig klein. Das ist nur moglich, wenn f(z*) = x* ist.

Zur Eindeutigkeit: Seien x und y zwei Fixpunkte. Ist 2 # y, so ist d(x,y) > 0 und daher

Das kann aber nicht sein. D

Wir werden den Fixpunktsatz als erstes in folgender Form anwenden:

Sei M C R", g: M — R" stetig, xqg € M. Aulerdem gebe es ein r > 0, so dafl auch noch
X := B,(x¢) ganz in M enthalten ist und folgende Bedingungen erfiillt sind:

1. (Kontraktionsbedingung)

Es gibt ein A € R mit 0 < A < 1, so dafl die Ungleichung

l9(x) —g(y) I <A-[[x—y|
fiir alle x, y € M erfiillt ist.

2. (Startbedingung)
l9(x0) =xo || < (1 =A) -7

Fiir || x — x| < r ist dann

< llg(x) = g(x0) | + [l 9(x0) =0 ||
< A [x—=xo|| + (A1 =A) -7
<

T.

l9(x) = %o

Also bildet g den vollstidndigen metrischen Raum X kontrahierend auf sich ab. Der Ba-
nachsche Fixpunktsatz besagt nun, dal es ein x* mit ||x* —xo| < r und g(x*) = x*
gibt.

Sei etwan = 1 und [ := [xo—r, xo+7]. Die Bedingung (2) ist fiir eine stetig differenzierbare
Funktion g : I — R besonders leicht herzustellen. Es gebe nédmlich eine Konstante A mit
0<A<1,sodaB|¢(z)| < Afiir alle z € I ist. Anschaulich bedeutet das, dafl g auf dem
ganzen Intervall nicht zu stark wéchst und nicht zu stark féllt.

Dann folgt aus dem Mittelwertsatz fiir beliebige Punkte x,y € I : Es gibt ein £ zwischen
zund y, so daB g(x) — g(y) = ¢'(€) - (x —y) ist, also [g(x) —g(y) [ < A- |z —y].
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Beispiel :

1 1
Sei g(z) :== 3 + 1262 auf [0, 1]. Wir wollen untersuchen, ob g einen Fixpunkt hat.

0 z* 1

Es sei 7y = 3 und r = 1. Da ¢'(z) = i ist, kdnnen wir A =  setzen. Dann ist

|¢'(x)| < XAund | g(5) — 5| = 75 < (L = A)r. Also hat g genau einen Fixpunkt. Zu

bestimmen ist dieser Fixpunkt ganz leicht, es gilt ndmlich:

glr) =2 <= 2*—4r+2=0
= r=2+V2

Da der Fixpunkt in [0, 1] liegen soll, ist * = 2 — /2 der gesuchte Punkt.

Schiebt man den Startwert g(zo) zu weit nach oben oder 1a8t man ¢'(z) zu groff
werden, so bildet g nicht mehr das Intervall [0, 1] auf sich ab, und es wird sinnlos,
nach einem Fixpunkt zu fragen. Tatsdchlich kann man sogar zeigen: Jede stetige
Abbildung g : [0, 1] — [0, 1] besitzt einen Fixpunkt.

BeEwers: Ist g(0) = 0 oder g(1) = 1, so ist man fertig. Andernfalls gilt fiir die
stetige Funktion h(x) := g(z) — z, daBl A(0) > 0 und h(1) < 0 ist. Nach dem
Zwischenwertsatz mufl es dann ein z* € (0, 1) mit h(z*) = 0 geben, also mit g(z*) =

Der Vorteil des Banachschen Fixpunktsatzes liegt also nicht in seiner Existenzaus-
sage, sondern in der Bereitstellung eines Approximationsverfahrens.

Als Anwendung betrachten wir das Newton-Verfahren zur Bestimmung einer Nullstelle
einer differenzierbaren Funktion.

Wir beginnen mit dem Fall n = 1.

Sei I ein abgeschlossenes Intervall der Liange 2r und f : I — R zweimal stetig diffe-
renzierbar. Auerdem setzen wir voraus, dal f'(z) # 0 fir alle x € I ist. Wir suchen
einen Punkt z* € I mit f(z*) = 0. Die Idee ist die folgende: Wir starten mit einem
beliebigen Punkt zy € I, und an Stelle von f betrachten wir die Tangente an f in z,
T(x) = f(xo) + f'(x0) - (x — x0), und suchen die Nullstelle von 7.
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Es ist

T(x1) =0 <= 0= f(xo)+ f'(w0) (21 — m0)
f (o)
f'(wo)

<~ I = Ty —

Die Anschauung sagt, dafl x; ndher an der gesuchten Nullstelle z* ist als der Startpunkt
xo. Also betrachten wir als néchstes die Tangente an f in z1. Deren Nullstelle x5 erfiillt
die Gleichung

_ f(=z)
f(z)

Schrittweise konstruieren wir so eine Folge von Punkten x, zs, x3, ..., von der wir hoffen,
daB sie gegen die gesuchte Nullstelle konvergiert.

To = X1

Definieren wir nun die (einmal stetig differenzierbare) Funktion

. @
g(z) == @)

so ist 41 = g(x,), und es ist f(z*) =0 <= g(2*) = x*. Unser Problem ist also ein
Fixpunktproblem, und wir versuchen, den Fixpunktsatz auf die Funktion g anzuwenden.
Zunéchst ist

f'@)? = f)f"(x) _ f(z)f"(2)

N L (7

Dieser Ausdruck sollte < A\ < 1 auf dem ganzen Intervall sein. Weiter ist

f(z)
f'(x)’

g(z) —r=—

und um den Fixpunktsatz anwenden zu konnen, miissen wir noch die Startbedingung
fordern:

| g(z0) — w0 | < (1= M)r.

Das fithrt nun zu folgendem Satz:
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Konvergenz des Newton-Verfahrens

Sei f: I :=[a,b] = R eine zweimal stetig differenzierbare Funktion und f'(x) # 0
fiir x € 1. Auflerdem gebe es ein A mit 0 < X\ < 1, so daf$ gilt:

Dann konvergiert die Folge xg,x1, 2o, ... mit
f(xn)

xg € I (beliebig), und x,41 = x, —

f(xn)
gegen eine Nullstelle von f in I, und es gibt genau eine solche Nullstelle.

Auflerdem hat man folgende Fehlerabschdtzung:

| f ()|
A

Ist0<M§mIin|f'(x)|, 50 ist |z, — 2" | <

Ist f sogar dreimal stetig differenzierbar, so konvergiert die Folge ,quadratisch® ge-
gen x*, d.h. es ist

|zn+1 _‘73*| <C:(x, _5(7*)27

mit einer von n unabhdngigen Konstanten C' > 0.

BEwEIS:  Unsere vorangegangenen Betrachtungen zeigen, dal die Funktion
()
glz) =z
f'(x)

die Voraussetzungen des Fixpunktsatzes erfiillt, also genau einen Fixpunkt x* besitzt, und
der ist dann natiirlich die einzige Nullstelle von f.

Die Fehlerabschitzung erhélt man aus dem Mittelwertsatz, angewandt auf f. Es ist
namlich

f(@n) = f(@n) — f(2") = f(§) - (w0 — 27),

mit einem Punkt £ zwischen z,, und x*. Daraus folgt:

f(xn )| If(fcn)|
e~ '

Fiir die Abschétzung der Konvergenzgeschwindigkeit benutzen wir die Taylorformel. Ist
f dreimal stetig differenzierbar, so ist g zweimal stetig differenzierbar, und es gilt:

g"(c)
9

on =" =15

(IE - x*)Qa

g(x) = g(z") + ¢'(z")(x — =) +
mit einem Punkt ¢ zwischen x und z*.

Es ist g(z*) = 2* und ¢'(z*) = 0, weil f(z*) = 0 ist. Setzen wir
1

-max | g"(x) |,
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so ist offensichtlich

| T — 2" | = g(xn) =2 | < C - |z, — 27 g

Damit ist alles gezeigt. ]

Der Nachteil des obigen Satzes besteht darin, daf seine Voraussetzungen schwer nachzu-
priifen sind. Wir geben daher noch eine einfachere Version an.

Einfache Voraussetzungen fiir das Newton-Verfahren
Sei f: 1 := [a,b] — R dreimal stetig differenzierbar, f(a) < 0 und f(b) > 0.
Auferdem gebe es Konstanten C' > 0 und 6 > 0, so daff auf ganz I gilt:
f'(x) >0 wund 0< f"(x) <C.

Wahlt man dann den Startpunkt xo € I so, daf f(zo) > 0 ist, so konvergiert die
oben definierte Newton-Folge xg, 1, xs, ... gegen eine Nullstelle von f, und es gelten
die gleichen Abschdtzungen wie im vorigen Satz.

BEWwWEIS:  Nach dem Zwischenwertsatz hat f auf [a, b] eine Nullstelle, und da f streng
monoton wachsend ist, kann es nur eine solche Nullstelle z* in I geben. Ist f(zg) > 0, so
mufl zg > x* sein.

f(z)
f'()

Ist x > 2%, so ist f(z) > 0 und f'(z) > 0, also g(z) = = — < z. Das bedeutet, dafl

die Newton-Folge (mit z,+1 = g(z,)) monoton fillt.
Behauptung: z,, > z* fiir alle n.

BEwEIs dafiir durch Induktion nach n: Fiir n = 0 ist die Aussage wahr. Ist nun auch
T, > =¥, so betrachten wir die Funktion

p(x) = f() = fwn) = f(wn) (@ — 2n).

Es ist ¢'(x) = f'(x) — f'(z,) < 0 fiir # < x,, denn nach Voraussetzung ist f’ monoton
wachsend. Das bedeutet aber, dal ¢ monoton fallend ist.

Da ¢(z,) = 0 ist, mufl p(z) > 0 fiir z < z,, sein. Insbesondere ist auch ¢(z,41) > 0.
Aber da z,+1 = g(xy,) ist, ist p(zp+1) = f(@nt1). DaB f(z,41) > 0 ist, bedeutet aber, daf
Tpe1 > 2 ist. Das war zu beweisen.

Nach dem Satz von der monotonen Konvergenz konvergiert (x,) monoton fallend gegen
ein ™. Also konvergiert g(z,) gegen g(z**). Andererseits konvergiert g(x,) = x,41 auch
gegen z**. Das ist nur moglich, wenn g(z*™) = z** ist, also f(z**) = 0. Da es nur eine
Nullstelle gibt, mufl #** = x* sein. Das zeigt die Konvergenz der Newton-Folge gegen eine
Nullstelle von f.

Da f’(x) nach unten durch eine positive Konstante beschrénkt ist und f(x) in der Néhe
von z* beliebig klein wird, lassen sich die Voraussetzungen des Newton-Verfahrens in einer
geniigend kleinen Umgebung von x* herstellen, und dort beweist man die Abschétzungen.

[



358 KAPITEL IV ANALYSIS 2

Beispiele :

1. Sei f(z):=2? —¢, ¢ > 1. Wir suchen die Nullstelle y/c von f mit Hilfe des Newton-
Verfahrens.

Auf [1,c] erfiillt f die Voraussetzungen von oben:

f(1) <0, f(¢) > 0, f'(r) = 2z, also f'(z) > 2 > 0und 0 < f’(x) < 2. Die
Newton-Folge (z,,) mit dem Startwert zo := ¢ und
2 —c 1

C
2n gt )

Tp+1 = Tp —

muf also gegen z* = \/c konvergieren.

Im Falle ¢ = 2 erhélt man z.B.:

T 2/x,
2 1
1.5 1.33333

1.41666 1.41177
1.41421 1.41421

w N~ O3

Das ergibt /2 ~ 1.41421.
2. Sei f(z) := %+ 2x — 5, also f'(z) = 32>+ 2, f"(x) = 6x.

Hier ist f(1) = =2 <0, f(2) =7> 0, f'(z) > 5> 0und 6 < f"(z) < 12. Wir
suchen die Nullstelle z* von f in [1,2], deren Existenz schon durch den Zwischen-
wertsatz gesichert ist. Da die nttigen Voraussetzungen erfiillt sind, konvergiert die
Newton-Folge mit xy = 2 gegen z*. Auflerdem haben wir die Fehlerabschitzung

. 1
o =27 < 2| flaa)]

Wir erhalten:

T sl f(zn) |
2 1.4
1.5 0.275

1.342857 0.02144
1.32838 <1073
1.32826 ~ 0

=~ w N - O3

Damit ist 2* ~ 1.3283.

Bevor wir uns dem Fall n > 1 zuwenden koénnen, miissen wir noch die Norm einer Matrix
einfiithren.

Fir eine Matrix
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|A] =[S a2
7/7.7

Das ist nichts anderes, als wenn man A als ein Element des R"" auffafit und die gewohn-
liche euklidische Norm von A bildet. Nun gilt:

setzen wir

L [[A+B| <[ Al+]B]

2. A Al <[\ Al fiir A € R.

3. |Al=0 < A=o0.

4. Tst A€ Mym(R) und B € Mypu(R), soist | Ao B| < || A -] B

Diese Aussage mufl noch bewiesen werden:

Ao B hat an der Stelle (7, j) den Eintrag
kf:l airbi; = 7:(A) 0 5 j(B) = z;(A) e 5;(B).
Mit Hilfe der Schwarzschen Ungleichung folgt dann:
lAeBI* = 3 (2i(A)es;(B))?
i\j

< Xj: 12:(A) |I° - II's;(B) |I*

- (Zhaar) (; I5,(B) \F)

= [|Al*- 1B

Anwendung:

Verallgemeinerter Mittelwertsatz

Sei B C R" offen und konvex, f : B — R™ differenzierbar, a,b € B. Dann g¢ibt es
einen Punkt z auf der Verbindungsstrecke von a und b, so daf$ gilt:

If(®) = fB) [ < [1f'(2) ][I —all

BEwEIS:  Sei u := f(b) — f(a) € R™. Ist u = 0, so ist die gewiinschte Ungleichung
trivialerweise erfiillt. Sei also u # 0 und h : [0, 1] — R definiert durch

h(t) :=ue f(a+t(b—a)).

Dann ist A'(t) = ue (f'(a+t(b—a))o(b—a)’). Nach dem Mittelwertsatz in einer
Verédnderlichen gibt es ein £ € (0,1) mit A(1) — h(0) = A/(§). Also ist

lal® = [ue(f(b)~ f(a)]
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[A(1) = h(0) |
= [W()]
[ue (f'lat+g(b—a)o(b—a)’)]
< Jlull-[If'(a+&(b—a))o(b—a))|
< [lull-[f(a+ib-a)l-[b-al.

Setzt man z := a + &(b — a) und teilt die Ungleichung durch ||u ||, so erhdlt man die
Behauptung. ]

Folgerung

Sei B C R" offen und zusammenhdngend, f : B — R™ differenzierbar und f'(x) =
0. Dann ist f konstant.

BEWEIS:  Sei xg € B, ¢ := f(x9) € R™ und

M :={xe€ B| f(x) =c}.

Dann ist M nicht leer. Ist y € M, so ist auch f(y) = c, und aulerdem gibt es eine offene
und konvexe Umgebung U von y, die noch ganz in B liegt. Nach dem verallgemeinerten
Mittelwertsatz gilt dann fiir beliebiges x € U:

1f(x) = f¥) [ =0, also f(x) = f(y) =c.

Das bedeutet, dal U in M enthalten ist. Weil y € M beliebig gewahlt wurde, folgt, dafl
M offen ist.

Andererseits ist — weil f stetig ist — auch die Menge

B\M = {x € B| f(x) # c}

offen. Nach einem von uns bewiesenen Satz iiber zusammenhéngende Mengen mufl nun
M = B sein, also f(x) = c auf ganz B. []

Nun kommen wir zum Newton-Verfahren im R”.

Sei B C R" offen, f : B — R" zweimal stetig differenzierbar. Wir wollen versuchen, die
Gleichung

fx)=0
zu losen. Dabei gehen wir wie im Falle n = 1 vor. Allerdings lassen wir zunéchst die
Konvergenzfrage aufler Acht. Wir nehmen an, es gebe eine (eindeutig bestimmte) Losung
x*, und wir wahlen einen Startpunkt xg, von dem wir glauben, dafl er hinreichend nahe
bei x* liegt. Dann suchen wir eine Nullstelle der ,, Tangenten-Abbildung*

T(x) == f(xo0) + D f(x0)(x — o) = f(%0) + (x —Xg) 0 f'(x0) .
Offensichtlich gilt:

T(x1) =0 <= Df(x0)(x1) = Df(x0)(x0) — f(X0)
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Man muf also ein lineares Gleichungssystem losen, um x; zu bestimmen. Man kann dieses
System auch umschreiben:

1. Df(x0)(z1) = —f(x0)-
2. X1 :=Xg+ Z1.

Wie im Falle n = 1 fahrt man nun fort und konstruiert eine Folge xq, X1, Xs, ..., wobei
die Rekursion in zwei Schritten erfolgt:

1. Bestimme z;,, aus der Gleichung
D f(xk)(zk+1) = — [ (xk).

2. Setze Xj i1 := X} + Zgy1-

Ist D f(xx) ein Isomorphismus (also f’(xx) invertierbar), so ist zx1 = —Df(xx) " (f(xx)).
Auf jeden Fall muf} bei jedem Schritt entweder ein lineares Gleichungssystem gelést oder
eine Matrix invertiert werden. Das ist kaum praktikabel, und Bedingungen fiir die Kon-
vergenz des Verfahrens sind schwer zu formulieren und noch schwerer zu verifizieren.

Man hat sich daher ein einfacheres Verfahren ausgedacht.

Vereinfachtes Newton-Verfahren

Sei B C R" offen, f : B — R" zweimal stetig differenzierbar und f(x*) = 0 fir
ein x* € B. (Die Existenz einer Nullstelle und ihre ungefihre Lage ist meist schon
vorher bekannt). Auflerdem gebe es eine Umgebung U(x*) C B, so daf8 f'(x) fir alle
x € U invertierbar ist.

xg € U sei geniigend nahe bei x* gewdhlt, A := f'(xq) gesetzt und die Folgen z;, und
Xy rekursiv definiert durch

1oz, =—A" o f(xp)".
2. Xpq1 = Xg + Zpy1-

Dann konvergiert (xi) gegen x*.

BEwEIs:  Wir konnen ein € mit 0 < € < 1 finden, so daf8 f'(x) fiir || x —x*|| < ¢
invertierbar ist. Dann gibt es eine Konstante ¢ > 0, so daf dort || f/(x) || > ¢ ist.

Als néchstes sei eine Zahl r mit 0 < r < g so gewahlt, daf} gilt:

_ L. S
1F )™ e (f(y) = F)) I < 5 fiie [ x =y [| < v und x,y € B.(x7).
Und schlieBlich sei noch ein § mit 0 < ¢ < r und folgender Eigenschaft gewéhlt:
r-c

||f(X)|| <7fﬁl" ||X—X*||<(5.

Es ist offensichtlich, dafl man geeignete Zahlen e, r und ¢ finden kann.
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Nun diirfen wir den Startwert xo beliebig in Bjs(x*) wéhlen. Das ist das, was in der
Formulierung des Satzes unter , geniigend nahe“ verstanden wird. Natiirlich ist § nicht
explizit bekannt, aber mit etwas Gliick und hilfreichen Hinweisen des Experimentators
wird man schon einen guten Startpunkt finden. Mit A := f’(x) gilt dann:

Lo ||x*—xo| <.

2. Fir x € B,(xg) ist ||x — %o || <7 und || x —x* || <e, also

|47 o (A= PG < 5
3. 0| flxo) o (AT < | floxo) |- | A7 ]| < =+ i -

Sei g : B — R" definiert durch
g(x) =x— (Ao f(x)7) =x— f(x)o (A7)

Dann ist

g(x)=E,— A o fi(x) = A7 o (A f'(x)),
1
also || ¢'(x) || < 5 und || g(xo) — Xo || < g Setzen wir X := 3, so ist

19(x0) = %o || < (1 =A)r,

und nach dem verallgemeinerten Mittelwertsatz ist auch

l9(y) =g [ < A-[ly —x]|, fiir x,y € Br(xq).

Also erfiillt g die Voraussetzungen des Fixpunktsatzes, und die Newton-Folge konvergiert
gegen x*. ]

Als néchstes betrachten wir allgemeinere nichtlineare Gleichungen:

Sei B C R" eine offene Menge und f : B — R™ eine differenzierbare Abbildung, y, € R"
vorgegeben. Wir suchen nach Losungen der Gleichung

f(x) = yo.
Wir untersuchen erst einmal den Fall n = m und beginnen mit n = 1.

Sei f : I — R stetig differenzierbar. Wann ist im Falle einer Verdnderlichen die Gleichung
f(z) = y tiberhaupt 16sbar, und wann ist das eindeutig moglich? Ist f surjektiv, so gibt
es immer eine Losung. Ist f injektiv, so ist die Losung stets eindeutig bestimmt. Beides
ist z.B. dann erfiillt, wenn f streng monoton wachsend oder fallend ist, und das gilt
wiederum, wenn f’(z) # 0 fiir alle x € I ist. Ist nur bekannt, dafl f'(¢y) # 0 fur ein tg € 1
ist, so gilt das wegen der Stetigkeit von f noch in einer ganzen Umgebung von ¢y, und
dort existiert auch die Umkehrfunktion f~!, durch die man die Gleichung l6sen kann.

Sinngeméaf 148t sich dieser Sachverhalt auf hohere Dimensionen iibertragen:
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Satz von der Umkehrabbildung

Sei B C R" offen, f : B — R" stetig differenzierbar. Ist xo € B, f(x0) = yo und
Jp(x0) # 0, so gibt es offene Umgebungen U(xy) C B und V(yo) C R", so dafs gilt:

1. Js(x) #0 fir allex € U.
2. .U —V ist bijektiv.
3. f71:V = U ist wieder differenzierbar.

4. D(f)y) = Df(f ()" firalley € V.

Bemerkung: Ist Jy(x) # 0, so sagt man auch, f ist reguldr in x. Das hat zur Fol-
ge, daB f’(x) eine invertierbare Matrix und die zugehérige lineare Abbildung D f(x) ein
Isomorphismus ist. Also kann man die Umkehrabbildung (D f(x))~" bilden.

Der Satz von der Umkehrabbildung nimmt einen zentralen Platz in der Theorie der Funk-
tionen von mehreren Verdnderlichen ein! Sein Beweis ist nicht ganz einfach, wir wollen
aber doch die entscheidenden Teile dieses Beweises besprechen.

BEWEIS: 1) Ohne Beweis geben wir an, daf es reicht, den Satz unter folgenden speziellen
Annahmen zu beweisen:

Sei xg = 0, f(0) =0 und f'(0) = E,, also J(0) = 1.
Wir schreiben f in der Form f = (f1,..., f,) und setzen

Vfi(w)
vfnkun)

Dann ist detoF : B x ... x B — R eine stetige Funktion und det(F(u,...,u)) = Js(u),
und man kann eine Umgebung U = U(0) C B finden, so da det F'(uy,...,u,) # 0 fiir
ui,...,u, € U ist. Insbesondere ist dann Jy(u) # 0 fir u e U.

2) Beweis der lokalen Injektivitéit:

Sei f(a) = f(b) fiir a,b € U. Nach dem Mittelwertsatz gibt es Punkte z, zwischen a und
b, so daf gilt:

0=f,(b)— f,(a) =Vf(z,)o(b—a)',
also F(z1,...,2,) o (b —a)" = 0. Da die Matrix F(zy,...,z,) invertierbar ist, folgt:
a=bhb.
3) Beweis der lokalen Surjektivitét:

Wir miissen versuchen, die Gleichung f(x) = yq fiir yo in der Nihe des Nullpunktes zu
16sen. Dazu benutzen wir die Abbildung
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Offensichtlich ist f(x) = yo <= f(x) = 0. Fiir die neue Gleichung machen wir den
Newton-Ansatz, mit xq := 0 :

9(x) :=x—(J'(0) " o f(x)")T =x — f(x) + yo.
Offensichtlich ist dann g(x) =x <= f(x) = yo.

Es ist g'(x) = En — f'(x) = f(0) = f'(x) und || g(0) — O] = [| yo || Wéhlt man x und yy
jeweils nahe genug am Nullpunkt, so lassen sich die Bedingungen fiir den Fixpunktsatz
sehr leicht herstellen. Also gibt es eine Losung.

4) Die Differenzierbarkeit der Umkehrabbildung 148t sich nun nicht allzu schwer nach-
weisen, weil wir schon einen Kandidaten fiir die Ableitung D(f~!)(y) haben, némlich
(Df(f*(y)))~*. Auf das Vorfithren der technischen Details verzichten wir hier aber. []

Beispiele:

1. Die Polarkoordinaten (z,y) = f(r,¢) = (rcos(p),rsin(¢)) haben wir schon an
fritherer Stelle betrachtet. Es ist

rine) = (kg e,

also J¢(r, ) = rcos?(¢) +rsin?(p) = r. In jedem Punkt (7, ¢) mit r > 0 und ¢ € R
ist f damit lokal umkehrbar.

f : R-ﬁ- X [0727T) - R2 \ {(070)}
ist sogar global umkehrbar.

2. Sei f:R? — R? definiert durch
flx,y) = (2° =y, 22y).
Dann gilt:
/ [ 2z =2y _ 2 2
f (l’,y) - ( 2y 21, ) EﬂSO Jf($7y) - 4($ +y )

Damit ist Jy(z,y) # 0 fiir (z,y) # (0,0) und f iiberall auBerhalb des Nullpunktes
lokal umkehrbar.

f ist aber nicht global umkehrbar, denn es ist ja f(—z, —y) = f(z,y)

Nun wollen wir uns noch der Losung einer Gleichung

f@, . ozn) = Wi, Um)

zuwenden, wobei f auf einer offenen Menge B des R" definiert und stetig differenzierbar
ist und Werte in einem R mit m < n hat.

Im linearen Fall ergibt sich aus der Dimensionsformel sofort, daf§ die Gleichung nicht
eindeutig 16sbar ist, vielmehr erhilt man entweder gar keine Losung oder einen affinen
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Losungsraum. Im nichtlinearen Fall kennen wir die Situation auch schon, wenn m = 1 ist.
Dann ist die Losungsmenge M néamlich eine ,Niveauflache:

M = Fy(f) == {x € B[ f(x) = 5o}
Beispiel :
Sei f : R* — R definiert durch f(z,y) := 2? + 3 — 1. Dann ist
{(z,y) €R?*| f(z,y) =0} = {x e R?* | || x|| =1} = S

der Einheitskreis.

Ist (a,b) € S und etwa a > 0 und b > 0, so gilt in

der Néhe von (a,b): \\

flz,y) =0 <= ¢y*=1-2? &J
— y=gx):=v1-—22

Die Losungsmenge sieht also in der Nihe von (a, b) wie der Graph einer Funktion ¢
aus. Es gibt eine Umgebung U =V x W von (a,b), so daf gilt:

{(z,y) € U f(z,y) = 0} = {(,9(x)) | x € V}.

Man sagt auch, die Funktion ¢ ist ,,implizit“ durch die Gleichung f = 0 gegeben.

Die Beziehung f(x,g(z)) = 0 kann man iibrigens benutzen, um die Ableitung von
g besonders einfach zu berechnen. Mit der Kettenregel folgt namlich:

0= (e gy 1+ Z(:c,g(x)) (@),

also
oy felegle) 2
q(z) = Jy(x,g(z)) - 2¢(z) 9(@)

Bei dieser Umformung hétten wir natiirlich erst einmal {iberpriifen miissen, ob
fy(z,9(x)) in der Néhe von z = a nicht verschwindet. Tatsdchlich ist f,(a,b) =
2b > 0, weil wir das so gefordert haben. Wir werden sehen, dafl das gerade die
Bedingung fiir die Auflésbarkeit nach y ist.

Der Kreis S! ist eine so symmetrische Figur, daf8 nicht einzusehen ist, warum die
Gleichung f(x,y) = 0 nicht iiberall eine implizite Funktion definieren sollte. Wenn
wir etwa im Punkt (1,0) das Koordinatensystem um 90° drehen, dann sieht der
Kreis auch dort lokal wie ein Graph aus, allerdings wie der Graph einer Funktion

x = h(y). Tatsdchlich ist dort h(y) = v/1 — y%.

Wie kann man erkennen, nach welcher Variablen aufgelost werden kann? Der Kreis
kann iiberall dort als Graph einer Funktion y = g(x) aufgefa8t werden, wo er keine
vertikale Tangente besitzt, und er kann iiberall dort als Graph einer Funktion x =
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h(y) aufgefaBt werden, wo er keine horizontale Tangente besitzt. Nun ist S! eine
Niveaulinie von f, und der Gradient von f steht jeweils auf der Tangenten senkrecht.
Damit haben wir:

Tangente nicht vertikal
V f(x,y) nicht horizontal

of

— 0

oy (z,y) #

Tangente nicht horizontal
V f(x,y) nicht vertikal

gi(fﬁ,y) # 0.

S' Graph von y = g(x)

und S Graph von x = h(y)

rrr vl

Wir betrachten nun eine offene Menge B C R* x R™ und eine stetig differenzierbare
Abbildung f : B — R™, also ein System von m nichtlinearen Gleichungen fiir £ + m

Variable. Den Satz der ersten k Variablen zq, ..., x; fassen wir zu einem Vektor x, den
der folgenden m Variablen xj,1,..., Xty zu einem Vektor y zusammen. Dann definiert
man:
oh . Oh
of _| 0O
S I P T
8961 axk
und
of o
g B a${€+1 8xk+m
| ol O
3$k+1 0T jym
Damit ist

fxy) = (g}‘i(x, y) | gi@.ﬂ) :

Satz iiber implizite Funktionen

0
Ist f(x0,¥0) = 0 und die Matriz af(xo,yo) € M, m(R) reguldr, so gibt es Umgebun-
Y

gen U(xg), V(yo) mit U x V C B und genau eine stetig differenzierbare Abbildung
g:U—=V, so daf§ gilt:
1. g(x%0) = yo-

2. f(x,9(x)) =0 auf U.

N - ) I e




§ 7 Nichtlineare Probleme 367

BEwEIS:  Sei n := k + m. Der Trick besteht darin, den Raum um (xg,yo) herum so
differenzierbar zu verbiegen, dafl aus der Nullstellenmenge

N ={(z1,...,z,) | filz1,...,20) = ... = fuul(21,...,2,) = 0}

ein Ebenenstiick wird. Zu diesem Zweck definieren wir F': B — R" durch

F(x,y) = (%, f(x,¥))-

Yy
F [ \
injektiv \ / T
Dann ist
E, 0
F =
(X07 yO) g (X ) g (X ) )
9 0,Y0 By 0, Yo

und daher

9,
det F'(xq, yo) = det ai(xo,yo) # 0.

Das bedeutet, da8 F' in (xg,yo) lokal umkehrbar ist. Wir setzen H := F~! (in der Nihe
von (Xo, yo) ).

Offensichtlich ist H(u,v) = (u, h(u,v)).
Weil H(u,0) = (u, h(u,0)) ist, setzen wir

g9(x) := h(x,0).

Dann ist einerseits
F(x,9(x)) = (x, f(x,9(x)))

und andererseits
F(x,9(x)) = F(x,h(x,0)) = F o H(x,0) = (x,0).
Daraus folgt:  f(x, g(x)) = 0.
Weil F(xo,y0) = (xo, f(Xo, y0)) = (xo, 0) ist, ist
(%0, ¥0) = H(x0,0) = (%0, h(x0),0)) = (0, 9(x0));

also g(xo) = Yo.
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SchlieBlich ist ¢ differenzierbar, und weil f(x,g(x)) = 0 ist, folgt mit der Kettenregel:

0= 2 (x gx)) 0 B+ §§<x,g<x>> 0 g'(),

also

#0 =~ (Shxa0)) o 5L x,a0)

Man beachte hier die Reihenfolge bei der Matrizenmultiplikation!

Das Ganze gilt in der Ndhe von (Xg,yo). Wahlt man die Umgebungen U und V' klein

genug, so ist alles gezeigt. ]
Bemerkung: Das Verfahren kann nicht funktionieren, wenn man die Regularitit von
of

8—(x0, yo) nicht fordert. Man kann anschaulich sehen, dafi die Abbildung F' dann nicht
Yy

mehr injektiv ist.

F
e

nicht injektiv

T~
\__/

f=0
Héufig lassen sich dann aber die Koordinaten so vertauschen, daf3 anschliefend doch die
Voraussetzungen erfiillt sind.

Beispiele:

1. Betrachten wir noch einmal den Kreis S' = {(z,y) | f(z,y) := 2* + y* — 1 = 0}.
0
Fir y # 0 (also x # +£1) ist af(x,y) = 2y # 0. Also kann man den Satz iiber
Y

implizite Funktionen anwenden und die Gleichung f(z,y) = 0 lokal nach y auflésen:
y = g(z). Die Formel fiir die Ableitung von g ergibt hier:

g’(m):_f“f(x’g(x)) __ T ___ T
fylz g(z))  g(z) V-2

Leider ist die Auflésung nicht immer so schén konkret durchfiihrbar!

2. Sei f(z,y) = 2*(1 — 2?) — y*. Die Kurve C := {(z,y) | f(x,y) = 0} ist eine
sogenannte ,,Lemniskate®:
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N [—=

(—1,0) (1,0)

Wir berechnen die partiellen Ableitungen:
felz,y) = 2x—42° = 22(1 — 22?),
fulzy) = —29.

Im Nullpunkt ist die Gleichung {iberhaupt nicht auflosbar. Das liegt anschaulich
daran, dafl der dort auftretende Kreuzungspunkt aus keiner Richtung wie ein Graph
aussieht.

In den Punkten (1,0) und (—1,0) ist jeweils f,(z,y) = 0, also keine Auflésung nach
y moglich. Allerdings ist dort f.(x,y) # 0, wir kénnen also lokal nach = auflésen.
Das ist hier sogar konkret moglich, die Gleichung x* — 22 + y* = 0 fiihrt auf

1\/
=d+—4/2+2y/1 — 492
x 5 \/ Y

LBt man y gegen Null gehen, so mufl 22 gegen 1 streben. Das schliet unter der
ersten Wurzel das Minus—Zeichen aus, und man bekommt:

1
r = +2\/2+2\/1—4y2 bei (1,0)
1
und = = —2\/2+2\/1—4y2 bei (—1,0).

In allen anderen Punkten ist f,(z,y) # 0, denn wenn y = 0 und f(x,y) = 0 ist,
dann kann nur x = 0 oder x = £1 sein. Dann ist

Y= j:\/ IQ(]' - IQ)?

wobei das Vorzeichen davon abhéngt, ob man sich gerade in der oberen oder in der
unteren Halbebene befindet.

Rechnen wir noch im Falle der oberen Halbebene die Ableitung von y = g(x) aus:

 Ja(z,9(2))
fy(z, g(z))

_2x — 43
—2g(z)

z(1 — 22?)

\22(1 —x2)'

g'(z)
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Diese Beziehung gilt natiirlich nicht bei z = 0. Fiir 0 < < 1 ist ¢’(z) = 0 genau
1 1
dann erfiillt, wenn 1 — 222 = 0 ist, also 7 = 5\/5 Dort ist y = 7 Offensichtlich

liegt ein Maximum vor, und mit dieser Information kann man schon eine recht gute
Skizze der Lemniskate erstellen.

Nun koénnen wir auch das Verfahren mit dem Lagrangeschen Multiplikator verallgemei-
nern.

Sei B C R" offen, g : B — R™ stetig differenzierbar und rg ¢'(x) = m fiir alle x € B.

Weiter sei M := {x € B | g(x) = 0}, a € M, U(a) C B eine offene Umgebung und
f U — R eine stetig differenzierbare Funktion.

Definition:
f hat in a ein relatives Maximum (bzw. relatives Minimum) unter den Nebenbedin-
gungen
g1(x) = ... = gn(x) =0,
falls f(x) < f(a) (bzw. f(x) > f(a)) fir allex € UN M.

Hilfssatz
Seien U,V C R" zwei Untervektorriume.

IstUCV, soist V: CcU*.

BEWEIS:  Seiv € V+ festgehalten, u € U beliebig. Dann ist u € V, nach Voraussetzung,
und daher v e u = 0. Also ist auch v € U+. ]

Das fiithrt zu folgendem Kriterium:

Methode der Lagrangeschen Multiplikatoren

Hat f in a ein relatives Extremum unter den Nebenbedingungen
g1(x) = ... = gn(x) =0,
so gibt es Zahlen A1, ..., \y, € R, so daf gilt:

V@) =X -Vg(a)+- -+ A Vgn(a).

Die Zahlen A4, ..., \,, nennt man Lagrangesche Multiplikatoren. Man beachte, daf es sich
hier wieder nur um ein notwendiges Kriterium handelt! Die Punkte, die die angegebene
Bedingung erfiillen, konnen Extremwerte sein. Ob sie es wirklich sind, mufl man mit
anderen Mitteln feststellen.



§ 7 Nichtlineare Probleme 371

BEwers:  Esseid:=n—mund g := (g1,...,9m). Dannist a € M und rgg'(a) =n—d.
0.B.d.A. kénnen wir annehmen, daf} die letzten m Spalten der Funktionalmatrix linear
unabhéngig sind. Damit sind die Voraussetzungen des Satzes iiber implizite Funktionen
erfiillt. Schreibt man a in der Form

a=(a",a"™) = (ay,...,aq,0441,---,0n),

so gibt es offene Umgebungen U(a*) und V (a™), sowie eine stetig differenzierbare Abbil-
dung ¢ : U — V', so daf} gilt:

{(¢y) €U XV ]g(xy) =0} = {(x,0(x)) | x € U}.

AuBerdem ist ¢'(a*) = 25( )71 gi( )

Der Satz ist bewiesen, wenn wir gezeigt haben, dafl

Vf(a) e< Vg (a),...,Vgn(a) >

ist. Da fiir einen Unterraum U C R” stets die Beziehung (U+)*+ = U gilt, reicht es wegen
des Hilfssatzes zu zeigen:

<Vg(a),...,Vgn(a) >* c < Vf(a) >+,
Das wollen wir nun tun!

Sei v €< Vgi(a),...,Vgn(a) >. Das bedeutet:
Dg(a)(v) = (Vgi(a) e ng( )e

= (
- . o 39
oder mit Hilfe der Funktionalmatrix ¢'(a) = | ==(a), =—(a

und v = (v, v**) € R? x R"™* ausgedriickt:

0=gaov = (gi( ) )
99

also 9 5
g *\ T g *k\ |
o(v*)' = v :
e (v) =~ (@) e (v)
Bis jetzt haben wir nur die Voraussetzungen interpretiert und umgeformt. Nun kommt
der entscheidende Schritt:

Durch a(t) := (a* + tv*, p(a* + tv*)) wird ein Weg definiert, der ganz in der Fliache M
verlduft. Insbesondere ist

a(0) = (a"p(@’)) =a
und &(0) = (v, (¢(@)o(v)N ")
N g 1 _Og S TA\T
= (v 7(—(*},(3)) @) 1))
(
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Jetzt haben wir nahezu alle Voraussetzungen ausgeschlachtet. Wir miissen aber noch
benutzen, dafl f auf M in a ein lokales Extremum hat. Dann hat auch f o« in 0 ein
lokales Extremum, und es muf} gelten:

0=(foa)(0)=Vi(a)ev.

Also ist v € < Vf(a) >+, und wir sind fertig []



